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Aula 1

Integral definida

H& dois problemas fundamentais em céalculo: o primeiro é encontrar
a inclinacao de uma curva “qualquer” em um ponto dado e o segundo é
determinar a area de uma regiao plana “qualquer”. Estes dois problemas, sem
nenhuma relagao aparente entre eles, correspondem aos conceitos de derivada
e integral, respectivamente. Alguns matematicos, como Barrow, Newton,
Leibniz, observaram que estes dois conceitos matemaéticos, e, portanto, os
problemas da inclinacao e da area, estao intimamente relacionados entre si.
Esta célebre observacao, conhecida como Teorema Fundamental do Cdlculo,

serd objeto de estudo da proxima aula.

Nesta aula apresentaremos o conceito de integral definida como solucao

ao problema da area sob uma curva.

1 Conceitos basicos

Consideremos o problema de calcular a area entre o eixo x e o grafico

de uma fungao positiva e limitada f, definida no intervalo [a, b] (Figura 1).

Uma ideia natural para calcular a area de uma regiao é aproxima-la
por uma nova regiao cuja area possa ser facilmente calculada (por exemplo,
uma uniao de retangulos). Fazendo isso, ndo obtemos a area desejada, mas

sim uma aproximacao dela. No entanto, esperamos que quanto melhor a



2 1. CONCEITOS BASICOS

/\ f(x)
\/

0.5

Figura 1: Regiao sob a funcao f

aproximacao da regiao, melhor a aproximacgao da area.

As Figuras de 2 a 5 mostram aproximacgoes por regioes maiores e
menores que a regiao da Figura 1, compostas de 3,7,15 e 30 retangulos.

As areas destas regides sao chamadas de Soma de Riemann Superior (SS) e

Soma de Riemann Inferior (SI), respectivamente.

Figura 2: SS =2.45, SI =1.55 Figura 3: SS =2.21, SI =1.79
1.54 1.54
n=30
e
0.5 ).
1 -0.5 ’ 0 0.5 1 -1 -0.5 ’ 4 0.5 1
Figura 4: SS =2.1, SI =1.9 Figura 5: SS =2.05, SI =1.95

Dados os valores de SS e SI obtidos nestas aproximacoes, nao é dificil

intuir que o valor da area que procuramos é exatamente 2.

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 1. INTEGRAL DEFINIDA 3

2 Definicao formal

Vamos formalizar as ideias expostas na secao anterior para que pos-
samos calcular a 4rea entre o grafico de uma funcao positiva f, definida no

intervalo [a, b], e o eixo .

Comecamos aproximando a regiao desejada por uma uniao finita de
retangulos e depois calculamos a area desta uniao. Para isso, é preciso co-

nhecer a base e a altura de cada um desses retangulos.

Consideremos a uniao de n retangulos cujas bases e alturas sao dadas
pelos intervalos [to, t1], [t1, ta], - - -, [tn_1, ] e pelos valores { f(t3), f(£5), -+ ,t5},
respectivamente, onde {a =tq <t} <t; <--- <t,_1 <t: <t,=0b}.

7\

a t tht, ts t)

Figura 6: Exemplo com n = 6

Finalmente, associamos a particao pontilhada
P = ({t07t17 e 7tn717tn}7 {f{? T :1717 :L})

a essa uniao de retangulos e definimos ||P|| como sendo o maior dos compri-

mentos dos intervalos [t;, t;11]-

Agora estamos prontos para dar uma definicao formal de area.

Definicao 1

A 4rea entre o grafico de uma fungao positiva e limitada f : [a,0] — R e o

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



4 2. DEFINICAO FORMAL

eixo z é definida como

/f(x)d:c— li S0~ 1), (1)

IP[|—0

quando o limite acima, que ¢ calculado sobre todas as possiveis particoes
pontilhadas, existir. Nesse caso, diremos que f é Riemman integravel no

intervalo [a, b].

Observacao 1

e Note que a soma que aparece no limite (1) faz sentido mesmo que a fungao
f nao seja positiva. Caso o limite exista, seguiremos chamando este limite de
integral de Riemann, embora a interpretacao agora seja a de area com sinal.
Isto é, a 4rea acima do eixo x conta como positiva, e aquela que fica embaixo

do eixo x conta como negativa.

e O conceito de integral serd estendido para func¢oes definidas em intervalos
nao limitados e para fung¢des ndo limitadas (integrais improprias) nas Aulas

13 e 14, respectivamente.

Uma vez dada a definicao de funcao integravel, surge uma pergunta
natural. Quais funcoes limitadas sao integraveis? Lamentavelmente, nem
todas elas sdo (ver exercicio 2). No entanto, o seguinte teorema fornece um

critério para determinar quando uma funcao limitada é integravel.

Teorema 1
Uma fungao limitada f : [a,b] — R com uma quantidade finita de descon-

tinuidades é Riemann integravel. Em particular, toda funcao continua é

integravel.
Vamos agora calcular uma integral explicitamente.

Exemplo 1
1
Calcule/ 2% dz.
0

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 1. INTEGRAL DEFINIDA 5

Solucao

Pelo Teorema 1, sabemos que a funcio f(z) = x? é integravel no inter-
valo [0,1]. Logo, para calcular o valor da integral, é suficiente considerar
uma sequéncia de parti¢oes {P, },>1, tal que ||P,|| — 0 quando n — oo. Por

exemplo,

n

1 2 1 2 —1
n — 07_7_7“'7 717 I IR 71 .
Pu = ({0, ~, ~ — 1 —1})

1

Neste caso [|P,|| = .. A soma que apararece na expressao (1) (soma de

Riemann) associada a P, é: .1 (£)%(2). Finalmente, usando a formula da

n

soma, dos primeiros n quadrados,

zn:iQ _n(n+1)2n+1)
- ; 7
=1

obtemos

1 n
/0 f<x>dx:}£>% = ;:12 =3

Como vocé deve ter percebido, mesmo para o caso de fungoes muito
simples, é bastante dispendioso o calculo da integral usando a mera defini¢ao.
O teorema fundamental do célculo, que estudaremos na préxima aula, fornece

outra maneira de calcular uma intregral.

Para concluir esta aula, vamos enunciar algumas propriedades da inte-

gral definida.

Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] — R fungodes limitadas e integraveis.

Entao,
1. /abf(x)—i—g(x) dx:/abf(x) dx—l—/abg(x) ds

b b
2. / kf(x) dx:k/ f(x) dz para todo k € R.

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



3. EXERCICIOS DE REVISAO

b b
3. Se f(x) < g(z) para todo x € [a, b, entdo / f(z) de < / g(x) dz .

b c b
4. / f(z) de = / f(z) dz +/ f(z) dx para toda constante c tal que
a<c<b.

5. Dados m, M € R, tais que m < f(z) < M para todo = € [a,b], temos

b a
m(b—a) < / f(z) de < M(b— a) . Em particular, / f(z) dx = 0.

Exercicios de revisao

1
1. Calcule/ V1 —22dz.
-1

Dica: Lembre que a integral é a &rea sob a curva.

2. Prove que a fungao f, definida no intervalo [0, 1] como

0  x racional,
fla) =

1 x irracional,

NAO é Riemann integravel.

Dica: Considere parti¢oes pontilhadas tais que {¢}}7; sejam todos

racionais ou todos irracionais.

1
1
3. Verifique que / 23 dr = 7 usando os mesmos argumentos do Exemplol.
0

Dica: Use a seguinte identidade:
Zn:kg B [n(n—l— 1)}2
k=1 2

3 3
4. Ache o valor / [5f(z) + 4g(x)] dx supondo que / flz) de =7,
0

-2

/_Zf(x) de =15 e /jg(x) dx = 10.

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 1. INTEGRAL DEFINIDA 7

5. Verifique as seguintes desigualdades sem calcular as integrais.

1

(a) 2\/§§/ V3+a?2de <4,
-1

i V2r

sen(x) do < —— .

b) 5 < ~

24 —

m\:}\

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Aula

O Teorema Fundamental do

Calculo

1 Introducao

O Teorema Fundamental do Cdlculo (TFC) estabelece uma conexao
entre os conceitos de derivada e integral. Essa intima relagao entre o Cdlculo
Diferencial e o Cadlculo Integral simplifica muito a solugao de problemas em
que o conceito de integral definida ¢ usado. Esse teorema é o grande re-
sultado do Calculo e foi descoberto por Isaac Barrow (1630-1677), que foi o
mentor de Newton, na Universidade de Cambridge. Barrow percebeu que a
derivada e a integral sao problemas inversos, porém, foram Newton e Leibniz
que aplicaram as ideias e desenvolveram o Célculo, utilizando-o na resolucao

de diferentes problemas.

Antes de abordarmos o Teorema, precisamos desenvolver algumas ideias
preliminares. Comecemos definindo novas fungoes a partir de antigas

Seja f : [a,b] — R continua em [a, b], definimos uma nova funcdo g : [a,b] — R,
como a fun¢ao que a cada x em [a, b] associa o niimero real g(x / f(t)

Quando f > 0 interpretamos g(z) como a func¢ao area, ji que, nesse caso,
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g(x) representa a area da regido entre o grafico da f(t) e o eixo t, para

t € la, x|, conforme a Figura 1 a seguir. Observe que g(a / f(t) dt =0.

Figura 1: Area da regido sob a fungio f(t), t € [a,z]

Exemplo 1
Caleule g(0), g(1), 9(3/2), 9(2) ¢ 9(3), em que gz / 1(t) dt o

t2, se 0<t<1;
flt)=1¢ 1, se 1<t<2
3—t, se 2<t<3.

Solucao

Temos g(0) = /Oof(t) dt = 0; g(1) = /Olf(t) dt = /01 t* dt = 1/3, pelo

exemplo 1 visto na Aula 1. Observando o grafico da Figura 2 a seguir, temos

9(3/2) = /fdt/f dt+/f

3/2
_/ t2dt+/ 1dt=1/3+1/2=5/6,
0 1

que

onde a tultima integral definida representa a area do retangulo de altura 1 e

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO 11

base 1/2;

2 1 2 1 2
q(2) :/ f(t)dt :/ f(t) dt+/ f(t)dt :/ t? dt+/ ldt =1/3+1=4/3,
0 0 1 0 1
em que a ultima integral definida representa a area do quadrado de lado 1;
2 3 3
4(3) :/ 0 dt+/ 0 dt:4/3+/ S tdt—4/34+1/2=11/6
0 2 2

onde a tultima integral definida representa a area do triangulo retangulo de

altura 1 e base 1.

Figura 2: Grafico da fungdo f(¢) do exemplol.

Exemplo 2
d €T

Mostre que —/ tdt=z,Vor >0
dz J,

Solucao

Interpretando como a area do triangulo entre o grafico de y = t e o eixo
r zx  T? -

t, para t € [0, z], temos que tdt = - =3 j& que a base e a altura sao
0

iguals a Logo d/mtdt d (2
iguals a . — =— | =) ==
& 8% 4w 0 dr \ 2 N

Lembremos que uma primitiva ou antiderivada de uma funcao f, num
intervalo I, é qualquer funcao F' definida em I, cuja derivada coincide com a

f, isto é, F'(x) = f(x), Vo € 1. Além disso, como consequéncia do Teorema

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



12 1. INTRODUCAO

do Valor Médio, segue que duas primitivas quaisquer, digamos F' e GG de uma
f, num intervalo I, diferem por uma constante, isto ¢, F(x) = G(z) + C,

Vo € I, onde C' é uma constante real. Portanto, o Exemplo 2 revela que
x

nesse €aso / t dt ¢ uma primitiva para o integrando f(z) = x. O TFC nos
0

mostrara que esse resultado é geral, ele valerd sempre que o integrando for
uma funcgdo continua. Antes, porém, vejamos um argumento intuitivo que

aponta para a veracidade desse resultado, ao menos para f > 0.

Nesse caso, g(z) é a area pintada da Figura 1 e sabemos que

glo +h) — g(z)

/ T
g'(z) = lim

Assim, supondo inicialmente h > 0, temos

z+h T
g(z +h) - g(z) = / £(t) di — / £(t) di

a

:/;f(t) dt+/:+hf(t) dt—/:f(t) it

:/x (1) dt |

Nesse caso, a tltima integral representa a area da faixa entre o grafico da
f e oeixo t, para t € [z,x + h]. Note que, na ultima igualdade, usamos a

propriedade 4 das integrais definidas, vista na Aula 1.

Como estamos interessados no limite para h — 0, supomos a faixa bem
fininha, isto é, h = 0, portanto, a area da faixa ¢ aproximadamente a area

do retangulo de base h e altura f(x), conforme a Figura 3. Logo,

h) — .h
g/ (r) = tim AP Z I gy TEMR i ) — i)

Analogamente temos o mesmo resultado para h < 0.

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO 13

/\ ft

a X X+h b t

Figura 3: A area do retangulo aproxima a area da faixa.

Agora, podemos perceber que o resultado é razoavel, o que torna natural
o contetido do TFC, que se divide em duas partes, sendo que a segunda é

consequéncia da primeira.

Teorema Fundamental do Calculo

Se a funcao f for continua em [a,b], entao

i) a funcio g(x) = / f(t) dt & continua em [a,b], derivavel em (a,b) e

g'(x) = f(x), Yz € (a,b).
b
ii) / f(z) de = F(b) — F(a), onde F' é qualquer primitiva da funcao f.

Observacao 1

e A primeira parte do TFC nos diz que podemos construir primitivas para
uma funcao continua usando integracao. Além disso, a demonstracao feita
vale em a e b como derivadas laterais e podemos escrever ¢'(x) = f(x),
Vx € [a,b], entendendo que ¢'(a) ¢ a derivada a direita da g em z = a e ¢'(b)

é a derivada a esquerda.

e A segunda parte do TFC facilita muito o calculo de integrais definidas, se
conhecermos uma primitiva F' para o integrando. Nesse caso, calculamos a
variacao total dessa funcdo, isto é, F'(b) — F'(a). Essa variagao total recebe

uma notac¢ao bastante ttil, a saber F'(b) — F'(a) = F(x)

a

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



14 2. EXERCICIOS DE REVISAO

e A partir da Aula 4 até a Aula 9 vamos desenvolver técnicas que nos
permitem calcular primitivas de algumas fungoes. Porém, essas técnicas tém
alcance limitado, na verdade, para a maioria das funcoes integraveis, nao
podemos determinar uma primitiva. Nesse caso, o uso das somas de Riemann
é necessario e as mesmas podem ser utilizadas com algum método numérico

para aproximar o valor da integral definida.

e A primeira parte do TFC nos diz que di/ f(t) dt = f(z), ou seja
€ a

que a derivada desfaz o que é realizado pela integral e obtemos de volta a

funcao f original. Aplicando a segunda parte do TFC a derivada de f temos
“d
/ %f(t) dt = f(z) — f(a). Assim, a integral desfaz o que é realizado pela

derivada e obtemos de volta a funcao f, a menos da constante f(a). Neste

sentido, entendemos que a derivacao e a integracao sao processos inversos.

e Nesse ponto, justificamos o uso da nomenclatura integral indefinida para

o conjunto das primitivas de uma funcao. A primeira vista esse uso parece
inadequado, por se tratar de uma ideia que nao envolve o mesmo principio
da integral definida. A estreita ligacao que envolve os dois conceitos s6 fica

evidente com o TEFC.

2 Exercicios de revisao

1. Calcule as integrais indefinidas:

41 1 1 2
a. /—da:; b. / ; de;  c. /3x4+1da:;
1z 0o z¥+1 —1

™ 4 -1 1
d. / senx dx; e. / — dt; f. / e® ds.
0 1 Vi 0

2. Esboce a regiao R compreendida entre os graficos dados e calcule sua

area.
a. y=uaz"e o0 eixo Ox para x € [0, 2];
b. y=cosx e o eixo Oz para x € [0,7/2];

c. Retay=1ey=cosxparazel|0,7/2].
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3. Derive as func¢oes abaixo em relacao a .

) T ) 1 u2
o [ [ e [
Lt 0 s ut+2u?+3
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Aula 3

Aplicacoes do Teorema

Fundamental do Calculo

Iniciamos a aula relembrando algumas das primitivas imediatas que

foram vistas no curso de Calculo Diferencial.

anrl
/:c d:c— 1+C Va € Rya # -1, /e“da::evaC,

cosx dr =senx + C /senm der = —cosx + C',

dx = arcsenz + C' .

5 dv = arctgz + C',

1

/sec rxdr=tgx+C, /—d:)::ln|m|—|—0,
x

/ 1
V1—2?

Revisemos ainda, duas propriedades da integral indefinida, a saber:

o /cf(x) dx = c/f(x) dzx, para c constante real ;

o [ + 9@ o= [ @) o [ gla) d

Combinando as primitivas acima e as propriedades formamos novas integrais

indefinidas. Observe, por exemplo:
2 4 3 5
/sec T+ 3z da::tgas+533 +C.

17
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Observe, através dos exercicios a seguir como o célculo de 4reas ficou bem
menos trabalhoso com a aplicacao do Teorema Fundamental do Calculo, es-
tudado na Aula 2.

Exemplo 1
Calcule a area da regidao R entre o grafico de f(x) = /= e o eixo = para

x € [1,2]. Esboce a regido.

Solucao
Observe o esbo¢o da regidao R na Figura 1. Pelo item ii) do TFC segue

que a area da regiao R é dada por

2 2 L 133/2 2 9 2
/ Vv dr = / v7 dr=——| =2[2%% - 132 = Z[2v/2 — 1] unidades de area.
1 1 3/21t 3 3

O

Figura 1: Esboco da regiao R do exemplo 1
Observacao 1

e Se f(x) <0,Vz € [a,b], entdo a area da regiao R entre o grafico da fungao f
b b
e 0 eixo x em [a, b] ¢ dada por A(R) = A(R*) = / —f(z)de = — / f(z) dz,

veja a Figura 2 a seguir.

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A
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e Se a fungdo f trocar de sinal em [a, b] usamos suas raizes e dividimos [a, b]
em subintervalos nos quais a funcao f nao troca de sinal. Assim, escrevemos
a area da regiao R entre o grafico de f e o intervalo [a, b], como uma soma de
integrais nesses subintervalos, onde o integrando serd f ou —f, dependendo
se no subintervalo correspondente & funcao f for nao negativa ou nao positiva,

respectivamente. Observe a Figura 3 a seguir.

X
a 3

Rx
N f

T2

Figura 3: A(R) = /:1 fz) do —/I f(z) do

1

b
Figura 2: A(R):A(R*)zf/ f(z) dz A ,
+ f(z) dz —/ f(z) dz

Jxo

Exemplo 2

A Figura 4 mostra o grafico de y = senx entre x =0 e x = 2.

2
a) Calcule/ senz dx;
0

b) Calcule a area entre o grafico de y = senx e o eixo x em [0, 27].

c) Compare os dois itens anteriores.
Solucao

2

27
a) PeloTFC,/ senx dr = —cosx| = —cos2m+cos0=—1+1=0.
0 0

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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y=senx

0.5 / senx dx =2
Jo

T T >
2m €T
21
m / senxdx = —2
™

-0.5

Figura 4: Esbog¢o da regiao R do exemplo 2

b) Primeiro, note que senx é negativo em [, 27|, entdo para calcularmos

a area da regiao correspondente a esse intervalo, vamos considerar
y = —senx em [m,27|, que é nao negativa e cuja area entre o gra-
fico e 0 eixo x coincide com a area que queremos determinar. Assim, a

area da regiao dada é igual a

T 2
/ sen x da:+/ —senx dxr = —coszx
0 T

—cosT + cos0+ cos2m —cosm = —(—1) + 1+ 1 — (—1) = 4 unidades
de area.

™ 2

— (—cosx)

0 T

2
¢) No item a), temos um cancelamento das areas, pois / sen x dr é menos
™

27 ™
a area da regiao que esta abaixo do eixo z e / senx dr = / senx dx
0 0

2m
+/ senx dx. Assim, devido a simetria, o resultado foi zero.
™

No item b), dividimos o calculo da drea em duas partes, onde a fungao
é positiva e onde ¢ negativa. Para termos a area, refletimos o gréfico da

parte com imagem negativa em torno do eixo x e assim a area desejada

s 2 2
foi calculada pela / senx dr — / senx dr # / senx dx.
0 ™ 0
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0

Exemplo 3

Determine a 4rea da regiao fechada da Figura 5 entre o gréfico de f(x) = 2*—2?—6x

e 0 elxo .

Figura 5: Regido fechada entre o grafico de f(z) = x3 — 22 — 62 e o eixo z.

Solucao
Para comecar, precisamos determinar os zeros da fungao polinomial dada,

3

entdo vamos resolver a equagao f(x) = 2® — 2% — 62 = 0. Assim,

flz)=2"-2"-6r =0 2(z-3)(z+2) =0 r=00u 2=3 ou v =2,

Observando o sinal de f pela Figura 5, temos

0 3
A(R):/ x3—x2—6xdx—/ 2® — 2* — 6 dw
0

-2

4 3 27 0 4 3 27 3
:[x__x__gv_“ _{x__x__Gx_“
—2

4 3 2 4 3 2 |1lo

= —4—8/3+12—81/4+27/3+ 27 = 167/12.
O

Exemplo 4
Calcule a 4rea da regido R entre os gréaficos de y = 2% e y = x. Esboce a

regiao.

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Solucao
Observe que 2> = v <& v = 0 ou x = 1. A area de R ¢ a diferenca
entre a area (do triangulo)entre y = z ¢ do eixo z e a area entre y = 2% e 0

eixo x, para = € [0, 1]. Portanto,

A(R) /1 d /1 2 g xQ(l xS‘l 1/2-1/3=1/6
= [ zde— | 2°de="| —=| = - —1/6.
0 0 210 3o

0.5 1

Figura 6: Esbo¢o da regiao R do exemplo 4

No caso geral em que temos que calcular a area entre dois gréaficos de

fungoes f e g em [a, b], procedemos da seguinte forma:

e Determinamos as intersecoes entre os dois graficos, isto é resolvemos a

equagao f(x) = g(z) em [a,b].

e Esbogamos os graficos, sempre que possivel, para conhecermos a regiao,

cuja area estamos calculando.

e Calculamos separadamente as integrais definidas de f(z) — g(z) nos
subintervalos determinados pelas intersecoes e por a e b. Tomamos

o modulo de cada integral definida e somamos os resultados. O que

b
equivale ao calculo da / |f(x) — g(x)| dx, ou seja, em cada intervalo

o integrando é a diferenca entre a "func¢ao maior"e a "funcao menor".
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Exemplo 5
Calcule a area da regiao R entre os gréaficos de y = senx e y = sen 2z, para

x € [0, 7]. Esboce.
Solucao

Primeiro calculamos as intersegoes entre os dois graficos, observadas na Figura

7 a seguir. Entdo, em [0, 7], temos senx = sen 2z < senz = 2sen T cosxr <

y=senx

Figura 7: Usamos duas integrais definidas para o calculo da &rea da regiado hachurada.

sent =0 ou cosz=1/2<x=0 ou x =7 ou x = 7/3. Portanto,

w/3 ™
A(R) = / sen2z —senx dxr + / senz — sen2x dx
0 /3
/3 cos 2z |™

; + [~ cosz + 5 ]ﬂ/g

B [ CoS 2x
N 2

+ cos z]

—1/4+1/241/2-14+141/2+1/2+1/4=5/2.

Agora, vamos derivar fungoes dadas usando integrais definidas. Como
a derivada desfaz o que a integral produziu, nao precisaremos realizar a

integracao.

Exemplo 6
T 2
Derive as fungoes : a)/ sent® dt b)/ e dt .

1
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Solucao
a) Pelo TFC-i), i Sent dt = sen 2°.
dx
d r t2 1.2
b)PeloTFCl,— e dt = — [ e dt| =—e". O
dx 9
Exemplo 7

Suponha / f(t) dt = 2* + 3z — 4. Determine f(x).
1

Solucao
Pelo TFC-i), temos

{/f dt} [:p + 3z —4] =22+ 3.

Note que se F(z / f(t) dt, entao, / f(t) F(u(x)), isto é,

temos uma funcao composta. Portanto, pela Regra da Cadeia e pelo TFC,

obtemos

[0 @ = L) = @) @) = o)),

em que supomos que a fun¢do f seja continua e a u derivavel. Analogamente,

se v for derivavel,

v(z)
/f = [ ) dr =~ @) @),

a

Mas,

u(x) a u()
/ f(t) dt = f(t) dt + f(t) dt
v(x) v(x) a
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onde a é qualquer niimero real no dominio da funcao f. Portanto, obtivemos

a conhecida Fdérmula de Leibniz:

d u(x) ) )
@ | (t) dt = f(u(z))w'(z) — f(o(z))'(2) (1)
Exemplo 8 ,
Calenle L [ ¢ at
dr J_,
Solucao

Aplicando a férmula de Leibniz (1), temos que

d (v
T e’ dt = @2y — e(_”)s(—l) = 2z¢” 4.
x

—x

xT
Exemplo 9 [ . .5 4

Calcule lim =—=

x—0 x

Solucao
Temos uma indeterminacdo do tipo [0/0], portanto, aplicando a Regra de

L“Hépital e a Formula de Leibniz (1) para derivar o numerador, obtemos

¢ dt
/x o8 cos z° — cos(—x)°(—1)

lim 2= = lim = lim cos 2® + cosz® = 2 .
r—0 €x x—0 1 x—0

Neste caso, usamos acima o fato de que o cosseno é uma func¢ao par.

U
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1 Exercicios de revisao

1. Calcule as integrais indefinidas e dé uma interpretacao geométrica.

4 2 2
a. / e’ du; b / dz; c. / 4a* + 1 dx;
0 0 I2 + 1 -1

T 4 5 1
d. / senx dx; e. / Vit dt; f. / — ds.
/2 0 1S

2. Esboce a regiao R compreendida entre os graficos dados e calcule sua

area.

a. y=a3+22?> -3z eo0eixo T ;

b. y=z'earetay=x paraxec|0,2];
c. y=av—2ex=19>;

d y=—senzey=-cosz para z € [0, 27].

3. Derive as funcgoes abaixo em relacao a x.

a. f(x):/ cost? dt; b. f(x):/ e ds;
_— 0

c. x/ cos v/t dt.
3

—x

4. Calcule os limites.

x .1‘2
/ sent? dt / et dt

a. lim =— .
z—0 3 z—1 r—1
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Aula 4

Integracao por substituicao

1 Introducao

A partir desta Aula até a Aula 9 vamos desenvolver as principais técni-
cas de integracao. A ideia é simplificar o célculo das integrais, reduzindo-as
a integrais mais simples, como, por exemplo, as que foram vistas nas Aulas
2 e 3. Voceé ja deve ter percebido que o problema de determinar primitivas
de uma funcao é mais complexo do que o célculo de derivadas. No Cdlculo
Integral precisamos reconstruir a funcao a partir do conhecimento de sua
derivada e, para tal, nao dispomos de formulas tao gerais quanto aquelas

vistas no Cdlculo Diferencial.

2 Integracao por substituicao
O método de integracao que veremos nesta aula é chamado de Método
de Substituicao ou Mudanca de Varidvel. Esse método ¢ baseado em uma

regra de derivacao bem conhecida, a chamada Regra da Cadeia. Suponha

que temos uma integral do tipo

/ f(g())g(z) da, 1)

27



28 2. INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

em que a fungdo g possui derivada continua em algum intervalo e a func¢ao
f é continua num intervalo contendo a imagem de g . Suponha ainda, que
conhecemos uma primitiva F' para a funcao f, entao pela Regra da Cadeia,

usada inversamente, e pela defini¢ao de integral indefinida, obtemos
[ Hog (@) de = [ Flag (@) do

— [ S-P(g(a) de = Flg(w) +C

Assim, acabamos de calcular a integral indefinida (1).

Na préatica, fazemos essas contas usando um método mecanico que de-

screveremos a seguir. Trocamos a varidvel = por u, fazendo u = g(x). Entao,

usando a notagao de diferencial, du = ¢'(x)dx, obtemos

/ f(9(x))g () de = / Fu)du = Flu) 4 C.

Por fim, retornamos a variavel x, substituindo u = g(z) na igualdade descrita

e obtemos:

[ o (@) de = [ fla)du=Fw +C = Flgla)) + C.

tal como queriamos.

Precisamos enfatizar que para aplicar este método, precisamos identi-
ficar a mudanca de variavel que vai nos levar a uma integral mais simples
na nova varidvel. Como veremos nos exemplos, se a variavel original for z,
frequentemente teremos que ajeitar o dr em funcao do du e, apos as contas,
sempre retornaremos a variavel original. O retorno & variavel x é fundamen-
tal no calculo da integral indefinida, ja que, nesse caso, o objetivo é encontrar

todas as func¢oes primitivas do integrando original, em funcao de x.

Mais adiante, com a introducao de outras técnicas de integracao, sera

muito comum aplicarmos mais de uma técnica no mesmo problema e o
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Método de Substituicao vai ser bastante utilizado.

Calcule as integrais indefinidas nos exemplos a seguir.

Exemplo 1

/4\/1—1—49& dx .

Solucao
Seja u = 1+ 4x. Entao, du = 4dx e o Método de Substitui¢cao nos da

/4de:/ﬂdu:%/224—0:;(1—1—4@3/2—1-0.
O
Exemplo 2
/u26“3 du .
Solucao

Seja v = u?, entdo, dv = 3u’du e a integral dada se escreve como

u3

: 1 1
/uze“3 du:/ge”dv:§e”+(§’:%+0.

U

Exemplo 3

/t(l + )10 gt

Solucao

d
Seja u = 1+ t2. Entdo, du = 2tdt = tdt = 7” Portanto,

du 1 140 (L)
(1 t2100dt:/100—:—/ 00 gy =-"_4+0=""—""7__1(C.
/(+ ) S R Y A ST 202
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0

Exemplo 4

[

Solucao
Seja u = /x. Entao, du = dr = 2du = dr Logo
u x. En u u _
) ’ 2\/x NI 89:

/CO\S/\_/E dr = [ cosu 2du:2/cosudu:2senu—|-(]:2sen\/§+0.
x

O
Exemplo 5
/ tgx dr .
Solucao
. sen .
Primeiro vamos reescrever a tangente como tgx = . Substituindo
cos T
u = cosx temos du = —sen xdxr = —du = sen xzdx. Logo,

d
/sena: da::—/—u:—ln|u\—|—C’:—ln\cosx|+C’:ln|secx|+C.
u

cos T
O
Exemplo 6

/ ! dz .
22 +6

Solucao

Seja u = 2% + 6, entdo, du = 2xdx e a integral dada se escreve como

v 1 1 1,
/ +6dx—/@du—§ln|u|+0—§1n(x +6)+C .

2
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Exemplo 7
1
d
/ 3x2+1 o

Solucao

A ideia é reescrever a integral para chegarmos a fungao arcotangente. Assim,

considere u = v/3z, entdo, du = v/3dz e a integral dada se escreve como

1 1 1 1 1
- dr=— | —— du= —arctgu+C = — arctg(v/3z)+C .
/(ﬁx)%l \/§/u2+1 V3 s 3 eta(var)
O
Exemplo 8
1
/—dx.
x2+2x+5
Solucao

A ideia é a mesma do exemplo anterior, vamos reescrever a integral para
chegarmos a funcao arcotangente. Assim, primeiro vamos completar o quadrado

do denominador e depois mudar a variavel. Como
z+1)\?
1
(=)

1 1
fazendo u = %, temos du = idx e, portanto,

P42 +5=(z+1)>2+4=4

Y

1 1 1 1 1
/Q—dx:—/ 5 dx:—/Q—du:
24245 4 (x—i—l) . 2) v +1

2

1 1 1
= iarctgu—i-C: éarctg (i> +C.
O

Exemplo 9

/secx dz .
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Solucao
Vamos calcular essa integral multiplicando e dividindo o integrando por

u = secx + tgx, entao, du = [sec xtgx + sec’ x|ldxr e

2

sec®x +secwt d

/secxdﬂc:/ ’ mgxdx:/—uzln\secx—i-tg:d—i-(}'.
secx +tgx U

U

3 O Meétodo de Substituicao para a Integral
Definida

Existem duas formas para o cdlculo de uma integral definida usando
substituicao. Podemos calcular a integral indefinida e, depois, usando o
Teorema Fundamental do Cdlculo, computamos a variacao total da primitiva
escolhida. Observe o célculo a seguir, em que usamos o resultado do Exemplo

1, a saber:
2
/4\/1+4x dr = §(1+4x)3/2+0 :

entao,

2
2 a2 2 2 1
/ 41+ 4x dx:§(1+4x)5/2‘ :§(1+8)3/2—§(1+4)3/2= 18—%3.
1

1

A segunda forma de resolucao da integral definida consiste em aplicar o
teorema a seguir, em que mudamos os limites de integracao ao mudarmos
a variavel e fazemos as contas até o final na nova variavel, nao tendo que

retornar & variavel original.

Teorema 1 (Substituigdo em integrais definidas)

Se ¢’ é uma func¢ao continua em [a,b] e a fungao f é continua na imagem de

g, entao,

b g(b)
/ Flo(@)) (x)da = / f(w)du. 2)
a g(“)
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Prova
Observe que de (2) e do Teorema Fundamental do Calculo (TFC)) da Aula
2 obtemos

b
| #at@)g @i = Plo(@)]| = Flo(®) = Flgla))
onde F' é uma primitiva de f. Por outro lado, também pelo TFC, temos que

9(b)
/( : f(u)du = F(g(b)) — F(g(a)). Logo,

b 9(b)
| oeng@az= | swan,

tal como queriamos demonstrar.

Exemplo 10
2

Calcule / 4v/1 + 4z dz, usando (2) .
1

Solucao
Tomando u = 4x temos du = 4dx. Agora, devemos calcular os novos limites

de integragao, observe que
r=1=u=1+41)=5 e z=2=u=1+4(2)=9.
Portanto,

3/2
2u/ 922(93/2—53/2)218—103—\/3.

2 9
/4\/1—1-41’6[3::/ Vu du =
1 5

5

U

Observacao 1
Voceé deve ter notado que a vantagem de usar (2) é a de que nao precisamos

retornar a variavel xz apds a integracao. A variacdo total é calculada na

varidvel u, com os novos limites de integracao.
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Exemplo 11
0
Calcule /_1 3x2x+ 5 dx, usando (2) .

Solucao
Tomando u = 322 + 2 temos du = 6xdz. Agora, devemos calcular os novos

limites de integracao, observe
r=-1=u=3(-1)*+2=5 ¢ z=0=u=3(0)+2=2

Portanto,

0 11 12 1
/ v dx:/ ——du=-Inu| =—=(In2—1In5).
; 6 6

1322+ 2 6u 5

l

Observacao 2
Ressaltamos que em (2) a ordem em que aparecem g(a), como limite inferior,

e g(b), como limite superior, deve ser respeitada, mesmo que g(b) < g(a).

Exemplo 12

Calcule a area da regiao limitada pelo grafico de y = ] , pelo eixo x e
— 2z

pelas retas xr = -2 e x = —1
Solucao
Pelo vista na Aula 1, a drea da regido descrita é dada por A = / T—5 dr,
—92 — 2T
. du
usando a mudanca de variavel u = 1—2x, obtemos du = —2dr = dzr = 5

Mudando os limites de integracdo, de acordo com (2), segue que

- 1 71 1.3 1 1
A:/ da::——/ —du=—=Inu| =—=[In3—In5] =-In 2 .
o 1 -2z 2 )5 u 2 5 2 2 3

U
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Figura 1: Regiao do exemplo 12.

Exemplo 13

Seja f uma fungao continua em [—a, a]. Mostre que

1. se f for par , isto &, f(—x) = f(x), entdo /a f(x) dz = 2/@ f(x) dz.
—a 0

a

2. Se f for impar, isto é, f(—x) = —f(z) entdo f(z) dz = 0.

—a

Solucao

1. Vamos escrever a integral dada como a soma entre a integral de —a a

0 e a integral de 0 a a, entao temos

/if(x) iz = /if(x) dx+/0af(x) i (3)

Na primeira integral vamos mudar a varidvel para uv = —z, entao
du = —dz e trocando os limites de integracao, de acordo com (2),
segue que

/_if(x)dx:—/aof(—u)du.
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Como a funcao f é par, temos

[ @ = [ s an=- [ a= [ 500 du, @

onde na tultima igualdade invertemos os limites de integracao, o que
acarreta uma mudanca de sinal da integral, conforme foi visto na Aula
1. Portanto, de (3) e (4), temos que

Zf(x) d:cz/oaf(u) du—l—/oaf(x) dx:2/0af(m) dz .

pois na integral definida podemos usar qualquer variavel para escrever

o integrando.

2. A verificacdo segue os mesmos passos do item anterior, onde usamos

em (4) que a funcao f é impar e, portanto, obtemos

/Zf(:c) dx:—/aof(—u) du:/aof(u) du:—/oaf(u) .

donde

[ s@ar= [ e [ s =- [ s e [ s an =0

l

Exemplo 14
3

T sen® x
Calcul
acue/wcossx—k?)ﬁ—i—l

Solucao

sen® x

O Integrando f(e) = = ey

é uma funcao impar, pois

sen®(—x) —sen®

J(=) = cos®(—x) + 3(—x)2 + 1 T otz +3a2+1 —f()
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para todo x € [—m, 7|. Logo, pelo exemplo anterior,

s 3
sen® &
dr =0 .
/WCOSBx+3$2+1

4 Exercicilos de revisao

Calcule as seguintes integrais.

In? x /
1.
x t4 9
x sen
3. ———— dux; 4. de,
/x4+21:2+3 “ / 2c0829+1 ’
5 / sen 2x d: 6. j 1+ 2:70 .
3cos?x +1
7. vz + 3 dx; 8. / ds;
/1 \/3 + 25
\x| dux; 10. / 7r:lc sen® z dx.
1V3+2x
11.Mostre que as areas das regioes dadas a seguir sao iguais.
6 4
y = 2xe*
4 i
2 i
0 , :
0 0.5 1 2

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Aula 5
Integracao por partes

O método de Integracao por partes permite expressar a integral de um
produto de funcoes em termos de outra integral. O método é 1til quando

esta ultima integral é mais simples que a integral original.

1 Conceitos basicos

Dadas duas fung¢oes u e v continuas no intervalo [a, b] e diferenciaveis

no intervalo (a,b), pela regra de derivacao do produto, temos
(wv)(z) = v'(z)v(z) + u(x)o'(z),

Supondo que os trés termos da igualdade acima sejam integraveis no intervalo

[a, b], integrando e usando a definicao de integral indefinida, obtemos

A maneira mais simples de lembrar da formula (1) é usando a notagao dife-

rencial, isto é du = u/(z)dx e dv = v'(x)dz. Isso nos permite reescrever (1)

/udv = uv — /Udu. (2)

39

como



40 1. CONCEITOS BASICOS

No caso da integral definida temos

b b b
/udv:uv —/ vdu. (3)

O método de Integracao por partes se aplica da seguinte maneira: para inte-

grar uma fun¢do h, comecamos escrevendo-a como o produto de duas fungoes,
digamos h(x) = f(x)g(x). Definimos u = f(x) e dv = g(x)dx, obtendo

u= f(z) ; du = f'(z)dz, (4)

v=";dv=g(x)de.

A funcao v é simplesmente /g(m)dm. Por isso, na pratica, procuramos uma

decomposicao h = fg, de modo que g tenha uma integral imediata. Uma vez

determinada v, usamos a formula (2) e obtemos

/h(x)dx = uv — /Udu

Assim, o problema de calcular /h(x)dx ¢ trocado pelo problema de calcular

/vdu.

Observacao 1

e Na maioria dos casos, a ideia é fazer com que /vdu seja mais simples de

calcular do que /h(x)dx

e Algumas vezes, mesmo que o grau de dificuldade para calcular / vdu ou

/h(x)dx seja 0 mesmo (ver o Exemplo 2), aplicando novamente o método,

conseguimos calcular a integral desejada.
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e Nos exercicios a seguir, usaremos o padrao (4) para descrever a decom-

posicao considerada.

2 Exemplos

Exemplo 1
1
Calcule/ zetdx.
0

Solugao

Consideremos a decomposi¢ao
u=ux;du=dx,
v=c¢€";dv=e"dr.

Usando a expressao (3) obtemos

1 1 1
/ re'dr = xe*| — / e“dx.
0 0 0

Agora, o problema se reduz a calcular a integral da funcao e®, que, como é

sabido, é a propria funcao e”. Logo,
1 1
retdr = xe®| —e

0 0

O

Exemplo 2
Calcule /ex senx dx.

Solucao
Consideremos a decomposicao

u=senz ; du = cosxdx,

v=-e¢";dv=e"dx.

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Usando a expressao (2) obtemos

/em senz dr = e”senx — /er cosx dx. (5)

O problema se “reduz” a calcular /e“"’ cosz, que NAO ¢ mais simples de

calcular do que a integral original. Dado que a derivada da fungao cosseno

¢ a funcao seno, se usarmos novamente o método de integracao por partes
para calcular / e’ cosx dx, verfamos aparecer novamente a integral, o que

pareceria ser um circulo vicioso. No entanto, vejamos que nao é: decompondo

a funcao e” cos x da seguinte maneira

u = cosx ; du = senxdx,
v=e¢e";dv=e"dr.

temos
/em cosx dr = e"cosx — /ex(— senz) dz. (6)
Aplicando a expressao (6) em (5), obtemos
/e:E senx dr = e"senz — €” cosx — /ex(senx) dz.

Logo, passando a integral do lado direito para o lado esquerdo e, posterior-

mente, dividindo por 2, temos
X 1 x x
e”senx dr = 5[6 senz — e” cosx] + C.

U

Exemplo 3
Calcule /lnx dr .
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Solucao

Em geral, se estamos querendo calcular a integral de uma funcao f cuja

derivada parece ser mais simples de integrar do que a propia fungao, pode-

mos considerar a decomposicao

u=f(z); du= f(z)dz,

v=ux;dv=dx.
No nosso caso particular, esta decomposicao ficaria
1
u=Inx;du=—dz,
x

v=ux;dv=dzr.

Usando a expressao (2), obtemos

1
/lnx dxlenx—/x;dx.

Logo,

/lnx dr=zlnzx —x+C.
O

Exemplo 4
Calcule /sec?’x dx.

Solucao
Consideremos a decomposi¢ao
u =secx ; du = secx tgxdzx,
v=tgx ; dv=sec’dx.

Usando a expressao (2), obtemos

/sec3x dx:secxtgx—/th.rseca: dx.

CALCULO 2A
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Usando a identidade tg?z = sec? x — 1, temos

/sec3x da::secajtgx—/sec?’x da:—{—/secx dx.

Passando a integral de sec® z do lado direito para o lado esquerdo da igual-

dade acima, e dado que /secx dx = In|secx + tg x|, obtemos

1
/secgz dr = §[secxtg$+ln|secx+tg$|] +C.

Observacao 2

No exemplo anterior, poderiamos ter considerado a seguinte decomposigao:

u=sec’ x ; du = 2sec’ xtg xdx,

v =In|secx +tgz| ; dv = secdw.

Esta escolha nos leva a calcular
/ln |secx + tg x| sec® rtgx dz,

que é mas dificil de ser feito do que com a integral original. Logo, fazer uma
escolha adequada da decomposicao ¢ indispensavel para que o método seja
util.

3 Exercicios de revisao

Calcule as seguintes integrais.
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1. /arctg:c dz; 2. / (Inx)?
3. / cossec® x dux; 4. / sen(In )
5. /xsech dx; 6. /a:S“ dx;
7. /tg2xsec3x dx; 8. / cos z sen® x dz.
CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Aula 6

Integrais de Funcoes

Trigonométricas

1 Introducao

Nesta aula vamos calcular integrais envolvendo produtos de poténcias
de funcgoes trigonométricas. Integrais desse tipo aparecem, com frequén-
cia, em aplicacoes fisicas ou dentro de outra técnica chamada substitui-
¢cao trigonométrica, portanto, vamos aborda-las nesse capitulo. Para tal,
na maioria dos casos, o uso de identidades trigonométricas serd fundamen-

tal, portanto, listaremos a seguir as principais identidades trigonométricas

necessarias.
cos’r +sen’r =1 (1)
tg?xr + 1 =sec’ x (2)
1 2
cos? p — LT C0SLT (3)
2
11— 2
seny = — 0=t (4)
2
LT COS N — sen(m — n)z + sen(n + m)z (5)

2

47
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Nos exemplos a seguir, calcule as integrais dadas.

Exemplo 1

/ cos® r dx

Solucao
Usando a identidade (1) anterior, escrevemos cos® r = cos? r cosz = (1—sen® ) cos x

e mudamos a varidvel u = sen x, donde du = cos xdxr. Entao,

/cos3x dx:/coszxcosx dx:/(l—seHQx)cosx dx

3 3
—/(1—u2)du—u—%—l—C—senx—SenTx—i-C.

t

Exemplo 2
/ cos® zsen? x dx

Solucao
Vamos separar uma poténcia do cosseno para formarmos o du, como no

exemplo anterior. A ideia é usar a identidade (1) para escrever o integrando

como cos®zsen?z = cos?rsen’rcosr = (1 — sen®z)sen’zcosx e usar a

mudanca u = senx. Assim, obtemos

/COSSQJSGIIQQJ dr = /(1 —sen® x)sen’ wcosx dr = /(1 —u?)u® du

5 3 5

3
5 4 u?u sen®xz  sen’x
/“ =g et 3 5 T

O

Exemplo 3
/ sen’ z dx
0
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Solucao
Pela identidade (4) temos

s 7T1_ 2 1 i
/ senzxd$:/ ﬂd:p:—/ 1 — cos2zx dx .
0 0 2 2 Jo

Usando o Teorema 1 da Aula 4, para u = 2z, obtemos

2

1 m 1 27'(' d 1
—/ 1—0052mdm:—/ l—cosu—u:—(u—senu) :E_
2 Jo 2 Jo 2 4 0 2
O
Exemplo 4
/cos4x dx
Solucao

Usando a identidade (3) anteriormente descrita, temos

1 527\ 2 1
/(30841: dxz/(%) dx:Z/ 1+ 2cos 2z + cos? 2z dx

1 1
:%+§/cos2$ d£B+Z/COS22xd$.

Mudando a varidvel u = 2z, de forma analoga ao que foi feito no exemplo

anterior, obtemos
L 2¢ dxr = L du = L +C = L 2r+C
5 [ cos2zdz = [ cosudu=_senu = sen2z .

A terceira integral sera calculada, utilizando a identidade (3) para 2z, no

lugar do x. Assim, obtemos

1 1 1 4 1
1/cos22xdle—l/$dx:g—l—é/cosélxdx

|8

1 1 1
+3—2/cosudu:§+3—2senu+02§+3—286n4x+0.
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Observe que nos calculos anteriores usamos a substituicio u = 4z com
du = 4dx. Logo,

3 1 1
/cos4x dx:§+zsen2x+§sen4x+0.

U

Exemplo 5

/ sen® z dx

Solucao
Reescrevemos o integrando e usamos (4) para reduzir poténcias da seguinte

6 9 3 1—cos2z)”
sen®x dr = [ (sen”x)° dr = — dx

1
= g/l — 3cos 2z + 3cos’ 2z — cos® 2z dx .

forma

Fazendo a mudanca u = 2z com du = 2dx, obtemos integrais que ja foram

calculadas nos exemplos 1 e 4 anteriores. Assim,
6 1 2 3
sen :dezﬁ 1 —3cosu+ 3cos”u — cos”u du

u 3u 3senu 1 1 3
— —senu+ —sen’u + C

632" 6 16 48
5 1 1
:1—52—6—456n2x+@sen32x+0.
O
Exemplo 6

/Cos2 xsentz dr .

Solucao

Usando a identidade (1) reduzimos a integral dada a duas, que ja sabemos

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 6. INTEGRAIS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS 51

calcular,

/coszxsen4x dr = /Sen4x —sen®z dx .

A segunda integral é a do exemplo 5 e a primeira ¢ feita de forma analoga a
do exemplo 4. Assim, obtemos

3 1 1 5 1 1
/COS2ZL’SGD4$ dr = g — Z—lsen2x+3—2sen4x— %—i— asen2x— @sen32x+0
r 15 3
= E—aserﬂx—i—@senélx—@sen 20+ C .
O
Exemplo 7

/sen 3xcosTx dx .

Solucao

Basta usar a identidade (5) para m = 3 e n = 7. Entao,

L 4 10
/sen3xcos7x dx = —/sen—4:c—|—sen10x dp = 22820 LS +C.
2 8 20
O
Exemplo 8
w/4
/ sec* x dx
—7/4
Solugao

Agora, a estratégia é usar (2) para depois fazer a substitui¢cdo na integral
definida u = tg x, onde du = sec? xdx. Entao,

/4 /4 /4
/ sectz dr = / sec? zsec’ v dr = / (1+tg?z)sec’ z dx

—7/4 —m/4 —7/4

1 3 1 8
/_1( +u’) du (u+3)‘_1 3
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Exemplo 9
/ tg® x dw .

Solucao
Vamos usar a identidade (2) e na primeira integral a ser obtida, a substi-

tuicdo u = tgx , em que du = sec? x. Entao,

/thIL’ dx:/tgx(seCQx—l) dx:/u du—/tgx dx

2 to2
:%+ln|cosw|+C': & 7

+In |cosz|+ ,

onde utilizamos o calculo da integral da tangente, tal como vimos no exemplo
5, da Aula 4.

O

2 Exercicios de revisao

Calcule as integrais.

1. /tg4m dx; 2. /COS5 x dx;

3. /C086 x dx; 4. /senxtg2 x dx;

5. /cos mrsenx dx; 6. /secQ”x dx, n = 3,4;
7. [tgwsecd z du; 8. [cos®zsen®x dx;

9. [senwzcos®z dx.
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Aula 7

Substituicao trigonométrica

A substituicao trigonométrica € uma técnica utilizada para integrar
funcoes algébricas transformando-as em funcgoes trigonométricas, mediante

o uso de identidades trigonométricas.

1 Conceitos basicos

Nesta aula, vamos usar um novo tipo de substituicao, chamado substi-

tuicdo inversa, que difere do procedimento adotado na Aula 4 em que NAO ¢é

a nova variavel que sera colocada em fungao da variavel original (v = g(z)),
mas sim o contrario. Dada h : I — J uma fungao C'(I) (continua e com
derivada continua), invertivel com inversa C'(J), definimos a mudanga de

variavel = h(f), o que nos leva a

/ f(x)dz = / F(h(0))(0)do. (1)

Para justificar a linha anterior, basta tomar uma antiderivada G da fungao
f(h(0))W(0), e provar que G(h~'(z)) é uma antiderivada da funcao f. Isso

é verificado da seguinte maneira:
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Nesta aula, estudaremos trés tipos diferentes de substituigoes inversas,

que vao permitir transformar a integral de uma funcao envolvendo alguma

expressao do tipo va2 — 22, v/22 — a2 ou va? + 22, em uma integral de uma
funcao envolvendo funcoes trigonométricas. A ideia é usar as identidades
trigonométricas cos? = 1 —sen? 6, tg? 0 = sec? — 1 ou sec? = 1 + tg20,

respectivamente. Daqui em diante vamos supor a > 0.
Caso (Va? — x2): A funcao h(f) = asen 6, definida no intervalo [—7 /2, 7/2],
¢ invertivel, com funcao inversa h~!(x) = arcsen(z/a), definida para x € [—a, al.

Podemos, entao, introduzir a mudanga de variavel vista em (1), que pode ser

melhor lembrada usando a notacgao diferencial:
r=asenf ; dr=acosf db.

Observe que usando a identidade cos? = 1 — sen?, e dado que no dominio

.o~ ~ , L. N )
de definigao a fungao cosseno ¢ positiva, obtemos cos ) = ==,

De fato, todas as fun¢oes trigonométricas em 6 (tg 6, cotg 6, ...) podem

ser expressas em termos da variavel z, com ajuda da Figura 1.

senf) = Z.
a x = Cateto Oposto (CO).
T
a = Hipotenusa (H).
0 N va? — 2?2 = Cateto Adjacente (CA).
a? — x2
Figura 1:
_CA __ Co _ Va2—az?
Por exemplo, dado que cosf = =7+ e tgf = 57, temos cos ) = **—*

e tgh = \/ﬁ Para obter as outras funcoes trigonométricas, basta lembrar

1 _ 1 _
tge,s.ece—cose e cossecl =

1
sen )’

que cotgf =

Exemplo 1

dx
Calcule | ——.
! / V5 — 22
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Solucao

Considerando a mudanca de variaveis

z=1+5sen® ; dr=+5cosb db,

temos

logo,
5
\/?— In | cossec§ — cotg 0| + C.

/ dx B
Vb — z2 B

Para retornar a variadvel =, usamos (ver a Figura anterior)

sen = — . cossecl = —5 , cotgl = @
V5 x x

Assim,

/N%:\/?gln V5 — V5 — a2 —\/?gln|x|+0.
O
Exemplo 2 »

x* dx

Calcule \/ﬁ
Solucao

Considerando a mudanca de variaveis
xr=">5senf ; dxr=>5cosh db,

temos

/ z? dx (5sen 0)%(5cos ) db

—_— — :2 2 .
T (5cos6) 5/sen 6 db

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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A dltima integral foi estudada na Aula 6. Assim,

x? dx

T = 25{0/2 — sen(20)/4} + C.

Para retornar a variavel z, usamos

0 = arcsen(z/5)

e
sen(20) = 2senf cos @ = 2(x/5)(v/1 — (x/5)?).
Assim,
2
\/% = % arcsen(x/5) — gv 25 — 22+ C.
U

Caso (vVa? + 22) : A funcdo h(f) = atg, definida no intervalo (—7/2,7/2),
é invertivel, com funcao inversa h~!(x) = arctg(z/a) definida para r € R.

Podemos entao introduzir a mudanca de variavel
r=atgh ; dr=asec’f db.

Observe que usando a identidade tg?# = sec? — 1, e dado que no dominio

NE
a

de definicao a funcao secante é positiva, obtemos sec = . Analisando

de forma semelhante ao procedimento adotado no primeiro caso, obtemos a

Figura 2.

tgf = 2.

x = Cateto Oposto (CO).
a = Cateto Adjacente (CA).

Vva? — 22 = Hipotenusa (H).

Figura 2:
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co
H

cA
H

T

, temos senf = T

Lembrando que senf = e cosf =

€

a

COSG = W.

Exemplo 3

Calcul / dr
alcuie Ep——
V2 + 16

Solucao

Considerando a mudanca de variaveis
r=4tgl ; dx=4sec*6 db,

temos

/ dz _/4se020 do
Viz+16 4sect

A ultima integral foi estudada na Aula 6. Assim,

df = /sec@ deo.

=In|secd +tgf| + C.

/ dx
V2 + 16

Para retornar a variavel x, usamos

V16 2
tgd =x/4 , secl = viore

4
Assim,
dx
———=In|V16+ 22+ 2| + C.
/ Vir?+16 } |
O
Exemplo 4
1
Calcule / m dx
Solucao

Considerando a mudanca de variaveis

r=+3tgh ; du=+3sec’d db,

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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temos

1 2
/—dx:/mcw:ﬁ/cos?ede
(22 + 3)2 (3tg* 0+ 3)2 9

A dltima integral pode ser feita usando a identidade (4) da Aula 6. Assim,

/ Ly _E[LM

@2+32 " 9 |2 4 }jLC‘

Para retornar a variavel z, usamos

T x V3

0 = arct , senf = —— e cosf = ——.
g\/§ Vit +3 2+ 3
Assim,
1 \/§ T \/gx
—d :—[ tg—+ ———1| + C.
/(a:2+3)2 TRl gt sl T
O

Caso (vz?2—a?) : A funcdo h(f) = asecd, definida no intervalo
[0,7/2) (ou (7/2,7]), & invertivel, com fungao inversa h~'(z) = arcsec(z/a)
definida para z € [a,+00) ( ou x € (—00,a]). Podemos, entdo, introduzir a

mudanca de variavel
r=asecl ; dr=asechtgh db,

onde 0 < 0 < w/2 (ou /2 < § < m). Observe que usando a identidade

tg20 = sec?f — 1, e dado que no dominio de definicdo a funcio tangente &

positiva (ou negativa), temos tg 6 = —VmZ’CLZ (outglh = —7”52&’“2) Procedendo

do mesmo modo que no primeiro caso, obtemos a Figura 3.

/22— a2
x

Logo, senf = e cosf =42,
x

Exemplo 5

Calcule supondo x € (3,+00) .

/ x? dx
vViz -9
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sec = Z.
a

x = Hipotenusa (H).

2 — a2

Figura 3:

Solucao

Considerando a mudanca de variaveis
xr=23sect ; dxr=3sechtgf db,

temos

a = Cateto Adjacente (CA).

Va? — a? = Cateto Oposto (CO).

2 2
x* dx (3sec)*(3secOHtgd) db :9/sec39d9.

/ﬁ: (3tgf)

A ultima integral foi feita no Exemplo 4 da Aula 5. Assim,
\ 1 1
sec’ 0 df = §secﬁtg0 + §ln|sec9 +tgd| + C.

Logo,

2d 9 9
i —secﬁtg9+§ln\sec9+tg8| +C.

V-9 2

Para retornar a variavel z, usamos

sec = % , tgl= $
Assim,
/ l‘;d_xg = x\/ﬁ —l—gln!m—i—\/M‘ +C.
O
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Exemplo 6

8 /2 _ 1
Calcule / I—26 dz.
4 T

Solucao
Primeiro calculamos a integral indefinida. Considerando a mudanga de va-
riaveis
xr=4sect ; dxr=4sechtgl db,
temos
S V-1 5 (4tg0)(4secOtgd) df i
/x—26da::/3( 80)(4sccbt56) :/3[sec6—0089]d9,
4 x 0 (4sect)? 0
logo,
® V/2? — 16 5
/ a:—2 dz = [In|sec 6 + tg O] — send]|”.
4 Zz 0
Assim,

/8—%2—16 dx_[1n(2+\/§)—\/7§}—[1n1—01_1n(2+¢§)—§.

O

2 Exercicios de revisao

Calcule as seguintes integrais.

3 21
1. — dx; 2. dx ;
/\/1—:52 - /_24x2+9 o
1
3. V8 — 2x — a2 du; . — dux;
/ LAV +
5. /\/ x? + 2x dx; 6. / z2Va? — 22 dz.

0

N

Calcule as areas das seguintes regioes.
.~ . . . 2 2
7. Regiao delimitada pela elipse 7 + % = 1.

8. Regiao delimitada pela hipérbole 922 — 4y? = 36 e a reta x = 3.
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Aula 8
Integracao por fracoes parciais

O método de Integracao por Fragoes Parciais é aplicado para integrar
funcoes racionais, isto é, fungoes que sdo quocientes de polinomios. A ideia
é usar as raizes do polinémio do denominador para escrever a fungcao como

uma soma de fungoes racionais mais simples, as chamadas fracoes parciais.

1 Integracao de funcoes racionais proprias

Sabemos que / dr = arctgx + C' |, porém, trocando um sinal,

2+ 1

7 dx ja nao é tao imediata. Observe que rees-

a integral indefinida /
crevendo o integrando, como uma soma de fracoes mais simples, efetuamos
o calculo da integral sem complicacao:

112 1/2
2—1 -1 z+1°

entao,

1 1/2 1/2 1 1
dr = de— [ L2 dr=-Injz —1| - =1 1 +C.
/:)32—1 ‘ /g;—1 ’ /x+1 v=ghnlr=1f=ghjr+ 140

Para o caso geral, considere a fun¢ao racional propria
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62 1. INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS PROPRIAS

f(z) = p(x)/q(x) , ou seja, tal que o grau de g(z) é maior do que o grau
do numerador p(z). Para decompor a fungdo f em fragoes parciais, primeiro,
fatoramos ¢(x) como produto de poténcias de fatores distintos, que podem
ser de dois tipos:

i) poténcia de termo linear do tipo (ax + b)™ , em que m é a multiplicidade
da raiz —b/a, ou

ii) poténcia de termo quadratico irredutivel do tipo (az?® + bx + ¢)¥, em que
o termo quadratico nao possui raizes reais e k é a multiplicidade das raizes
complexas conjugadas.

Em seguida, a cada fator do tipo (ax + b)™, associamos uma decomposi¢ao

em fragoes parciais da forma

Ay L Ay P A,
ar+b  (ax+b)? T (ax+b)™

em que A, Ay, -+, A, sao constantes a serem determinadas.

E a cada fator do tipo (axz® + bz + ¢)* associamos

3113 + Cl BQ!E + CQ 1 1 Bkl’ + Ck
ar?+br+c  (ax?+br+c)? T (ax?+br+c)k

Somamos as decomposicoes e calculamos as constantes introduzidas. Assim,
teremos a funcdo p(x)/q(zx), escrita como uma soma de fragoes mais simples,
de modo que poderemos integrar. Para compreender melhor, acompanhe os
exemplos a seguir. Por simplicidade, no lugar da notacao Ay, As, ..., By, ..,C1, ...
vamos usar A, B,C, D...

Exemplo 1
Caso em que o denominador € fatorado como um produto de fatores lineares

distintos.

Calcule

T+ 2
/m(x -2z +1) d

Solucao
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AULA 8. INTEGRACAO POR FRACOES PARCIAIS 63

Observe que ¢(z) ja esta fatorado e s6 possui raizes reais com multiplici-

dade 1, portanto, buscamos uma decomposicao para o integrando da forma

z+ 2 A B C
= — v 0,1,-1/2.
x(r—1)2x +1) x+x—1+2x—|—1’ r#0.1,-1/

A fim de calcularmos os coeficientes, extraimos o mmc e cancelamos o de-

nominador, portanto, temos
r+2=Ax—-1)2z+1)+ Bzx(2x + 1)+ Cax(x — 1),Vz #0,1,-1/2 .

Como a identidade anterior ¢ entre polindmios, que sao funcoes continuas em
R, ela vale inclusive para os valores z = 0,1, —1/2. Substituir = por esses

valores facilita o calculo dos coeficientes, ja que se x = 0, entao 2 = —A, se
3C
x =1, segue que 3 =3B ese x = —1/2, acarreta 3/2 = e Assim, A = -2,

B=1eC =2, donde

T+ 2 _—2+ 1 n 2
vz —1)(2z+1) 2  x-1 2w+1

Logo,

/ rE2 dx:/_—de—i—/ ! dx+/ Iy
z(r—1)2z +1) T r—1 2r + 1

=2Inlz|+njz -1 +n2z+ 1]+ C .

O

Exemplo 2

Caso em que o denominador € fatorado como um produto de fatores lineares

repetidos.

522 + 20x + 6
Calcule / m dzx.
Solucao

Inicialmente, vamos fatorar q(x) = 23 +4a? + 42 = z(2? +42+4) = z(z+2)?,
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64 1. INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS PROPRIAS

como em i) . O integrando deve ter uma decomposi¢ao da forma

522 +20r+6 A B C
x® + 422 + 4o :U+x+2+(x+2)2’ z 70,

A fim de calcularmos os coeficientes, extraimos o mmc e cancelamos o de-
nominador, portanto, temos 5z* + 20z + 6 = A(x + 2)? + Bx(z + 2) + Cxz.
Ao substituirmos as raizes r = 0 e x = —2, encontramos os coeficientes
A =3/2eC =T7. Porém, fica faltando o valor de B, o que pode ser obtido
usando qualquer outro valor para x na identidade anterior, tendo substituido
os valores de A e C' ja calculados. Assim, fazendo x = 1, temos B = 7/2, e

assim,

Sl 420046 _8/2 T2 T
42 +4e oz x4+2 (z+2)27

logo,
522 + 20z + 6 3 [1 7 1 1
——————de== [ —de+=- | —dx+7 | —— d
/x3+4x2+4x . Q/x I+2/x+2 T /($+2)2 .
3 7 7
=—1 —1 2| — —— :
2n|x|—|—2n|aj—|—| x—|—2+0
0

Exemplo 3
Caso em que o denominador é fatorado como um produto de fatores onde

aparece algum termo quadrdtico irredutivel.

1
Calcule /m dzx.

Solucao

Observe que ¢(x) ja esté fatorado, de acordo com i) e ii) anteriores, possuindo
uma raiz real, x = 0, com multiplicidade 1 e duas complexas conjugadas,
também, com multiplicidade 1. Portanto, buscamos uma decomposicao para

o integrando da forma

1 A Bx+C
—=—+ ——,V 0.
z(x? +4) v 22 +47 v
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A fim de calcularmos os coeficientes, extraimos o mmc e cancelamos o denom-
inador, portanto, temos 1 = A(z?+4) + (Bx + C)z = (A+ B)z* + Cx + 4A.
Nesse caso, a forma mais simples de calcularmos as constantes é igualando

os coeficientes dos termos de mesmo grau, pois obtemos um sistema simples.
Entdo, A+ B=0,C =0e4A =1,donde A =1/4, B=—1/4e C = 0.

Portanto,

1 1 /1 1 [ = 1 1
= [ —de— - dz = ~In|z| — - In(z® + 4
/x(x2+4) 4/95 ’ 4/m2+4 v= gl - g +H+C,

tal que na segunda integral usamos a substituicdo u = 2244, com du = 2zdx.

U

Exemplo 4

T —2
Calcul .
acue/x(x4—8x2—9)

Solucao

Primeiro devemos decompor ¢(x), de acordo com i) e ii) anteriores, para

aplicarmos a decomposicao em fracoes parciais. Assim, vamos calcular as

raizes da equacao biquadrada z* — 822 — 9 = 0, fazendo t = 22

, as raizes
da equacdo do 2° grau em ¢, 2 — 8 —9 = 0,480t = 9 e t = —1. Por-
tanto, t2 — 8 — 9 = (t — 9)(t + 1), em que temos a fatoragio esperada

2t =812 — 9= (22— 9) (2> + 1) = (x — 3)(x + 3)(2* + 1). Logo,

Tz —2 T — 2 A B C Dx+ F

r(zt —822 —9)  w(z—3)(x+3)(2a2+1) =z +$—3+aj~|—3+ 2+ 1

Tirando o mmec e cancelando o denominador temos:

v —2=A(x—3)(x+3)(2* + 1)+ Ba(x + 3)(2* + 1) + Ca(z — 3)(2* + 1)
+ (Dz + E)z(x — 3)(x + 3) .

Para facilitar o célculo dos coeficientes vamos usar as raizes reais e depois

escolher dois outros valores para x. Assim, se x = —3, ou x = 0, ou = = 3,
obtemos, respectivamente, C' = —1/36, A = 2/9 ¢ B = 1/180. Utilizando
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66 1. INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS PROPRIAS

r =1, temos D + E = —3/10; e para x = —1, temos £ — D = 13/30.
Resolvendo o sistema obtido, encontramos F = 1/15 e D = —11/30. Logo,

r—2 2 [1 1 1 1 1
dr=—- | —dr+ — dr — —
z(r —3)(x +3)(z2+ 1) 9/ x 180 ) = —3 36.) v+3

11/ x d +1/ 1 d
- — T+ — T
30 ) z2+1 15 ) a22+1

2 nlz] + ——1In |z — 3| — —In|z+3]
=—1In —In|z—3]——=1In
g T g T 36 17

11 1
— @ln(x2 +1)+ Earctgx+0 :

O

Exemplo 5

e3® 4+ 1
Calcule /m dx .

Solucao
Primeiro fazemos a substituicao u = €%, onde du = e*dx. Nesse caso, obtere-
3z 3
et +1 u’ +1
mos | ———— dr = | ——=——— du. Observe que ¢(u) ja esta fatorado
/ (€% 4 4)2 / u(u? + 4)2 que g(u) |
de acordo com i) e ii) descrito anteriormente, possuindo uma raiz real u = 0,
com multiplicidade 1, e duas complexas conjugadas com multiplicidade 2.

Portanto, buscamos uma decomposicao para o integrando da forma

w+1 A Bu+C Du+E
u(u2 +4)2  u o ur+4 0 (u+4)2

Yu # 0.
Calculando o mmc e cancelando o denominador temos
1+u® = Au® +4)* + (Bu + O)(v* + 4)u + (Du + E)u
= A(u* + 8u® + 16) + Bu* + 4Bu® + Cu® + 4Cu + Du* + Fu.

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau obtemos

A+B=0,C=1,844+4B+D =0, 4C+E=0, 16A=1.
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Assim, A =1/16,B=-1/16,C =1,D = —1/4, E = —4. Portanto,

14+ u? B 1 1 u N 1 1 U 4
u(u?+4)2  16u  16u+4 u2+4 4u2+4)2  (u2+4)?2

Integrando separadamente, de modo que na 2% e na 4® integrais usamos
a substi-tuicdo v = u? + 4, com dv = 2udu, na 3* e na ultima usamos

substituicdo trigonométrica u = 2tg 6, com du = 2sec? Odf, obtemos

341 1 1 1 1
/L du = —In|u| — = In(u® + 4) + 5 arctg(u/2) + ———~—

u(u? + 4)2 16 32 8(u? +4)
1 U
— arct 2) — —+C.
gt/ = gra gy
Voltando a variavel z, segue o resultado:
e +1 z 1 1 1 e’
———— dr = ——— In(e**+4)+- arctg(e”/2 — C.
/(62$+4)2 T =g g e g arte (et e T
O

2 Integracao de funcoes racionais improprias

Quando f(z) = p(z)/q(z) é uma funcao racional imprdpria, ou seja,
tal que o grau de ¢(z) é menor do que ou igual ao grau do numerador p(x),

primeiro efetuamos a divisao dos polindémios. Assim, obtemos
f(z) = g(x) +r(z)/q(z),

onde g(x) é um polinémio e r(z)/q(z) é uma fun¢ao racional préopria, pois
r(z) é o resto da divisao e tem grau menor do que o de g(x). Em seguida,

aplicamos o que foi feito na secao anterior a r(x)/q(z) e integramos.

Exemplo 6

2 =222+ 1
Calcul — dx.
acue/x2—5x+6 !

CALCULO 2A GMA-IME-UFF
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Solucao
Dividindo o polinémio do numerador pelo denominador obtemos

2 — 222+ 1 Lag 92 — 17

T N

22 —5r+6 x2—5x+6
Agora, vamos decompor a funcao racional propria, obtida nesta divisao, em
fragoes parciais, entao:

9r — 17 9r — 17 A B

m2—5x+6:(m—2)(m—3):x—2+x—3;

tal que 9x — 17 = A(x — 3) + B(x — 2). Substituindo pelas raizes © = 2 e

x = 3, encontraremos A = —1 e B = 10. Logo,

O 17 _ -1 10
2—-5r+6 x—2 x—3

Portanto,
=22+ 1 —1 10
[ e = [ [ Ppw
22
= ?+3x—ln|x—2|+101n|x—3|—|—0.
O
Exemplo 7
x? p
lcul .
Calcule / oY x
Solucao
2
1

Dividindo 22 por 22 + 1 obtemos xf—“ =1- FONEE Observe que a funcao

racional propria obtida ja é uma fracao parcial. Assim,

2
1
/ 2x+1dx:/1dx—/ 2+1dx:x—arctgx+0.
T T
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Observacao 1

e Observe que podemos combinar diversas formas de calculo dos coeficientes
das fragoes parciais. Para tanto, usamos as raizes reais (se existirem) e
atribuimos valores a variavel. Ou, atribuimos valores a variavel e igualamos

os coeficientes dos termos de mesmo grau.

e Vocé vai notar que a decomposi¢ao de g(z) nem sempre é facil, pois envolve

o conhecimento de suas raizes, o que pode ser um problema dificil.

e Veremos nos exercicios propostos e nas aulas seguintes que ha integrais
que nao sao de funcoes racionais, porém, fazendo uma substituicao, somos

levados a uma integral de uma fungao racional na nova variavel.

3 Exercicios de revisao

Calcule as integrais.

dx r+3
1. _ 2. dx;
/w2—5gc+4’ /21’3—8$ w
z dz
3. — dz; 4. —_—
/x2—2x+1 . /(m2—12’
4481 4 21
5 /L ds: 6. /% dy:
s(s? +9)? Y3 +y
7. SR dx; 8. /x4 arctg r dx;
co§2x+cosa:—2
o+ 1 dx
—— dx; 10.
/(:c+1)3 . /a:3+1
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Aula 9

Substituicoes diversas

Nesta aula, concluimos o nosso estudo de técnicas de integracao com
trés casos particulares de substituicao, uteis na integracao de: funcoes ra-
cionais de poténcias racionais de x, fungoes racionais de senos e cossenos e

binoémios da forma x™(a — bz™)?P, respectivamente.

1 Conceitos basicos

Funcao racional de poténcias racionais de x: A seguir veremos

como transformar a integral de uma fungao racional de poténcias racionais

1
€xrz
de z (por exemplo / = dx) em uma integral de uma funcao racional.

14+ 22

Suponhamos que estejamos interessados em calcular a integral de uma
. L oom 2 :
funcao envolvendo as funcoes x a1, --- , 2% . Nesse caso, consideramos a subs-

tituigao
r=t" : dr=kt*dt,

onde k ¢ o minimo comum multiplo de ¢i,---,¢;. De maneira que cada

poténcia racional se transforme em uma poténcia inteira.
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72 1. CONCEITOS BASICOS

Exemplo 1
V2 dg
Calcule/m.

Solucao

Dado que 4 é o m.c.m de {2,4}, podemos considerar a substitui¢ao
r=t" . dr=4t3dt .

Entao,

12 q 2 (4t%) dt t2
/I I:/ (4t°) :4/{#— ]dt,
z3/4 + 1 341 t34+1

2?2 de 4 4
S B I VR o)
/x3/4+1 gt~z 1+

logo,

Para retornar a variavel z, usamos t = z/4, assim

/2 dx 4 4 4
i o< 7 3/4
/$3/4 1 33: 3ln(x +1)+C’.

t

Exemplo 2

Caleular / Vetd
T

Solucao
Comecamos fazendo a substituicao u = x 4+ 4; du = dx, o que nos leva
a

/@d:ﬂ:/ v du.

u—4

Considerando a substituicao,

wu=t> ; du=2tdt
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temos,
Vu / (2t) dt / 1 / 1
—— du = [ dt —dt— [ — dt],
u—a " 24 i t+2

Vo +4
T

logo,

t—2
dr = 2t +1 C.
x —|—n|t 2|—|—

Para retornar a variavel x, usamos t = \/x + 4, assim

xr+4 +4—-2
dr =27+ 4+2In | +c.
/= Na=es
O
Funcao racional de senos e cossenos: A seguir, veremos que a
substituicao

1
z=tg(x/2) ; dz= B sec’(x/2)dx (1)
transforma a integral de uma fungao racional de senz e cosx (por exemplo

sen x . - X
T+ cost dx) em uma integral de uma fun¢ao racional em z, que podemos
cos T

tentar resolver usando fragoes parciais.

Observe que com a substitui¢ao (1) temos

2 dz 2z 1 — 22
T seng = e cosx =

do = .
v 1+ 22 1+ 22

(2)

A primeira igualdade decorre diretamente de (1), e para verificar as outras
duas usamos as identidades trigonométricas, dadas no inicio da Aula 6, da

seguinte maneira:

2ig(e/2)  2tg(e/?)
sec2(x/2) 1+ tg*(x/2)

senz = 2sen(z/2) cos(z/2) =

2 L L tg¥(@/2)

cosx = 2cos?(x/2) — 1 = T ey R prweT ey
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Exemplo 3
Calcule / _sent dzx

1+ cosz

Solucao

Considerando a substitui¢ao (1) e usando (2) temos

2z

2 2
/ i / L dz = / 24z
1+cosx 1+ % 1+ 22 1+ 22

logo,

/Sei dr =In(1+ 2%) + C.
14 cosz

Assim, retornando & variavel x, obtemos

/ﬂ dz = In(sec?(x/2)) + C.

1+ cosx

O

Observacao 1

Para verificar o resultado anterior, basta derivar e usar as seguintes identi-

dades:
sen(z/2) = 2\/% , cos(x/2) = \/H%.
Exemplo 4 ;
Calcule/ﬁ.
Solucao

Considerando a substitui¢io (1) e usando (2), temos

/ dx _/ 1 2dz _/ dz
4—5senz ) [4—5(:25)]1+22 ) 222-52+2

1+22
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Usando fracoes parciais, temos

dz dz dz
1 | -1
/2z2—52+2 /3/2—2 /3/2—1/2

dx
— =1/31 —2|—1/31 —1/2 .
[ pe =3Il -2 - 13ln]s— 120+ C

logo,

Assim, retornando a variavel x, obtemos

dx 1 tg(x/2) — 2
e T =S :
/4—5seng; s G =12 ¢

Bin6émio z™(a — bz")?: A seguir, estudaremos, mediante 3 exemplos,

a integral indefinida do binémio 2 (a — bz™)P, onde a e b sdo nlimeros reais

e m,n e p Sao nimeros racionais.

Exemplo 5 (p = —1)
/:E_Q/g(l + 22371 de.

Solucao

Comecamos considerando a substituicao z = x%, obtendo
3
§/z_§(1 +2)"tdz.

Assim, fazendo a substituicao z = t2, obtemos

3
3 /t—1(1 + )7 (2t)dt = 3/(1 + %) 7ldt = 3arctgt + C.
Entao,

/ r73(1 + 2?7 dx = 3arctg(v/z) + O = 3arctg(a?) + C.
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Exemplo 6 (p + ™t = —2)

—1 d
22(1 + 22)3/2 o

Solucao

Comecamos considerando a substituicao z = z2, obtendo

1/ _
— [ z
2

Assim, fazendo a substituicao t = (1?)%, obtemos

-1 1
— =—t—=-+C.
/ 12 t+

Njw

1 1
(1+2) 2dz = 5/2_3( * Z)_%dz :
2

Entao,
/$1/3(2 2B gy = Vi+ x2 B x L C
x V1+ a2
O

Exemplo 7 (2 = 2)

/(1 +$1/2)3/4 dr

Solucao

Fazendo a substituicao t = 1 + x%, obtemos

/(1 + 223 dy = 2/t3/4(t —1) dt.

Entao,

8 8
Ja et de = S sh - S et

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 9. SUBSTITUICOES DIVERSAS 77

Terminamos nosso percurso pelas técnicas de integragao enunciando
o Teorema 1, que nos lembra de que nem sempre uma integral indefinida
pode ser expressa em termos de fungoes elementares. Isto é, aquelas fungoes
que podem ser escritas envolvendo apenas operagoes elementares (soma, sub-
tracao, multiplicacao, divisao e raiz), entre as fun¢ées polinomiais, exponen-

ciais, trigonométricas e suas respectivas fungoes inversas.

Teorema 1 (P.L Chebyshev, 1853)

A integral indefinida do binémio x™(a — bz™)?, onde a e b sdo niimeros reais

e m,n e p Sao niimeros racionais, somente pode ser escrita em termos de

fungoes elementares, no caso em que pelo menos um dos seguintes niimeros

(m+1)

mil o p ED

for inteiro: p, ™

2 Exercicios de revisao

Calcule as seguintes integrais.

1
/— dx; 2.
1+senx

CosT +senx 3+ 1

[t

ot
&

. /#dm;

/(1 +2%)77 da 8.

N

9. /w2/3(1+x1/3)§ dx.
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Aula 10

Volumes de s6lidos de revolucao

usando o método dos discos

Nesta aula e na proxima, vamos aplicar o conceito de integral definida
para calcular volumes de alguns sélidos especiais, chamados de sdlidos de
revolucao. FEsses solidos sao obtidos quando giramos regioes do plano em

torno de retas.

1 Rotacao de regiao entre o grafico de uma

funcao e o eixo de revolucao
Consideremos o problema de calcular o volume do sélido S gerado ao
girarmos, em torno do eixo z, a regiao R entre o eixo x e o grafico de uma

fungao positiva e limitada f, no intervalo [a, b], veja as Figuras abaixo .

y

y=f(x)

N

Figura 1: Regiao R.
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Figura 2: Solido de revolugdo S obtido ao girar R em torno do eixo x.

Uma ideia natural para calcular o volume do sélido S é aplicar o mesmo
método da Aula 1, aproximé-lo por uma novo sélido cujo volume possa ser
facilmente calculado, como, por exemplo, uma uniao de cilindros. Assim, va-
mos tomar a particao pontilhada P = ({to,t1, -+ ,to_1,tn}, {t5, -+ 15 _1,t5})
e a uniao de n retangulos associada, cujas bases e alturas sao dadas pelos in-
tervalos [to, t1], [t1, t2], -, [tn_1,b] € os valores {f(t}), f(t3), -+ ,t:}, respec-
tivamente, onde {a = tp < 7 < t; < -+ < t,_1 < tf < t, = b}. A unido
de retangulos, obtida dessa forma, aproxima a area da regiao R e portanto,
quando essa uniao é girada em torno do eixo z nos d4 uma aproximagao do

volume do so6lido S desejado, veja as Figuras 3 e 4.

y=f(x)

*

Figura 3: Regido R aproximada por retangulo de altura f(¢;),¢ = 0,..,n — 1. Por simplicidade, t; = (¢;)*.
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Figura 4: Sé6lido de revolugao, cujo volume aproxima o volume de S.

No limite, quando a norma da particao tende a zero teremos exatamente

o volume do so6lido S obtido ao girarmos R em torno do eixo x.

Observe que quando giramos os retangulos, cada um formara um cilin-
dro (solido) de raio r = f(t}) e altura At; = t; —t;_1, cujo volume é dado por
V; = w(f(t;))?At;. Juntando os retangulos, estaremos aproximando o sélido

por cilindros (ou "discos fininhos") postos um ao lado do outro, como nos

mostra a Figura 4. Logo, o volume do s6lido de revolugao é dado por

V(S)= lim Soalf(e)at,

desde que esse limite exista. Observe que o limite obtido é de somas de

Riemann da funcao 7 f2.

Desta forma, chegamos a definicao a seguir.

Definicao 1

O Volume do sélido de revolugao S obtido girando a regiao R, entre o grafico
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de uma fungao integravel f : [a,b] — R, e o eixo x, é definido como

b
V(S)=n / f(@)de, 1)

Observacao 1

e A defini¢do (1) anterior vale para fungbes f nao positivas (Ver Exemplo 2

abaixo.), sem modificagoes.

e Tomando uma secao transversal do solido na abscissa z, obtemos um disco

de raio r(z) = | f(x)|, entdo na formula do volume podemos escrever

b
V(S) = 7r/ [r(z))*dx.

Exemplo 1
Calcule o volume do soélido de revolugao obtido girando a regiao R entre o

grafico de y = \/x e o eixo z para x € [0, 2].

Solucao

Vamos girar a regiao R esbocada abaixo na Figura 5.

o

Figura-5: Regidgo R de Exemplo 1.

Entéo, nesse caso r(x) = /z e
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onde wu.v significa unidades de volume.

Exemplo 2
Calcule o volume do so6lido de revolugao obtido girando a regiao R entre o

grafico de y = sen 2z ¢ o eixo x para z € [0, 7.

Solucao

Vamos girar a regido R esbogada abaixo na Figura 6. Entao, temos r(x) = |sen 2z|

y=sen2x

0 2 ™

Figura 6: Regiao R de Exemplo 2.

e
N ™1 —cos4 4o |7
V:ﬂ'/ sen2(2x)dx:7r/ —cosxd$zz[x_sen J;] =T uw.

0 0

2 2

Podemos usar o raciocinio anterior para o calculo do volume obtido ao
girarmos uma regiao R entre o grafico de uma fun¢éo y = f(z), = € [a,b], e
uma reta horizontal y = ¢, em torno da mesma reta . De fato, tal volume sera
igual ao volume obtido ao rodarmos a regido R entre o grafico da translacio
vertical da funcao f, a saber, y = f(x) — ¢, para x € [a,b], e 0 eixo z, veja

as Figuras 7 e 8 abaixo. Portanto, o raio r(z) = |f(z) — c| e

b
V:7T/ (f(x) — ¢)* dz, (2)

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



84 1. ROTACAO DE REGIAO ENTRE O GRAFICO DE UMA FUNGAO E O EIXO DE REVOLUGAO

y=f(x)

y=f(x)-c

LA
V.4
- 0 a b X
0 a b X
Figura 7: Regiao R a ser girada em torno Figura 8: Regido R, translacio de R, sers
da reta y=c girada em torno do eixo x.

Exemplo 3
Calcule o volume do s6lido de revolugao obtido girando a regiao R entre o

grafico de y = e*, para x € [0,1], e areta y = 1, em torno da reta y =1 .

Solucao
A Figura 9 mostra um esboco da regiao R que vamos girar.

Entao, de (2), temos que r(z) =e* — 1 e

1 1
V:W/(e"”—l)de:ﬁ/ e* —2¢" +1dx
0 0

621’

:W[T—QBI‘FLE]

1
= g[e2 — 4e + blu.v.

y=e

Figura 9: Regido R do Exemplo 3.
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Exemplo 4

Calcule o volume do so6lido de revolucao, obtido girando a regiao R entre o

T T

grafico de y = tgx, para z € [_Z’ Z]’ e a reta y = —1, em torno da reta
y=-—1.

Solucao

A Figura 10 mostra um esbog¢o da regido R que vamos girar.
Entao, de (2), temos r(z) =tgz+ 1 e

I I
V:w/ (tgz + 1)? dx:w/ tg?x +2tgx+ 1 dx .

jus jus
4 4

Usando a identidade tg?z = sec? x — 1, segue que

V—ﬂ'/ sec’ v+ 2tgx dr = wtgx + 21n | sec 7| ZW =271 w.w.

s
T 4

-T/4 /4

Y

Figura 10: Regiao R do Exemplo 4.
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2 Rotacao de regiao entre dois graficos

Figura 11: A regiao R, entre dois graficos sera girada em torno da reta y=c.

Considere duas fungbes f e g em [a,b], com f(x) < g(z) , Vz € [a,b]
e uma reta y = ¢, conforme a Figura 11 acima. Quando giramos a regiao
R, entre os dois graficos, em torno da reta y = ¢, obtemos um solido de

revolucdo vazado ("com buraco").

Figura 12: Soélido de revolugdo vazado ("com buraco").

Podemos calcular seu volume fazendo a diferenca entre o volume obtido
girando a regiao de y = g(z) a reta y = ¢ ( com raio R(z) = g(z) —¢) e
o volume obtido girando a regidao de y = f(z) & mesma reta ( com raio
r(z) = f(x)—c). Isto é, do volume do sdlido de fora, associado ao raio maior

R(z), subtraimos o volume do sélido de dentro (do buraco), associado ao raio
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menor r(z). Assim, obtemos a formula

b b
V:ﬂ'/ (g(z) —c)* — (f(x) — ¢)? dmzw/ R*(x) — r*(z) dx .

Exemplo 5

Calcule o volume do s6lido de revolucao, obtido girando a regiao R entre os

graficos de y =4 — 22 e y = 2 — 2, em torno da reta y = —2.

Solucao

Primeiro calculamos as interse¢oes entre os graficos,
4—?=2—zor=2 ou v=—1.

Observe que R(z) =4 —2>— (-2)=6—2er(z)=2—2—(-2) =4 — .

Logo,

2 2
V:w/ (6 —2)* — (4 — x)? d:czﬂ/ 36 — 1227 + 2* — 16 + 8z — 2%dx

1 -1

2 3 5
13 2 198
:71'/ 20—133:2—1—954—1—83;(1:5:[201'— < —|—I——|—4x2] _ 0o
-1 2 5 -1 5
O
|
)
|
l
|
l 0
-1 0 %
2 (N
y=-2 —/

Figura 13: Regiao R do Exemplo 5.

Observacgao 2
Podemos rodar regioes em torno de retas verticais x = ¢, veja a Figura

14. O raciocinio é o mesmo do caso visto, considerando funcoes da variavel
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y. Assim, o volume do sélido gerado por uma regidao entre dois graficos de

r=g(y) ex= f(y), para y € [a,b], em torno da reta x = ¢, & escrito como

V= 7?/ (9y) —c)* = (f(y) — ¢)* dy = 7?/ R*(y) —r*(y) dy

a

D

0 X

Figura 14: Regiao R entre dois graficos de funges de y, girada em torno da reta z = c .

Exemplo 6
Calcule o volume do s6lido de revolucao, obtido girando a regiao R entre os

graficos de y = /x e y = x em torno da reta x = 1.

Solucao
Como y = /z, entdo z = y%. Portanto,

1 1
VZW/(yQ—l)Q—(y—l)zdyZW/ yt -2 +1 -y +2y—1dy
0 0

5

1
y
=7T/ y4—3y2+2ydy=ﬂ[g—y3+y2]
0

1

o b

O

Exemplo 7
Calcule o volume do s6lido de revolucao, obtido girando a regiao R entre os

graficos de y =4 — 2% e y = 2 — x, em torno da reta r = 2.

Solucao
Precisamos dividir a regiao em duas, a primeira serda R; e a segunda R, con-

forme a Figura 16. Assim, em R; o raio maior é dado por Ry = 2—(—+/4 — y),
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y € [3,4] e o menor ry =2 — /4 —y, y € [3,4]. Em R,, temos o raio maior
igual a Ry =2 — (2—y) eomenor 5 =1 = 2 —+/4—y, para y € [0,3].
Logo, V =V, + V5 onde

xazyém—«—4—yf—@— Ty dy

4
1
:7T/ 8\/4—ydy:%
3

%ZWAD—@ﬂW—@— Ty dy

3 ) 5537
=7 | 8+9%y+vy +4\/4—ydy:T
0

X=y ! R
- l 2 2
_ | R
R/ | x=2
I
7 x=1 | 0
0 -1 0 X
0
X
Figura 15: Regiao R do Exemplo 6. Figura 16: Regiao R do Exemplo 7.

Observacao 3
H& volumes que nao conseguimos calcular pelo método dos discos ou que sao

de calculo complicado. Na proxima aula veremos outro método, baseado em
volumes de cascas cilindricas, que nos darid uma alternativa ao calculo de

volumes de sélidos de revolucao.
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3 Exercicios de revisao

Calcule o volume do soélido de revolucao, obtido ao girar a regiao R

dada em torno do eixo de revolucao indicado.

2 emtornode z =4

Entrey=xey=5x—=x
Entre y =7 ey = 5x — 2% , em torno de y = 0 ;

Entre z = y? —4y e v = 2y — y?> , em torno de x = —4;

Entre y =v25—22 ,y=0,z=2ex =4, em torno de y = 0;

T

Entre y=e™*, x=2ey=1, em torno de y = 2;

S Tk W=

Entre y=Ilnx,y=1,y=2e x =0, em torno do eixo y;

4
7. Demonstre que o volume de uma esfera de raio r > 0 é dado por V = §7r7’3;

T

8. Descreva o solido, cujo volume ¢é dado pela integral V' = 7T/ (1 — cosz)?dz.

—T
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Aula 11

Volumes de s6lidos de revolucao

por cascas cilindricas

Na aula anterior, usamos o método dos discos para calcular volumes de
solidos de revolucao. No caso de sblidos nao vazados, quando giramos uma
regiao em torno de um eixo horizontal, esse método consistiu em aproximar
o solido por discos "fininhos"colocados um ao lado do outro perpendicular-
mente ao eixo de revolugao. A ideia agora, para o método das cascas serd
aproximar o solido usando cascas cilindricas ("canos fininhos"), centradas no

eixo de revolucao, colocadas uma dentro da outra.

Figura 1: Sé6lido de revolugao S, obtido girando Figura 2: Aproximacao do sélido S usando
uma regido do plano zy em torno do eixo y (ver- cascas cilindricas.
tical).
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1 Rotacao de regiao entre dois grafico em torno

de um eixo vertical

Uma casca cilindrica é o sélido entre dois cilindros de mesmo centro
e altura. Chamando de R e r, respectivamente, o raio maior e o menor da

casca cilindrica de altura h, temos que seu volume é dado por
V = 1R*h — 7nr*h = th(R+7)(R — 1) (1)

Considere R a regiao entre dois graficos de f e g, funcoes integraveis em
[a,b], onde g(z) < f(z), Yz € [a,b]. Vamos gird-la em torno da reta z = c,
veja a Figura 3.

Figura 3: Regiao R que serd girada em torno da reta x = c.

Para aproximar o volume do s6lido obtido, construimos retangulos
atraves de partigoes a = 19 < 11 < T3 < ... < T, 1 < x, = b, de [a,b],
Al’i

escolhendo as alturas dos retangulos h = g(¢;) — f(¢;), onde ¢; = x;_1 + 5

X

ouc =x; — . Isto &, cada ¢; é o ponto médio do intervalo [z;_1,x;], veja
a Figura 4 abaixo.

Girando cada retangulo, obtemos cascas cilindricas uma dentro da

. . Ax; .
outra. Cada casca tem raio maior R = z;, —¢c = ¢; + — ¢, raio menor
A.CEZ'
r=gip-c=6 - —-—ce altura h = g(¢;) — f(c;). A soma dos volumes
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Yy
y = g(x)
gle)r ==
3 R
/\ I
| |
DEN R O I R
fe) PTrTT e
Lo cy= ) )
| [ N
1 ! ! . ! 1 ! ! 1 L 1
0 a4 =2x9Co L1 C1 === T; Ci Tit+l b=z, =z
Tr=c

Figura 4: Regido R é aproximada por retangulos. Girando os retangulos, temos uma aproximagcao do
so6lido S por cascas cilindricas.

dessas cascas aproxima o volume do solido desejado, portanto, usando (1),
temos a aproximacao

n

V(S) =Y 2mg(e;) — flei)l(ci — o)Ay (2)

=1

No limite, quando a norma da particao tende a zero, como f e ¢ sao inte-
graveis em |a, b], sendo o somatoério em (2) uma soma de Riemann, temos

que

lIP[|—0

V(S)= lim ZZW(C,» —0)|g(e;) = flep)]Ax; .
i=1
Logo,
b
V(s) =2 [ @@= alglo) - (@) do
A formula anterior vale quando a regiao se encontra a direita do eixo de

revolucao. Se estiver a esquerda, é s6 trocar x—c por c—x no desenvolvimento

acima. Assim, em geral, temos

V(S) = 2n / & — llgle) — ()] da (3)
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Observacao 1

e Podemos pensar em (3) como

b
V(S) = 27r/ (raio da casca)(altura da casca) dz .

e Se girarmos uma regiao entre o grafico de uma funcao g > 0 e o eixo z,

para x € [a, b], em torno do eixo y, entao

b
V= 27T/ |z|g(z) dz,

pois o eixo de revolucao é areta x = 0 e a f, que estd abaixo, é identicamente

nula.

e Também, podemos girar uma regiao entre dois graficos de funcoes f(y) < g(y),
para y € [a,b], em torno de retas horizontais y = ¢, conforme a Figura 5.

Nesse caso, o volume é dado de forma analoga a (3), trocando x por y

V(S) = 2n / ly— cllg(y) — F)] dy.

Figura 5: Regiao entre dois graficos de fungdes de y, que serd girada em torno de uma reta horizontal.
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Exemplo 1

Calcule o volume do solido de revolucao, obtido girando a regiao R do 1°

2

quadrante, entre os grafico de y =4 e y = x*, em torno do eixo y.

Solucao

Note que a altura h = 4 — 22 e o raio r = = , portanto

2
V:27T/ z(4 —2°) dv = 27n(— — =—)| = 8.
0

Figura 6: Regido R do Exemplo 1.

Exemplo 2
Calcule o volume do so6lido de revolugao, obtido girando o interior circulo

dado por 22 — 6x + 3% = 0, em torno da reta x = —1. Esse s6lido é chamado

de Toro e se parece com uma "boia"ou "rosquinha".

Solucao
Observe que completando o quadrado temos a equagao do circulo é (x—3)%+y? = 9,
cujo raio é 3 e o centro é (3,0). Para simplificar os calculos, vamos dividir

a regiao a ser girada em duas e multiplicar a expressao do volume por 2.

Assim, a altura h = /9 — (x —3)? er =z + 1, entdo

V:2><27r/6 (x4+1)v/9 — (x — 3)? dx .
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Para o célculo dessa integral, usamos substituicao trigonométrica r—3 = 3sen,

entao
w/2
V:47r/ (4 + 3sen 0)9 cos® 6§ do
—m/2
w/2 w/2
= 1447r/ cos? @ df + 1087T/ cos?fsenf db
—7/2 —7/2
7T/2 1 26 0
- 1447r/ 2 oSl g — 1087r/ u? du
—7/2 2 0
20 _|7/2
= 727]0 + 20 , 0= 7212
—7/2
O
Exemplo 3

Esse exemplo mostra que nem sempre podemos escolher o método para o cél-

culo do volume. Considere a regiao R entre o gréafico de f(x) = 2°+ 2% +x+2

e o eixo x, para x € [0, 1]. Determine o volume do so6lido gerado ao rodarmos

R em torno do eixo y.

Solucao

Usando cascas cilindricas, temos h = 2% + 22 + 2+ 2 e r = z, logo

! 5 2 T T T 2
V =2r r(x® +x +x+2)dx:27r(7+z+§+x)
0

Observe que nesse exemplo nao poderiamos usar o método dos discos circu-

lares, estudado na aula anterior, pois nao sabemos inverter a f para integrar

emy. M
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y=2"+2% +z+2

Figura 7: Regido R do Exemplo 3.

Exemplo 4

Considere a regiao R da Figura abaixo.

(1.1

Figura 8: Regido R do Exemplo 4.

Determine o volume do sélido gerado ao rodarmos R em torno do eixo z,
utilizando

a) cascas cilindricas,  b)discos circulares.

Solucao
a) Observe que a altura h = y* — (3y* — 2) e o raio r = v, logo

1 1
V:27r/ y[yQ—(3y2—2)]dy:27r/ 2 4+ 2y dy =1 .
0 0

T+ 2
3

b) Nesse caso, serd o volume do que roda por fora, com raio R =
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menos o volume do buraco, com raio r = \/z. Ou seja,

2
1 5 1
V:’ﬂ'/ T d:L“—?T/ (\/E)zdx
_9 3 0
1 1
=7T/ x+2dx—7r/ rdr=m
3 0

2 Exercicios de revisao

Calcule o volume do soélido de revolucao, obtido ao girar a regidao R

dada em torno do eixo de revolucao indicado.

Entre y =2 e y = 5z — 2% , em torno de v = 4 ;

2 em torno de y =0 ;

Entrey=xey=5zr—=x
Entre z = y?> — 4y e x = 2y — y* , em torno de v = —4;
Entre y = v/25 — 22 e y = 0, em torno de y = 0;
Entre y=e™*, x=2ey =1, em torno de y = 2;

Entre y=Inz,y=1,y=2e 2 =0, em torno do eixo x;

NSk w =

Entrey=Ilnx,y=1,y=2e x =0, em torno do eixo y;
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Comprimento de arco

Nesta aula, estudaremos o conceito de comprimento de arco.

1 Conceitos basicos

Nos aprendemos na escola que o comprimento do arco de uma circunfe-
réncia de raio r é 27r. Isso significa que, por exemplo, para cercar uma pista
circular de raio 10 metros, precisamos de uma corda de 207 =~ 62, 8318 met-
ros. A historia dessa formula é longa e fascinante, e esta muito relacionada

A historia do nimero 7.

Mas, afinal, o que é exatamente o comprimento de arco de uma cir-
cunférencia? Sabemos o que é o comprimento de um segmento, e para
definir o comprimento da circunférencia, recorremos a poligonos que de al-
guma maneira sejam parecidos com a circunferéncia. Por exemplo, na Figura

?? vemos poligonos regulares de 8, 16 e 32 lados.

Figura 1: Aproximagdo de um circulo.
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Quando aumentamos a quantidade de lados, os poligonos ficam cada
vez mais parecidos com a circunferéncia. Logo, parece natural definir o com-
primento da circunferéncia como sendo o limite dos perimetros dos poligonos

regulares inscritos.

Em geral, para definir o comprimento de arco de uma curva C' qualquer,
podemos tentar aproximar a dita curva por meio de um caminho poligonal.
Vamos nos restringuir ao caso de uma curva C' dada pelo grafico de uma
fungao continua f : [a,b] — R. Nesse caso, toda aproximacao poligonal é
determinada por uma particdo P = {a = tg < t; < -+ < t,_1 < t, = b},
mediante o conjunto de pontos {(¢, f(t)) }iep-

JS(to)

a = tgo 1 to ... B tn-1 t, =20

Figura 2: Aproximagdo do grafico de uma fungdo.

Agora, estamos prontos para dar uma definicao formal de comprimento
de arco.

Definicao 1
O comprimento de arco de uma curva C, dada pelo grafico de uma funcao

continua f : [a,b] — R, & definido como

L(f,[a,0]) = lim Z Vit —tio1)?+ (f(t:) — f(ti1))? (1)

[IPll—0

quando o limite acima, que é calculado sobre todas as possiveis particoes
do intervalo [a, b], existir e for finito. Nesse caso, diremos que a curva C' é

retificdvel.
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AULA 12. COMPRIMENTO DE ARCO 101

Observacao 1
Nem todos os graficos de funcgoes continuas sao retificiveis. No entanto,

o seguinte teorema nao s6 oferece uma condicao suficiente para que uma
curva seja retificavel como também fornece uma maneira de calcular o seu

comprimento.

Teorema 1

Toda curva C, dada pelo gréfico de uma funcao continua f : [a,b] — R com

derivada continua ' : [a,b] — R, é retificivel. Além disso, seu comprimento

é dado por

£t fat) = [ VIF PP 2)
2 Exemplos
Exemplo 1

Determine o comprimento da curva de f(x) = In(cos z) no intervalo [0, 7/4].

Solucao
Dado que f'(x) = —tgx ¢ uma fungdo continua no intervalo [0, 7/4], pode-

mos usar a férmula (2) para calcular o comprimento

/4
sec xdx.

w/4 ™
o o) = [ VI FaPas = [
0 0
Lembrando que

/secmdyc =In|secx +tgz| + C,

obtemos

L(f,[0,7/4]) =1In (V2 +1).
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Exemplo 2
Determine o comprimento da por¢ao da parabola f(z) = x? — 2z + 5 entre

os pontos (1,4) e (3/2,17/4).

Solucao
Dado que f'(x) = 2x—2 ¢ uma funcdo continua no intervalo [1, 3/2], podemos

usar a formula (2) para calcular o comprimento

3/2
£(f,11,3/2)) —/1 1T 2r = 2Pdx .

Fazendo a mudanca de varidveis u = 2z — 2, du = 2dx, verificamos que a

integral anterior é igual a
1
3 / V14 udu .
0

Fazendo a mudanca de variaveis u = tgf, du = sec? 0df, verificamos que a

w/4
/ sec? 0de.
0

integral anterior é igual a

Lembrando que
3 1
sec® x dx = é{secsntgx +In|secx +tgz|} +C

obtemos

£ 1,3/2)) = i[\/ﬂ In(v2 + 1)].

O

Exemplo 3
A curva C, dada pelo gréifico da funcao continua f : [0,2/7] — R, e definida

por:

zsen(t) x#0
0 x = 0.

fx) =
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Figura 3: Grafico da funcao f.

Nao é retificavel.

Solucao
Dado n > 1, um nimero impar, vamos considerar a seguinte particao do
intervalo [0, 2/7]:

2 2 2

2 2
Pn—{0<%<—<n_1>ﬁ<-~~<3—W<%<;}.

A soma que aparece na expressao (1), correspondente a P,, majora a soma

2{1+1+1+1+1+ +1+1}
T 3 3 5 5 n n’

como pode ser visualizado na Figura 4.

Figura 4: Aproximacao do gréfico de f.

A soma anterior, por sua vez, majora a soma

2{1+1+1+1+ +1+ 1
T2 3 4 5 n n+1l

e dado que esta ultima soma val para infinito quando n cresce, podemos

concluir que a curva C' nao é retificavel.
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0

Observacao 2

Note que a parti¢ao P, nao satisfaz ||P,|| — 0 quando n — oo. No entanto,

a conclusdo continua sendo correta (por qué?).

3 Exercicios de revisao

Calcule o comprimento de arco das seguintes curvas.

A

y=e§+e‘§ entret =0e x = 2.
y=Inz entre x =3 e x = /8.
y=1—In(cosz) entre r =0e z =

T
y=In(1—2z*) entrez=0ez=1.
1

I:y(a_s+10y3 entre y =1e y = 2.

r=3yly—3)entrey=1ey=09.
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Aula 13

Integral improépria em intervalos

nao limitados

Nesta aula, estenderemos o conceito de integral definida para funcoes

definidas em intervalos nao limitados.

1 Conceitos basicos

Na Aula 1, apresentamos a definicao de integral definida para uma
fungao f : [a,b] — R limitada e definida em um intervalo fechado e limitado.

Agora, estenderemos esta definicdo para os seguintes casos:

e funcoes definidas em intervalos infinitos, ou seja, intervalos do tipo

[a, +00),[—00,b) ou (—oo, +00);

e funcoes nao limitadas.

As integrais desses dois tipos sao chamadas de integrais improprias.

A seguir, daremos a definicao de integral impropria para cada um dos
trés casos de intervalo infinito. O caso de func¢oes nao limitadas sera discutido

na proxima aula.
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106 1. CONCEITOS BASICOS

Definicao 1
Dada uma fungao f : [a,+00) — R, integravel em todo intervalo da forma

[a,b] com a < b, definiremos a integral impropria

| #wyis = i s

a

quando o limite acima existir.

Definicao 2
Dada uma fun¢do f : (—o00,b] — R, integravel em todo intervalo da forma

[a,b] com a < b, definiremos a integral impropria

b b
/ f(z)dz = lim f(z)dz |

a——00 a
quando o limite acima existir.

Definicao 3
Dada uma fungao f : [—00, +00) — R, integravel em todo intervalo da forma

[a,b] com a < b, definiremos a integral impropria

/_Z fw)dr = /_m f(zv)dw/jo f(a)de,

quando cada uma das integrais referentes ao lado direito da igualdade acima

existir.

Observacao 1

O valor da integral / f(x)dx é independente da escolha de ¢ € R.
—00

Observacao 2

Nas defini¢oes anteriores, se os limites existirem e forem finitos, as integrais

impréprias serao ditas convergentes; caso contrario, divergentes.
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2 Exemplos

Exemplo 1

o
Determine os valores de o € R, de modo que a integral improépia / —dx
1

convirja.
Solugao
Sabemos que
pl-a_q

bidx: e se aFl

! v 1nb7 se o = 1
Portanto,

b 1
/ooidxz i [ Lgeo dam e a>l

v e oo, se a<l1.

Logo, a integral converge se, e somente se, & > 1. Nesse caso,

O

Exemplo 2

Calcule a area da regido limitada por f(z) = 17 e o eixo dos x.

Figura 1: Grafico da funcao f(z) = ﬁ
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Solucao

Sabemos que

1 o1 * 1
dr = d —dx.
/001+m2x /Ool—l—x2 x+/0 T+ a2 "

se, e somente se, cada uma das integrais do lado direito da expressao anterior

existir. Para calcular estas duas integrais, observamos, primeiro, que

b
1
/a e dx = arctg(b) — arctg(a).

Portanto,

/ ! dxr = lim {arctg(0) — arctg(a)} = —(—g),

o 1 —+ $2 a——00
e
< 1 _ ™

e dx = blirglo{arctg(b) —arctg(0)} = 5

Logo,
< 1
/_oo a2 dr = .

U
Exemplo 3

oo
Calcule a integral impropria / xe * dx.
0
Solucao
Sabemos que

b

b
/ e %dr = —e "z +1]| = —e b+ 1]+ 1.
0 0

Portanto,

b—oo

/ ze dr =1 — lim e "[b+ 1].
0
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T

Figura 2: Gréafico da fungdo f(z) = ze™

Usando a regra de L’Hospital, podemos ver que o limite anterior é igual a

zero. Logo,
/ xe “dxr = 1.
0
0
Exemplo 4
<1
Calcule a integral impropria / 71 dx.
2 7=
° ‘o 1 2 3 a 5 6 7 8 ) 10

Figura 3: Grafico da fungdo f(z) = 12171.

Solucao
Usando fracoes parciais, temos

b b b
1 1 1 1 o1
tr=o{ [ oo = | e} = gl
/2:132—1”6 2 /Qx—1x /2x+1x 2 1
—1‘ In3
=

1 N 1 (b
Sl ()<
2 M1 2“(3) 2 M1

Portanto,

/°° 1 d 1113_1_11 | ‘b—1’
= — — 111m 1n .
2 2 —1 v 2 2 b—oo b—|—1
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110 3. EXERCICIOS DE REVISAO

Ja que o limite anterior é igual a zero, obtemos

1 In3
dy = —2.
/2 2177

3 Exercicios de revisao

Use as definicoes 1, 2 e 3 para verificar se a integral impropria converge

ou diverge. Caso convirja, calcule o seu valor.

1 /OO L d 2
. —— dx .
oo 220+ 2

@

w
o
X
&
¢ -
N\é\h
g

7. / e “sen(bxr) dr a>0
0

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



Aula 14

Integral impropria de funcoes nao

limitadas

Nesta aula, estenderemos o conceito de integral definida para funcoes

nao limitadas.

1 Conceitos basicos

Na Aula 1, apresentamos a definicdo de integral definida para uma
fungdo f : [a,b] — R, limitada e definida em um intervalo fechado e limi-
tado. Na aula anterior, estendimos essa definicao para funcoes definidas em

intervalos nao limitados.

A seguir, daremos a definicao de integral impropria para os casos de

integrando nao limitado no intervalo de integracao.

Definicao 1
Dada uma fungdo f : [a,b) — R nao limitada, que seja limitada e integravel

em todo intervalo da forma [a, ¢] com ¢ < b, definiremos a integral impropria

/b f(x)dx = lim cf(x)dx,

c—b a
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quando o limite existir.

Definicao 2
Dada uma funcado f : (a,b] — R nao limitada, que seja limitada e integravel

em todo intervalo da forma [c, b] com ¢ < b, definiremos a integral impropria

b b
/f(a:)da:: lim f(z)dz,

c—at J.
quando o limite existir.

Definicao 3
Dada uma funcao f : [a,c)U(c, b] — R nao limitada, que satisfaz as condigoes

das defini¢oes 1 e 2 nos intervalos [a, ¢) e (¢, b], respectivamente, definimos a

[ o= [ s [ s

se cada uma das integrais do lado direito existir.

integral improépria:

Observacao 1
Nas defini¢coes anteriores e naquelas que serao dadas na proxima se¢ao, di-

remos que as integrais improprias sao convergentes se os limites existirem,
ou seja, se os limites forem nimeros reais. Caso contrario, as integrais serao

ditas divergentes.

2 Exemplos

Exemplo 1

A fungdo f(x) = - serd nao limitada no intervalo (0,1] se a« > 0. Determine

1
1

os valores de o > 0, de modo que a integral impropria / —dx convirja.
0 T
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Solucao

Sabemos que

1 1—cl—
1 = se a#l,
/ d:L, _ e

«
x —Ine, se a=1.

Portanto,

1 1 1
T T
o z¢ =0t Jo 0o, se a>1.

Logo, a integral impropria convergird se, e somente se, 0 < a < 1. Nesse

caso,
1
1 1
/ —dzr =
0 T¢ 1 -«
O
Exemplo 2
A funcédo f(x) = . L I é nao limitada no intervalo [0, 2] por causa da des-
—2)3
S |
continuidade em x = 1. Determine se a integral imprépria / ﬁdx
0 — )3
converge.

Figura 1: Gréafico da fungdo f(z) =

ol

(1—z)
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Solucao
Este exercicio enquadra-se na definigao 3, onde o intervalo [0,2] é dividido

nos intervalos [0, 1], [1,2]. Portanto,

2 1 2
/;ldx:/ ;ldx—i—/ 1
o L—a)i o a-wf T a-ap

Fazendo a mudanca de varfaveis u = 1 — x, du = —dx, obtemos

b1 b 3 2
/—ldx:/ u 3du = —-[1 — (1 —=0b)3],
o (1—x)s 1-b 2

W=

/“2 ﬁdlﬂ - /11_“ S ;[(1 —a)i = (-1)3]

para0 <b<1lel<a< 2, respectivamente.

Entao,
1
1 3 3
/ ———dx = - lim [1—(1—b)§] = -,
0 (1 — Q:)§ b—1— 2
e
2
1 3 3
/ —  dr="lm[1l-a)—1]=-C2.
1 (1 — x)g 2 a—l+ 2
Logo, a integral impro6pria converge. Além disso,
2
1
/ 1 =0
o (1—x)3
O
Exemplo 3
A fungao f(x) = ﬁ é nao limitada no intervalo [0,2] por causa da des-
S|
continuidade em x = 1. Determine se a integral impropria / (1—)2dx
0 -
converge.
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1

Figura 2: Grafico da fun¢do f(z) = T2

Solucao
Este exercicio também se enquadra na definicao 3, onde o intervalo [0, 2]

é dividido nos intervalos [0, 1], [1,2]. Portanto,

se as duas integrais do lado direito existirem. Fazendo a mudanca de variaveis

u=1—z, du = —dx, obtemos

b 1 1 ) X
—dx:/ u “du=(1—-5b)""—1,
/0(1—95)2 1-b ( )

2 1 1—a ) .
e = “2du=1-(1-a)"
/au—as)” / wrdu=1-({1-a)7,

para0 <b<1lel<a< 2, respectivamente.
Entao,

b
1
/ T gpde = Jim (1—b)""—1= o0,
0

1—2x) b—1-
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2
1 - »
/a md%’ =1- alir{l+(1 — CL) = +400.

Logo, a integral impropria diverge.

Observacao 2
Observe que, se nao tivessemos percebido que o Exercicio 2 tratava de uma

integral impropria, e tivéssemos efetuado a mudanca de variaveis u = = — 1

diretamente, teriamos obtido

/ —ldxzﬁ(x—l)z/?’) =§[1—1]:07
o (I1—x)3 2 0o 2

que é a resposta correta. No entanto, no exercicio 3, teriamos obtido

/02 (1_—1x>2dw =—(1—-a)"!

uma resposta incorreta. Por isso, torna-se indispensavel, no momento de

2
=—|-1-1/=2
=—1-1)=2,

calcular uma integral, verificar se essa integral ¢ impropria ou nao.

Exemplo 4

A fungao f(x) = \/@ é nao limitada no intervalo [0,1] por causa das

descontinuidades em v = 0 e x = 1. Determine se a integral impropria

dx converge.

Solucao

Sabemos que

[ ==l v o

se as duas intregrais do lado direito existirem.
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1

Figura 3: Grafico da fungdo f(z) = W)

P . _ 1
Fazendo a mudanca de varfaveis u = \/x, du = mdw, obtemos

/2

dr = 2arcsen+/z =3~ 2 arcsen v/a,

a

1/2
=

b 1
172 V(1 —x)

para 0 < a < 1/2 e 1/2 < b < 1, respectivamente.

b
dr = 2arcsen\/5‘ e 2 arcsen Vb — g
1/2

Entao,
T T
= — — 2 lim arcsen+/a = 3

1/2 1
/ S S
o Vz(l—x) 3 a—0+

1
1
dr =2 lim arcsen\/lg—gZQg_

12 a(l —x) b—1~

Logo, a integral impro6pria converge. Além disso,

T
3

T = T.

A Nonet
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3 Exercicios de revisao

Use as definicoes 1, 2 e 3 para verificar se a integral impropria converge

ou diverge. Caso convirja, calcule o seu valor.

w =
S—
[ =
T -
= F

1
1
2. — dx
/oﬂ\/l — 72
2 COS T
4, — dx
o V1—senz
& 1
6. — dx
/1 zvr? -1

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez
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Aula 15

Critério de comparacao para

integrals improprias

Nesta aula, veremos dois critérios que permitem estudar a convergéncia
ou divergéncia de uma integral impropria sem a necessidade de calcular a

integral.

1 Conceitos basicos

Muitas vezes, nao ¢ possivel calcular o valor exato de uma integral
improépria. No entanto, em alguns casos, podemos determinar se ela converge
ou diverge. A ideia é comparar a integral impropria que queremos estudar

com outra cuja convergéncia ou divergéncia saibamos de antemao.

Enunciamos, a seguir, dois critérios de comparacao.

Proposicao 1
Sejam f : [a,00) — R e g : |a,00) — R duas fun¢oes integraveis no intervalo

[a,t] para todo t > a, de modo que f(x) > g(x) > 0 para todo x > a. Entao:

e a convergéncia de / f(x)dx implica a convergéncia de / g(x)dx,
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e a divergéncia de / g(x)dx implica a divergéncia de / f(z)dx.

Observacao 1
A ideia é muito simples. Se a funcao positiva f for maior que a funcao

positiva g, entao, a area entre o grafico de f e o eixo x serd maior que a area

entre o grafico de g e o eixo z (ver Figura 1).

Figura 1: Grafico das funcgoes f e g

Proposicao 2
Sejam f : [a,00) — R e g: [a,00) — R duas fungoes integrdveis no intervalo

la,t] para todo t > a, e f(x) > 0 e g(x) > 0 para todo x > a. Se existir
A > 0 tal que

)
A 9(z) . @

o (o]
entao, / f(x)dx convergira se, e somente se, / g(x)dx convergir.
a a

Observacao 2
A ideia é a seguinte. A existéncia do limite em (1) implica que, para um

x suficientemente grande, a funcao f é muito proxima da funcao Ag. Em

particular, a fun¢ao f é menor que um multiplo da fun¢ao ¢ (ver Figura 1).

Por outro lado, é claro que a integral impropria de uma funcao g converge
se, e somente se, a integral imprépria de qualquer multiplo dessa funcao

convergir.
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Figura 2: Grafico da funcao f

A seguir, enunciaremos duas proposicoes analogas para o caso de inte-
grais improprias de fun¢oes nao limitadas.
Proposicao 3
Sejam f : [a,b) — R e g: [a,b) — R duas fun¢ées nao limitadas, que sejam
limitadas e integraveis em todo intervalo da forma [a, c| com ¢ < b, e tais que
f(z) > g(z) > 0 para todo x € [a,)). Entao:

b b
e a convergéncia de / f(z)dz implica a convergéncia de / g(x)dx,

b b
e a divergéncia de / g(x)dz implica a divergéncia de / f(z)dx.

Proposicao 4
Sejam f :[a,b) — R e g: [a,b) — R duas fun¢ées nao limitadas, que sejam
limitadas e integraveis em todo intervalo da forma [a, c| com ¢ < b, e tais que

f(z) >0 e g(x) >0 para todo x € [a,b). Se existir A > 0 tal que

lim Lx) =\,

z=b- (1)
b b
entao, / f(z)dz convergird se, e somente se, / g(x)dx convergir.
a a

Observacgao 3
Note que os critérios acima foram enunciados para func¢oes positivas. No

entanto, eles também sao (teis na hora de determinar a convergéncia ou
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divergéncia de algumas integrais impropias de fungdes nao necessariamente
positivas. Isso decorre do seguinte fato: a integral imprépria faoo f(z) dx sera
dita absolutamente convergente quando a integral impropria faoo |f(z)] dx

converjir. Nesse caso, pode-se provar que a integral f:o f(x) dr também ira

[ i@ as| < [Tt an

Uma propriedade analoga seré satisfeita por integrais impréprias de funcgoes

convergir, e que

nao limitadas.

2 Exemplos

Exemplo 1

o0
. . 2 .
Determine se a integral / e~ " dx converge ou diverge.
1

Solucao
b
Saiba que a integral / e dz NAO pode ser calculada em termos de fungoes
1

elementares. Entao, somos obrigados a usar algum critério de comparacao.

Ja que 0 < e < e para x > 1 (verifique), podemos usar a Proposicao 1.

b
/ e Pdr =1—¢°
1

Sabemos que

para todo b > 1. Logo,

/ e dr=1m1l—e?=1.
1

b—oo

oo
Portanto, a integral / e dx converge. [
1
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Exemplo 2

. . < g2 .
Determine se a integral senz e * dx converge ou diverge.
1

Solucao

2

Observe que a funcdo f(z) = senx e néo é positiva, mas |f(z)| < e’

para todo x € R. No exercicio anterior, foi mostrada a convergéncia da inte-

oo
gral / e " dz. Logo, a partir da Observacao 3, concluimos que a integral
1

o0 _m2
senz e * dr converge.
1

fla) = e

2

h(x) = sen(x) e

2
x

Figura 3: Grafico das fungbes f(z) = 6*12, g(z) = —e=*" e h(xz) =senz e’

Exemplo 3

o0
1
Determine os valores de § > 0, de modo que a integral / —dx
. 2P +senx

convirja.

Solucao

1

Visto que > 0e -5 >0parax > 1 (verifique), podemos usar a

xP+sen x

Proposicao 2. Sabemos que

15}
x
Iim — =1.
z—oo TP + sen x
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o0
Além disso, vimos, no Exemplo 1 da aula anterior, que / —de convergira
. T

se, e somente se > 1.
1

B—dx convergira se, e somente se, 3 > 1
TP +senzx

oo
Portanto, a integral /
1

Exemplo 4

1
1
Determine os valores de 3 > 0, de modo que a integral / —dx
o P +senzx

convirja.

Solucao

Visto que 0 < x5+lsem < Iiﬁ para x € [0,1] (verifique), podemos usar

a Proposicao 3. Sabemos, por meio do Exemplo 1 da aula anterior, que

1 1
1 1
/ —dx converge se, e somente se, 3 < 1. Portanto, a integral / —dx
g P o o8 +senx

converge se < 1.

Por outra parte, se 8 > 1 temos que ——— > ﬁ para x € [0, 1] (verifique),

zP+senx —
! 1
assim, usando novamente a Proposicao 3, obtemos que / —dx di-
o T8 +senzx
verge se 3 > 1.
Exemplo 5 .
K 1
Determine os valores de > 0, de modo que a integral / —dx
o 2?(1+cosx)
convirja.
Solucao

1
1+4cosx

3T

Visto que e = 0e x% > 0 para z € (0,) (verifique), podemos

usar a Proposicao 4. Sabemos que

P 1

lim ———— :
a:lgg)xﬁ(l—l—cosx) 2
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3
a1

Sabemos, por meio do Exemplo 1 da aula anterior, que / Bdm convergira

0 T

se, e somente se, 3 < 1.

3T

K 1
Portanto, a integral /

———dx convergird se, e somente se, 3 < 1.
o 2P(1+cosx) & ’ P

U

3 Exercicios de revisao

Use os critérios estudados nesta aula para verificar se a integral im-

propria converge ou diverge.

(o) 2
1 * dr 2.

> / dx
o Vo3t Om

2
. [ s 4 /
o (x—2)3 0 :csen:c

1 e /
5. dx 6. —— dx
/Oooﬁ 0 \2/5—1- vVt
7. / ol g T (N —

9 it —x 1 senx + xe®
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Aula 16

Introducao as equacoes

diferenciais ordinarias

O estudo das Equacoes Diferenciais (ED) é importante porque elas es-
tao presentes em varios tipos de problemas importantes, nas diferentes areas
da ciéncia. Muitos problemas problemas do campo da fisica, da engenharia,
da economia, da matematica e até mesmo da area das ciéncias sociais, quando

modelados matematicamente, recaem numa Equacao Diferencial Ordinéria.

1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Uma equacao que envolve uma ou mais derivadas de uma funcdao em
relacao a uma unica variavel independente é dita uma Equacao Diferencial

Ordinéria, chamada simplesmente EDO. Veja a definicao geral a seguir.

Definicao 1

Uma Equacao Diferencial Ordinaria é uma equacao da forma

F(z,y(z),y'(2),y"(2), ..y (@) = 0,2 € I, (1)

envolvendo uma variavel x num intervalo I, uma func¢ao incégnita y = y(x)

e suas derivadas.
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Nesse caso, x ¢ a variavel independente, y é a varidvel dependente e o simbolo

y™*) denota a derivada de ordem k da funcio y = y(x). Dependendo do

contexto, podemos usar outras letras, para denotar as variaveis de uma EDO.

As EDOs mais simples sao do tipo y'(z) = f(x),do tipo que tratamos nas
aulas iniciais, pois o problema consiste em determinar as primitivas da fungao
f dada. Outros exemplos de EDOs, que podemos escrever, usando diferentes

notacoes sao:

2?y" — 22y’ +y=¢e®  (com a notagao linha);

d
d—i =y—t (com a notacao de Leibniz);

(y —x)dy + 6xdr =0  (com a notagdo de diferencial).

d
A altima EDO equivale a (y — x)d—y + 6x = 0, pois para usarmos a notacao
x

. . . dy :
de diferencial, manipulamos T como se fosse um quociente.
x

Existem equacoes que envolvem mais de uma variavel independente e
derivadas parciais de uma ou mais funcoes desconhecidas. Tais equacgoes
sao chamadas FEquacoes Diferenciais Parciais (EDPs). Alguns exemplos de
EDPs sao:

v 0%
Ut = Ugg, Ugg + Uyy = 0, 02 = o Uy = —Vg.
As EDPs sao de grande importancia, mas nao serao abordadas no presente

curso.

Classificacao pela Ordem
A ordem da derivada mais alta de uma EDO é por definicdo a ordem da
EDO. Por exemplo,

zy”" — (y)*+y=0 ¢édeordem 2 (ou segunda ordem);
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y" —2xy +seny =0 & de ordem 3 (ou terceira ordem);

(y — x)dy + 6xdxr = 0 é de ordem 1 (ou primeira ordem).

Classificagao pela Linearidade

Uma EDO linear é aquela que pode ser escrita na forma

@ (2)y ™ + an1 (2)y" D + o+ ar @)y + ao(x)y = g().
Destacamos que as propriedades principais de uma EDO linear sao:

e A poténcia de y e todas as suas derivadas é 1.

e Cada coeficiente a; depende no maximo de z, podendo ser constante.

Portanto, os coeficientes nao podem envolver y e nem suas derivadas.
Uma EDO que nao ¢é linear é dita nao-linear.

Exemplos de EDOs lineares:

o2y —xy' 4y = 0; oW —2" 442" +a'+x = t+1; (cosz)y'—zy'+y = sen .

Exemplos de EDOs nao-lineares:

vy — ()P +y=0; y=ty —e’; (cosy)y +y=a>

O objetivo desta segunda parte da disciplina é aprender a resolver al-

guns tipos de EDOs. Comecamos definindo o que entendemos por solucao.

Definicao 2
Uma solugao para a EDO dada em (1) de ordem n num intervalo J C I é

qualquer funcao que possui n derivadas definidas em J, que, ao ser substituida

na equacao, reduz a mesma a uma identidade.

Exemplo 1
Verifique que y = cos x é solucao da EDO 3" +y =0 em R.

Solucao

Derivando a fun¢ao cosseno, temos ' = —senx e y” = — cos z, logo
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y'+y=—cosz+cosz =0, VreR.

Portanto, y = cos z satisfaz a EDO dada em R.

Observacao 1

e Note que a funcao constante y = 0 também é solucao da EDO do exemplo

anterior. Nesse caso, dizemos que y = 0 é uma solucao trivial.

e Uma EDO pode possuir uma infinidade de solugoes. O que ocorre com a
maioria delas. Por exemplo, as equagoes tipo ' = f(x), para f integravel,
tém uma familia de solugoes a um parametro, dada pela integral indefinida.
Se a EDO for de ordem n, podemos ter uma familia a n parametros de

solucoes.

e Nem toda EDO que escrevemos possui alguma solucao real. Por exemplo,

a EDO (y')? + y* = —1 néo possui solugao real.

Para as EDOs lineares temos o conceito de solucao geral, pois sera
possivel reunir todas as solucoes numa dnica féormula, num tnico intervalo
I de definicao. Tal solucao geral é escrita usando constantes arbitrarias, e
quando particularizamos essas constantes, dizemos que a solugao obtida é
uma, solucao particular da EDO. Por exemplo, a EDO 3/ = e¢* tem como
solucdo geral y(z) =e* +c,x € Re y,(z) = €* — 2, x € R, nesse caso, é
uma solugao particular. Para algumas EDOs nao-lineares, o termo solugao
geral as vezes também é usado, quando se pode expressar "quase todas"as
solu¢oes com uma tnica férmula, porém nao ha consenso com relacao a essa

terminologia.
Solucgoes Explicitas e Implicitas

Quando conseguimos expressar uma solu¢ao de uma EDO na forma

y:f(il?),$€I,

dizemos que essa solugao é explicita. Foi o caso do exemplo 1.

Em varias ocasioes nao conseguimos expressar a solucao em funcao da va-
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riavel independente, mas obtemos solugoes expressas numa equacao do tipo

F(z,y) = 0, uma tal solucao é dita implicita.

Exemplo 2
A relagao F(z,y) = 22 + y?> — 1 = 0, define, para x € (=1, 1), uma solugio

d
implicita da EDO ﬁ - —g.

Solucao

Derivando implicitamente em relacao a z temos:

d, d, 5 dy dy x
— — =0 =2 20— =0 = —=——.
dx(x )+dx(y) T ydaz dx Y

O

Observacao 2
Podemos explicitar duas solucoes do exemplo 2 comoy = v1 — 22 ouy = —v/1 — 22,
para x € (—1,1).

Definicao 3
Um Problema de Valor Inicial (PVI) é uma expressao que envolve uma EDO

de ordem n, associada a n condigoes iniciais sobre y e suas derivadas num

ponto xg, assim:

F(z,y(x),y (x),y"(x), ...,y(”)(x)) =0,z € [
' ) =Y, y”(l’0> = Y2, y(n_l)(‘ro> = Yn—1-

Ha duas perguntas importantes sobre um PVI. Analise a seguir.

1. Existéncia: dado um PVI, serd que ele tem solucao?

2. Unicidade: se houver solucao, sera que ela é tnica?
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Nas proximas aulas, veremos que sob determinadas hipoteses, podere-
mos responder as perguntas afirmativamente, mas, em muitos casos, o pro-

blema permanecerd em aberto.

Modelagem Matematica
Em engenharia, fisica, economia e até medicina, frequentemente, tem-se como
objetivo descrever ou modelar o comportamento de algum fenémeno ou sis-
tema, em termos mateméaticos. Na maioria das vezes, ja que trabalhamos

com taxas de variagao (derivadas), usando as hipoteses do sistema e leis em-

piricas, somos levados a uma Equacao Diferencial. E um caso particular do

que chamamos Modelagem Matemética.

Quando a variavel independente é o tempo, é possivel através de medicoes
no presente- e utilizando a ED- projetar o comportamento futuro do sistema
ou mesmo retroceder o tempo e saber sobre seu comportamento no passado.
Como ilustragao, observe a seguir o problema bem conhecido de um corpo

em queda livre. Nas proximas aulas, veremos outras aplicagoes.

Exemplo 3
Quando um objeto de massa m cai em queda livre, de uma altura sg, com ve-

locidade inicial vy, proximo a superficie da Terra, sabemos que sua aceleracao
é supostamente constante igual a g, a aceleracao da gravidade. Nosso obje-
tivo é descrever a queda através de uma EDQO, obter suas solucoes e usando
as medigoes do problema, encontrar uma tnica expressao para a posi¢ao s(t)

do objeto em cada instante, em funcao do tempo t decorrido.

Solucao
Pela 22 Lei de Newton, supondo o sentido positivo para cima, temos

F'=ma = —mg,

onde o sinal negativo se deve ao fato de que a aceleracao da gravidade atua
no sentido negativo. Mas a aceleracao ¢ a derivada de ordem 2 da posicao,
entao a(t) = s”(t), logo

s"(t)=—g  (é a EDO do sistema).
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Integrando em relagdo a t, obtemos §'(t) = —gt + ¢; e integrando nova-
t2
mente, temos que s(t) = -5 + c1t + co. Como a posicao e a velocidade

iniciais sao dadas, com uma substituicao na expressao do espacgo, segue que

g x 02 /
s =s(0) = - 2 +tax0t+teo=cev=50)=-gx0+c=c.

Portanto, 9
gt

S(t) = Sp + vot — 7,

que é uma férmula bem conhecida, desde o ensino médio, para o movimento

uniformemente acelerado. H

Observacao 3

Repare que no exemplo anterior resolvemos o PVI, assim:

{ S(t) = —g, t €R;
s(0) = s9,5'(0) = vy.

Finalmente, observamos que em cursos mais avancados de EDOs estuda-
se o comportamento das solugoes. Ou seja, faz-se uma andlise qualitativa
das solugoes, mesmo que nao se consiga explicita-las. Observamos também
que ha varios métodos numéricos para aproximar solucoes. Temos assim, o
estudo moderno de EDOs. Por hora, nesse texto introdutoério, abordaremos

as EDOs de forma classica, buscando solucoes, no minimo, implicitas.

2 Exercicios de revisao

Classifique as EDOs a seguir quanto a ordem e & linearidade.
x2y/ _'_ y — eI.

(1+y)y" +ay =z

" + sen(t + x) = x™.

ety — o 4ty = 0.

W=
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Verifique se a fungao dada constitui solugao para a EDO.

5. y'+y=sect, 0 <t<m/2, y(t) = (cost)In(cost) + tsent.
6. y W +4y" +3y=u, xR, yr)=e"+1/3.

Determine os valores de r para os quais a EDO dada possui solucao da

forma y =t", para t > 0.

7. t3y — Aty + 4y = 0.

Determine os valores de r para os quais a EDO dada possui solucao da

forma y = e .

8. y/// _ 3y” + 2y// - 0.
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Aula 17

EDO de primeira ordem

Nesta aula, iniciaremos o estudo das equacoes diferenciais ordinarias
(EDO) de primeira ordem. Discutiremos o tipo mais simples de EDO de

primeira ordem, chamado varidveis separaveis.

1 Conceitos basicos

Lembre-se de que uma EDO de primeira ordem é dada por:

onde f:U C R? — R.

O mnosso primeiro objetivo é resolver a equagao (1), no sentido da
Definicao 2 da aula anterior. Como é de se esperar, dada a arbitrariedade
da fungao f, nao existe um método geral para resolver esse tipo de equagao.
No entanto, nesta e nas proximas secoes, daremos alguns métodos de solugao

para certos casos particulares da funcao f.

Definicao 1

Dizemos que a equacdo (1) é imediata se a fungdo f depende somente da
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variavel z. Isto é,

&Y~ ). )

Observacao 1
Caso a funcdo f tenha uma primitiva F' no intervalo I, a equacdo (2) pode

ser resolvida via integracao. De fato, pela definicao de primitiva,

é solugao da equacao (2) no intervalo 1.

Definicao 2
Dizemos que a equacao (1) é de varidveis separaveis se a func¢ao f for o pro-

duto de duas fungoes, cada uma delas dependendo somente de uma variavel.

Isto é,

Y o)ty g

Proposigao 1
Suponha que, na definicao anterior, a funcao g tem uma primitiva G definida

no intervalo I, e a fungao 1/h estd bem definida e tem uma primitiva H no

intervalo J. Entao, a expressao
H(y) = G(x) + C, (4)

fornece uma solugao implicita da equagao (3) nos subintervalos de I onde y

esteja definido implicitamente por dita expressao.

Prova

Derivando os dois lados de (4) com respeito a z, temos pela regra da cadeia

H'(y(x))y (z) = G'(x).
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J& que H é uma primitiva de 1/h, temos

Isto é,

Observacao 2
Uma maneira simples de usar o método é a seguinte: na equagao (3) dividimos

pela funcao h e “multiplicamos por dxz”, obtendo

1
o g(x)dz. (5)

Logo, integramos a esquerda com respeito de y e a direita com respeito de x.

A justificativa desse procedimento esta na prova da Proposicao 1.

Observacao 3
Repare que para usar o método precisaremos que h(y) # 0. O que acontece

se h se anula em algum ponto, digamos 1,7 Nesse caso, pode-se verificar

diretamente que a fungdo constante y = yo é solugao da equacao (3).

Ou seja, as solugoes constantes sao obtidas resolvendo a equacgao h(y) =0 e

as nao constantes integrando (5).

2 Exemplos

Exemplo 1

Resolva a equacao

zy +y=0. (6)
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Solucao
Seguindo o procedimento descrito em (5) obtemos, a partir de (6), a ex-
pressao

dy dx

v @

Observe que estamos considerando x # 0 e y # 0. Integrando dos dois lados,
obtemos
Inly| = —Infz| + Cy,

onde C] € R. Logo, tomando exponencial dos dois lados, obtemos

C
|y‘ e
||

onde C' > 0. Podemos tirar os modulos tomando C' € R/{0}.
Logo, temos que y = C'//x é solucao de (6) nos intervalos (0, 4+00) e (—00,0)
para qualquer constante C' € R/{0}.

Finalmente, observe que y = 0 é solugao de (6) em R.

Exemplo 2

Resolva a equacao

Solucao
Observe que para a equagao (7) fazer sentido, precisamos considerar y # 0.

Seguindo o procedimento descrito em (5) obtemos, a partir de (7), a expressao
y dy = —x dzx.
Ao fazermos a integracao, obtemos

Y T
L __Z 1
5 2+ 15
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onde C; € R. Logo, multiplicando por 2 dos dois lados, temos que
y2 4 .%'2 — C,

é solucao implicita de (7). Observe que, dado que y # 0, para a expressao

anterior fazer sentido precisamos que C' > 0.

Exemplo 3

Resolva a equacao

y =y —4 (8)

Solucao

Seguindo o procedimento descrito em (5), obtemos a partir de (8) a expressao

Observe que consideramos y # —2 e y # 2. Usando fragoes parciais para

integrar o lado esquerdo, obtemos
1
Z{ln|y—2| —Inly+2|} =z +Ch,

onde C; € R. Logo, passando o 4 a multiplicar e tomando exponencial dos
dois lados, obtemos

-2
|y | :C€4:p
ly + 2|

Y

onde C' > 0. Podemos tirar o médulo tomando C' € R/{0}.

Logo, colocando y em evidéncia, temos que

2+ 20t
= 9
YA " Cete (9)
é solucdo de (8), nos intervalos (—2€ +o00) e (—oo, —2€), para qualquer

constante C' > 0. No caso C' < 0 a solucao esta definida em R.
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Finalmente, observe que y = —2 e y = 2 sdo solugbes de (8) em R. Veja
que a solugdo y = 2 faz parte da familia de solugbes (9)(C' = 0), o que nao

acontece com a solugao y = —2.

Exemplo 4

Resolva a equacao

v = (10)

Solucao
Para a equacdo (10) fazer sentido, precisamos que y > 0. Seguindo o pro-

cedimento descrito em (5), obtemos a partir de (10) a expressao

Ay _

dz.
VY

Observe que consideramos y # 0. Integrando dos dois lados, obtemos
2Vy=x+C, (11)

onde C' € R. Logo, passando o 2 a dividir e elevando ao quadrado dos dois

lados, obtemos
1 2
y:Z(x+C) . (12)
Veja que para a equacao (11) fazer sentido, precisamos que z+C' > 0. Assim,
a solu¢ao y dada por (12) é valida no intervalo (—C, +00).

Finalmente, observe que y = 0 é solugao de (10) em R, reparando que esta

solucao nao pertence a familia de solugoes (12).

3 Exercicios de revisao

Verifique que as EDOs a seguir sdao de variaveis separaveis e resolva-as.
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© PSR W=

(1+2)y der+ (1 —y)x dy =0.

/ 14z
y - 1+y2'

sec?0tg ¢ df + sec® ptgl do = 0.

(z + y?*x) dz + (y — 2%y)z dy = 0.

(zIny)% =y.
ryd = (1 + 2%) cossec y.

Y +y?senz = 0.
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Aula 18

Teorema de Existéncia e
Unicidade

Nesta aula introduzimos o problema de valor inicial (PVI) associado a
uma equagcao diferencial ordinéaria de primeira ordem. Depois, abordaremos

os problemas de existéncia e unicidade de solugao para o PVI.

1 Conceitos basicos

Dada uma funcio continua f : I; x I, C R? — R, definida no produto
cartesiano dos intevalos abertos I e Iy, e (z9,yo) € [ X I3, consideramos o

problema de valor inicial (PVI):

yooo= flzy),
{y(l’o) = W

Vamos definir o que entendemos como uma solucao, no caso do problema

anterior.

Definicao 1
Dado J C I, um subintervalo aberto de I;, dizemos que a funcao difer-

enciavel v : J C R — Iy C R é uma solugao do PVI (1) se u(zy) = wo
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para todo x € J.

Observacao 1
Inicialmente, devemos nos perguntar: Existe alguma solugao para o PV1 (1)?

Tendo a pergunta uma resposta positiva, vamos a uma segunda questao: Seré

que existe mais de uma solucao?

Tais questoes sao de fundamental importancia no estudo das equacgoes difer-
enciais. De fato, nao é melhor comecar a procura por uma solucao de um
PVI quando j& sabemos, de antemao, que existe ao menos uma? Caso con-
trario, poderiamos estar procurando por uma coisa que nao existe! Além
disso, dado que achamos uma solucao, como podemos saber que nao ha mais
alguma, e que a nossa procura por solucoes ja terminou? Por exemplo, em
varias equacoes diferenciais que provéem de modelos da fisica, uma solucao
pode representar a trajetoria de uma certa particula. E claro que do ponto
de vista fisico, o problema s6 pode ter uma solucao (a particula nao vai seguir
duas trajetorias diferentes). No entanto, o PVI que modela o fenémeno fisico
pode ter varias solucoes. Pode acontecer que na nossa procura encontremos
primeiro uma solucao que nao tenha nada a ver com a solucao do problema
fisico, assim, é muito importante saber se ainda existe mais alguma solugao

para o PVI, a fim de continuar procurando.

A seguir, vamos enunciar um resultado que fornece critérios suficientes
para decidir se um PVI tem pelo menos uma solucao e se a mesma solucao é
unica.

Dado o ponto (xg,y0) € I1 X I, fixamos duas constantes positivas a e
b, tais que o retangulo R = [zg — a,x¢ + a| X [yo — b, yo + b] fique contido em
I x I.

Teorema 1

Seja [ : I x I — R uma funcao continua e sejam M = (m?fo(x,y) e
x,Y)E
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a = min{a, %} Entao, existe uma funcao

u:lrg—a,z0+a] CR— [yo—b,yo+b] CR

0
que é solucao do PVI (1). Além disso, se a derivada 9f existir e for continua

dy

em € I, X I, entao a solu¢ao acima é tinica.

Yo+ b

Yo — b

To— a xro — « To Lo+« xo+ a

Figura 1: Gréafico da solugdo u garantida pelo Teorema 1.

2 Exemplos

Exemplo 1

a) Estude a existéncia e unidade do PVI geral associado a equagao
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Solucao
a) A equacao (2) pode ser escrita como

y/:f(x7y)7

onde f(x,y) = —i. Observe que o dominio de definicao da funcao f é dado

por D = {(x,y) € R?: y # 0}. Tanto a fungao f quanto a derivada g—i =5
sao continuas em D. Logo, pelo Teorema 1, temos existéncia e unicidade de
solugbes para qualquer PVI associado (2) num ponto (xg,yo) € D.

De fato, obtivemos no Exercicio 2 da Aula 17, usando o método de variaveis

separaveis, que para cada C' > 0
2 +y° =G, (3)

¢ solucdo implicita de (2).

Figura 2: Grafico das curvas 22 +y2=CparaC=1,C=4,C=9,C =16 e C = 25.

bl) Avaliando a solugao implicita (3) no ponto (xg,yo) = (2,5), vemos que

C =+/29. Como y, = 5 > 0 obtemos, a partir de (3), que

y(.flf): v29—372,
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é a unica solugdo do PVI (bl), e que a mesma solucdo estd definida no

intervalo (—v/29,v/29).

b2) Avaliando a soluc¢ao implicita (3) no ponto (zg,y0) = (4, —1), constata-

mos que C' = /17. Como yg = —1 < 0 obtemos, a partir de (3), que
y(x) = —V17 —a? |

¢ a unica solugdo do PVI (b2), e que a mesma solucdo esta definida no

intervalo (—\/1_77 VIT).

(2,5)
(—V17.0) (V17,0)
@1
—V29 V29
Figura 3: Grafico da solugdo do PVI (bl). Figura 4: Grafico da solugdo do PVI (b2).
U
Exemplo 2

a) Estude a existéncia e unidade do PVI geral associado a equagao
v =y (4)

b) Resolva os seguintes PVI associados a equagao (4).

r_ r_

b1y YTV (b2) AV VY
y(1) =4 y(

Solucao

a) A equacdo (4) pode ser escrita como y' = f(z,y) , onde f(z,y) = /¥,

cujo dominio de definigao é dado por D = {(x,y) € R? : y > 0}.
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of — 1 ¢
oy 2V

Observe que a fungao f é continua em D, enquanto a derivada
continua somente em D = D —{(z,y) € R : y = 0}. Inclusive, vale observar
que a derivada sequer esta definida no conjunto {(z,y) € R?: y = 0}.

Logo, pelo Teorema 1, temos a existéncia de solugoes para qualquer PVT asso-
ciado a (4), num ponto (zg,yo) € D, mas a unicidade somente esté garantida
para (o, o) € D. Com respeito & unicidade nos pontos da forma (zg,0), o
Teorema 1 nao permite decidir nada. Qualquer coisa pode acontecer!

De fato, obtivemos no Exercicio 4 da Aula 17, usando o método de variaveis

separaveis, que para cada C' € R a funcao
1 2

definida no intervalo (—C,+400), é solugao de (4). Além disso, observamos

que y = 0 definida em R também é solucao de (4).

Figura 5: Grafico das curvas y = i(m +C)2 para C = —3,-2,--- ,4,5.

bl) Avaliando a solu¢do (3) no ponto (zg,y0) = (1,4), vemos que C' = 3.
Além disso, como a fungao constante y = 0 também é solugao de (4), con-

statamos que a funcao diferenciavel (Verifique!)

(r+3)* se z>-3,
y(e) =

S =

se < -3,

¢ a unica solugdo do PVI (bl), e a mesma esta definida em R.
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b2) Avaliando a solucdo (3) no ponto (xg,40) = (—1,0), vemos que C' = 1.
Além disso, como a fungao constante y = 0 também é solugao de (4), temos

que

(x+1)% se z>-1,
y(r) =

(@ RN

se < -1,

¢ solugao do PVI (b2). No entanto, essa nao ¢ a unica solugao. De fato, a

funcao constante y =0 e

(z+C)* se z>-C,
y(o) =

O =

se < -C,

para qualquer C' < 1 também sao solugoes do PVI (b2).

—

~_
S

///
/
/
/

///

6 8

WA UON OO

_
=
o~ N w s o N oo

\
o&q
|
N
Mle

8 6 -4 2 0 2 4 6 8 3 %

!
EN

Figura 6: Grafico da solu¢io do PVI (b1). Figura 7: Gréafico de algumas solugoes do PVI (b2).

3 Exercicios de revisao

Determine os pontos (z,7) € R? para os quais o Teorema 1 garante
a existéncia e unicidade de solugoes para as seguintes equacoes diferenciais.

Em seguida, resolva os PVIs propostos.
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3. EXERCICIOS DE REVISAO

Yy +ay=3
Yy +y=3
y/ — y2/3

x

s
¥y=y

;__ xb/6
Yy = (1—t)3/2

/ — y{l422)
Yy = z(2+3y)

Yy =y—y

© NS s
—
-
_l_
<

Ydr+ (1+2%) dy=0

)

<
(=)

<
(=)

<

<
=)
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Aula 19

Equacoes Diferenciais

Homogéneas

Vamos estudar um tipo especial de EDO de primeira ordem nao-linear,
chamada Homogénea. Nesse tipo de equacao, fazemos uma mudanca e obte-

mos uma EDO de varidveis separaveis, contetido que ja foi abordado na Aula
17.

1 Equacoes Homogéneas na forma normal

Uma EDO homogénea na forma normal é escrita da seguinte forma:

v = fay) =F(2). 1)

para x # 0 e alguma funcao real F: I C R — R.
Mudando a variavel dependente para
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obtemos y(x) = zu(z), cuja derivada é y/(x) = u(x) + zu'(x). Substituindo

zu' = F(u) — u. (3)

A EDO em (3) tem u como varidvel dependente e x como variavel indepen-
dente e ¢ de variaveis separaveis. Assim, resolvemos (3) e voltamos & variavel

y, substituindo u = y/x nas solugdes encontradas.

Exemplo 1
Resolva a EDO 3/ =

y? — 22

2xy

, x> 0.

Solucao

o , y* — 2? lly =
Primeiro, note que y' = = - |2 -] =
2xy 2

SHES

Logo,

8|~

1 1
F(t) = 5 {t - E} e, fazendo a mudanca u = y/z, obtemos

,1{ 1] , 1[u2+1]
u+xu:§ U — — <:>J;u:—§ .

u u

Separando as variaveis e fazendo a integracao, segue que

2uu’ 1 1
/ u da::—/—dx(:)/—dv:—lnx+c,
u?+1 x v

onde é possivel observar que fizemos a mudanca de varidvel v = u? + 1

na integral do lado esquerdo. Portanto, In|v| = —Inz + ¢ e, aplicando a
exponencial, segue que |v| = — e, além disso, voltando a u e depois a u = y/x,
T

obtemos as solugoes implicitas na familia de circunferéncias y? + 22 = ku,

para k > 0. Observe na Figura a seguir.
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Y

S

Figura 1: Familia de circunferéncias do exemplo 1.

Exemplo 2
d
Resolva a EDO xd—y =y +xe¥/* x#0.
x

Solucao
d
Dividindo ambos os membros da EDO por z, temos d_y = y/x + e¥/*, por-
x
tanto, F'(t) = ¢ + €'. Substituindo u = y/z e ¢y = u + zu’ na EDO, segue

que

u+au =u+e' i = e = —.
x

u

Ao fazer a integragao, temos —e ™" = In|z|+c. Voltando a variavel y, obtemos

k
as solugdes implicitas e™¥/* = —In|z| + ¢ = In—,(c = Ink, k > 0), que

]

k
podem ser explicitadas como y = —xIn (ln —) Veja o esboco de algumas

]

solugoes na Figura 2.
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Figura 2: Esbogo de algumas solugées da EDO do exemplo 2.

Nos exemplos anteriores, constatamos que as EDOs eram homogéneas,
ao "juntarmos'"y sobre x e descobrirmos a fungao F. A seguinte proposi¢ao
nos fornece um método algébrico simples de verificar se uma EDO é ho-

mogénea.

Proposicao 1

Seja f : D C R? — R. Entao, f(z,y) = F (y), se e somente se, f(tx,ty) = f(x,y),
T

Vt # 0, tal que (tz,ty) € D.

Prova

Se f(x,y) = F (%), entao f(tx,ty) = F (t—) =F (g> = f(x,y). Reci-

tx T

procamente, temos f(z,y) = f(xl,xg) = f(1, Q)7 Vo # 0. Assim, definimos
x x

F(t) = f(1,t) t € I, onde I & um intervalo e temos f(z,y) = F (Q) m
T

Exemplo 3 x4y

Yy = ;x>0
Resolva o PVI T—y

y(1) =2
Solucao

Pela proposicao 1, verificamos que a EDO é homogénea, pois

tx+ty::c+y:f<x )
tr —ty x—vy e

f(to,ty) =
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Fazendo na EDO a mudanga u = y/x, obtemos

1+u© 1—u
U
1—u u? + 1

!/

, 1
u+ru = —.
x
Ao fazermos a integracao, segue
1 9 X
arctg u — §1n(u +1)=Inz+¢ poisz >0

e a solucao geral da EDO é

1
arctgy/x — 5 In(y? + 2?) = .

1
Impondo a condicao inicial y(1) = 2, segue que ¢ = arctg2 — 3 In5 e, por-

1 1
tanto, a solu¢ao do PVI esta implicita em arctg y/x—§ In(y%+2?%) = arctg 2—5 In5
[

Observacao 1

. +0 .
Toda EDO do tipo 3/ = @ y7 onde a, b, ¢, d sao constantes, com ¢ ou d
cr + dy
B ) . axr + by
nao nulas, é homogénea. De fato, f(z,y) = = f(tx,ty).
cr + dy

2 Equacoes Homogéneas na forma diferencial

E comum encontrarmos equagoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem, escritas na forma diferencial. Essa notacao foi utilizada na Aula 16 e
pode ser bastante 1til em alguns contextos. Para escrevermos uma EDO na

forma diferencial, fazemos

ty =) ¢ flo) =30,
portanto, se
V(@) = fa) =~ D,
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entao dy = — Y dx, em que

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0. (4)

Reciprocamente, dada uma EDO na forma diferencial (4), podemos
transformé-la numa EDO na forma normal, dividindo-a por dz. Para a
EDO na forma diferencial, usamos outro critério para saber se ¢ Homogénea.

Acompanhe a seguir.
Proposicao 2

Se existir « € R, tal que M(tz,ty) = t*M(x,y) e N(tz,ty) = t*N(z,y),
entdo a EDO (4) é homogénea.

Exemplo 4
Resolva a equagao (zy + y?)dz — 2°dy = 0, x # 0.

Solucao

Observe que

Mtz ty) = taty + (ty)* = t*(zy + y°) = *M(z,y)

Ntz ty) = —(ta)? = ©*(~a%) = N(x,y),

portanto, pela proposicao 2, a EDO é homogénea. Assim, mudando a variavel
para u = y/x e calculando a diferencial dy em funcdo de du e dz, temos

dy = udx + xdu. Substituindo na EDO, segue que

[zuz + (uz)?|dr — 2*(udx + xdu) = 0 & 2?[udr — xdu] =0

d d
@quz—xdu:O(:)—x:—g. (5)
r u

Ao integrar & esquerda em relacao a x, e a direita, em relacao a u, concluimos

x
Portanto, y = ————, ou temos a

1
que Injz| = ——+ceu= ,
u c¢—1In|z|

c—In|z|
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solugdo constante y = 0, pois a primeira EDO em (5) possui y/x = u = 0

como solugao constante.

Observacao 2

Dada uma EDO homogénea M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0, também podemos
fazer a mudanca v = E, onde pensamos que a variavel independente ¢ y, x e
Y

v sdo dependentes. Em geral, essa mudanga é usada quando M (z,y) é mais
simples do que N(z,y), ou se a mudanga u = J resultar numa integral dificil
x

ou impossivel de se calcular de forma elementar. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 5
Resolva a EDO  y?dz — (22 + zy + y*)dy = 0.

Solucao
Pela proposicao 2, é facil ver que a EDO é homogénea. Vamos fazer a
mudanga v = x/y, onde dr = vdy + ydv. Entdo, substituindo na EDO,

temos
2 2.2 2 oy 2 _
Y- (vdy + ydv) — (y*v° +vy” +y°)dy = 0 & ydv — (v° 4+ 1)dy = 0.

d d
Logo, — : 1= Y Assim, arctgv = In |y| + ¢, donde arctg(x/y) = In|y| +c.
v )

O

Observacao 3

14+ u+u? dx

Se fizermos a mudanca u = g, vamos obter a EDO —du = ——.
T u+ ud x

Essa equacao é mais dificil de resolver devido ao termo que devera ser inte-

grado em w.
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3 Exercicios de revisao

Resolva as EDOs homogéneas.

(z+yy =y—
nyy/ — y3 — 3.

ydr + z(lnz —Iny — 1)dy = 0.
xdy = (y + /22 — y?)dz, © > 0.
Resolva os PVIs.

5. (22 +2y*)dx = zydy, y(—1) = 1.
d
6. ($+\/wy)£+x—y=x‘”2y3/2, y(1) = 1.

s b=
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Equacoes lineares de primeira

ordem

Nesta aula, estudaremos duas técnicas para resolver equacoes lineares

de primeira ordem.

1 Conceitos basicos

Uma equacao diferencial ordinaria linear de primeira ordem é uma ex-

pressao da forma

a(z)y + b(z)y = c(z), (1)

onde a,b e ¢ sao fungoes arbitrarias. Quando ¢ for a fungao constante zero,
diremos que a equagao (1) é homogénea. Tal defini¢d nada tem a ver com a

definicao de equacao homogénea dada na Aula 19.

Pelo Teorema 1 da Aula 18, podemos garantir a existéncia e unicidade
de solucoes para o PVI associado a (1) no ponto (xg, o), sempre que a,b
e ¢ sejam funcoes continuas e a(xg) # 0. Logo, vamos nos concentrar em

intervalos onde a(z) # 0 e dividir os dois lados da equacao (1) entre a(zx),
obtendo

Y+ Pla)y = Q(x), (2)

159
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onde P(x) = % e Q(z) = 42,

Observacao 1
Note que nos intervalos onde a(z) = 0, a fungdo y fica determinada por

b(x)y(z) = ¢(x). Porém, ndo garantimos mais unicidade do PVI com condigao
inicial em um zero isolado da funcao a. Nesse caso, outras ferramentas, como

as séries de poténcias, sao utilizadas na procura de solucoes do PVI.

Vamos estudar duas maneiras diferentes de resolver a equagao (2).

Solucionando a equagao homogénea e achando uma solucao
particular: Um traco comum as equagoes lineares (independentemente da
ordem) é que para encontrar a soluc¢ao geral, basta achar a solugdo geral do
problema homogéneo associado y;, e uma solugio y, (solu¢ao particular) do
problema nao homogéneo. Uma vez feito isso, a solucao geral do problema

original é dada por
Y=Yn+Yp (3)

Logo, para resolver a equacdo (2) comegamos resolvendo a equacao

homogénea
y' + P(x)y = 0.
Esta equacao ¢ de variaveis separaveis, e tem como solucao geral

yn(x) = ¢ e P@)de (4)

onde ¢ € R.

Para achar uma solugao particular da equagio (2), usamos uma téc-
nica chamada variacao de parametros, que serd estudada em maior detalhe
na Aula 28. Esta técnica consiste em procurar uma func¢ao c(-) tal que
yp(x) = c(x)e™ ] P@ geja solugio da equacio (2). O que fazemos é trocar o

parametro ¢ que aparece em (4), por uma fungdo ¢(+), dai o nome do método.
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Suponhamos que,
yp(z) = c(x)e I P@ o portanto, y,(r) = [c(x) — P(z)e(x))e” ) P@de,
Para que y, seja solucao de (2), precisamos que
(@) ~ Pla)e(@)le "9 4 P(a)o(z)e™ PO = Q).
Logo,
d(z) = Q(x)e! P@i,

Integrando os dois lados da equacao anterior, obtemos

c(x) = /Q(x)ef P@de gz 4 C.

Ja que estamos procurando uma solu¢ao particular, podemos tomar C' = 0.

Assim,

yp(x) _ 6—fP(x)d:c/Q(l,)ef P(x)dx.

Finalmente concluimos, apartir de (2), que a solugao geral de (2) é dada por
y= Ce™ J P(z)dz +e J P(z)dz / ef P(m)de(ZE)d{L‘, (5)

onde C' é uma constante arbitraria.

Achando um fator integrante: Esta segunda abordagem é total-
mente diferente da primeira. Observe que ao multiplicarmos os dois lados da

equagao (2) pela fungao
)\(SL’) _ efP(:p)dac7
temos

(y(a)e! POEY = Q(z)el PO, (6)
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Integrando os dois lados na expressao anterior temos
y(x)ef P(z)dz — /Q(a:)ef Pla)de g0+ C'

onde C é uma constante arbitraria. Assim, dividindo por e/ P®)4*  obtemos

y(x) = e_fp(m)d"”{ /Q(x)ef P@de gy C’},

que é exatamente a mesma férmula obtida em (8).

Observacao 2
A funcdo A\(z), que faz com que apareca a derivada de um produto do lado

esquerdo da equagao (6), é um caso particular do chamado fator integrante.

Esse conceito serd estudado mais detalhadamente na Aula 21.

Embora o segundo método seja um pouco mas simples de usar do que o
primeiro, ele s6 pode ser adotado para equacoes de primeira ordem, enquanto
a ideia do segundo pode ser generalizada para equagoes lineares de qualquer
ordem (ver Aula 24).

Exemplo 1

Ache a solucao geral de
y —y = 2xe®. (7)

Solucao

Comecamos resolvendo a equagao homogénea

Yy —y=0.

Esta equacao é de variaveis separaveis e tem como solugao geral
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onde ¢ € R. Para achar uma solugao particular da equacdo (7), usamos

variacao de parametros. Ou seja, supomos que

T

Yp(w) = c(x)e” e, portanto, y,(v) = [c(x) + c(x)]e”.
Substituindo y, e y, na equagao (7), obtemos

[ () + c(x)]e” — c(x)e” = 2xe** e, portanto, ¢ (x) = 2xe”.

Assim, integrando por partes, obtemos a solucao particular
(1) = 2™ — 2.
Logo, concluimos que a solucao geral de (7) é dada por
y = Ce” + 2xe* — 2>, (8)
onde C' é uma constante arbitraria.

Exemplo 2

Ache a solucao geral de
y = tg(x) y = sen(x). (9)

Solucao
Observe que a equacao somente estd bem definida nos valores de x tais que

cos(z) # 0. Multiplicando os dois lados da equacio (9) pelo fator integrante
)\(x) _ efftga:da: — elncosz _ oo :

temos
cos(z)y’ — sen(x)y = sen(x) cos(z) .

Isto é,

(y(z) cos(z)) = sen(z) cos(z) .

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



164 1. CONCEITOS BASICOS

Integrando os dois lados da expressao anterior temos

y(x) cos(z) = —% cos®(z) + C

onde C' & uma constante arbitraria. Assim, dividindo por cos(z), concluimos
que a solugao geral de (9) é dada por
1
y(x) = Csec(x) — 5 cos(x).

O

Exemplo 3

Ache a solucao geral de
3y + dxty = e 7" (10)

Solucao
Note que a equacao somente estd bem definida para x # 0. Primeiro colo-

camos a equacao (10) na forma (2),

T

Y +drty = a8
e depois multiplicamos pelo fator integrante
)\((L’) _ 64fm_1dx _ 64111\an| .

Assim,

oy + dady = ze
isto é,
—T

(y(z)z?)" = ze

Integrando os dois lados da expressao anterior temos

y(x)rt = —e ™ —xe " + O,
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onde C' ¢ uma constante arbitraria. Assim, dividindo por z*, concluimos que

a solucao geral de (10) é dada por
y(r) = Ca™* — 71 + x)e ™.
U

Exemplo 4

Ache a solucao geral de
(14 23y + 4oy = (1 + 22)72 . (11)

Solucao

Primeiro, colocamos a equagao (11) na forma (2),

4x
1+ 22

/

y + y=(1+2*7",

e, depois, multiplicamos pelo fator integrante

)\(LIZ') = €f 1f;2dx = 621n(1+x2) = (1 + I2)2 .
Assim, temos
(1+2%)% +4z(1 +a?)y = (L+2°)7",

isto &,

a1+ 2P = .

Integrando os dois lados da expressao anterior temos
y(x)(1 + 2*)* = arctg(z) + C

onde C ¢ uma constante arbitraria. Assim, dividindo por (1+z?%)?, concluimos

que a solucao geral de (10) ¢ dada por

y(xr) = O(1 + 2*) 72 + (1 + 2*) 2 arctg(w).
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2 Exercicios de revisao

Encontre a solugao geral das seguintes EDOs e resolva, em cada caso,
o PVI associado a z(0) = 1.
1. 2/(t) — 3x(t) = 5.
. 3a2(t) 4+ 2x(t) + 16 = 0.
3. 2(t) +2z(t) = %

Resolva as seguintes equagoes.

4. t2'(t) +2x(t) +t =0 para t #0.
5. x’(t)—$:t para t > 0.
6. 2/(t)— jff{ =t para t> 1.
7. x’(t)—%tt)—i—t%:o para t > 0.

Na teoria de leiloes, aparece o seguinte PVI :

2 (1)G(t) + 2 ()G (t) = tG' (1)
t

z(to) = to ;

onde G é uma funcao desconhecida que representa a valorizacao do objeto

para venda no tempo.

8. Resolva esta equacao, expressando a solucao em termos da funcao

G, mas nao em funcao da sua derivada.

9. Se vocé escreveu a equacgao na forma canoénica e achou o fator inte-

grante, procure pensar na razao pela qual nao precisava fazer isso.
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Aula 21

Equacoes exatas e equacoes

redutivels as exatas

Nesta aula, estudaremos as EDOs chamadas Exatas, isto é, equacoes
de primeira ordem que, quando escritas na forma diferencial, coincidem com

a diferencial total de uma funcao de duas variaveis.

1 Equacoes exatas

Lembre-se de que se z = f(x,y) é uma funcdo de duas varidveis com

derivadas parciais de 1* ordem continuas numa regiao R do plano zy, sua
diferencial total df (ou dz) é dada por

df = fudz + f,dy.

Definicao 1
Dizemos que uma EDO do tipo

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1)

¢ exata se existe uma fungao f(z,y), de classe C?, num dominio R C R?, tal
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168 1. EQUACOES EXATAS

que

M(z,y) = fo(z,y) e N(v,y) = fy(2,v); (2)
em R.

Como uma EDO exata pode ser reescrita na forma

dy
- —= =0,
f +fydx

pela Regra da Cadeia para funcoes de diferentes variaveis, temos

d _ dy _
£f<$7y(l’)) - fa: + fydm - 07

em que f(x,y(z)) = c. Portanto, sua solu¢ao geral é formada pelas curvas
de nivel da fungao f(x,y), ou ainda, as soluges estdo implicitas na equagao
f(z,y) = ¢, onde ¢ é uma constante. Assim, se identificarmos que uma EDO
é exata, basta conhecermos uma f nas condi¢des acima para que tenhamos

as solugoes da EDO dadas implicitamente por f(z,y) = c.
Agora convém fazermos as seguintes indagacoes:
1. Como identificar uma EDO exata?

2. Sabendo que a EDO é exata, como determinar uma funcao f7

A primeira pergunta serd respondida pela proposicao a seguir, conhecida
como Condi¢cao de Fuler.

Proposicao 1

Sejam M, N : I, x I, — R fun¢éoes de classe C!' | onde I, I, sao intervalos

abertos. A EDO (1) é exata se e somente se:

(%M(x, y) =2 Nz.y) 3)

V(z,y) € I X Is.
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Observacao 1

e Note que a condigao (3), conhecida como condigao de Euler, est& associada
ao Teorema de Schwarz, o qual trata da igualdade entre as derivadas mistas
de uma funcao f de classe C?. Ou seja, do Teorema de Schwarz segue que

se (1) for exata, entao a condi¢ao de Euler (3) é verdadeira.

e A reciproca da proposi¢ao anterior nos da a condicao algébrica (3), que
usaremos para verificar se a EDO em questao é exata. Assim, sabendo que
uma dada EDO é exata, o passo seguinte seré encontrar uma funcao f(z,y)
que satisfaga (2). A fim de determinarmos uma tal funcdo f, o que fazemos é

utilizar (2), e comegamos pela primeira igualdade, integrando em relagio a z,
ou pela segunda igualdade, integrando em relagao a y. Observe os exemplos

a seguir.

2 Exemplos

Exemplo 1
Considere a equacao
4aydr + (z* + 2y)dy = 0,
em R2.
a) Mostre que a EDO é exata.
b) Resolva a EDO.

Solucao

a) Para mostrar que a EDO é exata, basta verificar a condi¢ao de Euler (3),

onde M(z,y) = 423y e N(z,y) = 2* + 2y. Entao,

0 . 0
_ = 423 —N = 43,
9y M (z,y) z° e 5 (x,y) x

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



170

2. EXEMPLOS

Logo, a condigio de Euler (3) é satisfeita em R? e, portanto, a EDO é

exata.

b) Ja sabemos, pelo item a, que a EDO é exata, entdo vamos determinar

t

uma funcao f, tal que a EDO se escreva como df = 0. Integrando a

primeira igualdade em (2) em relacdo a x, obtemos:

flay) = / 4aby de + g(y) = dy / 2 de+ g(y) = o'y + g); ()

em que aparece uma funcao g que s6 depende de y no lugar da constante
arbitraria. Pois, essa é a expressao mais geral que podemos encontrar
para a f, uma vez que a derivada parcial da fun¢ao g em relagao a x

é zero. Agora, derivando (4) em relacdo a y e comparando o resultado

com a segunda igualdade em (2),temos
fulw.y) =2 +g'(y) =" + 29,
donde ¢'(y) = 2y, e, portanto, integrando
9(y) =y +k, (5)
onde k é uma constante arbitraria. Logo, de (4) e (5) , temos
flay) =o'y +y* + k.

Assim, as solugdes da EDO estao implicitas em f(z,y) = zly+y*+k = c,
isto ¢, unificando as constantes arbitrarias c e k, as solucoes da EDO

estdo implicitas em zy + 3% = ¢, para c € R.

Exemplo 2

Resolva a equacao :

(e¥ — ycosay)dr + (3ve® — xcosay + y*)dy = 0,

em R?
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Solucao
Nesse exemplo, M, = 3e¥—coszy+zysenzy e N, = 3e¥—coszy+zysenzy,
logo, a EDO satifaz (3), donde, é exata. Integrando a primeira igualdade em

(2), em relacao a x, obtemos:

f(z,y) = /63y —ycoszy dr + g(y) = ze¥ — senay + g(y). (6)

Derivando (6) em relagdo a y e comparando o resultado com a segunda igual-

dade em (2), segue que
fy(z,y) = 3ze* — xcosxy + ¢ (y) = 3xe® — wcosay + o7,

donde ¢'(y) = 4>, e, portanto, integrando

9(y) = %4 + k. (7)

Logo, de (6) e (7) , temos que

4

f(z,y) = 2e* — senay + yz

Assim, as solugoes da EDO estao implicitas em

4

e —senxy + 7=¢
O
Exemplo 3
Resolva o PVI :
y— y)°
1— 22— 2zy’
y(1) =
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Solucao

Primeiro, vamos reescrever a equacao na forma diferencial:

dy (v +y)?

G = 1o gy = @Y drt (@4 2ey — 1y = 0.

Assim, M, = 2(z +y) = 22 + 2y e N, = 2z + 2y, o que indica que a EDO
é exata, pois satisfaz a condicao de Euler. Integrando a primeira igualdade

em (2) em relacdo a x, obtemos

(x +y)?

[, y) = gt 9(y). (8)

Derivando (8) em relagao a y e comparando com a segunda igualdade em (2),

segue que
fyl,y) = (x +y)* + ¢'(y) = 2* + 20y — 1,
em que ¢'(y) = —1 — y?, e, portanto, integrando
%
9y) =~y -3 +k (9)
Logo, de (8) e (9), temos
_ (z+y)’ Y’
flay) = —3 y- 3
Assim, as solucoes da EDO estao implicitas em
(z+y)° Y’
— —y— = =c
3 3
Impondo a condigao inicial, temos
1+1)3 13 1 4
3 3 3 3 3

Portanto, a solucao do PVI esta implicita em

w+y? oy 4
3 y=73

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 21. EQUAGOES EXATAS E EQUACOES REDUTIVEIS AS EXATAS 173

3 Equacoes redutiveis as exatas

Considere a EDO a seguir:
(x+y)dr + (xlnz)dy =0,z > 0,y € R.
Observe que ela ndo é exata, pois nao satisfaz a condi¢do de Euler (3), ja que

M,=1#N, =Inz+ 1.

1
Porém, multiplicando-a pela fungao I(x) = —, obtemos como resultado a
x

EDO:
(1+g)dx+lnxdy20,x>0,y€R,
x

que é exata. Podemos, entao, usar o procedimento da secao anterior para

resolvé-la. A funcao [ utilizada é dita um fator integrante.

Dada uma EDO do tipo:
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0; (10)

queremos encontrar uma funcao I(z,y) que seja um fator integrante para

(10), isto &, uma fun¢do que, ao multiplicarmos a EDO (10) por I, possa

garantir uma equacgao exata. Isto significa, segundo a condicao de Euler, que
(IM)y = (IN)a,
a qual equivale a
I,M +IM, = I,N + IN,, (11)

que é uma Equagdo Diferencial Parcial (envolve derivadas parciais). Assim,
no caso geral, a determinacao de um fator integrante pode ser um problema
tao ou mais dificil do que resolver a EDO original! Porém, como o objetivo é

simplificar para resolver a EDO dada, vamos trabalhar somente com fatores

integrantes que dependam de uma tnica variavel. E claro que nem sempre
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é possivel encontrar um fator integrante com essa caracteristica, portanto,
essa hipotese deixara algumas equacoes de fora do nosso estudo. No entanto,
vamos poder resolver as mais simples. Assim, vamos supor que I s6 dependa
de x para chegarmos a uma expressao para o fator. Nesse caso, (11) se reduz
a

IM,=1IN +IN,,
e, portanto, se o quociente

M, — N,

N (12)

s6 depender de x, poderemos obter I como solucao da EDO de variaveis

separaveis (13)

— =t (13)

Observe o fato de que a funcao (12), ao depender s6 de x, ji representa uma
condigao de compatibilidade, pois estamos supondo [ = I(z).
Resolvendo a EDO (13), obtemos, para o fator integrante /(z), a expressao
My—Ng
I(z) =¢l 7% (14)
Resumindo o que acabamos de fazer: Se o quociente (12) s6 depender de

z, a EDO (10) poderé ser multiplicada pelo fator integrante (14), a fim de

tornar-se exata.

Analogamente, as contas anteriores podem ser feitas, supondo que I 86
Ne = M,y
M
teremos a seguinte expressao para o fator integrante

dependa de y, desde que seja uma funcao s6 de y. Em tal caso,

Ng—My

Iy)=el “w ", (15)
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Observacao 2
Observe que existem varios fatores integrantes, pois na pratica desprezamos

a constante arbitraria no processo de integracao envolvido. Porém, os fatores

sao iguais a menos de uma constante multiplicativa.

Exemplo 4

Resolva a equacao:

(zy + 2° + 1)dx + 2°dy = 0,2 > 0. (16)
Solucao
M, — N, 1
Como yT = —— e, portanto, depende somente de z, segue que a
x

EDO admite um fator integrante que s6 depende da variavel x e é dado por

(14), ou seja,

. ]\/fy;]Nz dz _ 6_1% _ 6—1H$ _ l (17)

I(x) = el "

Multiplicando a EDO dada (16) por (17), obtemos a EDO exata:
1
(y+x+ =)dx + zdy = 0,2 > 0.
T

Agora, resta calcularmos a funcdo f(z,y), tal que (17) se escreva como df = 0.

De (2), obtemos, apos integracao em relagao a x,

f(x,y):yx+%2+lnx+g(y). (18)

Derivando (18) em relagdo a y e comparando com a segunda igualdade em

(2), segue que

fylz,y) =2 +4'(y) =2

Portanto, ¢'(y) = 0, onde a func¢do g é constante. Assim,podemos perceber
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que as solugoes da EDO (16) estao implicitas em
22
yxr + 5 +Ilnx =c.

Nesse caso, as solucoes podem ser explicitadas como

1 x?
=—lc———1 > 0.
y T [C 2 n :L‘]’ x
O
Exemplo 5
Resolva a equacao:
T +senx
(cosx + 1)dx + (———— — 2)dy =0,y > 0. (19)
Yy
Solucao
N, — M 1
Como Ty = ; e, portanto, depende somente de y, segue que a EDO

(19) admite um fator integrante que s6 depende da variavel y e é dado por

(15), ou seja,

Nz

I(y) =l 5" W =y, (20)

Multiplicando a EDO dada (19) por (20), obtemos a EDO exata:
(ycosx + y)dx + (z +senx — 2y)dy = 0. (21)

Agora, resta calcularmos a funcao f(z,y), tal que (21) se escreva como df = 0.

De (2), obtemos, apos a integragao em relacao a z,

f(x,y) = yx +ysenz + g(y). (22)

Derivando (22) em relacdo a y e comparando com a segunda igualdade em

(2), segue que

fy(x,y) =2 +senz + ¢'(y) =z + senz — 2y.
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Portanto, ¢'(y) = —2y, onde g(y) = —y? + k. Assim, de (22) segue que as
soluges da EDO (19) estdo implicitas em:

yx+ysenx—y2 =g,

onde y > 0

Observacao 3

e Quando multiplicamos uma EDO por um fator integrante obtemos uma
segunda EDO, que pode possuir solugoes que nao satisfazem a primeira EDO.
E, reciprocamente, a EDO original pode possuir solug¢oes que nao satisfacam
a EDO multiplicada pelo fator integrante. Isso se deve ao fato de que os
dominios dessas EDOs podem ser diferentes. No exemplo 5 anterior, a solucao

trivial y = 0 satisfaz (21), mas nao (19), pois o dominio de (19) exclui y = 0.

e Na Aula 20, vimos como resolver EDOs de 1* ordem lineares através da
multiplicagao pelo fator integrante. O fator integrante descrito na Aula 20 é

o mesmo fator I(z) que podemos encontrar se usarmos o método dessa aula

e transformarmos a EDO de 1# ordem, linear, do tipo:

Y + p(x)y = q(z) & [p(x)y — q(z)]dx + dy,

numa EDO exata, onde, nesse caso, M(z,y) = p(z)y — q(x) e N(x,y) = 1.

e O caso geral de calculo de fatores integrantes do tipo I(z,y) nao foi
tratado. No entanto, em algumas situagbes, conseguimos determinar I(z,y)

por inspecao.
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4 FExercicios de revisao

Identifique as equacoes exatas e resolva-as.

2z — D)dz + (Ty +4)dy =0 ;

(423 + day)dz + (22° + 2y — 1)dy = 0 ;
(4z — 8y*)dy + (b + 4y)dx = 0;

(y*x + x)dr — (yx?)dy = 0;

cosxcosyy + (tgx — senx seny) = 0;
(I1+nz+Y%)de=(1—1Inz)dy, z>0;
dy_y
dr =

A AR

(lny —Inx), x > 0;

Nos exercicios de 1 a 7 anteriores, encontre fatores integrantes apropriados e
resolva as EDOs nao exatas.

8. Resolva o PVI (e* —y)dx + (2 — x + ye¥)dy = 0, y(0) = 1;

9. Resolva o PVI (z + y)dz + (xInx)dy = 0,2 > 0, y(e) = 1;

10. Resolva a EDO (2% + 2zy — *)dx + (y* + 2xy — 2?)dy = 0,

usando I(x,y) = (z + y) 2 como fator integrante;

11. Determine uma fungao M (z,y) que torna a seguinte EDO exata:

1
M (z,y)dx + (a:exy + 2zy + —) dy = 0;
xr

12. Mostre que qualquer EDO separavel de 12 ordem, na forma h(y)dy—g(z)dz = 0,

onde h e g sao derivaveis, também é exata.
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Aula 22

Equacoes de Bernoulli, Ricatti e

Clairaut

Nesta aula, estudaremos trés tipos de equagoes diferenciais nao lin-
eares de primeira ordem, conhecidas como equacoes de Bernoulli, Ricatti e

Clairaut, respectivamente.

1 Equacao de Bernoulli

Dado a € R, a equagao diferencial ordinaria (ndo linear se a ¢ {0,1}),

de primeira ordem, da forma:

Y + P(x)y = Q(x)y”, (1)

é chamada equacao de Bernoulli.

Observacao 1

Note que (1) é uma equagao linear se Q(z) = 0 ou se a € {0, 1}.

Para determinar a solu¢io geral de (1), a ideia é transformar essa

equagdo em uma equagao linear (observe que y = 0 é solu¢do de (1) se
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a > 0). Comegamos dividindo os dois lados da equagdo (1) por y*, obtendo

Definindo a fun¢ao w = y'~*, temos que w'(z) = (1 — )y~ *y’. Em termos

da funcao w, a equacado anterior se transforma em
w' + (o = D P(z)w = (a — 1)Q(xz), (2)

que é uma equacao linear.

Assim, para resolver a equacao (1), basta resolver a equagao linear (2)

(ver Aula 20) e desfazer a mudanga w = y' 2.

Exemplo 1

Resolva a equacao

vy +y=a%>® para x #0. (3)
Solucao
Note que a equagao (3) é uma equagao de Bernoulli. De fato, (3) é equivalente
a
1
y/ + —y = $2y3'
T
Fazendo w = 372, temos que w’ = —2y~3y’. Logo, a equacao anterior se
transforma em
w — Zw = —22°
x

Essa equacdo é linear. Assim, multiplicando pelo fator integrante =2 dos

dois lados da equacao, obtemos

[27%w]) = —2.
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Integrando a tltima equagao, observamos que
2w =—-2x+C,
onde C € R. Logo, ja que w = y~2, temos

5 1
v 22(C — 2x)

O

Exemplo 2

Resolva a equacao
20yy —y* +x =0 para x #0. (4)

Solucao
Note que a equagao (4) é uma equagao de Bernoulli. De fato, (4) é equivalente
a

1 1
I — —1'
) $y 29

Fazendo w = 3% temos que w’ = 2yy’. Logo, a equacao anterior se transforma
em

w' ——w=-1.

x

Essa equacao é linear. Assim, multiplicando pelo fator integrante z—! dos

dois lados da equacao, obtemos

1
1, .1
rw) = ——.
o) = ——
Integrando a ultima equagao, vemos que
v 'w=—Inlz| +C,
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onde C € R. Logo, ja que w = 3%, temos que

y* = 2(C — In|z|).

2 Equacao de Ricatti

A equacgao diferencial ordinéria nao linear de primeira ordem da forma:
y = P(x)y* + Q(z)y + R(z) (5)
é chamada equacao de Ricatti.

Observacao 2
Repare que (5) é uma equacao linear se P(x) = 0 e uma equagao de Bernoulli

se R(x) =0.

Vamos estudar duas maneiras diferentes de resolver a equagao (5).

1) Quando conhecemos uma solugao particular: A ideia para
determinar a solucao geral de (5), dado que ja conhecemos alguma solugao y,

(solucao particular), é transformar a equagao em uma equagao de Bernoulli.

Seja y, uma solucao de (5). Definindo a fungdo z = y — y,, temos que

2=y —y,). Em termos das fun¢des z e y,, a equacdo (5) se transforma em
dty, = Pa){z* + 22y, + y,} + Q@){z + yp} + R(). (6)
Dado que y, uma solucao de (5), isto é,
y, = P(x)y’ + Q(x)y, + R(x),
obtemos, a partir de (6),

2= P(1)2* + [Q(x) + 2P(z)y,)2. (7)
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Observe que a equagao (7) é uma equagao de Bernoulli em z. Assim, para
resolver a equacdo (5), basta resolver a equagao de Bernoulli (7), usando o

método visto no inicio da aula, lembrando que y = 2z + y,,.

Observacgao 3
Vocé deve ter observado que no procedimento anterior fizemos duas mudancas

de varidvel, o que poderiamos ter feito simultaneamente, considerando a mu-

danca de variavel y =y, + 1/w.

2%) Quando nao conhecemos nenhuma solugao particular: Uma
maneira de resolver a equacdo (5), quando nao conhecemos nenhuma solugao

particular, é transformar (5) em uma equagao linear de segunda ordem. Em-
bora neste curso nao estudemos esse tipo de equagoes em geral, motivo pelo
qual nao daremos exemplos do presente caso, é importante observar que re-

duzir uma equagao nao linear a uma equagao linear (mesmo que seja de

ordem maior) é uma simplificagdo do problema.

Vejamos, entao, como obter a equacao linear de segunda ordem. Definindo
a fungao v(z) = P(z)y(z) temos v'(z) = P(x)y'(x) + P'(x)y(x). Em termos

da funcao v, a equacao (5) se transforma em

v =0+ |Q(x) + P) v+ P(z)R(z). (8)
Fazendo v = —% temos v/ = (”/)QU—;”N“ Em termos da funcao u, a equagao
(8) se transforma em
u// P/(I,> u/
——=— — + P(z)R(x).
=)+ H ] P@AE)

Multiplicando os dois lados da equacao anterior por u, obtemos a seguinte

equacgao linear de segunda ordem:
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Exemplo 3

Verifique que y, = x é solugao de

, 1

1
=y -2(1-= —1 9
y=—y —21- -yt (9)

e resolva a equacao.

Solucao
Para verificar que y, = x é solucdo de (9), basta ver que
1 1
l=-2>-2(1-z+x—1.
x x
Note que a equagao (9) é uma equacao de Ricatti. Fazendo y = z + x, temos

y' =z 4+ 1. Logo, a equagao anterior se transforma em

, 2 22
2 - —z=—,
x x
que ¢ uma equacao do tipo Bernoulli. Fazendo w = 27!, temos v’ = —272%'.

Logo, a equacao anterior se transforma em

, 2 2
w4+ —w=——.
x x

Essa equacao é linear. Assim, multiplicando pelo fator integrante 22 dos dois

lados da equacgao, obtemos
[z?w] = —2u.
Integrando a tltima equagao, observamos que
*w = —2* + C,
onde C € R. Logo, ja que w = 2! e y = z + x, temos

1.2

C — a2

Y= + x.
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U

Exemplo 4
Verifique que y, = €® é solucao de

Y — (14 2e")y +y* = —e** (10)
e resolva a equagao.

Solucao
Para verificar que y, = €* ¢ solugdo de (10), basta observar que
e® — (1 +2e")e" + e** = —e*.
Note que a equacdo (10) é uma equagao de Ricatti. Fazendo y = z + €*,
temos 3y’ = 2/ + e®. Logo, a equacdo anterior se transforma em
2 —z=—-z"

A equacao anterior é do tipo Bernoulli. Fazendo w = 27!, temos w’ = —2722".

Logo, a equacao anterior se transforma em
w +w=1.

Essa equacao é linear. Assim, multiplicando pelo fator integrante e* dos dois

lados da equacao, obtemos

[e"w] = e”.

Integrando a ultima equacgao, é possivel notar que
e‘w=e"+C,
onde C € R. Logo, ja que w =271 e y = 2 + €%, temos

1

YT e T
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3 Equacao de Clairaut

As chamadas equacoes de Clairaut sao do tipo

y=azy + f(y), (11)
onde f é uma funcao real derivavel.

Essas equacoes sao de um tipo bastante peculiar e aparecem em proble-
mas de geometria relacionados a determinac¢ao da envoltoria de uma familia

de curvas.

Para encontrarmos suas solugoes, primeiro derivamos (11) em relacao

a z. B obtemos

vy =y +ay" + W)y,
donde
y'(x+ f(y)) = 0.
Portanto, ¥ = 0 ou x + f'(y') = 0.
Dai, segue que ¢y = C ou x = —f'(y'). Se y = C, entdo, de (11)

teremos as solucoes:
y = 2C + f(C), (12)

que é uma familia de retas a um parametro C. Por outro lado, se z = — f'(v/),

chamando y' = p. temos de (11):

{ r=—f'(p). _ { v=~10) 13)

y=azp+ f(p),

Assim, obtivemos em (13) uma parametrizagdo para uma curva solu¢ao
da EDQO, onhecida como solucao singular ou envoltéria da familia de retas
(12). Como o proprio nome ja diz, a envoltoria é uma curva que "envolve'a

familia de retas, tangenciando-as, como veremos nos exemplos a seguir.
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Exemplo 5
Resolva y = zy’ — (y')? e esboce as solugdes no mesmo sistema de coorde-

nadas.

Solucao
Derivando a EDO em relacao a x, obtemos

S —2) =0
Portanto, y” = 0 ou x — 2y’ = 0. Dai, temos a familia de retas
y=Cx — C?,
onde C € R. E a envoltoria

T = 2p,

y=2p*—p*=p"

Observe que a envoltoria é uma parabola, pois podemos escrever que p = —
2

2

T\2 = . .
ey = (—) = —. Veja a Figura 1.

2 4

:EZ
Figura 1: A envoltéria y = 1 da familia de retas y = Cx — C2.

O
Exemplo 6
Resolva y — xy’ = —Iny’ e esboce as solugdes no mesmo sistema de coor-
denadas.
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Solucao
Observe que a EDO ¢é de Clairaut, pois se escreve como y = zy’ — Iny/.
Derivando em relacao a x, temos as solucoes formadas pela familia de retas

y=Czx—1InC,
onde C > 0. E a envoltoéria
1
r= -,
p
y=1—Inp.

Observe que a envoltoria é dada pelo grafico de y = 1 4 Inz, pois podemos

1
escreverqueyzl—lnp:1—ln(—) =1l—-Inl4+hnhzr=1+1nx, z > 0.
x

Veja a Figura 2.

Figura 2: A envoltoéria y = 1 + Inz da familia de retas y = Cx —InC, C > 0.

Observacao 4
Observe que os problemas de valor inicial, cujas condigoes iniciais sao dadas

sobre a envoltoria, nao possuem solucao tnica, pois terao por solucao a

propria envoltoria e também uma reta da familia de solugoes a um parametro.
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4 FExercicios de revisao

Resolva as seguintes equacoes.

S Uk W=

Y + xy = 233,
Y (2 + xy) = 1.

(2 —ylnz)dr + xdy = 0.

y— 1y cosz = y?cosz(l —sen ).
y=xy +1—1Iny.
yly' ) ==y’ + L.

Verifique que y, é solucao da equacao dada e depois resolva a equagao.

7.
8.
9.
10.

y =y*+ 2y — 15, onde y,(z) = —3.
Yy =y*—%—2 onde y,(2) = 2.
y' = cossec? ¥ + y cotg x + y?, onde y,(r) = — cotg z.

y = y*+ 8zy + 1627 — 4, onde y,(z) = —4x.
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Aula 23

Aplicacoes das EDOs de 12 ordem

As equacoes diferenciais sao o suporte matematico para muitas areas do
conhecimento cientifico, pois muitos fenémenos sao transcritos ou modelados
matematicamente por meio delas. Nesta aula, veremos algumas aplicagoes

das EDOs a problemas em diversas areas.

1 Trajetoérias ortogonais

Considere uma familia F' de curvas que constituem o conjunto solucao

de uma equacao diferencial da forma

Dado um ponto qualquer (xg,%o) sobre uma curva da familia, o coeficiente
angular da reta tangente a essa curva no referido ponto é dado por f(zo, yo).
De fato, como a curva satisfaz (1), esse é o valor da derivada y'(zg) em

(z0,%0). Uma curva que passa por (zo,¥o)- de forma que a sua reta tan-

gente nesse ponto seja ortogonal & tangente da curva da familia F- tem reta

tangente cujo coeficiente angular é dado por — , os pontos em que

_
f(zo, Z/o)

f(zo,yo) # 0 . Assim, a equacdo diferencial que representa a familia de
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192 1. TRAJETORIAS ORTOGONAIS

curvas que interceptam ortogonalmente as curvas da familia I’ é dada por

r_ 1
v f(xoayo)' (2)

As curvas que sao solugao dessa equagao (2) sdo chamadas trajetorias ortogo-

nais as curvas da familia F'. Observe a Figura 1 a seguir. As familias or-

Figura 1: A familia de curvas em azul e ortogonal & familia de curvas em vermelho.

togonais aparecem naturalmente em diversas aplicacoes. Por exemplo, as
curvas do fluxo de calor numa lamina sao ortogonais a familia de curvas de
igual temperatura (isotermas), as linhas do fluxo de um campo elétrico ou

magnético sao ortogonais as curvas de potencial constante (equipotenciais).

EDO associada a uma familia de curvas

A uma familia de curvas
G(x,y,c) =0, (3)

onde ¢ é um parametro, podemos associar uma EDO que tem a dada familia
como solugao. Supomos que existem fungoes de x implicitas na equacao da
curva ( podemos usar o Teorema da funcao implicita para garantir isso),
entao, derivando implicitamente (3) em relagdo a x, obtemos pela regra da
cadeia

Go+ Gy =0=y =——-.
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Escrevendo o parametro ¢, em funcao de = e y, obtemos a EDO da familia

de curvas dada, a saber,

) Galzy(@),clz,y) . y), (4)

Em (4), o parametro ¢ deve ser escrito em fungao de x e y, pois ele s6 aparece

apos a resolucao da EDO. Observe o proximo exemplo.
Exemplo 1
Determine a EDO associada a familia de pardabolas

y = ca’. (5)

Solucao

Derivando a equagao da curva em relagao a x, obtemos
y' = 2cz. (6)

Substituindo em (6) o parametro ¢ = %, obtido de (5), segue que
x

que é a EDO associada & familia de parabolas (5).

Para determinarmos as trajetorias ortogonais a uma familia de curvas, primeiro
determinamos a EDO associada a familia dada, depois determinamos a EDO
da familia ortogonal e a resolvemos para encontrarmos as trajetorias ortogo-
nats.

Confira os exemplos a seguir.

Exemplo 2

Determine as trajetorias ortogonais a familia de circunferéncias concéntricas

24+t =c, (7)

onde ¢ > 0.
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Solucao
Inicialmente, vamos determinar a EDO associada a familia dada. Derivando
(7), obtemos

2z 4 2yy' =0,

donde a EDO da familia dada é

Dai, temos a EDO da familia ortogonal:

y =2 (8)

A equagdo (8) é de variaveis separaveis e tem por solu¢do a familia de retas

y = kx. Observe a Figura (2).

Figura 2: Trajetorias ortogonais (em vermelho) & familia de circunferéncias do exemplo (2).

Exemplo 3

Determine a trajetéria ortogonal a familia de hipérboles

y=". (9)

que passa pelo ponto (1,2).

Solucao

Derivando (9) em rela¢do a x, obtemos
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. c
y =—-——7
x?’

donde, ap6s a substituicao de ¢ = yx, obtemos a EDO da familia dada

y =2
T

Portanto, a EDO das trajetorias ortogonais é

y = 5 (10)

Resolvendo (10), que é de variaveis separaveis, obtemos as trajetorias orto-

gonais

Yyt — 2 =, (11)

que também sao hipérboles. Como procuramos a trajetoria ortogonal que
passa pelo ponto (1,2), impondo essa condi¢ao em (11), determinamos o
parametro ¢ = 3. Logo, a trajetoria ortogonal desejada é a hipérbole y?—x? = 3,

conforme observamos em preto na Figura (3).

Figura 3: Curvas em (9) na cor azul e as trajetorias ortogonais em vermelho. A trajetoria ortogonal que
passa em P=(1,2) em preto.
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2 Modelagem Matematica

Counsidere o PVI

{ /(1) = ky(@), (1)

y(to) = Yo,
onde k£ é uma constante real e cuja solugao ¢ dada por

y(t) = yoe™' 1), (13)

Note que a EDO anterior esta relacionada a quantidade y(t), cuja taxa de
variacdo em relagdo ao tempo (ou outra variavel qualquer) é proporcional a
quantidade presente. Quando k > 0, ha crescimento de y(t), e se k < 0 de-
crescimento. Por isso, esse PVI é usado frequentemente para modelar cresci-
mento e decrescimento de populagdes. Sua solucao (13) pode ser encontrada
usando variaveis separaveis, ou EDOs lineares de 1% ordem. Perceba que

problemas de areas diversas sao muitas vezes modelados pela mesma EDO.

Crescimento populacional: O modelo mais simples de crescimento
populacional é aquele em que se supoe que a taxa de crescimento de uma
. dy : X - :
populacao o é proporcional a populagdo y(t) presente naquele instante.

Assim, somos levados & EDO em (12).

Exemplo 4
Uma populacao de bactérias cresce a uma taxa proporcional a populacao

presente. Sabendo-se que apés uma hora a populacao é 2 vezes a populacao
inicial, determine a populag¢ao como funcao do tempo e o tempo necessario

para que a populacao triplique.

Solucao
Seja y(t) a quantidade de bactérias no instante t dado em horas. Pelo que

observamos anteriormente, temos um PVI tipo (12), onde ¢, = 0. Portanto,
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de (13) temos que y(t) = yoek’. Para calcularmos a constante de propor-
cionalidade k, utilizamos o dado do problema "apo6s uma hora a populacao

é 2 vezes a populacao inicial":

2yo = y(1) = yoe,
donde eF = 2 e, portanto, k¥ = In2. Assim, a solucdo é dada por

y(t) — yoetln2 — y02t'

A populacao de bactérias triplicard num tempo ¢, tal que tenhamos
3yo = y(t) = yoe'?,

tln2

n
donde e = 3, ou seja, para t = ™ ~ 1,58h. Assim, o tempo necessario
n

para triplicar ¢ de aproximadamente 1h e 35 min.

Datacao por Carbono 14: O quimico americano Willard Libby de-
senvolveu, na década de 1940, um método de datacao de fosseis, tais como,
madeira, sedimentos organicos, ossos e conchas marinhas, utilizando o Car-
bono 14. O método baseia-se no fato de que a proporcao de Carbono 14
(radioativo) na atmosfera é a mesma presente num organismo vivo, em re-
lagao ao Carbono 12. Quando um organismo morre, a absor¢ao de Carbono
14 cessa e, a partir de entao, o Carbono 14 vai se transformando em Carbono
12 a uma taxa que € proporcional & quantidade presente. Como a meia-vida
do Carbono é longa (aproximadamente 5700 anos), podem ser medidas quan-
tidades remanescentes de Carbono 14, mesmo depois de muito tempo. Assim,
obtemos a EDO em (13). Lembramos que a meia-vida de um radiois6topo ou
is6topo radioativo é o tempo necessario para desintegrar a metade da massa
deste is6topo. A constante de proporcionalidade k, presente na EDO (12),

pode ser calculada usando a meia-vida do isétopo.

Exemplo 5
Em um pedaco de madeira fossilizada encontramos 2 % da quantidade ori-

ginal de Carbono 14. Determine a idade desse objeto.
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Solucao

Sejam y(t) a quantidade de C 14 presente na madeira fossilizada e y(0) = yo
a quantidade inicial do is6topo. Pelo que aprendemos, y(t) = yoe’. Uti-
lizando a meia-vida do C 14, que ¢ de aproximadamente 5700 anos, vamos

determinar k. Assim, temos

Yo 5700k
5 = Yot )

onde, cancelando yy e aplicando o logaritmo natural, obtemos

In2
5700°

A quantidade de C 14 no tempo presente é de 0, 02yq, portanto, a idade t da

madeira ¢ dada por
In2

07 02y0 = Z/0€_mt7

no qual ao cancelar gy, e aplicar o logaritmo natural, obtemos

In 0,02
n

t = —5700 ~ 32.170anos.

U

Resfriamento: A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variacao
da temperatura T'(t) de um corpo em resfriamento é proporcional a diferenga
entre a temperatura do corpo e a do meio ambiente 7}, suposta constante.

Matematicamente, podemos escrevé-la como

dT

— =k(T —-1T,,), 14
L k- (19
em que k é uma constante de proporcionalidade. Observe que a EDO em (14)
pode ser resolvida como uma EDO linear, de varidveis separaveis ou mesmo
via mudanca de variavel y(t) = T'(t) — T,,, pois no ultimo caso, como T, é

d dTl’
i —, donde obtemos a EDO em (12). De qualquer

constante, segue que — =
BUC AN = Tt
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forma, a solugdo geral é T'(t) = T,,, + ce*" e se a temperatura inicial em ¢ = 0

for Tp, entao teremos
T(t) =Ty, + (Ty — T,,)e, (15)
como solucao do PVI.

Exemplo 6
Uma torta é retirada do forno a uma temperatura de 180°C. Apés quatro

minutos sobre a mesa da cozinha, que tem um termémetro marcando 20°C,
sua temperatura é de 120°C . Quanto tempo levara para a temperatura chegar
a25°C'?

Solucao
Nesse exemplo, temos 7'(0) = 180 e T, = 20, onde de (15), obtemos
T(t) = 20 + (180 — 20)e** = 20 + 160e**, em que ¢ ¢ dado em minutos.

1.5
Apos 4 minutos, temos 120 = T'(4) = 20 + 160e**, donde k = Zln g
Para a temperatura alcancar 25°C o tempo transcorrido deve ser satisfazer
¢, 5 5 ) 5
25 = 20 + 160ei™s. Assim, t = 4ln——/In- = —20In2/In- ~ 29,5
+ e1m3 ssim, n160/n8 n /118 ,

minutos, ou seja, 29 minutos e 30 segundos.

Corpo em queda: Um corpo de massa m caindo através de um meio
viscoso encontra uma forca de resisténcia proporcional ao quadrado de sua
velocidade instantanea. Nessa situacao, supondo a velocidade inicial dada

por v(0) = vy, podemos utilizar a 2% Lei de Newton e obter a EDO para a
velocidade v(t):

d
m — mg — kv?,

dt

em que k > 0 (o sinal negativo no termo kv? se deve ao fato de que a forga

dv
de resisténcia se opoe ao movimento) e a ¢ a aceleragao. Vamos determinar

v(t) e a velocidade limite (quando t — 00) do corpo em queda.
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Solucao

A EDO é de varidveis separaveis e pode ser reescrita como

m% _ (Vg — V) (img + VEo). (16)

Separando as variaveis, obtemos

/(\/m——ﬂzl)c(h;m_wﬂv) :/ i,

donde, integrando o lado esquerdo pelo método de fracoes parciais, obtemos

/79 10
k

Dai, aplicando a exponencial dos dois lados, segue que

g+ vk
vmg = vk

=2t+ C.

Vg +ovk o
/mg — 'k

Explicitando v em funcao de ¢, temos

mg Ce%\/m%—l
=T s
Ce"Vms +1

Utilizando a condicao inicial v(0) = vy, obtemos

mag+vkvo Qt\/I

(L) 2

o(t) = )9 | LYma Vv . (17)
Vmg+vhvoy 2t/

(ma—viwo €V 1

Quando t — oo em (17), obtemos, pela regra de L Hoépital, v(t) — ,/%.

O
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3 Exercicios de revisao

1. A taxa de crescimento da populagao de uma certa cidade é proporcional
ao numero de habitantes. Se a populacao em 1950 era de 50.000 e em

1980 de 75.000, qual a populacao esperada em 20127

2. Um material radioativo se desintegra a uma taxa proporcional a quan-
tidade de matéria no instante t. Supondo que a quantidade inicial
de matéria seja Qg e que 10 anos apos ja tenha se desintegrado 1/3
da quantidade inicial, calcule o tempo necessario para que metade da

quantidade inicial desintegre.

3. A meia-vida do Cobalto radioativo é de 5,27 anos. Suponha que um
acidente nuclear tenha levado o nivel de radiagao por cobalto numa
certa regiao a 100 vezes o nivel aceito para a habitacdo humana. Quanto

tempo levara até que a regido seja novamente habitavel? (Ignore a

presenga provavel de outros elementos radioativos.)

4. O Carbono extraido de um cranio antigo continha apenas um sexto do
Carbono 14 radioativo em relacao ao Carbono extraido de uma amostra

de um osso atual. Qual é a idade do cranio? (Considere a meia-vida

do carbono igual a 5.700 anos.)

5. Suponha que um corpo, descoberto & meia-noite, tenha temperatura de
29,4 °C e que a temperatura ambiente seja constante e igual a 21°C.
O corpo é removido rapidamente (suponha instantaneamente) para o
necrotério, onde a temperatura ambiente é 4,4°C. Depois de uma hora a

temperatura do corpo é de 15,6°C. Estime a hora da morte do individuo.

6. Uma solucao de 60 kg de sal em Adgua enche um tanque de 400 litros.
Faz-se entrar dgua nesse tanque, na razao de 8 litros por minuto, e
a mistura, mantida homogénea por agitacao, sai com a mesma vazao.

Qual a quantidade de sal existente no tanque no fim de 1 hora?

7. Determine a trajetoria ortogonal a cada familia

a) y =cre® b)y=csenx.
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8. Para todo ¢ > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente os

graficos de y = clnz. Determine f, sabendo que f(1) = 2.

9. Encontre as trajetorias ortogonais de z + y = ce? que passam por (0,5).

10. Uma familia de curvas é dita auto-ortogonal quando um membro das tra-
jetorias ortogonais ¢ também um membro da familia original. Mostre

que a familia de parabolas y* = c¢(2z + ¢) ¢ auto-ortogonal.
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EDOs homogeéneas lineares de

ordem n > 2

Nesta aula, estudamos equagoes diferenciais ordinarias homogéneas lin-
eares de ordem n > 2. Introduzimos os conceitos de solucoes linearmente

independentes e enunciamos um critério para determinar a independéncia.

1 Conceitos basicos

Uma equagao diferencial ordinaria linear (EDL) de ordem n > 2 ¢ uma

expressao da forma
an(2)y™ + a1 (@)y "V + -+ ar(@)y + ao(x)y = g(x), (1)

onde y®) denota a k-ésima derivada da funcao y, com respeitoa z, e ag, - - - , an, g
sao funcoes arbitrarias. Quando no lado direito de (1) tivermos a fungao

constante zero, no lugar da funcao g, diremos que a equagao é homogénea.

E simples de verificar que, da mesma maneira que acontece com as
equagoes de ordem 1, para encontrar a solugao geral de uma equacao lin-
ear (independentemente da ordem), basta achar a solugao geral do problema
homogéneo associado yp,, e uma solucao particular y, do problema nao ho-

mogéneo. Uma vez feito isto, a solucao geral do problema original é dada
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por
Y= Yn + Yp. (2)

Nesta, e nas proximas duas aulas, estudaremos EDL homogéneas, en-
quanto que as Aulas 27 e 28 serao dedicadas ao estudo de métodos para achar

solugoes particulares de alguns tipos de EDL.

Antes de comecar a estudar métodos para resolver equacoes homogéneas,
enunciaremos um resultado anélogo ao estudado na Aula 18, que da condig¢oes
suficientes para garantir a existéncia e a unicidade de solucoes para o pro-

blema de valor inicial associado & equagao (1).

Teorema 1

Sejam ay, - - - ,a,,9 fungoes continuas em um intervalo I, tais que a funcao

a, nao se anula nesse intervalo, entao o problema de valor inicial (PVI)
a(2)y™ + ap—1 (2)y" D + -+ ar(2)y + ao(2)y = g(2),
y(x0) = Yo, ¥'(z0) = w1, -+, ¥y V(20) = Yn-1,

onde xy € I, tem solu¢ao tinica definida em 1I.

Nesta aula, restringeremo-nos ao estudo da equacao diferencial or-

dinéria linear homogénea de ordem n > 2, isto é,
an(2)y™ + a1 (2)y" Y 4 -+ ay(2)y + ag(x)y = 0. (3)

A seguir, enunciamos o chamado principio de superposigao.

Teorema 2
Sejam yy, 2, - -+, yr solucoes da equagao homogénea (3) no intervalo I. En-

tao, qualquer combinacao linear dessas solucoes
C1y1 + Cy2 + - - - + CrYk,

também é solugao de (3) no intervalo I.
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Observacao 1

Note que para o Teorema 2 valer, é indispensavel que a equacao seja ho-
mogénea. Por exemplo, embora fi(z) =1 +senz e fo(x) = 1+ cosz sejam
solugoes da equacgao y” +y = 1, as fungbes fi + fo e 2f; nao sdo solucgoes

(verifique!).

Outra maneira de enunciar o Teorema 2 é dizer que o conjunto das

solugbes da equacao (3) forma um espaco vetorial. Logo, é razoavel procurar
por uma base desse espaco vetorial, assim, todas as solu¢oes da equacao (3)
serdao uma combinagao linear dos elementos de dita base (isto é, teriamos
uma solugdo geral para (3)).

Lembre-se de que uma base de um espaco vetorial é um conjunto de ve-

tores linearmente independentes que gera o espaco todo. Comecamos, entao,

recordando a definicao de independéncia linear no presente contexto.

Definicao 1

O conjunto de funcgoes y, yo, - - - , yi € dito linearmente independente em I se

Clyl(l’) + ngg(l’) + -+ Ckyk(ﬂf) = O,

para todo x € I, entao ¢; = ¢ = --- = 0. Caso contrario, as funcoes sao

ditas linearmente dependentes.

Lembremos que no caso do espacgo vetorial R” temos um critério para
determinar quando um conjunto de n vetores é linearmente independente:
precisamos verificar se o determinante da matriz formada pelos vetores é
diferente de zero. A seguir, enunciamos um critério andlogo no presente

contexto.

Proposicao 1
Um conjunto y, 4y, - - -,y de fungoes k — 1 vezes diferenciaveis no intervalo

I é linearmente independente em I, se Wy, - ,yi|(x9) # 0 para algum
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xo € I, onde

yi(x) ya() yr(z
vi(r) @) eyl
W[yh”' Jyk]<x): . . . )
k—1 k—1 k—1
G I S CO N S €
é o chamado Wronskiano das funcoes yi1, s, -+ , yp no ponto x.

Observacao 2
O reciproco da proposigao anterior é valido para fungdes analiticas (por ex-

emplo polindmios, exponenciais, fungdes trigonométricas), mas é falso em
geral. Isto é, existem funcoes linearmente independentes em um intervalo I,

tais que o wronskiano delas se anula em dito intervalo (veja o Exemplo 2).

Finalmente, como uma consequéncia dos resultados anteriores, obtemos
uma maneira de achar a solugao geral de (3) em um intervalo, no caso em

que os coeficientes da equacao sejam funcoes continuas.

Corolario 1

Suponhamos que os coeficientes da equacao (3) satisfazem as condi¢oés do

Teorema 1. Dadas n solu¢oes yi,ys, - , Y, da equagao (3) no intervalo I,

tais que Wy, - ,yn](zo) # 0 para algum xq € I, temos

y(x) = ciyr () + coya(@) + - -+ + cuyn(@),

é solucao geral de (3) no intervalo I. Nesse caso, dizemos que y1,ya, -+ ,Yn

é um conjunto fundamental de soluc¢oes.

Assim, o espago vetorial das solucoes de uma equacao diferencial linear

homogénea tem dimensdao finita igual a ordem de dita equacao.
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2 Exemplos

Exemplo 1

Verifique se os seguintes conjuntos de fung¢oes sao linearmente independentes

em R.

(a) {2v—3,2°+1,22% — 1} (b) {2z —3,22* +1,32° + z}.

Solucao
Da Proposicao 1 e da Observacao 2, sabemos que basta calcular o Wron-

skiano e verificar se ele é igual ou diferente de zero.
(a) As fungoes sdo linearmente independentes. De fato,

2t —3 22+1 22°2—=x

W(2r—3,2°+1,22° —2)=| 2 20 4w —1
0 2 4
2¢ 4dxr—1 2241 222 — 2

= (22 — 3)

2 4 2 4

=22z — 3) — 2(4 4 22) = —10 #£ 0.

(b) As fungoes sdo linearmente dependentes. De fato,

20 —3 22241 322 -2
W(2r+3,20* +1,32 —2) = | 2 4 6z —1
0 4 6

4 6x — 1
4 6

5 202 +1 322 —=x

— (2¢+3
(22 +3) A 6

=42z +3) —2(6 +4x) = 0.
Nesse caso, a dependéncia entre as funcoes é dada por

27 + 3] — 3[22% + 1] + 2[32* — 2] = 0.
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0

Exemplo 2
Verifique que o wronskiano W (23, |x?|) é identicamente zero. Mostre que,
mesmo assim, as fung¢oes {23, |2®|} sao linearmente independentes.

Solucao

A funcao |z3| e sua derivada |23’ podem ser expressas da seguinte maneira:

5 2 >0 . 322 >0
|2°] = , 2=
-2 <0 —32%2 z<0.
Logo,
3 23
W(z3,|23]) = =0, x>0,
(@, [=°]) 2 3.2
e
2 —ad
W3, |2]) = =0, <0
(@ 17) 322 —32? -

Assim, W (z?,|2%|) = 0 para todo x € R. Por outro lado, se existem con-

stantes c; e ¢o, tais que

a7’ + colr®| = 0,

avaliando em x = 1 e x = —1, obtemos
C1 + Cy = 0,
—c1+ =0,

o que implica que ¢; = ¢y = 0. Isto é, as fungoes {z3, |2®|} sao linearmente

independentes.

Exemplo 3
Verifique se os seguintes conjuntos de func¢oes sao solugoes das equagoes dadas

e determine, em cada caso, se elas sao um sistema fundamental de solucoes.
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(a) oy —y" =0; {yp1 =19 =x,y3 =2}
(b) @y +*y" — 2wy +2y =0; {y1 =,y = 2% y3 = 1/a}.

Solucao
Para verificar se as funcoes propostas sao solucoes das equacoes dadas, basta

calcular as derivadas das funcoes e substitui-las na respectiva equacao.

(a) {yn =191 =0,yf =0,y =0} entao x[0] — [0]

[0]

{ys = 2%, y5 = 32%,y5 = 62,93’ = 6} entdo x[6] - [67] = 0.

0,
{vo =2,95=1,45 = 0,45 = 0} entdo z[0] 0

(b) {y1 =x,y; =1,y =0,9) =0} entao z3[0] + z*[0] — 2z[1] + 2[z] = 0,
{y2 = 22,y = 2,y = 2,95 = 0} entao z3[0]+2%[2]—2z[2z]+2[z?%] = 0,
{ys = a7y = =272y = 2077y’ = —627"} entdo
p3[—6x74) + 2?2273 — 2z[—x 7Y + 2z = (-6 +2+2+2)x" ! = 0.
Para determinar que as funcoes propostas sao um sistema fundamental de

solugoes, basta calcular o Wronskiano das fungoes.

1 z+1 23 | 3.2
(a) W(l,z,z*)=0 1 32% = 0 6x = 6.
T
0 0 6z
r x? !
o g2 2 -1
(b) W(z,z*,z7") =1 22 —27% ==z v 5| — N 4| = 6272
0 2 93 2 2z 2 2z

Assim, cada um dos conjuntos de solugoes é um sistema fundamental de

solucées para a respectiva equacao nos intervalos (—o00,0) e (0,00).

Exemplo 4

Discuta a existéncia e a unicidade de solugoes para os seguintes PVI.

my/// _ y// =0,
(a)

y(zo) = Yo, ¥ (x0) = y1, ¥ (x0) = .
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x3y”’ + ny// _ 21,@// + 2y — 0’

(b)

y(zo) = Yo, ¥ (x0) = y1,¥"(x0) = ¥o.

Solucao

(a)

O Teorema 1 garante a existéncia e unicidade de solu¢ao sempre que

xo # 0. Do exercicio anterior sabemos que
_ 3
y(r) = 1 + cox + c3x

¢ solucao geral nos intervalos (—o0,0) e (0,00). Impondo as condigoes

iniciais, obtemos

Yo Yo 1 1
= — 5 = _— e = - + - + - .
C1 64 Co =11 9274 C3 = Yo — ToY1 B Y2 692%

O Teorema 1 nada diz sobre o que acontece se xg = 0. Qualquer coisa

pode acontecer. Por exemplo, sob as condicoes iniciais

{zo= 0,90 = 1,31 = 1,30 = 0},
a fun¢ao y(z) = 1+ x é a tnica solu¢do do PVI (b) em R, enquanto
que sob as condigoOes iniciais

{0 = 0,90 = 0,41 = 0,90 = 1},

o PVI (b) néo tem solugao.

O Teorema 1 garante a existéncia e unicidade de solugao sempre que

xo # 0. Do exercicio anterior sabemos que

c
y(z) = 12 + cor® + ;3

é solucao geral nos intervalos (—o0,0) e (0,00). Impondo as condigdes
iniciais, obtemos
_ Y% 3 Y2, % Yo 1 1 1

c S a0, = b — % e 3= —ToYo— =Ty +=Tous.
1 v 4 0Y2 2 2 " 32g ng 373 0Yo 3 oY1 6 0Y2
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O Teorema 1 nada diz sobre o que acontece se xqg = 0. Qualquer coisa

pode acontecer. Por exemplo, sob as condicoes iniciais
{IO = 0»90 = 07?/1 = 17y2 = 1}a

a fun¢do y(z) = z + 2% é a unica solugdo do PVI (a) em R, enquanto

sob as condic¢oes iniciais
{.To = anU = 17y1 = 17y2 = 1}

o PVI (a) nao tem solugao.

3 Exercicios de revisao

Determine intervalos nos quais o Teorema 1 garante a existéncia e a
unicidade de solugoes para as seguintes equacoes.
1. zy” + (senz)y” + 3y = cosx
2. 2(x — 1)y® + ey’ + 4’y = 0.
3. (z—DyW + (z+ 1)y + (tgz)y = 0.
4. (22 — )y + 22" + 9y = 0.
Verifique se os seguintes conjuntos de funcoes sao solugoes das equacoes dadas
e determine, em cada caso, se elas sao um sistema fundamental de solugoes
no intervalo indicado.
5.y —y —12y=0; {y1=e3", 9o =€} em R.
6. v —2y +5y=0; {y1 =e"cos2z,ys =e"sen2zx} em R.
7. 2% + 2y +y=0; {y; =cos(Inzx),y, =sen(lnz)} em (0,00).
8. %y +62%y +4ry —4y =0; {y1y = z,yo = 7%, y3 = x 2Inzx} em (0, 00).
Considere a equacao diferencial

22y" — 4y’ + 6y = 0. (4)

9. Verifique se as familias {y; = 23,5y, = [23|} e {21 = 2%, 2 = 2} sao

solucoes linearmente independentes de (4) em R.
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10. Mostre que nenhuma das familias

y(zr) = o + 02|x3| ou y(zr)= 1@ + oz,

sao solugoes gerais de (4) em R. Por que isso nao contradiz o Corolario 17
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Aula 25

Método da reducao de ordem

Para uma EDO de segunda ordem linear homogénea é possivel construir
uma segunda solugao a partir de uma solugao conhecida, utilizando o método

da reducao de ordem.

1 Descricao do método

Considere uma EDO de 2% ordem homogénea na forma padrao, ou seja,
com o coeficiente da segunda derivada igual a um:

y'+ Px)y' + Qx)y =0, (1)

onde P e @ sao funcoes continuas num intervalo /. Supomos conhecida uma
solugao y; de (1) em I e que yi(z) # 0, Vo € I. A ideia é procurarmos uma
segunda solucgao ys, que seja uma “perturbagao” de y; do tipo yo = ¢(x)yi(x),
onde ¢ é uma funcdo (ndo constante) de classe C? em I. Assim, {y1, 92}
formara um conjunto fundamental de solugoes para (1). Para caracterizarmos

a fungao ¢, derivamos ys = ¢(z). Obtemos

Yo = dyr + oy e yy =" "y1 + 20"y, + oyh + du,
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que substituindo em (1), implica que ¢(z) deve satisfazer
ys + P(2)yh + Q(x)y2 = ¢()(y) + P)yy + Q(x)y1)+

+¢"y1 + ¢'(2) (21 (2) + P(x)yi (x)) = 0. (2)

Usando o fato de que o primeiro termo da igualdade (2) é igual a zero, pois

y1 satisfaz a EDO (1), obtemos

y10" + (2yy + Py1)¢’ = 0. (3)

Dividindo (3) por y; e substituindo ¢’ por u, encontramos em u a EDO linear

de 1?2 ordem
yiu’ + (2y; + Pyi)u = 0. (4)

Assim, reduzimos o problema a resolucao de uma EDO de ordem inferior, o

que originou o nome do método. A solucao de (4) é dada por

2y} +Py ffP(m)dx
w(z) = cre I w8 = CleT (5)
1

Como u = ¢/, obtemos de (5)

— [ P(z)d=
b(z) = / T (6)
1

A formula (6) nos d4 uma familia a dois parametros de fungdes e como basta
uma funcao, tomamos ¢; = 1 e ¢o = 0, donde obtém-se a seguinte expressao

para a funcao ¢(z)

— [ P(z)d=
¢(z) = /erx- (7)

Portanto, de (7) temos

J P(z)dz

val2) = 1 (1) / i (8)

Y1
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Utilizando o corolario 1 da Aula 24 pode-se mostrar que as funcoes

{y1,y2} formam um conjunto fundamental de solugoes para (1). Verifique!

Exemplo 1
Sabendo que a EDO xy" —2y'+4(1—x)y = 0 possui como solucao y,(x) = €*,

determine a solucao do PVI associado, cuja condi¢ao inicial é dada por
y(1)=1,y'(1) =0.

Solucao
Este primeiro exemplo sera resolvido sem o uso da formula (8), vamos repetir

o raciocinio feito até chegarmos a expressao da 22 solucao. Procuramos uma

funcao ¢, tal que

ya(x) = d(x)e* (9)

seja solugdo da EDO dada. Derivando (9) e substituindo na EDO inicial,

obtemos
z¢"(x) + (4o — 2)¢'(z) = 0,

que na forma padrao se escreve como

§"(x) + (4 — 2)¢(x) =0,

T
Substituindo u(z) = ¢'(z), obtemos
2
u'(x) + (4 — ;)u(:v) =0. (10)

4x
Multiplicando (10) pelo fator integrante e/ A-fde 6—2 e resolvendo a EDO
x

de 12 ordem (10), obtemos u(x) = c;x?e~**. Tomando ¢; = 1 e integrando

2 —4x —4x
_t 64 — 68 . Logo, a solugao geral da

EDO dada é y(z) = ki1e** + ky(22%¢72* 4+ ¢7**). Impondo a condigao inicial

¢ = u(z), chegamos a ¢(x) =
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y(1) = 1,4/(1) = 0, determinamos k; , ko e obtemos a seguinte solugao do

Exemplo 2
Sabendo que y;(z) = 2* é uma solu¢iao da EDO x?y" —Txy’ +16y = 0, x > 0,

encontre sua solucao geral.

Solucao
Nesse exemplo vamos resolver o exercicio aplicando a férmula (8). Primeiro,

16
devemos escrever a EDO na forma padrao, a saber, y” — Ey’ + 2V = 0.

Entao,

8

f%dw Tnz
yg(:v):x4/€ dx:x4/€ dx = 2*Inx.

Portanto, a solugao geral ¢ dada por y(z) = ciz* + coxtInz, para z > 0. 0

Exemplo 3
Sabendo que a EDO vy"” + 13/ = 0 possui uma solucao constante, encontre sua

solugao geral.

Solucao

Observe que esse exercicio pode ser resolvido fazendo 3y’ = u, o que resulta
diretamente numa reducao de ordem da EDO e tal equagao é a mesma de
(4). Neste caso, qualquer constante é solugdo da EDO, logo vamos tomar

—x

y1 = 1 e portanto de (8) temos y, = —e A solucao geral é dada por

y(r) =c1+ e g
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2 Exercicios de revisao

Em cada caso, verifique que a funcao y; dada é solucao da EDO e

encontre sua solugao geral.

y' =2y =0, yi(x) =1

y'—y=0, y(x)=c¢e".

y' — 4y +4y =0, y(v)=e*,

'+ 6y +9y =0, y(x)=e"

2%y’ — 6y =0, yi(x) =23, para z > 0.

S gte v b=

2%y — 3zy' + 5y =0, yi(z) = 2% cos(Inz).
7.Considere a EDO 3" — 4y = 2.

a) Encontre por inspegdo uma solugio particular desta EDO;

b) verifique que y;(t) = e™?" ¢ uma solugio da equagao homogénea
associada

¢) Determine a solugao geral da EDO dada.

8.Considere a EDO y" + by’ + cy = 0, onde b? — 4c = 0.

— o bt/2

a) Mostre que y;(t) é uma solucao da equacao dada;

b) Encontre uma segunda solugdo da EDO que forme com y; um

conjunto fundamental. Escreva a solucao geral da equacao.

9.Verifique por substitui¢ao direta que a formula (8) satisfaz a equagao
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Aula 26

EDO lineares homogéneas de grau

n com coeficientes constantes

Nesta aula estudaremos a solucao geral das equacoes diferenciais or-

dinarias lineares homogéneas de grau n com coeficientes constantes.

1 Conceitos basicos

Uma EDO linear homogénea de ordem n com coefientes constantes é

uma expressao da forma:

any™ + a1y + -+ ary + agy =0, (1)

onde ag, - - - ,a, sao constantes reais.

O nosso interesse é fornecer a solucao geral para este tipo de equacoes.

Vamos comegar considerando o caso onde n = 2.

2 Grau n=2
Isto é
asy” + a1y’ + agy = 0. (2)

219
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Procuramos solucoes da forma y = e**, onde o € R. Para isto, substi-

tuimos y por e** na equacao (2) obtendo
[asa® + ara + agle™™ = 0. (3)

Dado que e** é sempre um nimero positivo, a equagao (3) sera satisfeita
se e somente se
asa® + ajo + ag = 0.

A expressao acima é chamada de equagao caracteristica e suas solugoes sao

as raizes do polinémio
P(2) = apz* + a1z + ag.

Lembremos que todo polinémio de grau 2 tem duas raizes, que dependendo
do valor do discriminante A = a? — 4agas (A > 0,A =0,A < 0) podem ser

reais e diferentes, reais e iguais, ou complexas, respectivamente.

Caso A > 0: Neste caso temos duas raizes reais diferentes, a saber,

2a2 2a2 ’
yl = 60(1.1’ e y2 e 6a2$7

sao duas solugbes da equagao (2). Além disso, ja que

Q1T a2x
et e*?

W[?Jl,yz](@ = - o] = (on _ al)e(a1+a2)x £0,
e Qo€

para todo x € R, estas solugdes sao linearmente independentes (veja a
Proposigao 1 da Aula 24).

Portanto,
y(x) = c1e™" + cpe™”

¢ a solucao geral da equacdo (2).

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



AULA 26. EDO LINEARES HOMOGENEAS DE GRAU N COM COEFICIENTES CONSTANTES 221

Caso A < 0: Neste caso temos duas raizes complexas conjugadas, a

saber, \y =a+bi e \y = a — bi, onde a = 57“21 eb= Vzgf. Assim,

AT

wy = e e Wy = eAzx,

sao “solucoes” da equagdo (2). As aspas na frase anterior vém do fato das
funcoes acima serem complexas. Nos estamos interessados em solugoes reais,
e dado que qualquer combinacao linear de solucoes é novamente uma solucao,
vamos procurar duas combinacoes lineares de w; e ws que sejam reais e

linearmente independentes.

Lembrando da identidade e = cos(6) + isen(#), temos que

wy = e*[cos(bx) + isen(bx)] e wy = e*[cos(bx) — isen(bx)].
Logo,
1 1 1 1
Jw1 + JW2 = e cos(bx) e W T W2 = e sen(bzx).
Portanto,
y1 = e cos(bx) e Y2 = e sen(br),

sao solucoes da equacao (2) (Verifique!). Além disso, ja que

e cos(bx) e sen(br)

= be™ #£0,
ae cos(bx) — be™ sen(bxr) ae® sen(bx) + be cos(bx)

para todo x € R, estas solucoes sao linearmente independentes.

Portanto,
y(z) = 1 cos(bx) + e sen(bx)

¢ a solucdo geral da equacdo (2).

Caso A = 0: Neste caso temos uma unica raiz de multiplicidade 2, a

saber, o = —g&. Assim,
az

n
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é uma solugao da equacgao (2). Para achar uma segunda solucao y, indepen-
dente de y; podemos usar redugao de ordem (Aula 25). Isto é, procuramos

uma fungao c¢(-) tal que

seja solugao da equacgao (2). Comegamos calculando v} e y :
vh(z) = [ (z) + ac(x)]e™ ;  yy(x) = ["(z) + 2ad (x) + c(z)a?]e.
Para que y, seja solugao da equacao (2), devemos ter que

as[c"(x) + 2ac () + c(z)a?] + ay[d (z) + ac(x)] + age(z) = 0,

logo,
as["(z) + 2ad (z)] + a1 (x) = 0.

Dado que na expressao anterior aparecem ¢ e ¢’ mas nao ¢, podemos usar
reducao de ordem. Isto é, definindo d(z) = ¢/(z) a expressao anterior, que é
uma equagao de segunda ordem, se transforma numa equacao diferencial de

primeira ordem:
d(x) + [2a+ a1 /as)d(z) = 0.

J& que a = —3-, temos que d'(zr) = 0. Assim, d é uma funcao constante e

por tanto ¢ é uma fun¢ao da forma
c(x) =mx + k,

onde m e k sao constantes arbitrarias. Tomando m =1 e d = 0, finalmente

obtemos que

yo(x) = xe®®

é solugao da equagao (2). Além disso, ja que

axr axr

(&

ae®® e (1 + ax)

xre

= £ 0,

para todo x € R, esta solucao é linearmente independentes de .
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Portanto,
y(x) = 1€ + cowe®™®

é a solugao geral da equacgao (2).

3 Graun>3

Para achar a solugao geral da equagdo (1) no caso n > 3, seguimos uma
estrategia analoga a seguida no caso n = 2. Isto ¢, substituimos y por e**

na equagao (1) obtendo que:

y = e é solugdo de (1) se e somente se o é uma raiz do polinémio
P(z) = apz" + an_12" "+ -+ arz + ag.

O teorema fundamental da &lgebra garante a existéncia de exatamente
n raizes reais ou complexas (considerando multiplicidades) de P. No en-
tanto, nao existe uma formula geral para calcular as raizes de um polinémio
qualquer. De fato, o principal problema na hora de resolver a equagao (1) é

calcular tais raizes.

Uma vez calculadas as raizes do polinomio P, podemos construir a

solugdo geral de (1) mediante as seguintes duas observagoes :

e Se o ¢ uma raiz real do polinomio P, de multiplicidade k, entao

{eaz7 xeo@’ . ’xkfleaaz}

¢ um conjunto de solugbes linearmente independente da equagao (1).

e Se \{ =a+bie )y =a—0bi éum par de raizes complexas do polindémio
P, de multiplicidade k, entao

b b$7.__ ,:L’k_l sen(am)ebm,

{sen(ax)e™, cos(ax)e ¥ cos(ax)e?™}

é um conjunto de solugdes linearmente independente da equagao (1).
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4 Exemplos

Exemplo 1
Dé a solugao geral de uma equacgao diferencial do tipo (1) cujo polinémio

carateristico tenha as seguintes raizes.
a) \y = —1, \y = 5.
b) A =3 —2i, Ao =V3+2i.
) M =1/2, Ag =2, \3 =3.
d) My=—-1, d=-2+1i, \3=—-2—1.
e) Ay =X =2, \3=3.
f) M =X =X3=1/4.
g) M =-2, d=—-1,A\3=5 \=T.
h) My = =2, A =—1, A3 =5+4i, \y =5 — 4i.
)M =X=-2430, A3 =X\ =—2—3i.
HDM=X=X=M=1/3 =3

Solucao

a) y(x) = cre™ + cpe™.
b) y(x) = c1eV3 cos(22) + cpeV? sen(2x).
¢) y(x) = c1e%/? + coe™ X + c3e*.

—2x

d) y(z) = c1e™ + coe™2® cos(x) + cze*® sen(x).

e) y(z) = c1e* + cowe®® + c3e3.
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x/4 x/4 a:/4.

f) y(z) = cre™* + cowe™* + cya’e

g) y(r) = cre™® + cre” + 1€ + cre’™.
h) y(x) = c1e™® + c1e™" + ¢35 cos(4x) + c4€7” sen(4x).
2z

i) y(z) = cre7% cos(3x)+care 2 cos(3z)+cze® sen(3z)+cyze " sen(3z).

i) y(x) = c1e®3 4 coxe®™3 + csx?e™ 4 cuxde®® + c5ed®.

O

Exemplo 2
Ache a solucao dos seguintes PVI.

4y® 4y + 5y = 0;

b)
y(0) =2,4/(0) =1,4"(0) = —1.

y @ — 4y + dy" = 0;

K y(1) = -Ly' (1) =2,9"(1) = 0,y¥(1) = 0.

Solucao

a) Fatorando o polinoémio caracteristico
2Ptz =2(22+ 1),
obtemos as raizes \; = 0, \; =4, \y = —t. Logo,

y(x) =c; + cocosx + czsenw
/
y'(z) = —casenz + c3cosx

Z/H(l’) = —C2COST — C3SeNT .
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c)

Para satisfazer as condicoes iniciais devemos ter que

C1 0
1 Co - 0
0 -1 0 Cs 2

Resolvendo o sistema linear obtemos que ¢; = 0, ¢co = 0 e c3 = 2.
Portanto, a solucao do PVI é dada por

y(x) =2senz | reR.

Fatorando o polinémio caracteristico
42 + 24+ 5= (z +1)(42* — 42+ 5)
obtemos a raizes \y = —1, A\ = 1/2 +1i, Ay = 1/2 —i. Logo,
y(r) = e ® + coe®? cosx + cze™*senz |
Y (1) = —cre™® + c2e™/?[1/2 cos x — sen z] + cse”/?[1/2senx + cos x| |

y'(2) = cre™® 4 cpe®/?[=3 /4 cos x — sen z] + cse”/?[—3/4senx + cosx] .

Para satisfazer as condicoes iniciais devemos ter que

1 1 0| (a 2
—1 1/2 1 Co =
1 —=3/4 1| \cs -1
Resolvendo o sistema linear obtemos que ¢; = 2/13, ¢ = 24/13 ¢

c3 = 3/13. Portanto, a solugdo do PVI é dada por
y(x) =2/13e™% +24/13¢*/? cos z + 3/13¢** sen x .

Fatorando o polinémio caracteristico

242 4427 = (2P — 4+ 4) = (2 - 2)7,
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obtemos as raizes \; = Ay = 0, A\3 = Ay = 2. Logo,

y(z) = c1 + cox + c3€** + cyxe®

Y (2) = o + 2c3€* + 4 [1 + 22] ,
y' (1) = dege® + cqe® 4 + da] |
Y@ (x) = 8cze™ + c4e*[12 + 8a] .

Para satisfazer as condicoes iniciais devemos ter que

1 1 €2 e? c1 —1
0 1 2% 3e? | 2
00 42 82| |es| | 0
0 0 82 20e%| \c4 0
Resolvendo o sistema linear obtemos que ¢; = —3, co =2 e c3 =c4 = 0.

Portanto, a solucao do PVI é dada por

y(x) = =3+ 2x reR.

5 Exercicios de revisao

Ache a solugao dos seguintes PVI.

y(0) = 0,5/(0) = 0,57(0) = —1,4(0) = 0.

yW—y =0
y(0) = 0,7/(0) = 0,4"(0) = 1,y®(0) = 1.

y @ + 6y + 17y" + 22y + 14y = 0;
y(0) = 1,7/(0) = —2,%"(0) = 0,5 (0) = 3.
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Aula 27

Método dos coeficientes a

determinar

Este método tem como objetivo produzir uma solucao particular para

certos tipos de EDOs lineares nao homogéneas com coeficientes constantes.

1 Descricao do método dos coeficientes a de-

terminar
Considere a EDO linear nao homogénea

any"™ + ap_ 1y Y+ ay 4 agy = g(x), (1)

em que ag, ai, ..a, $ao constantes e g(z) é uma fun¢do real do tipo combinagao

linear entre funcoes dos seguintes tipos:

k,z", x"e™, x"e™ cosbx, x"e sen b, (1)

onde k,a,b sao constantes reais e n ¢ um nimero inteiro nao negativo.

Como casos particulares, temos g(z) = 22® + 2 — 1 ou qualquer polindmio,

2 2

g(z) = e* cos3x, g(r) = senmx + 5z' ou g(xr) = r?e Tsendx + '?, entre

outras.
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O Método dos Coeficientes a Determinar consiste em buscar uma solugao
particular para (1) “parecida” com a fungao g(x), pois partimos da ideia de
que é possivel produzirmos a funcao g através de combinacoes lineares entre
as derivadas de uma funcao do mesmo tipo. Essa ideia vem do fato de que
combinagoes lineares entre elementos pertencentes ao conjunto de fungoes
permissiveis para g também pertencem ao mesmo conjunto. Por exemplo,
as derivadas de qualquer ordem de senos e cossenos sao de novo senos e
cossenos, as derivadas de polinomios sao polindmios, analogamente para as
funcoes exponenciais.

Este procedimento, no entanto, nao vale quando temos por exemplo g(z) = In z,

ou g(z) = ~ ou g(x) = tgx, entre outras. Para este tipo de ndo homogenei-

dade, vamos ver na Aula 28 o Método da Variacao dos Pardmetros, que valera

para qualquer funcao g(z) continua.

2 Exemplos

Exemplo 1

Determine uma solucao particular da equacao
y' 4y — 2y = Tx + 1. (2)

Solucao
Como neste caso g(z) = 7x + 1, ou seja, um polinémio de grau 1, vamos
procurar uma solucdo particular y,(z) = Azx 4+ B, que é do mesmo tipo da

funcado g. Derivando y,(z) e substituindo em (2), obtemos
AA —2Ax — 2B =Tz + 1,

donde segue, usando a propriedade da igualdade entre polinomios, que 4A—2B =1
e —2A = 7. Portanto, A = —7/2 ¢ B = —15/2. Assim, chegamos & solucao
7 15

particular para (2) y,(z) = —57= %5 0
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Exemplo 2

Determine uma solucao particular da equacao
y" —y=a". (3)

Solucao
Seguindo a mesma ideia do exemplo anterior, procuramos y, = Az*+Bx?*4+Cx+D,

um polinémio de grau 3. Derivando y, e substituindo em (3), obtemos

6A — Az® — Bx?> — Cx — D = 2°.

Portanto, —A=1,B=0,C=0e6A—D =0,donde A=—-1,B=0,C =0
e D =—6. Assim, y, = —2° — 6.

Exemplo 3

Determine a solucao geral da equagao
y" 4+ 4y = 2sen 3x (4)

Solucao

A EDO homogénea associada a (4) tem equacdo caracteristica dada por
22+ 4 = 0, cujas rafzes sdo \; = 2i e Ay = —2i, portanto, de acordo com a
Aula 26, sua solugao geral é dada por yn(x) = ¢; cos 2z + ¢y sen2x. Agora,
precisamos de uma solucao particular de (4) para podermos determinar sua
solucao geral. Assim, usando o método dos coeficientes a determinar, vamos
procurar y,(z) = Asen 3z + B cos 3z. Observe que utilizamos tanto a funcao
seno quanto a cosseno, pois sempre que uma delas aparecer na expressao da
g(x), precisaremos utilizar as duas na formagao da solugdo particular, visto
que as derivadas de cada uma delas é a outra, a menos de constante mul-
tiplicativa. Derivando a suposta solugao particular e substituindo em (4),

obtemos

—9Asen3x — 9Acos 3z +4Asen3x + 4B cos 3x = 2sen 3.
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Dai, agrupando os coeficientes de sen 3x e cos 3x e igualando os coeficientes,
obtemos —bA =2e —9A+4B =0, donde A = —2/5 ¢ B = —9/10. Logo, a
solugao geral de (4) é

2
y(x) = ¢1 cos 2z + cysen 2w — ¢ sen 3x — 1o ©°8 3x.
U

Exemplo 4

Determine a solucao geral da equagao

y' =5y + 4y =e”. (5)

Este exemplo nos mostra que a nossa suposicao inicial para a solucao particu-

lar procurada podera sofrer algum ajuste.

Solucao

A equacao caracteristica da EDO homogénea associada tem como raizes
A = 1 e \y = 4, portanto sua solucdo geral ¢ dada por y, = c1e” + coe*®.
Agora, vamos procurar uma solugao particular para (5) do tipo da g. Por-
tanto, supomos inicialmente y,(z) = Ae”, porém como esta ja é solucao da
homogénea associada, nao serd solucao da nao homogénea, portanto, em tal
caso, ajustamos a suposicao inicial multiplicando-a por x. Assim, na verdade

vamos trabalhar com
yp = Aze”. (6)
Derivando (6) e substituindo em (5), temos
2Ae" + Axe® — 5Ae” — bAxe” + 4Axe” = €*,

donde simplificando e igualando os coeficientes dos termos iguais, segue que

1
A= —-1/3. Portanto, y, = —=xe® e a solucao geral de (5) é
P 3

1
y(z) = cre® + cpe™ — gxe‘”. 0
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Exemplo 5

Determine a solucao geral da equagao
y' =2y +y=2e". (7)

Solucao
A equacao caracteristica da EDO homogénea associada tem como raizes
A1 = Ay = 1, portanto sua solucao geral ¢ dada por y, = c1e® + coxe”.

Neste caso, buscamos uma solucao particular
y, = Az’e”, (8)

pois tanto y = e”, quanto y = xe® sao solucoes da homogénea associada,
sendo necessario ajustarmos nossa suposicao inicial, multiplicando por x duas

vezes. Derivando (8) e substituindo em (7), obtemos 24e* = 2¢*, donde

A =1. Logo, a solu¢do geral procurada é y(z) = cie” + coze” + z?e”.

Exemplo 6

Determine a solucao geral da equacao
y' 4y =cosx +x — 3. (9)

Solucao

A EDO homogénea associada tem solucao geral y,(x) = ¢jcosz + cysenzx.
Observando cada termo que compoe a funcao g, vamos pensar em solugoes
particulares para cada um e depois somar as suposicoes. Assim, vamos supor
Y, = Az cosx + Brsenz + Cz + D + Fe®®. Derivando e substitindo em (9),

obtemos apoés simplificacoes
—2Asenz +2Bcosx + Cx + D + 5Ee*® = cosx 4+ x — 3e*.
Segue desta igualdade que —2A = 0,2B = 1,C = 1,D = 0 e 5F = —3.

2z

3
Portanto, y, = gtsenz +x— z¢’ ea solugao geral de (9) é

1 3,
y(r) = ¢y cosx + casenx + §xsen:p+w— ¢ .0
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Observacgao 1
Dada um EDO linear a qual associamos duas fungoes para a parte nao ho-

mogénea, digamos g; e go, conforme abaixo

an(2)y"™ + anoa (@)Y + -+ a2y +ao(r)y = gi(x)  (10)

an(2)y™ + ap 1 (2)y "D+ ay(2)y +ao(z)y = go(x) (1)

Se y1(x) é uma solugdo particular para (10)e yo(x) para (11), entao y; (x)+y2(x)
é uma solucao particular para a EDO (12)com a parte ndo homogénea sendo

a soma entre as fungoes g; e go (verifique!)

an(2)y™ + a1 (2)y" Y 4 (2)y + ao(z)y = gi(@) + ga(w). (12)

Este fato é conhecido como principio da superposicao de solucbes para uma
EDO linear nao homogénea. No exemplo 6 anterior, ao somarmos as supostas
solucoes particulares para cada termo da funcao g estdvamos usando esse

principio.

Exemplo 7

Determine a solucao geral da equac¢ao

y///_y//_._y/_y :l‘Qew. (13)
Solucao

A equagao caracteristica da EDO homogénea associada a (13) é z3—2%+2—1 = 0,
que pode ser fatorada como z?(z—1)+2—1 = (z—1)(2%2+1) = 0. Assim, suas
raizes sao A\ = 1, Ao = —i e A\3 = i. Dai, yp(x) = c1e” + cycosx + c3sen .

Buscamos uma solucao particular para (13) do tipo
yp(r) = 2(A2® + Bz + C)e”.

Observe que multiplicamos por x para que nao houvesse termos da solugao

geral da homogénea associada presentes na solu¢ao particular. Derivando
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a solugdo particular e substituindo em (13), obtemos (verifique!) A = 1/6,
B=-1/2 e C =1/2. Logo, a solucdo geral de (13) é
1 1 1

2+ —x)e”.

y(z) = c1e” + cycosz + czsenx + (69(; 5 5

3 Exercicios de revisao

Resolva as seguintes equagoes.

y" + 3y = 5.

2y" —y + 2y = 3xe”.

y' =2y +y = 2e" + xe”.
y" + 3y" — 4y = €% cos .
Yy’ + 2y = xe® sen 1.

T

fy(4)—y:—e .

Nk W=

y" + 4y = senz cosx. ( Use sen 2z = 2senz cos )

Determine a solucao de cada PVI.

8. ¥ +3y=5:y(0)=1,y(0)=—-1.
9. y/// + y// + 3y/ + 3y — 5(32 : y”(O) —

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



236 3. EXERCICIOS DE REVISAO

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



Aula 28

Método da variacao dos

parametros

Nesta aula vamos estudar o método da variacao dos parametros, que é
usado para achar uma solucao particular de uma equacao diferencial linear

nao homogénea de grau n.

1 Conceitos basicos

Consideramos a EDO linear nao homogénea de ordem n dada pela

expressao:

Y+ an 1y + - ary +agy = g, (1)

onde ag, - ,a,_1 e g sao fungoes da variavel x.

Nosso objetivo é achar uma solu¢do particular da equacdo (1) supondo

que conhecemos a solucao geral da equagao homogénea associada.

Observacao 1
O método da variagao dos parametros ¢ muito mais geral do que o método

estudado na Aula 27. De fato, para aplicar o método nao é necessario que
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os coeficientes ag, - - - , a, sejam constantes, nem que a funcao g seja do tipo

mencionado em (2) da Aula 27.

Vamos comecar considerando o caso onde n = 2.

2 Grau n=2

Consideramos a equacao

y' + ar(x)y + ao(z)y = g(z), (2)
e supomos que
Yn(r) = c1y1(x) + caya(), (3)

onde ¢y é ¢y sao constantes, é a solucao geral da equagao homogénea associ-
ada:

y" + ar(z)y’ + ao(z)y = 0. (4)

O método da variacao dos parametros consiste, dai seu nome, em fazer variar
0s parametros ¢, c2 na solugao geral (3) para achar uma solugdo particular

de (2). Isto é, procuramos por uma solucao particular da forma:

Yp(r) = c1(2)y1 (@) + ca(x)y2(7), (5)

onde agora ¢y e ¢y sao funcgoes.

Note que as funcoes y1, y» e g sao conhecidas enquanto que as funcoes ¢,
e ¢ sa0 desconhecidas. Assim, o método da variacao dos parametros consiste

em achar fungoes ¢;(+) e co(+) tais que (5) seja solugao da equagao (2).

Comecamos calculando
Yp(z) = i (2)y1 () + ()2 () + 1 ()yi () + ca @)y (@),

e impomos uma primeira restricao nas fungoes c¢; e co:

(@)1 (z) + ¢5(@)y2(z) = 0. (6)
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De tal maneira que

Yp(7) = c1(@)y) () + ca(2)ys (). (7)
Calculamos
Yp(2) = ()1 (7) + 5 (2)ys(2) + 1 (2)yy (2) + cal@)ys (2) - (8)

Introduzindo (5), (7) e (8) em (2), obtemos
ag(x)[cr(2)y1 (z) + c2(2)y2(2)] + ar(2)[er (2) () + c2(@)gp ()] + (9)
@)y (z) + c2(2)ys () + i (2)yy (z) + (2)ya(2) = g(x).
Usando o fato de que y; e y, sdo solugoes de (4), isto é
i +a@)yh +ao(z)yn =0 e yy + ai(@)y; + ao(x)y: = 0,
obtemos, a partir de (9), uma segunda restri¢do nas fungoes ¢; e ca:
(@) (x) + &5(x)yy(x) = g(). (10)

Assim, basta achar funcoes ¢; e ¢y que satisfazam as restrigdes (6) e (10).
isto é,

(@)1 (z) + c5(x)y2(z) = 0, (11)
(@) (x) + &(@)yy(x) = g(x).

Para cada z fixado, (11) é um sistema linear de equagoes. Este sistema pode

ser resolvido, usando a regra de Cramer, da seguinte maneira:

0 oz

2 () yi(x) 0
g(z) yy(x) yi(z) g(z)
c(z) = : (1) = ———— . 12
) yi(w)  yo(w) @ yi(r) ya(x) 2
yi(x) ys(z) yi () ys(x)

Observe que o denominador de cada uma das expressoes anteriores ¢ diferente

de zero, ja que corresponde ao wronskiano W (y;(x), ya2(x)) das fungoes y; e
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Yo que sao linearmente independentes. Finalmente, integrando com respeito

de z em (12) obtemos

[ w@e@ [ m(el)
N R e rre L Rl B e L

Introduzindo estas fungdes na expressao (5) obtemos a solu¢ao particular

desejada.

3 Graun>3

O método da variacao dos parametros para o caso de uma equacao de
ordem n > 3 é totalmente analogo ao descrito na segao anterior para o caso

de uma equacao de ordem 2.

Consideramos a equagao
Y+ an 1 (2)y" Y 4+ a(@)y + ag(x)y = g(w), (14)
e Supomos que

y(z) = cipn (@) + caya(x) + - - + cuyn(),

onde ¢, ¢, -+, ¢, sa0 constantes, é a solucao geral da equacao homogénea

associada:

Y™ +a, 1 (2)y" T+ ar(2)y + ag(z)y = 0. (15)
Procuramos por uma soluc¢ao particular de (14) da forma:

yp(x) = cr(@)y1 () + co(2)y2(x) + -+ - + cn(@)yn (), (16)

onde agora ¢y, ¢, - -+ , ¢, sao funcoes.

Do mesmo jeito que foi feito na secao anterior, comegamos calculando

y]’J e impomos uma primeira restricao nas fungoes ¢y, ¢y, - -+ , Cp:

@)y (x) + ey ()ya(w) + -+ + & (2)yn(x) = 0, (17)
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de tal maneira que

Yp(x) = cr(@)yr(x) + c2(@)ya (@) + - - - + cal@)yp (). (18)
A seguir calculamos y, e impomos uma segunda restri¢ao nas fungoes cy, - - -, ¢
@)y () + (x)a(x) + - - -+ (2)yn () =0, (19)

de tal maneira que
Yp (@) = cr(@)y (x) + c2()yy (2) + -+ + @)y (2). (20)

Continuamos fazendo este processo até obter a seguinte restricao:

@)y (@) + @)y V(@) + o+ (@) V(@) =0, (21)

de tal maneira que

n— n—1 n— n—
yy" V(@) = @)y (@) ey @)+ eyl V(). (22)
Finalmente, apartir da expressao anterior calculamos y,()n) e a introduzimos
junto com (16), (18), (20), ..., (22) na equacado (14). Usando o fato de que
Y1, ,Yn S20 solugoes de (15), obtemos uma tultima restri¢do nas fungoes

C1,Co,++ ,Cp, a saber:

/

(@) (@) + y(x)ys V(@) 4+ @)y (@) = gla). (23)

Resumindo, procuramos funcoes ci,ca, -+, ¢, que satisfacam as restrigoes
(17), (19), ... , (21), (23). Isto &,

a@u(e)+  G@)y(r) +- -+ (@)ya(z) =0 (24)
a@yi(@)+  G@)y(@) +- @)y, (r) =0
=0
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Para cada z fixado, (24) é um sistema linear de equagoes. Este sistema pode

ser resolvido, usando a regra de Cramer, da seguinte maneira:

/

d) = (@M ()
' W(yl(x)ayZ(x)v"' 7yn<x>)

para 1<i<n. (25)

onde W(y1(z),y2(z), - ,yn(z)) é o Wronskiano das fungbes y1, -+ ,y, e

M, i(x) é o determinante da matriz obtida a partir de

yi(w)  ye(z) Yu()
AC BTy v ()
y V@) (@) v ()

tirando a n-ésima linha e a ¢-ésima coluna. Finalmente, integrando com

respeito de x em (25) obtemos

CIIRIC)) dr para 1<i<n .(26)

ci(x) = (_1)n+i/ W (y1(@), y2(2), - -+ yn(@))

Introduzindo estas fungoes na expressao (16) obtemos a solugdo particular

desejada.

Observacao 2
Lembre que o nosso objetivo é achar uma solugao particular de uma equacao

linear nao homogénea supondo que conhecemos a solucao geral da equacao
homogénea associada. Note que para dar uma expressao explicita de dita
solucao particular usando método da variacao dos parametros, precisamos
integrar explicitamente as expressdes em (13) ou (26). Isto nem sempre
é possivel, no entanto, sempre podemos expressar a solucao particular em

termos das antiderivadas (ver Exemplo 3).
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4 Exemplos

Exemplo 1

Ache a solucao geral de
" o m
Yy +y=tgt, O<t<§. (27)

Solucao

Sabemos que y, = ¢y cost + cpsent é solucao geral da equacao v’ +y = 0.
Assim, para achar a solucao geral de (27) basta achar uma solugdo particular
yp de dita equacdao. Usando o método de variagao dos parametros, sabemos

que
Yp(t) = c1(t) cost + co(t) sent, (28)

é uma solugao particular de (27) sempre que

senttgt costtgt
W (cost, sen t) W (cost, sent)
onde
cost sent
W (cost,sent) = =
—sent cost
Assim,

c(t) = —/senttg tdt = tgtcos t—/costsec2 tdt = sent—In(sect+tgt)+C

co(t) —/costtgtdt— /sentdt— —cost+ D.

Ja que procuramos uma solucao particular, podemos tomar C' = D = 0.

Substituindo ¢;(t) e co(t) em (28) pelas fun¢oes acima, obtemos

Yp(t) = [sent — In(sect + tgt)| cost — costsent = —In(sect + tgt) cost
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Logo, uma solugao geral de (27) é dada por
y(t) = cycost + coysent — In(sect + tgt) cost .

O

Exemplo 2

Ache a solucao geral de

y' =2 +y= (29)

1+

Solucao

Sabemos que y;, = cie’ + cote! é solucao geral da equacao y” — 2y +y = 0.
Assim, para achar a solucao geral de (29) basta achar uma solugdo particular
yp de dita equacdao. Usando o método de variagao dos parametros, sabemos

que
yp(t) = ci(t)e’ + eo(t)te’, (30)

¢ uma solucao particular de (29) sempre que

t€2t €2t
=— | ————dt t) = —dt
ai(?) / e2t(1 + t?) e o) / et(1+1¢2)

pois
et tet
W(et, te') = = e,
( ) el e(1+1)

Assim,

(t) / Log= 1t (1+#)+C

C - — = —In

! 1+ 2

e

1
co(t) = / . —|—t2dt = arctgt + D.
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Fazendo C' = D = 0 e substituindo ¢;(t) e ¢3(t) em (30) pelas fungoes acima,

temos que

1
y(t) = cre’ + cote’ + 5 In(1 + #%)e’ + arctg(t) te' .

é uma solugao geral de (29).

Exemplo 3

Ache a solucao geral de
" " / o ™
Yy’ =y +vy —y=sect, —§<t<—. (31)

Solucao

Sabemos que 1y, = cie’ + cycost + cgsent  é solugao geral da equagao

y" —y"+y —y=0. Assim, para achar a solugao geral de (31) basta achar
uma solugao particular y, de dita equacao. Usando o método de varia¢ao dos

parametros, sabemos que
Yp(t) = c1(t)e’ + co(t) cost + c3(t) sent, (32)

é uma solucao particular de (31) sempre que

1 1
c(t) = 5 /e_t sect dt, co(t) = —5 /sec t(cost — sent) dt
e
1
c3(t) = —5 [ sec t(cost + sent) dt,
pois
e cost  sent
W(e', cost,sent) = [e¢ —sent cost | = 2¢,
e —cost —sent
cost sent b sent
M;1(t) = m 1, M;s(t) = R e’(cost —sent),
—sent cost ’ e! cost
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et cost

t

= —e'(cost +sent).
e’ —sent

M3’3 (t) =

Integrando, obtemos que

ca(t) = —%[t + In(cost)] + C

c3(t) = %[ln(cos t) —t]+ D.

Embora a fun¢do h(x) = e 'sect nao possa ser integrada em termos de
fungoes elementares, podemos expressar a solu¢io geral de (31) em termos
da primitiva de h. Fazendo C' = D = 0 e substituindo ¢, (t), c2(t) e c3(t) em

(32) pelas fungbes acima, temos que
t
y(t) = cre’+cycost + czsent + (/ e ’secs ds) e’
0
1 1
_§[t + In(cost)] cost + §[ln(cos t) —t]sent .

é uma solugao geral de (31).

5 Exercicios de revisao

Encontre a solucao geral das seguintes equagoes:

y" + 9y = sec®(3t) para 0 <t < Z.
y" +4y = 3csc(2t) para 0 <t < 7.
y" 4y =sect para =% <t < J.

R

y" —y =-csct para 0 < t < 7.

Verifique que as funcoes dadas sao solugoes da equacao homogénea
associada e ache uma solucao particular usando o método da variacao dos

parametros.
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5. x%y" —2y =32 — 1 para z > 0, onde y;(z) = 2% e yo(x) = 2~ L.
e

6. z3y” yo(z) =z

23y" + 2%y — 2zy’ + 2y = 22" para x > 0, onde y;(z) = 2? -1

CALCULO 2A GMA-IME-UFF



248 5. EXERCICIOS DE REVISAO

Cristiane R. R. Argento-Freddy Hernandez CALCULO 2A



Aula 29

Equacoes de Euler-Cauchy

As chamadas equacoes de Euler-Cauchy formam um tipo especial de
equacao linear com coeficientes nao constantes que sao de resolucao simples.
Suas solugoes se expressam em termos de fungoes elementares, o que nao

ocorre, em geral, para a maioria das EDOs lineares com coeficientes variaveis.
1 Equacoes de Euler-Cauchy de segunda ordem

As equagoes de Fuler-Cauchy de segunda ordem homogéneas sao do

seguinte tipo

az?y" +bxy +cy =0, x #0. (1)
No entanto, podemos nos restringir ao caso x > 0, conforme observagao 1
abaixo.Para encontrarmos a solucao geral de (1) a ideia é, j4 que os coefi-

cientes sao poténcias de x, procurarmos solucoes do mesmo tipo. Ou seja,

procuramos solucoes do tipo

y=a" (2)
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Assim, derivando (2) e substituindo em (1), obtemos a seguinte igualdade
az®m(m — D)z*2™ 2 + bmaa™ '+ ca™ =0, x > 0,

donde

am(m — 1)z™ 4+ bma™ + ca™ =0, = > 0.

Portanto, y = ™ sera solugao de (1) se e s6 m for solugdo da equacio (3) a

seguir, dita equacao auxiliar:

am(m —1) +bm+c=0. (3)
Ou equivalentemente,

am?® + (b—a)ym+c =0

Note que o procedimento anterior funciona bem, pois a ordem de cada derivada

de (1) e o grau do mondmio que multiplica cada uma delas sao iguais.

Agora, vamos dividir em casos o estudo das raizes de (3), conforme o

sinal do A = (b — a)? — 4ac associado.
e As raizes de (3) sdo reais e distintas.

Denotando as duas raizes por my e my, encontramos duas solucoes dis-
tintas e linearmente independentes (calcule o Wronskiano!), a saber, y; (z) = 2™

e yo(z) = 2™2. Portanto, temos a solugao geral de (1), que é dada por
y(x) = 1™ + cox™2.

e A raiz de (3) tem multiplicidade 2.

Seja m = 977 a raiz de (3) com multiplicidade dois. Assim,

U1 (.CL') = T 2a
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é uma solucao de (1). A fim de encontrarmos uma outra solu¢ao linearmente
independente, vamos lancar mao do método da redu¢ao de ordem, visto na
Aula 25. Neste sentido, a segunda soluc¢ao y, é dada pela formula (8) da

referida aula e portanto, temos

b
xaT x

a— 7fa—b1d1 a— 1 a—
yQ(x):xZab/e— dx:x%b/—dx:a:ﬁlnx, x> 0.

Assim, a solucdo geral de (1) é escrita como
ab ab
y(r) =cix 2 4 cor2a Inz, x> 0.

e As raizes de (3) s@o nao reais.
Neste caso temos duas raizes complexas conjugadas, digamos m; = a + i e
mo = a — 1. Assim, chegamos as solucdes complexas
2(x) = 2P z(x) = 227,
Utilizando a formula de Euler, podemos escrevé-las como
21 (x) = x0T = gogP = goPnT — 22 cos(BInz) + iz sen(flnx),

e analogamente

zo(x) = 2% cos(fInz) — iz® sen(BInx).
Extraimos das partes real e imaginaria das solucoes complexas anteriores
duas solugdes reais linearmente independentes (verifique!) da equagdo de
Euler-Cauchy, a saber y; = z%cos(flnz) e yo = 2*sen(flnz). Logo, a

solugdo geral para (1) é

y(z) = cra® cos(flnz) + cox*sen(flnx).
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2 Exemplos

Exemplo 1

Resolva a equacao de FEuler-Cauchy
22y —2xy — 4y =0, > 0. (4)

Solucao

Buscando uma solucao do tipo y = 2™, obtemos a equacgao auxiliar
2 —
m-—3m—4=0,

cujas solucoes sao m; = —1 e my = 4. Portanto, pelo visto anteriormente, a

solucdo geral de (4) & y(x) = iz + o2t

Exemplo 2

Resolva a equacao de Fuler-Cauchy
4o’y +8xy +y =0, x > 0. (5)

Solucao

Buscando uma solucao do tipo y = 2™, obtemos a equacao auxiliar
4m? +4m+1=0,

que tem uma raiz real com multiplicidade dois dada por m = —1/2. Portanto,
pelo visto anteriormente, a solucdo geral de (5) é y(z) = ;a2 +cor™ 2 Inz.

4

Exemplo 3

Resolva a equacao de Euler-Cauchy

%y + 3xy +3y =0, 2> 0. (6)
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Solucao
A equacao auxiliar

m?+2m +3 =0,

tem raizes nao reais m; = —1 4+ ivV2 e my = —1 — /2. Portanto, a solucao

geral de (6) é dada por y(z) = c;z~ cos(v2Inx) + ozt sen(v2Inz).

Exemplo 4

Resolva a equacao de Euler-Cauchy nao homogénea
2%y +3xy +y=Inxz, x> 0. (7)

Solucao
Vamos resolver a EDO homogénea associada e usar o método de variagao
dos parametros da Aula 28 para encontrar a solugao geral de (7). A equagao

auxiliar tem m = —1 a tnica raiz real com multiplicidade dois, portanto a
solucao geral da homogénea associada é yp,(z) = c;z™! + coz ™ Inw. Agora,
usando a expressao (13) da Aula 28, temos que uma solugao particular para
(7) é dada por

Yp(z) = cr1(@)z™ ' + co(z)r  Inz, (8)

onde

x2lnz.x ting x2lnx 7!
cl(:L’):—/VV< dx CQ(x):/W( dx . (9)

r nz,z71) rl nz, z71)

Logo, calculando o wronskiano, simplificando e integrando por partes as ex-

pressoes de (9) para c¢;(x) e cz(x), obtemos
c(z)=—zln®r+2zlnr — 27 e c(z) =rIns — . (10)
Logo, substituindo (10) em (8), a solucao geral de (7) é

y(x) =ciz '+ er ' lne+Inx — 2,1 > 0.
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0

Observacao 1
Se y(z) é a solugao de uma equacdo de Euler-Cauchy para x > 0, entdo a

funcao y(—=z), para x < 0 é a solucdo geral da mesma equagao para valores
negativos de z. Portanto, y(|x|) é a solucao geral da equacao estudada para

todo = nao nulo. Assim, por exemplo, a solugdo geral de (6) valida para
x#0¢éy(x) = c|r| " cos(v2In|z|) + coz| ' sen(v/21n |z]), que também se
escreve como y(x) = ciz " cos(v21n |z]) + ez sen(v/21n |z]).

3 Equacoes de Euler-Cauchy de ordem n > 3

Em geral, as equacoes de Euler-Cauchy de ordem n homogéneas sao

escritas como

anxny(n) + an_ll,n—ly(n—l)

+ .. +arxy +agy = 0,2 > 0.

Para resolvé-las, podemos pensar como na secao anterior e procurar
solugoes do tipo y = 2™, obtendo uma equacao auxiliar. Porém, vamos
tomar um caminho um pouco diferente e usar a mudanca de variavel z = e
que transforma a EDO de Euler-Cauchy, com variavel independente z > 0,
numa EDO linear com os coeficientes constantes, na variavel independente
t, que ja foram estudadas na Aula 26. Esse novo método também pode ser
aplicado as equacoes de Euler-Cauchy de ordem 2.

Por simplicidade, vamos aplicar a mudanca de variavel x = e & equacao de

Cauchy-Euler de ordem n = 3:

d’y d*y dy
3 2 _
asx ﬁ—l—agx @jtalx@%—aoy—(],x > 0. (11)
: ) dt 1 .
Sabemos que x = €' se e s6 se t = Inz, donde priai Usando a ultima
r

expressao, vamos escrever as derivadas de y em relacao a x em funcao das
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derivadas de y em relagdo a t e substituir em (11). Assim, temos pela Regra
da Cadeia

dy _dydt _dy1

== = ) 12
dx dt dx dt x (12)

Derivando novamente e usando (12), temos usando também a regra da derivada

do produto
By _dyl gl 1 [Ey -
de?  dt22?  dt2® 22 [dt2 dt]’
Efetuando a derivada de (13), obtemos
dy 1 [dyl dyl) 2 [dy dy) _
ded3 22 |dB3x  di?x o3 | dt2 dt|
(14)

s gty

1 [ddy  _d*y _dy
dt3 dt? dt |’

Substituindo (12), (13) e (14) em (11), obtemos a EDO linear de ordem 3

com variavel dependente ¢, cujos coeficientes sao constantes

d3 2

d d
agd—tg+(a2—3a3)#+(2a3_a2+a1>d_3;+a0y:0’t€R' (15)

Logo, resolvemos (15) e voltamos a variavel z original fazendo ¢t = Inx na

solugdo geral que encontrarmos para (15). Observe os exemplos a seguir.

Exemplo 5

Resolva a equacao de Euler-Cauchy
23y" + 62%y" + Ty +y =0,z > 0. (16)

Solucao

m = —1 com multiplicidade 3. Usando a mudanca de variavel x = e,
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como az = 1,as = 6,a; = 7 e ag = 1, de (15), obtemos a EDO na variavel ¢

de coeficientes constantes
y" () + 3y"(t) + 3y’ (t) + y(t) = 0,t € R. (17)

A equacdo caracteristica associada & EDO anterior ¢ 22 + 322 + 32+ 2 = 0,
que tem A = —1 sua Unica raiz com multiplicidade 3. Portanto, pelo visto

na Aula 26 a solucao geral de (17) é
y(t) = cre™" + cote™ + cst’e t € R.

Voltando a variavel x via t = In x, obtemos

a o c c
y(2) = =4+ 2lnz+ -z
r T

que é a solucao geral de (16) para = > 0.

Exemplo 6

Resolva a equacao de Euler-Cauchy nao homogénea

l,3y/// + 31'2:1// + gjy/ —y= In x, T > 0. (18)

Solucao
Fazendo a mudanga de variavel x = €', usando (15), obtemos a EDO de

coeficientes constantes na varidvel real ¢
y'—y=t (19)

A equagao caracteristica associada &8 EDO homogénea de (19) ¢ 2 — 1 =0,

—1+1iV3 —1—4V3
YT e = — %
2 2
visto na Aula 26 a solugao geral da EDO homogénea associada a (19) é

que tem raizes Ay =1, Ay = . Portanto, pelo

3 3
yn(t) = cre! + cpe™/? Cos(gt) + cze” /2 sen(\/T_t), teR.
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Usando o método dos coeficientes a determinar da Aula 27, procuramos uma
solucao particular do tipo y,(t) = At + B, que substituindo em (19) implica
em A= —1e B =0. Assim, a solugao geral de (19) é

V3

3
y(t) = cre’ + coe 2 cos(\/?—t) + czet? sen(7t) —t,t eR.

Retornando a varidvel =, obtemos a solucao geral de (18)

1 3
y(x) =1z + co—=cos(— Inx) + c3— sen(T Inz) —Inz, x> 0.

N NG
U

Observacao 2
e O problema acima poderia ter sido resolvido na variavel x diretamente,

procurando solucoes do tipo ™ e recorrendo a equacao auxiliar
m(m—1)(m—2)+3m(m—-1)+m—-1=m—1)[m(m—-2)+3m+1 =0

para determinar a solucao geral da EDO homogénea associada. Para fi-
nalizar, uma solugao particular para (18) seria calculada usando o método

de variacao dos pardmetros da Aula 28.

e Se utilizarmos o método de solu¢ao em que procuramos uma poténcia de x
como solucao e a equacao auxiliar tiver raizes com multiplicidade maior do
que um, em vez de multiplicarmos as solucoes por poténciar de x para gerar-
mos novas solucoes, como foi feito na Aula 26, multiplicamos por poténcias

de Inz. Observe o exemplo 5.

e As equacoes de Euler-Cauchy aparecem em certos problemas fisicos envol-
vendo a conducao de calor num disco. Tais problemas, quando modelados
matematicamente, dao origem a uma importante Equac¢ao Diferencial Par-
cial, chamada Fquacao de Laplace, sujeita a condicoes de contorno. Esse
problema é conhecido como Problema de Dirichlet e suas solugoes sao obti-
das através do estudo de classes de EDOs, dentre elas as equacoes de Euler-

Cauchy. Para maiores detalhes, consulte o capitulo 10, secao 7 da referéncia

2].
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4 FExercicios de revisao

Resolva as seguintes equacoes para x > 0.

1. 2% + 122y + 9y = 0.
2. 2%y + 5xy + 4y = 0.
3. 22%y" +3xy —y=0.
4. 239" — 32%y" + 62y — 6y = 0.
5. 23y + 2%y’ — 2xy + 2y = 22",
6. Resolva a EDO 22y” — 22y + 2y = 322 + 2Inx, > 0, usando:

a) a mudanca r = e';

b) a equagao auxiliar associada.

7. Resolva a EDO (z — 1)%y” — 2(x — 1)y’ + 2y = 0, > 1, usando:

a) a mudanca t = x — 1;

b) procurando solugoes do tipo y(x) = (x — 1)™.
8. Determine todos os valores de o para os quais todas as solucoes de

22y + axy + (5/2)y = 0,2 # 0

tendem a zero, quando x — 0.
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Aplicacoes das Equacoes de
Segunda Ordem

Vamos estudar algumas aplicagoes das Equacoes Diferenciais Lineares

de segunda ordem.

1 Sistema Massa-Mola

Alguns problemas fisicos, quando modelados matematicamente sao idén-
ticos. Por exemplo, o movimento de uma massa ligada a uma mola e a cor-
rente elétrica num circuito simples em série sao descritos pela solucao de um

mesmo PVI do tipo
az” +bx' +cr = g(t), y(to) = vo, y'(to) = y1.

Considere uma massa m suspensa na extremidade de uma mola heli-
coidal vertical. Suponha que sem a massa o comprimento da mola seja [, veja
a Figura 1 a seguir. A massa provoca uma distensao s da mola na dire¢ao
para baixo, tomada como positiva. No ponto onde a massa se liga a mola ha
duas forgas atuando, uma é o peso P da massa (P = mg, com g ~ 9,8m/s?)

e a outra é a forca R restauradora da mola, que segundo a Lei de Hooke

é oposta ao alongamento e proporcional & distensao s da mola. Ou seja,

259
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R = —ks, com k > 0 constante de proporcionalidade que caracteriza a mola.

s+

Figura 1: A figura mostra a mola inicialmente sem a massa, depois a massa é presa e a mola sofre uma
distensdo. Finalmente, o sistema massa-mola é puxado para baixo e sofre distensao total s + x.

Quando a massa estd em equilibrio, temos
ks = mg. (1)

Se deslocarmos a massa m de z unidades de sua posi¢ao de equilibrio e

a soltarmos, teremos a posi¢do da massa dada por z(t) e a dindmica do

movimento dada pela 2% Lei de Newton:
F =ma=ma"(t),
donde
mx"(t) = —k(s + x(t)) + mg + f(t), (2)

onde f(t) é uma for¢a qualquer que atua no movimento, além das citadas, e
o sinal negativo em —k(s + z(t)) se deve ao fato de que esta forca é oposta

ao movimento. Substituindo (1) em (2), obtemos a EDO do sistema

ma” (t) + ka(t) = f(t). (3)
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Ressaltamos que deslocamentos z abaixo da posi¢do de equilibrio (origem)
serd positivo e acima desta posicao serd negativo.

Agora, vamos estudar (3) para diferentes tipos de fungoes f.

A- Movimento Livre Nao-Amortecido (ou Harmoénico Sim-

ples).
ma” (t) + kxz(t) = 0, (4)

nesse caso, f(t) = 0 e as Unicas forcas que atuam no sistema sao o peso da
massa m e a forca restauradora da mola. Como m, k > 0 (4) tem a seguinte

solucao geral

z(t) = ¢y cos(v/ k/mt) + cysen(+/k/mt
(t) (Vk/mt) + (Vk/mt) )

= ¢1 cOs wt + co sen wt,
onde w = \/k/m é dita a frequéncia natural do sistema, T = 27 /w o periodo

(o tempo que leva para o movimento se repetir) e f = 1/T a frequéncia de
oscilagao (o nimero de ciclos completos por segundo).

Escolhendo ¢, tal que cos¢ = ¢;/R, ¢co = Rsen¢ onde R = \/m e por-
tanto tg ¢ = ca/c1, podemos reescrever (5), utilizando a formula do cosseno

da soma, como
z(t) = Rcos(wt — ¢), (6)

em que ¢ ¢ o angulo de fase (verifique!). De (6) fica claro que R é a amplitude

do movimento.

Observacao 1
e A equagao (4) é irrealista, pois raramente (ou nunca) é atingida na pratica,
pois sempre ha uma forca de retardamento ou amplificadora atuando.

e No modelo massa-mola anterior nao se levou em conta o desgaste da mola.
Em geral, a medida em que a mola ¢ utilizada sua “constante de elastici-

dade” k pode decrescer com o tempo. Assim, poderemos ter modelos em

que K(t) = ke™®, a > 0. Ou ainda, a “constante de elasticidade” podera
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ser crescente do tipo K(t) = kt, k > 0, se, por exemplo, o sistema estiver
num ambiente em que a temperatura caia rapidamente. Note que nos casos
descritos anteriormente as EDOs resultantes possuem coeficientes nao cons-
tantes e portanto nao podemos resolvé-las pelos métodos abordados nesse
curso. Em particular, se K(t) = kt, vamos obter uma EDO conhecida como
equagao diferencial de Awry, cujas solucdes sdo encontradas usando séries
de poténcias. Para maiores informacoes pode-se consultar a referéncia [10],

capitulos 5 e 6.

Exemplo 1

Resolva e interprete a solucao do PVI abaixo:
" +4x =0, z(0)=38, 2/(0)=0. (7)

Solucao
Usando a equacao caracteristica vista na Aula 26, obtemos a solugao geral
da EDO em (7)

x(t) = c1 cos 2t + co sen 2t.

Utilizando as condic¢oes iniciais dadas, obtemos ¢; = 8 e ¢ = 0, donde a
solucao do PVTI é

x(t) = 8cos2t. (8)

Observe que as condic¢oes iniciais significam que a mola é puxada 8 unidades

abaixo da posicao de equilibrio e é solta com velocidade zero (quando o

sistema estd em repouso). A equacdo do movimento do sistema (8) nos
mostra que o mesmo permanece em movimento indefinidamente com a massa
oscilando entre 8 unidades abaixo da posicao de equilibrio z = 0 e 8 unidades
acima da posi¢ao de equilibrio. O periodo de oscilagdo é T = 27/2 = 7

segundos, como nos mostra a figura (2). o

Exemplo 2
Uma massa pesando 3kg distende uma mola em 4cm. Se a massa for deslo-

cada de mais 2cm e depois posta em movimento, com um velocidade para
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x(t) = 8cos2t

Figura 2: Equagao do movimento do exemplo 1. O ponto A é a posi¢do inicial; o B é a primeira vez que
a massa passa pelo ponto de equlibrio; no C' a massa esta 8 unidades acima da posigdo de equlibrio; no D
passa novamente pela posi¢ao de equlibrio; no E retorna & posigao inicial. O tempo que leva para retornar
4 posicdo inicial é o perfodo m do movimento (de A a E).

cima de 20cm/s, determine a posi¢ao do corpo nos instantes posteriores, a

amplitude, periodo e a fase do movimento.

Solucao

De acordo com (1) podemos calcular a constante k da mola. Entdo 4k = 3g,
3 29,4

donde k = Zg ~ T’ = 7,35N/em. De (2), obtemos a EDO

32" (t) 4 7,35x(t) = 0.

Aplicando as condicoes dadas no problema, temos que no instante inicial

z(0) = 2 e 2/(0) = —20. Portanto, formamos um PVT cuja solucao é (veri-
fique!)
20
z(t) = 2cos /2,45t — ——=sen /2, 45t. 9)

V2,4

Agora vamos escrever (9) na forma (6), assim w = /2,45 ~ 1,57,

R =/22+(20//2,45)2 ~ 12,93, cos = 2/R > 0 e sen¢ = —20/+/409,8 < 0.
—10
2,45

Dai, ¢ é um angulo do 4° quadrante, tal que tg¢ = ~ —6,39, donde

— arcte(—

~—

) ~ —1,42rad (aproximadamente -81°). Logo, para R e
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¢ calculados acima, temos
z(t) = Rcos(wt — ¢) ~ 12,93 cos(1,57t + 1,42),t > 0 (10)

De (10) temos amplitude R ~ 12,93; o periodo T' = 27/w ~ 4,01; a fase
¢ ~ —1,42rad. Observe o grafico de (9) na figura (3).

16T

20
x(t) = 2cos /2,45t —

N seny/2,45t ~ 12,93 cos (1,57t + 1,42)

161 Amplitude R >~ 12,93 periodo T~ 4,01

Figura 3: Equacdo do movimento do exemplo 2. O periodo ¢ a distancia entre dois minimos (ou maximos)
consecutivos. A amplitude é a distancia entre o eixo e um minimo (ou méaximo).

B- Movimento Livre Amortecido.

Neste tipo de sistema ha uma for¢a de amortecimento (oposta ao movi-
mento) atuando no sistema. Vamos supor que tal for¢a é proporcional a

velocidade da massa, portanto em (3) temos f(t) = —vya/(t), com v > 0.
Logo, a EDO do sistema ¢

ma” (t) + ~va'(t) + kx(t) = 0. (11)
As raizes da equagao caracteristica associada a (11) sdo

—y+VA —y = VA
it e e R Wt B e

2m 2m

A

onde

A =~2 — 4km. (12)
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Dependendo do sinal de (12), a solugao geral tera uma das formas que estu-

daremos a seguir.

12 Caso: sistema superamortecido, A > 0.

—v+VA —=vA _at VA VA
x(t) = Cle( 3m )t + et 2m )t — e 2m [Clet 2m 4 coe t2m]

O termo e~ 3m junto com o fato de que v > v/ A implicam num amortecimento

suave sem oscila¢do. No limite, quando ¢t — oo, temos z(t) — 0.

22 Caso: sistema subamortecido, A < 0.

Jv—A s
x(t) = e’%[cl cos [ t——— | + casen | t——|].
2m 2m
Como as fungodes seno e cosseno sdo limitadas e v > 0, temos que z(t) — 0,
quando t — oco. Porém, o movimento é oscilatorio, com a amplitude diminu-

indo a medida em que o tempo passa e tende a parar.

32 Caso: sistema criticamente amortecido, A = 0.

x(t) = cie” I + cyte” o

As solucoes passam novamente pelo ponto de equilibrio no méximo uma vez,
pois possuem no maximo um extremo local para t > 0. Neste caso, qualquer
decréscimo na forca de amortecimento resulta em um movimento oscilatorio
e o sistema fica subamortecido, jA que se v diminuir, o A associado fica
negativo. Analogamente, se a forca de amortecimento aumentar, teremos
um sistema superamortecido. Por isso, o comportamento do sistema ¢ dito

critico.

Observacao 2
Em muitas aplicagoes a forca de amortecimento é proporcional ao quadrado

da velocidade. Note que em tal caso, a EDO que se obtém é nao linear.
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Exemplo 3

(Sistema superamortecido)Resolva e interprete a solu¢ao do PVI abaixo:

11
" 4 62’ + Vi 0, z(0)=5, 2/(0)=1. (13)
Solucao
Utilizando a equagao caracteristica, vemos que as solugoes sao \; = —1/2 e

Ay = —11/2. Logo, a solugao geral da EDO (13) é dada por
2(t) = cre? 4 cpe 12,

Impondo as condigoes iniciais, a solu¢aé do PVI (13) é

o7 7
2(t) = Ee_t/z -0 11t/2.

A solucao acima representa o movimento de um sistema massa-mola em que
a massa é liberada inicialmente de uma posicao 5 unidades abaixo da posigao
de equilibrio a uma velocidade de lunid/seg para baixo. O grafico pode ser
tragado estudando o sinal das derivadas primeira e segunda, onde também
podemos verificar que a massa nao passa mais pela posicao de equilibrio,
porém tende & mesma apo6s um intervalo suficientemente grande de tempo,

veja a figura (4) a seguir.

Figura 4: Grafico da equagdo do movimento do exemplo 3. O ponto A tem abscissa t = % e indica

o maximo absoluto da funcéo, isto é, sua ordenada z ~ 5,01 é a amplitude maxima do movimento, que
ocorre abaixo da posicdo de equilibrio.
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Exemplo 4

(Sistema subamortecido) Resolva e interprete a solu¢ao do PVI abaixo:
2"+ 22"+ 102 =0, z(0)=-2, 2/(0)=0. (14)
Solucao
Utilizando a equacao caracteristica, vemos que as solugoes sao A\y = —1 + 3¢
e Ay = —1 — 3i. Logo, a solugdo geral da EDO (14) é dada por
z(t) = e [y cos 3t + ¢y sen 3t).
Impondo as condigbes iniciais, a solugad do PVI (14) é

2
z(t) = e '[~2cos 3t — 3 sen 3t],

ou alternativamente, procedendo como em (6), podemos escrever

onde ¢ = arctg(1/3) + 7 ~ 3,46 & um angulo do 3° quadrante. A mola ¢
comprimida de 2 unidades e solta com velocidade nula. A figura 5 mostra
que a solucao oscila passando pelo ponto de equilibrio infinitas vezes com a

amplitude diminuindo a medida em que o tempo passa, tendendo a parar.

Figura 5: Grafico da equagao do movimento do exemplo 4.
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0

Exemplo 5
(Sistema criticamente amortecido) Resolva e interprete a solu¢ao do PVI

abaixo:

2" + 62 + 92 =0, z(0)=3, 2/(0)=—15. (15)

Solucao
A equacao caracteristica possui uma tnica raiz com multiplicidade dois, a

saber A = —3. Logo, a solucao geral da EDO (15) é dada por

z(t) = e ey + cot]. (16)
Impondo as condigoes iniciais em (16), a solugdo do PVI é

z(t) = e 3[3 — 6t].

A mola é distendida de 3 unidades e solta com velocidade de 15 unidades por
segundo para cima. A solucao se anula se e s6 se 3 — 6t = 0, ou seja, quando

t =1/2,ja que e > 0. E tende a zero quando ¢ — oo, confira a figura 6.

T

0 0>—4+—15 2 25 3
t

Figura 6: Grafico da equag¢ao do movimento do exemplo 5.
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C- Movimento Forgado.

Esse tipo de movimento ocorre quando ha uma forga externa ¢(t) agindo
no sistema, causando uma oscilacao vertical no suporte da mola. Portanto,

de (3) a EDO do sistema se escreve como

ma'(t) + ya'(t) + kx(t) = g(t),
onde v pode ser nula, se nao houver for¢a de amortecimento atuando.
Exemplo 6

(Movimento for¢ado e amortecido) Resolva e interprete a solucao do PVI

abaixo:

" + 62" + 10x = 15cos4t, x(0) =1, 2'(0) =0. (17)

Solucao
A EDO homogénea associada a (17) possui como solucao geral
xy(t) = e ¥ (ci cost + cysent).

Utilizando o método dos coeficientes a determinar da Aula 27, procuramos
uma solucao particular do tipo

zp(t) = Acosdt + Bsen4t. (18)

Derivando (18) duas vezes e substituindo em (17), obtemos A = —5/34 ¢
B = 10/17, donde xz,(t) = —5/34cos4t + 10/17sen4t. Assim, a solucao
geral da EDO em (17) é

x(t) = e *(cy cost + cysent) — 5/34 cos 4t + 10/17 sen 4t.
Impondo as condigoes iniciais, obtemos a solu¢ao do PVI (17)

39 109 ) 10
— o327 - — —cosdt + — 4. 1
z(t) =e (3400875—{— 1 sent) 34 08 t+17sen t (19)

A solucao anterior é composta por dois termos, o primeiro

39 10
3t(3—4 cost + 37 Sen t)

e
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fica bem proximo de zero para t > 2 e tende a zero quando t — oo e por isso

¢ chamado de transiente (ou transitério). O segundo termo

5 10
Y] cos 4t + T sen 4t

é oscilatorio e periodico, dito termo estaciondrio. Observe o grafico a seguir
que mostra a solucao (19) do PVI (17) em preto e em vermelho o grafico da
parte estacionaria da solucdo z,(t). Ap6s um tempo t = 2, por exemplo, 08
dois graficos sao quase iguais, sendo portanto desprezivel a acao do termo

transiente.

O

Figura 7: Grafico da equagao do movimento do exemplo 6 em preto e o grafico da solucdo particular
estacionaria z,(t) em vermelho e pontilhado.

Exemplo 7

(Movimento for¢ado sem amortecimento) Resolva o PVI abaixo:
2" + W’z = Fysen Bt, z(0) =0, 2/(0) =0, (20)
onde Fy é constante e w # 3

Solucao

A EDO homogénea associada a (20) possui como solugao geral

xp(t) = ¢1 coswt + co sen wt.
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Utilizando o método dos coeficientes a determinar da Aula 27, procuramos

uma solucao particular do tipo
x,(t) = Acos Bt + Bsen [3t, (21)

pois w # (. Derivando (21) duas vezes e substituindo em (20), obtemos
Fo

A:OeB:m7

donde

F
z,y(t) = FOW sen [3t.

Assim, a solucao geral da EDO em (20) ¢

EF
x(t) = ¢ coswt + o senwt + % sen [3t.
w

—p
Impondo as condigoes iniciais, segue que a solucao do PVI é

Fo
=L

[wsen Bt — (3 sen wt].

O

Exemplo 8
(Ressonancia pura) Resolva a EDO em que a frequéncia de vibra¢ao livre do

sistema (w/2m) é igual a frequéncia da for¢a externa aplicada (3/2m).
" +w’r = Fysenwt, x(0) =0, 2/(0)=0, (22)
onde Fy é constante.
Solucao
A EDO homogénea associada a (22) possui como solu¢ao geral

xp(t) = ¢1 coswt + co sen wt.
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Utilizando o método dos coeficientes a determinar da Aula 27, procuramos

uma solucao particular do tipo
x,(t) = At coswt + Bt senwt, (23)

E
Derivando (23) e substituindo em (22), obtemos A = —2—0 e B =0. Assim,
w

a solucao geral da EDO em (22) é igual a

Fy
x(t) = ¢1 coswt + co senwt — 2—75 cos wt.

w
. L Fy .
Utilizando as condicoes iniciais, obtemos ¢; =0 e ¢ = 20 Logo, a solugao

w
do PVI é
F
2(t) = —% senwt — —2t cos wt.
2w? 2w

Neste caso, quando t — oo, temos que os deslocamentos da mola se tornam
? J

grandes, crescendo sem limite (|z(27/w)| — o0). Tal fato caracteriza uma

quebra do sistema mecéanico, fenémeno conhecido como ressondncia pura.

Veja um grafico tipico desta situacao a seguir.

2001 ¥

,.,A'.'A‘A'l'l?l‘l'l"""" Il I ‘ ‘ ' l ‘ l ‘ i
QL)

@
8

3
8

a
8

=3

&9
3

3
3

Figura 8: O grafico mostra o estado do sistema do exemplo 8 em ressonancia.
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Observacao 3
e Note que utilizando a Regra de L’Hospital, a solucao do exemplo 8 ¢é igual

ao limite da solucao do exemplo 7, quando 3 — w. Esse processo de limite
¢ analogo a sintonizar a frequéncia da forca externa com a frequéncia de

vibracoes livres.

e Exemplos histéricos de efeitos destrutivos causados pela ressonancia sao
a queda de dois avioes nos Estados Unidos, entre 1959 e 1960, devido a
oscilacoes descontroladas das asas, o que culminou com a perda das mes-
mas em pleno véo. Também, soldados nao passam marchando sobre pontes,
para evitar qualquer possibilidade de ressonancia. Para maiores informacoes,
veja o capitulo 5 e o ensaio sobre “O colapso da ponte Tacoma Narrows” da

referéncia [10].

e O fenomeno de ressonancia nem sempre é destrutivo. Por exemplo, num
circuito elétrico o fendmeno de ressonéncia é o que permite sintonizarmos o

radio na nossa estacao preferida!

2 Exercicios de revisao
Interprete fisicamente cada problema nos itens de 1 a 3 e sua solucao.
1. 2" 4252 =0, 2(0) = —2, 2/(0) = 10.

2. 0,12" + 10z =0, z(0) = 2/(0) = 1

3. %x” +22' 42 =0,2(0)=0, 2/(0) = —3/2.

4. Uma massa de 125g é atada a uma mola de constante elastica igual a
2N/m. O meio oferece uma resisténcia ao movimento do peso de mo-
dulo igual a velocidade instantanea. Se a massa parte de um ponto
0,5m acima da posi¢ao de equilibrio com uma velocidade de 8m/s para
baixo, determine o instante em que a massa passa pela primeira vez

pela posicao de equilibrio. Determine o instante em que a massa atinge
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seu deslocamento extremo em relacao ao ponto de equilibrio. Qual a

posicao da massa nesse instante?

5. Um peso de 312,5g é atado a uma mola cuja constante de elasticidade
é igual a 5N/m. A massa estd acoplada a um dispositivo de amorte-
cimento que oferece um resisténcia igual a § > 0 vezes a velocidade
instantanea. Determine os valores da constante 3 que produzem um
movimento a) superamortecido; b) subamortecido; c¢)criticamente amorte-

cido.

6. Uma massa de 1kg é presa a uma mola que tem constante de elasticidade
igual a 5N/m. A massa ¢ solta 10cm abaixo da posigdo de equilibrio
com uma velocidade de 5¢m/s para baixo. O meio em que o sistema
estd imerso oferece uma forca de resisténcia numericamente igual ao

dobro da velocidade instantanea.

a) Encontre a equagdo de movimento se a massa sofre a acao de uma

forca externa igual a f(t) = 12 cos 2t 4 3 sen 2t;

b) Esboce os gréficos das solugoes transiente e estacionaria no mesmo

eixo coordenado.

1
7. A equacao Lq¢" + —q = 0 descreve um sistema L-C ( com indutor e

C

capacitor), em que ¢(t) é a carga no capacitor para t > 0. Sabendo
que a corrente elétrica i(t) é igual a derivada da carga no capacitor,
determine a carga e a corrente no circuito. Suponha que inicialmente

a carga ¢é igual a 1 coulomb e nao ha corrente circulando no circuito.

8. Num péndulo simples o deslocamento angular 6 é descrito pela equacao

nao linear

at%%%nezo,

em que [ é o comprimento da haste do péndulo e g a aceleracao da
gravidade. Para pequenas oscila¢ées pode-se aproximar o sen 6 por 6 e

considerar a EDO linear

m+%ezq
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o que mostra que o péndulo apresenta movimento harmonico simples.

Resolva a EDO linear acima e mostre que o periodo de oscilacao do

péndulo para pequenas oscilagoes é igual a T' = 277'\/%.
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