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Lineariza¢do e diferenciais

As vezes, podemos aproximar fungées complicadas usando funcées ma:
simples que, além de serem mais ficeis de trabalhar, fornecem a precisa
' desejada para aplicagdes especificas. As funcdes de aproximacio discutizz
. nesta se¢do sio denominadas linearizacées e se baseiam em retas tange- =,
: ' Outras fungdes de aproximacdo, como os polinémios, serdo discutidaz =
Capitulo 11, no volume I1.

Vamos apresentar as novas varidveis dx e dy, chamadas diferencia= -
defini-las de um modo que transformaré a notacio de Leibniz para a derfvza
dy/dx em uma verdadeira razdo. Usaremos dy para estimar o erro da mez.a
e a sensibilidade de uma fungfo a variagio. A aplicacio dessas idéias va: mus
dar, entdo, uma prova precisa da regra da cadeia (Secdo 3.5).

Linearizagdo

Como vocé pode ver na Figura 3.56, a tangente & curva y=xficaperz z
curva préximo ao ponto de tangéncia. Em um pequeno intervalo, de cadz .u
do ponto, os valores de y ao longo da tangente fornecem boas aproxirtac e
para os valores de y na curva. Observamos esse fendmeno amplianz: »
dois graficos no ponto de tangéncia ou analisando as tabelas com ve. -
da diferenca entre f(x) e sua reta tangente préximo & abscissa do porzm &
tangéncia. Localmente, toda curva derivével se comporta como uma rez

3 0 -
0
y=x%esua tangente y = 2x — 1 em (1, 1). A tangente e a curva bem préximas.
perto de (1, 1).
1,2 1,003

0,8 11,2 0,997 L Jiy
0,8 ’ 0,997

A tangente e a curva muito préximas A tangente € a curva ainda mass T,

a0 longo de todo o intervalo x A tela do computador ndo comsems

apresentado. distinguir a tangente da curva ness

intervalo de x.

FIGURA 3.56 Quanto mais ampliamos o grafico de uma funcio oo
a um ponto onde a fun¢do é derivével, mais “reto” o grafico se torne = =
se assemelha 4 sua tangente.

- Em geral, a tangente a y = f(x) no ponto x = 4, onde £ ¢ derivive Zmm
3.57) passa pelo ponto (g, f{a)), entdo sua equagio é

y=fa)+f(a)(x-a)




¥ = f(x)

34 3.57 Atangentea curva y = f(x)

mz=aéaretay=fla)+f(a)(x - a).

. 0 0,1 0.2

~ -ZRA 359 Vista ampliada da
amesz da Figura 3.58.

Coeficiente
angular = f(a)

i
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Assim, essa reta tangente é o gréfico da funcéo linear

L(x) = fla) + f(a)(x - a)
Enquanto essa reta permanecer préximo ao grafico de f, L(x) fornecera
uma boa aproximacio de f{x).

Defini¢des Linearizagio, aproximagio linear padrio
Se f € derivavel em x = g, entdo a fungéo aproximacio
L(x) = fla) + f(a)(x - a)
¢ a linearizagio de fem a. A aproximacio
flx) = L(x)
de fpor L é a aproximagio linear padrio de fema. Opontox=aéo
centro da aproximacio.

EXEMPLO1 Determinando uma linearizacio

Determine a linearizagdo de f{x) = V1+x quando x =0 (Figura 3.58).

—> X

-1 0 1 2 3 4
FIGURA 3.58 O gréfico de y =v1+ x e sua linearizacio-

quando x = 0 e x = 3. A Figura 3.59 apresenta uma vista
ampliada na regido destacada ao redor de 1, no eixo y.

*  SOLUCAO Como

# fx) = (1 + x)fl/z

B =

temos que f{0) =1, f(0) = 1/2, o que leva 4 linearizacio

L(x)=f(a)+f’(a)(x—a)=l+%(x—-0)=1+%

Veja a Figura 3.59.

Observe como a aproximagio Vitx =1+ (x/2) do Exemplo 1 ¢ precisa
para valores de x préximos de zero. Conforme nos afastamos de zero,
perdemos a precisio. Por exemplo, para x = 2, a linearizagdo fornece 2 como
a aproximagio de /3 , que néo é exata nem para uma unica casa decimal.

Aproximacio Valor real Valor real — aproximacio
Vigm1+%2 =110 1,005445 <1072
V1,05 ~ 1 + % = 1,025 1,024695 <1073

V1,005 ~ 1 + O’g& = 1,00250  1,002497 <107
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Nio se deixe iludir pelos célculos anteriores, pensando que qualque
* coisa feita por meio da linearizacio serd melhor se for feita com um:z
' : . : calculadora. Na pratica, nunca utilizariamos a linearizagdo para determinz:
uma raiz quadrada. A utilidade da linearizagdo estd em sua capacidade o=
substituir formulas complicadas por uma mais simples ao longo de u=
intervalo de valores. Se precisassemos trabalhar com Jitx para x préxime z
0 e pudéssemos tolerar o pequeno erro envolvido, em vez disso, poderfamcs
trabalhar com 1 + (x/2). Obviamente, precisamos saber qual o tamanho a:
erro. Falaremos mais sobre estimativa de erro no Capitulo 11, Volume II.
Uma aproximagio linear normalmente perde a precisio longe o=
seu centro. Como a Figura 3.58 sugere, a aproximagao Vi+x =1+ (x2
; provavelmente é imprecisa para ser usada préximo a x = 3. Nessa regia:.
f ' precisamos saber a linearizagéo quando x = 3.

EXEMPLO 2 Determinando uma linearizagdo em outro ponto

Determine a linearizacdo de f(x) = v1+ x quando x = 3.
SOLUCAO Calculamos a equagio definindo L(x) em a = 3. Com

' - 1
=2 fE =50+ =5

x=3

. -temos que

gl gy 234X
L(x)—2+4(x 3)—4+4

Quando x = 3,2, a linearizagio do Exemplo 2 fornece

Vitz=V1I+32~= % + 332 — 1,250 + 0,800 = 2,050

SRS IR i TR S S

e

AR

X - que difere do valor real v4:2 ~ 2,04939 em menos-de um milésimo. -
1L : linearizacdo do Exemplo 1 fornece :

/ \ﬁ+x;m3,2wl+%=l+-&,6=2,6

x um resultado que estd errado em mais de 25%.

0

ISIE]

y =cosx

y=-x+ g : EXEMPLO 3 Determinando uma linearizagéo para a fungéo coss=-

FIGURA 3.60 O grafico de f(x) = Determine a linearizacio de f{x) = cos x quando x = 7/2 (Figura 3.6( .

_ cos x e sua linearizagdo quando x = SOLUCAO Como f(r/2) = cos(n/2) = 0, f(x) = —sen x, e f(m~ =
) /2. Préximo a x = 71/2, cos X = -x + -sen(71/2) = -1, temos
b (72/2) (Exemplo 3). . ,
; : P . L(x) = fla) + f(@)x ~ a)
=0+ (—1)(x - %)
=—x+7

Uma aproximagéo linear importante para raizes e poténcias é

(1+x)¥=1+kx (xpréximo de 0, sendo k qualquer niimero)




g
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(Exercicio 15). Essa aproximacdo, boa para valores de x suficientemente
proximos de zero, tem uma vasta aplicacdo. Por exemplo, quando x é pequeno,

+xm1+5x ) k=12
V1 1+ /
1 1x =(1- x)_l ~ 1+ (—1)(—x) =1+x k = —1; substituindo x por ~x.
V1 + 5xt = 1+ 5.)64)1/3 ~ 1+ %(5)64) =1+ §x4 k = 1/3; substituindo x por 5x*
D S N N P 1, k=-1/2
V1 - 2 =(1-x) ~ 1+ 2 (=) =1+ 2% substituindo x por —x2.
Diferenciais

As vezes, usamos a notagdo de Leibniz dy/dx para representar a derivada
de y em relagio a x. Ao contrério do que parece, néo se trata de uma razio.
Agora, introduziremos duas novas varidveis dx e dy com a propriedade de
que, Caso arazio exista, esta serd igual & derivada.

Defini¢io Diferencial
Seja y = flx) uma funcdo derivével. A diferencial dx é uma varidvel
independente. A diferencial dy é

: — dy=flx)dx

Ao contrdrio da varidvel independente dx, a varidvel dy é sempre
dependente. Ela depende tanto de x quanto de dx. Se atribuimos a dx um
valor especifico e x é um ntmero particular no dominio da fungio f, entdo o
valor numérico de dy ¢ determinado.

EXEMPLO 4 - Determinando a diferencial dy
(a) Determine dysey=x"+37x. :
(b) Determine o valor de dy quando x =1 e dx = 0,2.
SOLUCAO
L (a) dy = (5x* + 37) dx ‘
(b) Substituindo x =1 e dx = 0,2 na expressdo de dy, temos
dy=(5-1*+37)0,2=84

,

O significado geométrico das diferenciais é mostrado na Figura 3.61. Seja
x = a e estabelecamos dx = Ax. A variacio correspondente em y = flx) é

Ay = fla + dx) - fla) '
Ay=f(7

W o a9 100
T

AL = f(a)dx

(a, f(@))

{ .
! Quando dx é uma variagéio pequena FIGURA 3.61 Geometricamente,

} - . . < o
de x, a vatiago correspondentena  a diferencial dy é a variagio AL na
i

{ linearizaglo € exatamente dy. linearizagéo de f quando x = g varia

v
E

Reta
tangente

L x em uma quantidade dx = Ax.
a+dx

[N

A e e ath s
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A variacdo correspondente em L é
AL = L{a + dx) — L(a) "
= f@ + f'@l@a + dx) — a] — fl@)

[E—

La + d¥) Ia)
= f'(a)dx

Ou seja, a variacdo da linearizagio de f equivale justamente ao valor =
diferencial dy quando x = a e dx= Ax. Portanto, dy representa a medida em gz
a reta tangente sobe ou desce quando x varia em uma quantidade dx = Ax.

Se dx = 0, entdo o quociente da diferencial dy pela diferencial dx ¢ igua =

derivada f(x), pois
dy+dv =g = ) =

As vezes, escrevemos
df=f"(x) dx
em vez de dy = f'(x) dx, denominando df a diferencial de f. Por exemplo. =
flx) =3x" - 6, entdo
df=d(3x* - 6) =6x dx

Toda formula de diferenciacio do tipo

d(u + v) :.@ dv d(senw) _ du
Y &t am v T cosu

tem uma forma diferencial do tipo

du+v)=du+dv ou d(sen u) =cos u du

EXEMPLO 5 Determinando diferenciais de fungées

(a) dltg2x) = sec?(2x) d(2x) = 2 sec? 2x dx
(b) d( x >_(x+1)dx_Xd(x+l)zxdx+dx—xdx: &
x+1 (x + 1)? o (x+ 1) (x—.

,Estimando com diferenciais

A

Suponha que saibamos o valor de uma fungio derivivel fix) emumpeme ¢

a e que queiramos prever a variagio que esse valor sofrerd se formos para = ;
ponto a + dx préximo. Se dx for pequeno, observamos pela Figura 3.61 = ’E 4
Ay é aproximadamente igual 4 diferencial dy. Uma vez que j:?
fla+dx)=fa) + Ay g
a aproximagio diferencial resulta em %
¥

fla+dx)=fla) +dy
onde dx = Ax. Assim, a aproximagio Ay =~ dy pode ser usada para calczz
fla + dx) quando fla) é conhecido e dx é pequeno.




AA ~dA = 2ma dr

-*A 3.62 Quando dr é pe-
me=me. comparado a g, como §é
murnce dr = 0,1 e g = 20, a diferen-
@i Lt = 27q dr oferece uma ma-
% Je estimar a drea do circulo
S =E#0 1 = a + dr (Exemplo 6).

R
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EXEMPLO 6 Estimando com diferenciais

O raio r de uma circunferéncia aumenta de ¢ = 10 m para 10,1 m (Fi-
gura 3.62). Utilize dA para estimar o aumento na 4rea A da circunferén-
cia. Estime a drea do circulo aumentado e compare essa estimativa com a
area real.

SOLUGCAO Como A = 717, 0 aumento estimado é

4 dA = A(a) dr = 2na dr = 21(10)(0,1) = 27r m?

. Logo,

{ A(10 + 0,1) = A(10) + 27

- = 7(10)* + 2 = 1027

. A &rea de um circulo de raio 10,1 m é de aproximadamente 1027 m?.

A verdadeira variacdo ¢
A(10,1) = 7(10,1)
= 102,017 m?

O erro em nossa estimativa é 0,017 m2, que corresponde 2 diferenca
AA - dA.

Erro na aproximacio diferencial

* Suponha que f(x) seja uma funcdo derivavel em x = a e que dx = Ax seja
um incremento de x. H4 duas maneiras de descrever a variacdo de fa medida
que x varia de g para a + Ax:

Variacéo real: Af = fla + Ax) — f(a)
Estimativa diferencial: _ df = f'(a) Ax
Em que medida df se sai bem aproximando Af?

Medimos o erro da aproximacio subtraindo df de Af:

Erro da aproximagdo = Af — df
= Af = f'(a)Ax
= fla + Ax) - f(@) — f'(a)Ax
Af

Chame esta parte de

= e+ Ax
Conforme Ax —» 0, a razio incremental

fla + Ax) — f(a)
Ax

se aproxima de f(a) (lembre-se da defini¢io de f(a)), entdoa quantidade entre
parénteses se torna um niimero muito pequeno (dai, a notagio €). Na verdade,

€ = 0 conforme Ax — 0. Quando Ax é pequeno, o erro de aproximagdo € Ax
¢ menor ainda.

ke A ek ek ke b ke s At At s o i A e 1E 3 it A
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Af = f'(@)Ax + € Ax

e ——— ——
variagdo  variagdo erro
verdadeira estimada

Embora ndo saibamos exatamente a magnitude do erro (e ndo faremas
muito progresso nesse aspecto até o Capitulo 11, no Volume II), hd algo qu=
vale a pena observar aqui, que é a forma assumida pela equagao. 1

Variagio de y = f(x) proximo dex =a
Se y = fix) é derivavel quando x = a e x varia de a para a + Ax, entdo a
variagio Ay de f é dada por uma equagéo na forma '

Ay = f'(a) Ax + € Ax (1;
na qual € — 0 & medida que Ax — 0. '

No Exemplo 6, descobrimos que 3 ﬁ

AA = 7(10,1)? - 7(10)* = (102,01 - 100)7 = (27 + 0,017) m?
dA  erro

Logo, o erro de aproximagdo ¢ AA - dA =€ Ar = 0,017 ¢ € = 0,0017/A =
0,0172/0,1 = 0,17 m. '

A Eguagio (1) nos permite levar a prova da regra da cadeia a um= ¥
conclusio bem-sucedida.

PROVA DA REGRA DA CADEIA  Nosso objetivo € mostrar que- =
f(u) é uma fungio derivavel de u, eu = g(x) é uma fungdo derivavel de x, enza:
a funcio composta y = fg(x)) é uma fungio derivavel de x.

Mais precisamente, se g é derivavel em x € fé derivavel em g(x), enta: = ' ]
composta é derivavel em x; e

d
Dl 2 p(g) g o)

dx X=X0

Seja Ax um incremento de x, e Au e Ay os incrementos corresponderze= 4
em u e y. Aplicando a Equagao (1), temos =

Au = g'(xp)Ax + € Ax = (g'(x0) + €1)Ax
onde ¢, = 0 conforme Ax — 0. De modo similar, ’

Ay = f'(u)Au + €3 Au = (f'(uo) -+ €2)Bu

onde ¢, = 0 conforme Au — 0. Observe também que Au — 0 conform
Ax — 0. Combinando as equagdes para Au e Ay, temos

Ay = (f'(uo) + €2)(g'(x0) + €1)Bx

logo

A
X% = f'(up)g' (xo0) + €28 (x0) + f'(uo)er + €26

Como ¢, € ¢, tendem a zero conforme Ax tende a zero, trés dos queT: |

termos da direita desaparecem no limite, restando
dy 3 Ay — ! ! —_— ! ! E
Blvexs Jim T f'(u)g' (x0) = f(g(x0)) &’ (o) :

Isso conclui a prova.
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Sensibilidade a variacdo

A equacio df = f'(x) dx nos mostra o quanto o valor de f¢é sensivel a uma
variagdo de x. Quanto maior o valor de f'em x, maior é o efeito de uma
determinada variacio dx. Conforme nos deslocamos de a para um ponto a +
dx proximo, podemos descrever a variagio de f de trés maneiras: i

Real Estimada -

Variagio absoluta ~ Af = f(a + dx) — f(@)  df = f'(a) dx

; Vatiacio relati Af df |
ariacao reclauva —~ Y~ .

¢ f(@) f(a) |

Variagdo percentual Af— X 100 i X 100 ;

P f(@) f(@)

EXEMPLO 7 Determinando a profundidade de um pogo

Vocé deseja calcular a profundidade de um pogo a partir da equagio s =
4,9¢ determinando quanto tempo leva para uma pedra pesada que vocé
derruba da entrada do pogo encontrar a dgua no fundo deste. Qual serd a
sensibilidade de seus cdlculos a um erro de 0,1 s na medicio do tempo?

SOLUCAO O tamanho de ds na equacio

ds =9,8t dt

depende do tamanho de . Se t = 2 s, a variagdo causada por dt = 0,1 é de

T e opaco € injetado em uma

== sarcialmente obstruida para cercade
i : Interior visivel aos raios X. ds=9,8(2)(0,1) = 1,96 m
i T¥ela a localizacdo e a gravidade o ’ ’ ’ -
1w mseucio. Trés segundos depois, quando ¢ = 5 s, a variagdo causada pelo mesmo
dté
A\, Balio inflével _ ds =9,8(5)(0,1)=4,9m
emum

A profundidade estimada do pogo difere da real por uma distincia
maior quanto maior for o tempo que a pedra leva para atingir a 4gua, para
dado erro na medi¢io do tempo.

cateter

<memgptastia

— . zm=ter com um baldo na extre- EXEMPLO 8 Desobstruindo artérias
e ¢ mflado no interior da artéria i ) . . L.
i siargd-la no local da obstrugdo. No final da década de 1830, o fisiologista francés Jean Poiseuille

descobriu a formula que hoje empregamos para predizer quanto o raio
de uma artéria obstruida necessita ser expandido para que o fluxo normal
de sangue seja restabelecido. Sua férmula

V=rkt

diz que o volume V de liquido correndo por um pequeno vaso ou tubo por
unidade de tempo, sob pressdo constante, é uma constante multiplicada
pela quarta poténcia do raio r do duto. Como é que um aumento de 10%
em rafeta V?

SOLUCAO As diferenciais de r e V estdo relacionadas pela equagio

_ar

— 3
e dr = 4kr’ dr

av
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=

A variagio relativa de V ¢
v _ Aeldr _ ,dr
vV - kl"4 - r
A variacio relativa de V ¢ quatro vezes a variagao relativa de r, portanz
um aumento de 10% em r acarretard um aumento de 40% no fluxo.

EXEMPLO 9 Convertendo massa em energia
A segunda lei de Newton,

= i1—(mv) = md—v = ma
dt dt

vale desde que admitamos que a massa seja constante, mas sabemos g
isso nio & estritamente verdadeiro, pois a massa de um corpo aumenta cc—~
a velocidade. Na férmula corrigida de Einstein, a massa possui o valor

my

m=—F———
1 — v¥/c?

onde a “massa de repouso” m, representa a massa de um corpo que £
est4 se deslocando e ¢ é a velocidade da luz, cerca de 300.000 km/s. Use =
aproximagio

~ 1.2
~1+2x -

para estimar o aumento Am na massa resultante do aumento ==
velocidade v.

SOLUCAO Quando v é muito pequena comparada a ¢, a razao v
estd préxima de zero e é seguro utilizar a aproximacao

v 1 (4 ) L
1 — Uz/cz =1+ 2 (02> Equagdo (2) comx =
para obter |
=M 1A\ o1 (1
m = l—U2/02~m0[1+2(62>]—m0+2mov (62>
ou

~ 1 (1

m & my + 5 mv (c2>

A Equagio (3) expressa o aumento da massa que resulta do acrésci—u
de velocidade v. '

INTERPRETAQAO ENERGETICA Na fisica newtoniana, (1/2)m.-
é a energia cinética (Ec) do corpo, e, se reescrevemos a Equagio (3 =

forma

my U2

N |—

(m — mo)c? =~

vemos que

(m — mp)c? = %mov2 = %mgv2 — %mo(O)2 = A(Ec)

i
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(Am)c* = A(Ec)

£ Em outras palavras, a variagio da energia cinética A(Ec) ao se
variar a velocidade de 0 para a velocidade v é aproximadamente igual a
(Am)c?, a variacdo da massa multiplicada pelo quadrado da velocidade
da luz. Usando ¢ = 3 x 10® m/s, vemos que uma pequena variagio da
massa pode causar uma grande variacio da energia.

Exercicios 3.10

Determinando linearizagbes
Nos exercicios 1-5, determine a linearizagao L(x) de f(x)
aEndo x=a. ‘
Sx)=x3-2x+3, a=2
- Ax)=Vx249, a= -4
1

) =x+3, a=1
- _"ﬂ.x)=\3/);, a=—8

CAX)=tgx, a=mw

- Aproximagdes lineares comuns quando x=0 Determi-
3¢ as linearizacoes das seguintes fungdes quando x = 0.

aisenx (b) cos x (c) tgx

& (&) ln(1+x)

_ineariza¢do para aproximar
vock estd em busca de linearizacdes capazes de substituir
& Zingdes dos exercicios 7-14 dentro de intervalos que
zomam os pontos dados x,,. Para facilitar seu trabalho, escotha
—mezrizagles cujo centro ndo esteja em x = 4, mas em um
ucr proximo no qual a fungio e sua derivada sejam faceis de
mcztar. Qual linearizagdo vocé usaria em cada caso?
T AxX)=x2+4+ 2, x5 = 0,1
CAax)y=x"L x% =09
CAx) =22+ 4x -3, x=—09
fix)=1+x, x =381

fix) = %, x = 8,5
x

- fix)= P xg = 1,3
T xy=e7, x = -0, ’
- fix)y=senlx, x5 = /12

Aproximagio (1 + x)* = 1 + kx

- Mostre que a linearizagio de flx) = (1 + x) em x=0¢é L(x) =
1+ kx.

16.

17.

18.

19.

21.

25,
217.

29,
31.

33.

35.

37.

Use a aproximagdo linear (1 + x)* ~ 1 + kx para deter- -

minar uma aproximagio da funcio f{x) para valores de x
proximos a zero.

@ ) = (1 - ) ® f6) = 72—
© f(x) = —= @ f&x) = V2 +x2

V1+x
2
() fx) = (4 + 3x) ® f&x) = 3 (1 -3 ix>

Mais rapido que uma calculadora Use a aproximacio
(1 +x)*~ 1 + kx para estimar

(a) (1,0002)* (b) ¥1.009

Determine a linearizacio de f(x) = vx+1 + sen x quando
x=0. Como ela estd relacionada com as lineariza¢es in-
dividuais de \/x +1 e de sen x quando x = 0?

Derivadas na forma diferencial

Nos exercicios 19-38 determine dy. ,

y=x—3Vx 20.y=x\/l—x2

y = 2x 22.y=2—\/;c
1+x2 3(1 + V)

Lty —x=0 24, xp? — 42 -y =0

y=sen(5Vx) 26. y = cos (x?)

y = 4tg(x*/3) 28, y =sec(x?— 1)

y = 3cosec(l — 2Vx) 30. y = 200tg(%>
_ . %

y= eVx 32, y =xe™
+1
y=mh + x? 34.y=1n(x—>
Vx—1
TP - (1 -1
y=tg  (e") 36. y = cotg (x2> + cos™ 2x
y =secl(e™) 38, y = 't VI
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Erro de aproximagao

Nos exercicios 39-44, o valor de cada funcdo flx) varia 51 - 156 de uma circunferéncia aumentou de 2 m para 2,02 .

quando x varia de x, para x, + dx. Determine
(a) avariagdo Af = flxg + dx) - flxe);
(b) o valor da estimativa df = f (xo) dx;

() o erro de aproximagio |Af - df |.

y
¥y =f7
[ 1
Af = flxg + dx) —f(xo)
(%0, f(x0)) df f f(xg) dx
i dx 1
Tangente } |
. ! ! .
0 Xo xo +dx

39. fix)=x*+2x, %=0, dx=01

40. flx) =2 +4x-3, x=-1, dx=0,1

al. flx)=x"-x, %=1 dx=01 .
42. fix)=x, x=1, dx=01
43, fx)=x", %=05 dx=01

4. f)=x"-2x+3, x%=2, dx=01

Estimativas diferenciais de variagdo

Nos exercicios 45-50, escreva uma férmula diferencial
que permita estimar a variagdo dada do volume ou da 4rea da
superficie.

45. A variacio do volume V = (4/3)nr° de uma esfera quando
o raio varia de r, para 7, + dr.

46. A variacio do volume V = x* de um cubo quando o com-
primento das arestas varia de X, para xo + dx.

47. Avariacdo na drea da superficie S = 6x° de um cubo quan-
do o comprimento das arestas varia de x, para x, + dx.

48. A variacio na drea da superficie lateral S = ar\r” + W de
um cone circular reto quando o raio varia de ry para o +
dr e a altura permanece a mesma.

9. A variacio do volume V = nr’h de um cilindro circular
reto quando o raio varia de 7o para 1o + drea altura per-
manece a mesma.

50. A variacdo na drea da superficie lateral § = 2nrh de um
cilindro circular reto quando a altura varia de h, para o +
dh e o raio permanece 0 mesmo.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Aplicacoes

(a) Estime a variagdo resultante na érea.

(b) Expresse a estimativa como uma porcentagem da édre:

inicial da circunferéncia.

O didmetro de uma arvore era 10 pol. Durante 0 ano se-
guinte, a circunferéncia aumentou 2 pol. Quanto varice
aproximadamente o didmetro da drvore? E a drea daseca:
transversal?

Estimando o volume Estime o volume de material prz-
sente em uma embalagem cilindrica de 30 pol de altura. -
pol de raio e 0,5 pol de espessura.

05pol~

[
6 pol

Estimando a altura de um edificio Umagrimensora >
pés da base de um edificio mede o angulo de elevagio ===
o topo do edificio como 75°. Que exatiddo deve apreserzz- §
a medicio desse angulo para que o erro percentual na es--

mativa da altura do edificio seja inferior a 4%?
i

Tolerancia A altura e o raio de um cilindro reto sz: &

iguais, de modo que o volume desse cilindro é dado =~

V = k%, O volume deve ser calculado com erro néo ma: =~

que 1% em relagdo ao valor real. Determine aproximace

mente o maior erro que pode ser tolerado na medida de -

expressando-o como porcentagem de .

Tolerancia

(a) Aproximadamente que exatiddo deve ter a medica. §
do diametro interno de um tanque cilindrico de = |

mazenagem com 10 m de altura para que o célcule = 8
seu volume fique a 1% do valor real?

(b) Aproximadamente que exatiddo deve ter a medics:
do didmetro externo desse tanque para que o cdlc— ’
da quantidade de tinta para pintar sua parede fiqu: -
no méximo 5% da quantidade real?

Cunhando moedas Uma empresa foi contratada pz= §
cunhar moedas para o governo federal. Que variagac =
pode ser tolerada no raio r das moedas para que 0 pzs.
das moedas nio exceda 1/1.000 do peso ideal? Supo==a
que nio haja variagdo da espessura das moedas.



Lecro O lucro P de certo fabricante, ao vender x itens, é

P(x) = 200xe 4

=stime a variagdo e a variacdo percentual conforme as
+endas aumentam de x = 145 para x = 150 itens.

Eeito das manobras de voo sobre o coragio A quantidade
Ze trabalho realizado pela principal cAmara de bombeamento
30 coragao, o ventriculo esquerdo, é dada pela equacio

Vév?
2g

W =PV +

ande W é o trabatho por unidade de tempo, P é a pressdo ar-
erial média, V ¢ o volume de sangue bombeado por unidade
Je tempo, 0 (“delta”) é a densidade do sangue, v é a velocida-

de média do sangue ejetado e g é a aceleracio da gravidade.

Quando P, V, 8 e v permanecem constantes, W se torna
ama funcio de g e a equacdo toma a forma de

b
W=a+ E (a, b constantes)

Como membro da equipe médica da Nasa, vocé quer saber
qual é a sensibilidade de W as variacbes aparentes de g causa-
das pelas manobras de v60, e isso depende do valor inicial de
£ Como parte de seu estudo, vocé decide comparar o efeito
em W causado por dada variacio dg na superficie da Lua,
onde g = 5,2 pés/s’, com o efeito que a mesma variacio dg
teria na Terra, onde g = 32 pés/s”. Utilize a equacdo simplifi-
cada para determinar a razio dW,,, sobre dWr,,,.

Medindo a aceleracio da gravidade Quando o com-
primento L do péndulo de um relégio é mantido constan-
te, controlando-se a temperatura, o periodo T do péndulo
depende da aceleragio g da gravidade. Portanto, o perfodo
variard ligeiramente 4 medida que o reldgio for deslocado
para diferentes posi¢des na superficie da Terra, depen-
dendo das variacbes de g. Acompanhando-se as variacdes
de AT, podemos estimar a variacio de g pela equacdo T =
2r(L/g)"” que relaciona T, ge L.

{a) Mantendo-se L constante e sendo g a variavel inde-
pendente, calcule dT e use-o para responder aos itens
(b) e (c).

(b) Se gaumenta, T vai aumentar ou diminuir? Um rel6-
gio de péndulo adiantara ou atrasara? Explique.

() Um reldgio cujo péndulo mede 100 cm ¢é deslocado
de um lugar (onde g = 980 cm/s?) para outro. Isso
aumenta o perfodo em dT = 0,001 s. Determine dg e
estime o valor de g nesse outro lugar.

. Mede-se a aresta de um cubo em 10 cm com um erro de

1%. O volume do cubo sera calculado a partir dessa medi-
¢do. Estime o erro percentual no célculo do volume.
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62. Aproximadamente que exatiddo deve ter a medicdo do
lado de um quadrado para termos certeza de que o calculo
da drea nao se afastard mais de 2% do valor real?

63. Mede-se o didmetro de uma esfera em 100 = 1 cm e o
volume ¢ calculado a partir dessa medicéo. Estime o erro
percentual no célculo do volume.

64. Estime o erro percentual admissivel na medicio do dia-
metro D de uma esfera se o volume pode ser calculado
corretamente com uma margem de erro de 3%.

65. (Continuagdo do Exemplo 7.) Mostre que um erro de 5%
na medigdo de ¢ causard um erro de cerca de 10% no cal-
culo de s a partir da equacdo s = 164

66. (Continuagio do Exemplo 8.) Em qual percentual r deve-
ria ser aumentado para aumentar V em 50%?

Teoria e exemplos

67. Mostre que a aproximagdo de /1+ x por sua linearizacio
na origem deve melhorar 3 medida que x — 0, mostran-

do que
lim YL X
=01 + (x/2)
68. Mostre que a aproximagio de tg x por sua linearizacdo na
origem deve melhorar &4 medida que x — 0, mostrando que
lim 8% =
x—0
69. A linearizagio é a melhor aproximacio linear (Por
isso utilizamos a linearizaco.) Suponha que y = flx) seja
derivével quando x = a e que g(x) = m(x - a) + ¢ seja
uma fungio linear em que m e ¢ sdo constantes. Se o erro
E(x) = fix) — g(x) for suficientemente pequeno perto de x =
a, poderemos pensar em utilizar g como aproximagio li-
near de fem vez da linearizagdo L(x) = fla) + f (a)(x — a).
Demonstre que se impusermos a g as condi¢Ges

1. E@) = 0 ’ c(l)oe;r;) ;e aproximagéo ¢ nulo quan-
o EG)
2. lim —57=0 O erro é desprezivel quando compa-
x—a ] rado comx - a

entdo g(x) = fla) + f (a)(x — a). Assim, a linearizacgio L(x)
fornece a Gnica aproximagio cujo erro é zero para x = 4,
sendo ainda desprezivel em relacdo a x - a.

A linearizagdo, L(x):

y=f@+flax—a  Outra aproximacdo,
\ ‘ linear g(x): y =m({x — a) + ¢

(a f(a)
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70.

71.

72.

73.

Calculo

Aproximagdes quadraticas
(@) Seja Q(x) = by + by(x — a) + by(x — a)* uma aproxima-
¢80 quadritica de f(x) quando x = a com as seguintes
propriedades:
i Qa)=fla)
ii. Qla)=f(a)
iii. Q'(a)=f"(a)
Determine os coeficientes by, b, e b,.
(b) Determine a aproximacio quadratica de fix) = 1/(1 - x)
quando x = 0. ‘
(c) Esboce o grafico de f{x) = 1/(1 — x) e sua aproximagéo
quadrética quando x = 0. Depois, amplie os dois gra-
ficos no ponto (0, 1). Comente o que vocé observa.
(d)

Determine a aproximacio quadrdtica de g(x) = 1/xem
x = 1. Trace juntamente os graficos de g e de sua apro-
ximagéo quadritica. Comente o que vocé observa.

Determine a aproximagcio quadrética de h(x) = V+x
quando x = 0. Trace juntamente os graficos der e de sua
aproximacéo quadratica. Comente o que vocé observa.

(e)

(f) Quais so as linearizacdes de f, g e h nos respectivos
pontos dos itens (b}, (d) e (e)?

A linearizagio de 2*

(a) Determine a linearizacio de flx) = 2* quando x = 0.
Depois, arredonde seus coeficientes para duas casas
decimais.

(b) Trace juntamente os gréficos da lineariza¢io e da fun-

giopara-3<x<3e-1<x<L

A linearizagédo de log; x

(a) Determine a linearizagio de flx) = log; x quando x = 3.
Depois, arredonde seus coeficientes para duas casas
decimais.

(b) Trace juntamente os graficos da linearizagéo e da fun-

: glopara0<x<8e2<x<4.

Lendo as derivadas a partir dos graficos A idéia de que
curvas derivdveis tornam-se retas quando ampliadas pode
ser utilizada para estimar o valor das derivadas dessas fun-
¢Oes em alguns pontos especificos. Ampliamos a curva até
que a porgio observada se assemelhe a uma reta no ponto
em questdo; depois, usamos a escala das coordenadas na
tela para determinar a inclinagio da curva como a inclina-
¢do da reta & qual esta se assemelha.

(a) Paraver como o processo funciona, tente fazé-lo pri-
meiro com a funcdo y = x* quando x = 1. O coeficiente
angular obtido deve ser 2.

(b) Depois, tente fazé-lo com a curva y = ¢ quandox =1,
x=0ex=-1. Em cada caso, compare sua estimativa

74.

78.

da derivada com o valor de ¢ em cada ponto. Q=
padréo vocé pode observar? Teste isso usando ou—:
valores de x. No Capitulo 7, vamos explicar o que esz.
acontecendo.

Suponha que o grafico de uma fungédo derivavel x =
nha uma tangente horizontal em x = 4. Podemos do==
algo sobre a linearizagdo de f quando x = a? Justifci-
sua resposta.

. A qual velocidade relativa um corpo em repouso deve s

acelerado para que sua massa aumente em 1%?

. Radiciagio repetida

(a) Digite “2” em sua calculadora e extraia sucess=
raizes quadradas pressionando repetidamente a =z
correspondente (ou elevando o niimero apresenzac.
a 0,5). Que padrio vocé vé surgindo? Explique ¢ I
estd acontecendo. O que vai acontecer se, em vez I
$0, vocé tirar sucessivas rafzes décimas?

(b) Repita o procedimento com 0,5, em vez de 2, coe
valor inicial. O que acontece agora? Vocé poderiz =
lizar qualquer nimero positivo x, em vez de 22 Exm.

que o que estd acontecendo.

. Ampliando a imagem para “ver” se uma funcio é de-

vavel Alguma destas fungdes é derivavel quandox="
g(x) = Vx2 + 0,0001 + 0,98

(a) T4 sabemos que fnio é derivével quando x = 0; seu ==
fico apresenta um vértice nesse ponto. Esboce o &=
co de fe amplie a imagem no ponto (0, 1) varias vz
O vértice mostra sinais de que vai se tornar linear”

fo0 = |x| + 1,

(b) Agora faga 0 mesmo com g O grifico de g mes—.
sinais de que vai se tornar linear? Sabemos quz ;
derivivel quando x = O e, de fato, possui uma tangzr:
horizontal nesse ponto.

(c) Quantas ampliacées foram necessarias para ¢u=
grafico de g se parecesse exatamente com uma ==,
horizontal?

(d) Agora, trace o grafico de f juntamente com o de 5 ==
uma janela normal. Eles parecem idénticos ate =
vocé use 0 “Zoom”. A funcio derivavel acaba pr »
assemelhar a uma reta, enquanto a fun¢io ndo z=r

vével permanece inalterada.

Esbocando a variagdo do volume deum cubo O vz
me V = x> de um cubo com arestas de comprimento x =.
menta em uma quantidade AV quando x aumenta em =
quantidade Ax. Faca um esbogo para mostrar como recm
sentar AV geometricamente como a soma dos volumes =

(a) trés placas de dimensdes x por x por Ax

i t“."’l‘%fﬁwv‘%; ; P L st

H o e W -

Tt

it
B




L

{b) trés barras de dimensdes x por Ax por Ax

ic) um cubo de dimensdes Ax por Ax por Ax.
A férmula diferencial dV = 3x* dx estima a variacio em V

= as trés placas.

r

USANDO O COMPUTADOR

Comparando func¢ées com as suas
linearizagoes

Nos exercicios 79-84, utilize um SAC para estimar a

mzgnitude do erro no uso da linearizagdo, em lugar da fungio

79.
80.

81.
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(d) Trace o erro absoluto | f{x) — L(x)| ao longo de I, de-
terminando seu valor méximo.

(e) A partir do grafico do item (d), estime o maior § > 0
que vocé conseguir que satisfaga

x —a| <8 = [f(x) — L(x)| <€

para € = 0,5; 0,1, e 0,01. Verifique graficamente se a

estimativa de d continua verdadeira.

fx) =x+x*-2x, [-1,2],
—x=-1 13 _1
o) =iy [4’ ] ¢=3

f&) =x"(x —2), [-2,3], a=2

a=1

x= jongo de um intervalo I determinado. Siga os passos 82. f(x) = Vx — senx, [0,27], a=2
micados.
83. f(x) = x2% [0,2], a=1
.a) Esboce o grafico da fungéo fao longo de I. )
g - -1 -1
ib) Determine a linearizagio L da fungio no ponto a. 84. f) = Vxsen™'x, [0,1], @ = 2
:€) Trace os gréficos de fe L juntos em um mesmo grafico.
Questoes de revisiao
_. O queéa derivada de uma fungso 2 Como seu dominio estd ) d (") = men1 ®) d (cu) = o du
relacionado com o dominio da fungio f2 Dé exemplos. dx dx dx
2. Que papel a derivada tem na definigdo de coeficientes an- © % (1 + 1+ + ) = % % Tt tlen
gulares, tangentes e taxas de varia¢ao?
= As vezes, como vocé pode fazer o grafico da derivada da nos permitem derivar qualquer polindmio.
funcio quafld?o tudo o que tem ¢ uma tabela com os valo- 11. Além das trés férmulas apresentadas no Exercicio 10, de
res da fungio? . que mais precisamos para derivar funcdes racionais?
= Obque :1gn1ﬁca uma fun;aofse;d;rl:avel em um intervalo 12. O que ¢ uma segunda derivada? E uma terceira derivada?
aberto? E em um intervalo fechado? Quantas derivadas tém as fun¢des que vocé conhece? Cite
3. Como as derivadas estio relacionadas com as derivadas exemplos.
is?
) laterais? . o 13. Qual ¢ a derivada da fungio exponencial ¢? Compare o -
2. Descreva geometricamente quando uma fungéo ndo tem dominio dessa derivada com o dominio da funcdo.
derivada em um ponto. .
_ ) . . 14. Qual ¢ a relagio entre taxa de variagdo instantdnea e mé-
. 0 .fato de uma fungio ser -der1vavel em um ponto estd re- dia? Dé um exemplo.
lacionado com a continuidade da fun¢io nesse ponto?
Como? 15. Como as derivadas aparecem no estudo do movimento? O
5. A funcio salto unitario que vocé pode aprender sobre o movimento de um corpo
) ao longo de uma reta, examinando as derivadas da fun¢io
Ulx) = {(1) x < g posi¢do do corpo? Dé exemplos.
> X =
. . < ‘ . 16. C deri ja?
poderia ser a derivada de outra fungio em [-1, 1]? Expli- omo as derivadas surgem em economia .
que. B 17. Dé exemplos de outras aplica¢bes da derivada.
9. Que regras vocé conhece para calcular derivadas? Cite al-  18. Como os limites lim,_,, (sen h)/h e limy, ,, ((cos h - 1)/h)
guns exemplos. estdo relacionados com as derivadas das funcées seno e

~J. Explique como as trés férmulas

cosseno? Quais sdo as derivadas dessas funcdes? .



