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Modulo 1

Geometria Analitica Plana

Geometria una et aeterna est in mente Dei refulgens.

A Geometria é Unica e eterna, brilhando na mente de Deus.
Conversation with the Sidereal Messenger: carta aberta a Galileo Galilei.
Johannes Kepler

A geometria cartesiana descoberta por Pierre de Fermat e René
Descartes, por volta de 1636, foi de grande importancia na Matematica,
permitindo estudar problemas da Geometria Classica por meio de métodos
algébricos e reciprocamente, interpretar e resolver geometricamente pro-
blemas algébricos.

No entanto, em meados do século XIX, comegou a busca por um
método mais simples, que permitisse obter informagcdes geométricas a
partir de equacodes algébricas, e obter as equacgdes algébricas de concei-
tos geométricos, de uma forma mais direta. Para isso foi fundamental o
desenvolvimento da nogao de vetor.

Segundo os historiadores, os vetfores surgiram informalmente no
inicio do século XIX, nas publicacées de Bernard Bolzano. Em 1804,
Bolzano publicou o livro Betrachtungen lber einige Gegenstande der Ele-
mentargoemetrie (Reflexdes sobre algumas idéias relativas a Geometria
Elementar). Nesse livro, ele considera pontos, retas e planos como sendo
nocoes primitivas e define operacgées entre eles. Este foi um grande pro-
gresso no sentido de abstrair as propriedades inerentes as nogdes primi-
tivas, que originaram a nocao de vefor. Neste Mddulo aprenderemos os
fundamentos da geometria vetorial e veremos como utilizar o conceito de
vetor no estudo da Geometria do plano e do espaco.

Pré-requisitos.

e Pré-Calculo.
o Geometria Basica.

Bibliografia.
[1] Lehman, C., Geometria

Analitica. Editora Globo.
[2] Lima, E., Coordenadas no

Plano. SBM.

Bernard Placidus Johann
Nepomuk Bolzano

1781 - 1848,
Praga, Austria

(Hoje Republica Tcheca).
Filésofo, matematico e
tedlogo, fez contribuicdes
significativas a Matematica. A
sua teoria sobre o infinito
matematico antecipou-se a
Teoria de Conjuntos Infinitos
de George Cantor.
http://wuw-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/

Mathematicians/Bolzano.
html
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

|
Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Objetivos
e Definir os conceitos de orientacao, direcao e modulo de um segmento.
¢ Analisar a nogao de equipoléncia entre segmentos orientados.

e Apresentar a nogao de vetor no plano.

Em 1832, Giusto Bellavitis publicou uma obra sobre Geometria onde
apareceu explicitamente a nocao de vetor.

Dados dois pontos A e B do plano, Bellavitis considerou os segmen-
tos AB e BA, de extremidades A e B, como objetos distintos. Ele adotou
esta convencgao porque o segmento de reta limitado pelos pontos A e B,
pode ser percorrido de duas maneiras distintas: partindo de A para chegar
até B, ou partindo de B para chegar até A.

Bellavitis classificou os segmentos orientados por meio de uma relagao
que chamou equipoléncia. Essa relacao deu origem a nocao de vetor.

Nesta aula caracterizaremos a nocao de equipoléncia.

Segmentos orientados

Daqui em diante, todos os elementos considerados (pontos, retas
etc.), pertencem a um plano fixo.

Designamos por AB o0 segmento de reta orientado percorrido de A
para B. No segmento AB, o ponto A é chamado origem e o ponto B
extremidade.

Mesmo que os segmentos AB e BA representem 0 mesmo conjunto
de pontos do plano (os pontos da reta que passa por A e B que estao
entre A e B, incluindo A e B), a sua orientacao (isto €, o sentido de
percurso) € contraria (ou oposta). Veja as figuras abaixo.

A A A

MODULO 1 - AULA 1

Para saber mais...

Sobre a nogao de vetor e as
suas implicagdes no
desenvolvimento da
Matemética, consulte:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/
HistTopics/
Abstract_linear_spaces.
html

Giusto Bellavitis

1803 - 1880, Italia
Matematico autodidata.
Refinou o calculo baricéntrico
de Mobius e sua teoria de
vetores foi muito importante
no desenvolvimento da
Geometria.
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/
Mathematicians/
Bellavitis.html

Fig. 1: Segmento de extremidades A e B. Fig. 2: Percurso de A até B: segmento AB. Fig. 3: Percurso de B até A: segmento BA.
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Retas e segmentos paralelos.
Duas retas no plano sao
paralelas quando nao tém
pontos em comum e dois
segmentos sdo paralelos,
quando as retas que os
contém sao paralelas.

Pontos colineares.

Lembre que trés ou mais
pontos sdo chamados
colineares quando pertencem
a uma mesma reta, caso
contrario, os pontos sao
chamados ndo-colineares.
Observe, também, que dois
pontos sdo sempre
colineares, pois estao
contidos em uma unica reta.

NOTA IMPORTANTE!

No plano, uma reta r
determina dois semi-planos,
cuja intersegao é r. Isto &,
convencionamos que a reta r

esta contida em ambos os
semi-planos por ela
determinados.

Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Fig. 5: Segmentos orientados de igual sentido.

CEDERJ

Pense, por exemplo, que vocé possa ir de Petropolis a Campos por
uma estrada retilinea. Entdo vocé pode ir também de Campos a Petrdpolis
seguindo a mesma estrada, mas em sentido contrario.

Devemos fixar e distinguir bem dois conceitos importantes: a direcao
e 0 sentido (ou orientacao) de um segmento.

A direcao de um segmento é dada pela reta que o contém: dois segmen-
tos tém a mesma direcdo quando as retas que os contém sdo paralelas
ou coincidentes.

Na Figura 4, os seg-
mentos AB e CD tém a
mesma direc¢ao, pois as re-
tas que os contém séo pa- D
ralelas. Os segmentos AB

Fig. 4: Segmentos com mesma diregao.
e EF tém a mesma direcao

porgue as retas que os contém sao coincidentes, isto &, os pontos A, B,
E e F sao colineares.

Consideremos dois segmentos orientados AB e C'D com a mesma
direcao. Vejamos o que significa os segmentos terem o mesmo sentido.

Analisemos separadamente os seguintes dois casos:

Caso a. Os segmentos orientados AB e C'D estao em retas paralelas.

Neste caso, dizemos que 0os segmentos tém o mesmo sentido, se
0s pontos B e D estao no mesmo semi-plano determinado pela reta que
passa por A e C. Caso contrario, dizemos que eles tém sentidos opostos.

Na Figura 5, os segmentos orientados AB e C'D tém 0 mesmo sen-
tido, enquanto que na Figura 6, os segmentos EF' e GH tém sentidos
opostos.

H

Fig. 6: Segmentos orientados de sentidos opostos.

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Vetores no Plano - Segmentos Orientados

| MODULO 1 - AULA 1

Caso b. Os segmentos orientados AB e C'D estao na mesma reta /.

Sejam r e s as retas perpendiculares a ¢ que passam por A e C
respectivamente (veja as Figuras 7 e 8). Cada uma das retas r e s
divide o plano em dois semi-planos. Seja Pg 0 semi-plano determinado
pela reta » que contém o ponto B e seja Pp 0 semi-plano determinado
pela reta s que contém o ponto D.

Fig. 7: Segmentos orientados de igual sentido. Fig. 8: Segmentos orientados de sentidos opostos.

Com essa construcgao, se Pz C Pp ou Pp C Pg, dizemos que AB e -
embre que...

CD tém sentidos OpOSl'OS coordenadas cartesianas
’ escolhido no plano, a

distancia de um ponto A de

Observagéo. coordenadas (zo,yo) a um
~ . - , . ponto B de coordenadas

Se AB e CD tém sentidos opostos e A # C, entdao Pz N Pp é a regido do (@1,1), 6

plano limitada pelas retas r e s. No entanto, se A=C, PgNPp =r = s. |AB| = d(A, B)

= \/(fc1—xo)2+(y1—y0)2v
A . H
Vocé sabe que o comprimento

D B Daqui em diante, fixamos uma
de um segmento de reta ABéa G K unidade de medida para
/ 4
F

s A determinar o comprimento
distancia do ponto A ao ponto B.

dos segmentos orientados no
Esta medida, designada por |AB)| /
E

plano.
(ou por d(A, B)), € 0 modulo do
Seg mento AB. Fig. 9: Segmentos equipolentes entre si.

Note que |AB| = |BA|.

Bellavitis classificou os segmentos orientados pela seguinte relacao.

Definicao 1 (Segmentos equipolentes) Dois segmentos orientados
sdo equipolentes quando tém a mesma dire¢do, 0 mesmo sentido e o
mesmo modulo (veja a Figura 9).

Se 0s segmentos orientados AB e CD sao equipolentes, escreve-
mos AB = C'D. Caso contrario, escrevemos AB % C'D.

E CEDERJ
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Ponto Médio.
Se A e B séo pontos do plano
que num sistema de

coordenadas cartesianas sao
representados pelos pares

ordenados A = (z1,y1) €
B = (z2,y2), entdao o ponto
médio do segmento AB é

Mo (™ +T2’yl+92 _
2 2

Paralelogramo.

Um paralelogramo € um
quadrilatero de lados opostos
paralelos.

Um quadrilatero ABDC € um
paralelogramo se, e somente
se, as diagonais AD e BC se
intersectam ao meio.

E importante observar a
ordem em que sdo nomeados
os vértices, o quadrilatero
ABDC néo é o mesmo que o
quadrilatero ABCD. No
primeiro os lados séo os
segmentos AB, BD, DC' e
C'A, enquanto que, ho
segundo, os lados sdo AB,
BC,CD e DA.

No paralelogramo ABDC da
Figura 10, as diagonais se
intersectam no ponto M.
Logo, IMA| = |MD|e

|[MB| = |MC|.

O quadrilatero ABDC da
Figura 12 nao é um
paralelogramo. As diagonais

nao se intersectam
mutuamente ao médio.
B

c
Fig. 12: Quadrilatero aBDC.

CEDERJ |12 |

Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Vejamos um critério importante para determinar quando dois seg-
mentos orientados sao equipolentes.

Proposicao 1 Sejam A, B, C e D pontos do plano (colineares ou ndo).
Entao:

AB = CD se, e somente se, AD e BC possuem o mesmo ponto médio.

Demonstracao. Consideramos separadamente 0s casos possiveis:

(a) Os pontos A, B, C' e D nao sao colineares e trés dentre esses pontos
também nao sao colineares.

Neste caso os pontos sdo vértices de um quadrilatero que tem seus
lados contidos em retas que nao sao coincidentes.
B B

N AB#CD

C D
Fig. 10: Paralelogramo ABDC. Fig. 11: ABDC nao é um paralelogramo.

(=) Se AB = CD entao os segmentos estao contidos em retas
paralelas e, como tém o mesmo maddulo e 0 mesmo sentido, o quadrilatero
ABDC' é um paralelogramo e, as suas diagonais AD e BC, cortam-se
mutuamente ao meio.

Compare as Figuras 10 e 11 para se convencer de que a orientagao dos segmen-
tos é importante. Na Figura 11, AB e CD tém orientagoes contrarias e, portanto, nao
podem ser equipolentes.

(<) Reciprocamente, se AD e BC' tém o mesmo ponto médio entao
ABDC' é um paralelogramo. Logo AB e C'D tém o mesmo sentido, 0
mesmo moédulo e a mesma direcdo. Portanto AB = C'D.

(b) A, B, C' e D estao contidos numa reta ¢ (Figura 13).

Consideremos um sistema de coordenadas na reta ¢. Sejam a, b, ¢

e d as coordenadas dos pontos A, B, C' e D, respectivamente.

Ent&o, |AB| = |b—al e |OD| = |d — .

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Se AB = CD, entdo |AB| = |CD| e portanto |b — a| = |d — ¢|.
Como AB e C'D tém o mesmo sentido, b —a e d — ¢ sao nimeros
reais com o mesmo sinal (ambos positivos ou ambos negativos).

Fig. 13: AB e CD sao equipolentes.

Logo b—a = d—c e, portanto, b+c = a+d. Dividindo esta igualdade

, d b . . , .
por 2, concluimos que % = % Assim, o ponto médio de AD é igual

ao ponto médio de BC.

Reciprocamente, se A, B, C' e D sao colineares e o ponto médio
do segmento AD coincide com o ponto médio do segmento BC, entao

a ;r d_ %. Esta igualdade equivale a b — a = d — c. Em particular, b — a

e d — c ttm o mesmo sinal, o que significa que AB e C'D tém o0 mesmo
sentido. Além disso, |b —a| = |d — ¢|, isto é, |AB| = |CD|. Como AB e
C'D estao contidos na mesma reta, eles tém também a mesma diregao.
Portanto AB = CD. 0J

Enquanto a Proposicao 1 caracteriza geometricamente a relagao de
equipoléncia, a Proposicao 2, abaixo, estabelece que qualquer ponto do
plano é origem de um segmento equipolente a um segmento dado.

Proposicao 2 Se AB é um segmento orientado e C' é um ponto do
plano, entao apenas um segmento orientado com origem em C' é equipo-
lente a AB.

Demonstracao. Devemos determinar um ponto D no plano de modo que
AB = CD. Isto é, os segmentos AB e C'D devem ter a mesma direcao, o
mesmo sentido e 0 mesmo maodulo.

Seja r a reta que passa por A e B, analisemos separadamente o
que acontece quando C' ¢ r e quando C € r.

MODULO 1 - AULA 1

Observacao.

Um possivel terceiro caso
ocorreria quando os quatro
pontos A, B, C e D nao sao
colineares, mas trés deles sao
colineares, os segmentos AB
e C'D nao tem a mesma
diregao e, portanto, nao
podem ser equipolentes.
Também os segmentos AD e
BC nao se cortam num ponto
diferente de uma extremidade,
em particular, ndo se cortam
ao meio. Assim, nenhuma das
hipéteses da proposicéo 1 é
satisfeita e podemos ignorar
este caso.

18 | cEpERY



Geometria Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Analitica |

Caso C' ¢ r. Neste caso, existe apenas uma reta s paralela a r que passa
pelo ponto C'. Veja a Figura 14.

Seja C o circulo de centro C e raio |AB|.

A reta que passa por Ae C | PB
divide o plano em dois semi-planos,
um dos quais, que designamos Pg,
contém o ponto B.

O circulo C intersecta s em exa- A
tamente dois pontos diametralmente ()
opostos, um dos quais, que chama- Fig, 14: Caso C ¢ r.
remos D, esta contido em Pp.

Pela forma como foi obtido o ponto D, o segmento orientado C'D é
equipolente a AB.

Caso C € r. Neste caso, o circulo
C, de centro C' e raio |AB|, inter-
secta a reta » em dois pontos dia-
metralmente opostos. Mas, apenas

um deles, que chamaremos D, é tal
que AB e C'D tém o mesmo sen- Fig. 15: Caso C € r.

tido. Logo, AB e C'D sao equipolentes, pois tém a mesma direcao e os
seus moédulos sao iguais. [

Convencao.

e Um segmento AB onde A = B é chamado um segmento nulo. Os
segmentos nulos tém modulo zero e nao tém direcdo nem sentido.

e Se A é um ponto do plano, designamos por AA o segmento nulo de
origem e extremidade A.

e Todos 0s segmentos nulos sdo considerados equipolentes.

e No que se segue, passaremos a considerar um sistema (ortogonal) de
coordenadas cartesianas no plano com origem no ponto O. Os pontos do
plano sao identificados por suas coordenadas.

Proposicao 3 Sejam A = (ay,a5), B = (b1, b2), C = (c1,¢5) € D =

CEDERJ |14 | |
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

(dy, d2) pontos no plano cartesiano, entao:

AB=CD <— (bl—al,bg—ag):(dl—Cl,dQ—Cg)

Demonstracao. Pela Proposicao 1, AB = CD se, e somente se, AD e BC
tém o mesmo ponto médio.

O ponto médio do segmento AD é (4t 2212 g o ponto médio do

segmento BC' é (Wt tafe)

Portanto, AB = CD se, e somente se, (4f4, 2id) — (hta bia)

isto &, wtd = hita g wid _ hie que equivale a by —a; = dy — ¢ €
by — as = dy — c9, OU Seja (bl — CL17b2 — CLQ) = (dl — Cl,dQ — CQ). O

Exemplo 1 Sejam A = (1,0) e B = (-1, 1) pontos do plano. Determine-
mos o ponto P = (x,y), tal que OP = AB.

Solucao: Segundo a Proposicdo 3, AB = OP se, e somente se, (—1 —
1,L1-0)=(z—0,y—0)=(x,y) = P. Portanto, P = (-2, 1).

VA

Fig. 16: Exemplo 1.

A relacao de equipoléncia verifica as seguintes propriedades:

Reflexiva. Todo segmento orientado é equipolente a si proprio.
Simétrica. Se AB = CD, entao CD = AB.
Transitiva. Se AB=CD e CD = EF, entdo AB = EF.

As propriedades reflexiva e simétrica sao faceis de serem verifica-
Para mostrarmos a propriedade transitiva, usamos a Proposicao 3.
Sejam A = (ay,a3), B = (by,by), C = (c1,¢3), D = (di,dy), E =
(e1,e2) € F = (f1, f2) pontos do plano.

Como AB=CDe CD = EF, temos:

das.

MODULO 1 - AULA 1

Para saber mais...

Uma relagdo entre os
elementos de um conjunto
que satisfaz as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva
é chamada uma relacao de
equivaléncia. Dois elementos
do conjunto que estao
relacionados sao ditos
equivalentes.

Havendo uma relacéo de
equivaléncia no conjunto, ele
pode ser dividido em
subconjuntos chamados
classes de equivaléncia.
Cada classe de equivaléncia

consiste de todos os
elementos do conjunto que

estao relacionados entre si,
isto &, que sao equivalentes
entre si.

(15 ]
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Analitica |

(br —a1,by — az) = (dy — c1,da — c) € (dy — c1,dy — ¢2) = (f1 — €1, foa — €2)
Logo, (by — a1, bs — as) = (f1 — €1, f2 — e2) €, portanto, AB = EF.

Essas propriedades permitem dividir o conjunto de todos os segmen-
tos orientados do plano em subconjuntos, cada um dos quais consistindo
de todos os segmentos orientados que sao equipolentes entre si.

Definicao 2 (Vetor no plano) Umvetor no plano é a colegéo de todos
0s segmentos orientados equipolentes a um segmento orientado dado.

Se AB é um segmento orientado, o vetor que consiste de todos os seg-

mentos orientados equipolentes a AB é designado por AB'. Qualquer
segmento orientado equipolente a AB é chamado um representante do

—_— ~ , . ..
vetor AB . Os vetores sdo também escritos usando letras minusculas
ﬁ
com uma flecha, comoa’, b , ¢ etc.

Assim, pela Defini¢ao 2,

—_— —_—
AB = CD se, e somente se, AB =CD

Vocé deve estar achando um pouco estranha a definicao de vetor,
e provavelmente esta perguntando a si mesmo: como desenhar um vetor
no plano?

Na verdade, o que desenhamos sao apenas o0s representantes dos

N vetores, isto €, segmentos orientados.
ote que...

As nogoes de diregao, sentido Pela PI’OpOSiQéO 2. temos:
e moédulo, juntas, dao lugar a

nogao de vetor. . .
Dados um vetor @~ e um ponto A, existe um Unico ponto B, tal que o

—

segmento AB representa o vetor a”. Isto é, @’ = AB .

Vejamos agora como representar os vetores em termos de coorde-
nadas de um sistema cartesiano dado.
Definicao 3 (Coordenadas e modulo de um vetor)

Sejam A = (a1, a3) € B = (b, by) pontos do plano, e a” = AB'. Dizemos
que (b; — ay, b, — a,) S840 as coordenadas do vetor a’, e escrevemos:

Cl_> = (bl *ahbg *(12)

CEDERJ
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Observacao.

As coordenadas de um vetor @’ ndo dependem do segmento escolhido
para representa-lo e sdo as coordenadas do Unico ponto P, tal que

a =0P.
De fato, se C' = (c1,¢3), D = (d1,ds) e @ = CD = AB , entdo,
CD = AB e, pela Proposicao 3:
(by — ay, by — az) = (dy — ¢1,ds — ¢3).

Sejaagora P = (z,y), talque @’ = OP . Entdao, AB = OP e usando
novamente a Proposicao 3, temos:
(bl _a17b2 _a2) = ($_O7y_0) = (Jl',y) = P.

Exemplo 2 Sejam os pontos A = (0,1), B = (1,—3) e C = (—1,1).
Determinemos as coordenadas do vetor AB , 0 (unico) ponto D, tal que
AB =CD e o ponto P, ta/queE:O_P).
Solucao: As coordenadas do vetor AB s&o
AB = (1-0,-1—1) = (1,-%).
Seja D = (dy, dy), tal que CD = AB. Isto e, AB =CD .
Pela Proposicdo 3, temos (di — (—1),ds — 1) = (1,—2) .
Portanto, d, =0, dy = —3, e D = (0, —3).

Segundo vimos na observagdo anterior, P = (1,—3), pois P e AB tém
coordenadas iguais.

Exemplo 3 Sgjam A = (1,2), B = (3,1) e C = (4,0). Determine as
coordenadas do vetor v© = AB e as coordenadas do ponto D tal que
v =CD.

Solugdo: Temos v = AB = (3— 1,1 —2) = (2,—1). Além disso, se
D = (dy, ds) entéo:

_— =

v =AB =CD <+= AB=CD
<~ (2,—1):<d1—4,d2—0>
<— 2=d;—4 e —1=dy—0
<— d1=2+4=6 e dy=-1+0=-1.

Portanto, D = (6, —1).

MODULO 1 - AULA 1

Para saber mais...

Outros matematicos, como os
franceses Victor Poncelet
(1788-1867), Michel Chasles

(1793-1880) e 0 alemao
August Mdbius (1790-1868),
continuaram os estudos de
Bolzano. Em 1827, Mdbius
publica o seu livro Der
barycentrische Calcul, um
tratado geométrico sobre as
transformagoes das linhas e
conicas. Nesta obra,
destaca-se a manipulagao
dos vetores para determinar
as coordenadas baricéntricas
de um triangulo. Dez anos
depois, em 1837, Mébius
publicou outro livro no qual a
nocao de vetor é aplicada
diretamente a resolucéo de
problemas de Estatica.

E CEDERJ
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Resumo

Nesta aula, analisamos o significado de dire¢ao, sentido e médulo
de um segmento no plano e definimos a relacdo de equipoléncia entre
dois segmentos orientados.

Vocé viu o significado da relacdo de equipoléncia entre segmentos
orientados do ponto de vista tanto geométrico quanto analitico (em coor-
denadas).

Definimos a nocao de vetor no plano e observamos que as coorde-
nadas de um vetor nao dependem do representante do vetor.

Exercicios

1. Verifique se os seguintes pares de segmentos AB e C'D estao em
retas paralelas ou coincidentes. Caso afirmativo, mostre, geometri-
camente, se tém o0 mesmo sentido ou sentidos opostos.

a. A=(0,-2), B=(2,2),C=(0,1), D = (—1,—1).
b. A=(1,1), B =(2,3),C = (0,0), D = (2,4).

c. A=(0,-2), B=(1,1),C = (0,3), D = (2, 1).

d. A=(1,1), B=(2,-3),C = (~2,4), D = (0,1).

2. Determine em cada caso, o ponto D, tal que CD = AB, onde
A = (-1,-1) e B = (2,1). Faca também um esbogo dos seg-
mentos orientados no plano cartesiano seguindo a construgao da
Proposicao 2.

a.C=(1,-1. c.C=(0,—V2).
b. C = (1,2). d. C = (—v2,V3).
3. Determine se os segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes,
onde:
a. A=(0,3),B=(3,0),C=(1,1),D=(-1,-1).
b. A=(1,1),B=(3,1),C=(0,1), D =(2,1).

c. A=(1,-3),B=(3,—3),C=(1,0), D= (—3,1).

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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. —_— —_—
4. Determine as coordenadas do ponto P, tal que OP = AB , onde:

%)

. — —
5. Determine se AB = CD , onde:

1,1),B=(2,0),C=(-1,-1),D = (0,-2).

29

a. A= ( B
b. A= (1,1),B=(2,0),C=(1,-1), D =(0,0) .
c.A=(-2,-1),B=(5,1),C=(-3,-1),D=(-1,1).
d. A= ( B

0,0),B=(2,1),C=(-1,1),D=(2,3).

6. Determine os vértices C e D do paralelogramo ABDC, sabendo que
A= (1,1), B = (3,2) e as diagonais AD e BC se cortam no ponto
M = (4,2).

7. Sejam P = (1,0), Q = (2,4) e R = (3, 3) pontos do plano. Determine
os pontos S do plano de modo que P, Q, R e S sejam vértices de
um paralelogramo.

Sugestao: Observe que ha trés possiveis diagonais para o paralelogramo,
PR, PQ ou QR, cada uma delas fornece um possivel ponto S.

Auto-avaliacao

Se vocé entendeu as nocoes de dire¢ao, sentido e médulo de um
segmento orientado assimilando bem o significado da relagao de equi-
poléncia, entdo conseguiu resolver os exercicios 1, 2 e 3. Se vocé resol-
veu os exercicios 4 e 5, entendeu a nocao de vetor e aprendeu a deter-
minar as coordenadas de um vetor. Se vocé entendeu a equipoléncia e a
sua relacao com o paralelogramo, entao resolveu os exercicios 6 e 7. Se
ainda tiver dificuldades, volte e reveja com cuidado os conceitos apresen-
tados na aula. Nao esqueca que ha tutores que poderao ajudar a eliminar
as suas duvidas. Desde ja, lembre-se de discutir os conteidos com seus
colegas.

MODULO 1 -

(1 ]

AULA 1
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|
Vetores no Plano - Operacoes

Objetivos

e Definir as operagOes de adi¢cao de vetores e multiplicacao de vetores por
escalares reais.

e Compreender as propriedades das operagoes com vetores.

e Resolver problemas geométricos utilizando a linguagem vetorial.

Na aula anterior vimos que por cada ponto do plano é possivel tragar
um segmento orientado que representa um vetor dado (Proposigao 2).
Comecamos esta aula utilizando esse resultado para definir a operacao
de adicao de vetores no plano.

Definicao 4 (Adicao de vetores) Sejama e b vetores no plano, A
um ponto qualquer do plano, AB o representante de a’ com origem no

ponto A e BC' o representante de b com origem no ponto B. O vetor

—

soma de a’ e b_>, designado por «
segmento orientado AC':

_> yd
+ b, € o vetor representado pelo

T +0b =AB + BC = AC

Na Figura 17, mostramos a soma
— —
a + b dos vetores a’ e b , represen-

tada pelo segmento orientado AC". No
entanto, observe que a definigao do ve-

L, - A @+ =Ac C
tor soma a” + b , depende da escolha
do ponto A. Para verificarmos que o ve- Fig. 17: Adigo dos vetores a” e b .
tor soma esta bem definido, devemos

demonstrar que ele independe dessa escolha.
Sejam A’ outro ponto do plano e B’ o ponto determinado pela Proposicao
2,talque @’ = A'B’ e seja C’ o ponto determinado pela mesma Proposigao,

tal que b = B'C". Devemos demonstrar que a + b = AC , OU seja,
que AC = A'C".

MODULO 1 - AULA 2

Bem definido...

Em Matematica, muitas
nogoes sdo definidas a partir
da escolha de determinados
objetos. Dizer que a nogao

esta bem definida, significa
que a escolha dos objetos
utilizados na definigao é
irrelevante, e podem ser
substituidos por outros, com
propriedades similares. No
caso da definicao da
operacgao de adicao de
vetores, o vetor soma @~ + b
é definido a partir da escolha
do ponto 4, onde @” = AB .
O vetor soma esta bem
definido, pois, como vemos na
demonstragao ao lado,
podemos substituir a origem
A do vetor @’ por outro ponto.

[21]
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Com respeito a um sistema de co-
ordenadas cartesianas com origem no
ponto O, suponha que os pontos A, B,
C, A', B' e C' tém coordenadas:
A= (a,as), A = (a},dl),
B:(bljb2>> B,:(bllab/2)7
C=(c,ca), C'=(c),d).
Sabemos que:
- — by —a; = b}, — d
@ =AB =AB <= AB=A'B —{ ' ' 7
bQ—CLQZbIQ—CLIQ,
e
N 5 [N C1 — bl = Cll bll
b =BC =B(" < BC =B(
Cy — bg = 0/2 — b/2
Logo,
(c1=bi)+ (b1 —a1) = (4 =)+ (b —ay),
(c2—=b2) + (ba —az2) = (ch—b5)+ (by—aj),
isto€,c; —a; =, —a) e cg —ay =d,—dly, e, portanto, AC' = A'C".
Com isso provamos que o vetor soma @+ b estdbem definido, pois
depende apenas das parcelas @’ e b_> e nao da escolha do ponto A. [
Além disso:
N —
Se a :(bl—al,bg—ag):(xl,yl) e b :(Cl—bl,CQ—bQ) = (Iz,yg),
~ —_ _>
entaca” + b = (Cl — a1,Cy — CLQ) = (l’l + 22,1 + y2>
4 Resumindo,
2 C
] D Coordenadas do vetor soma.
A /4 ~ | As coordenadas do vetor soma sao obtidas somando as coordenadas
T~ 1 3 4 x . s — - ~
respectivas das parcelas. Isto é,se a” = (z1,y1) € b = (22,92), €ntdo:
-1 —
B @ +b = (z1+x9,01 + Ya) -
Fig. 19: Soma de vetores.

Exemplo 4 Sejam A = (-1,0), B = (2,—1) e C = (1,2). Determinemos

AB + AC .

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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Solugao: Segundo o destaque acima: AB = (2—(-1),-1-0)=(3,-1) e
ACT = (1—(=1),2-0) = (2,2). Logo, AB + AC = (3,~1)+(2,2) = (5,1)
(Figura 19).

—_— —_— . L,
O representante do vetor soma AB + AC com origem no ponto A é o

segmento orientado AD, onde D = (d,ds) € o ponto, tal que AC = BD.
Entdo,d; —2=1—(—-1)edy,— (—-1)=2—-0, isto 6, D = (d,ds) = (4,1).

Observacao.

Sejam A, B, C' pontos nao-colineares do plano, entdo o ponto D faz do
quadrilatero ABDC' um paralelogramo se, e somente se,

AD = AB + AC .

De fato, se ABDC € um paralelogramo, entdao AC = BD.

Logo,

AB + AC =AB +BD =AD .

Reciprocamente, se AB + AC = AD , entdo, pela definicao da

adicao de vetores, o ponto D é a extremidade do representante de AC
com origem no ponto B. Isto é, AC' = BD e portanto ABDC' é um parale-
logramo (Figura 20).

Propriedades da adicao de vetores.
A adicao de vetores satisfaz as seguintes propriedades:

1. Propriedade comutativa:

—
a

=

— b+

+ + a

. —_ -— ~
Com efeito, se @™ = (ay,a2) € b = (by, be), entdo:
— - =
a + b = (a1+b1,a2+b2) = (b1+a1,b2+a2) =b +a .
2. O vetor nulo, que designamos por 0_>, é o vetor representado por
qualquer segmento nulo.
As coordenadas do vetor nulo s&o:
— —_—
0 = BB = (b — by,by — by) = (0,0).
onde B = (b1, bs) € um ponto qualquer do plano.

Se a’ & um vetor qualquer, temos:

MODULO 1 - AULA 2

Fig. 20: O quadrilatero ABDC'
é um paralelogramo se, e
somente se,

s —— s
AB +AC =AD.

Segmento nulo.

Lembre que um segmento
nulo é um segmento cuja
origem e extremidade
coincidem. Os segmentos
nulos tém maédulo zero, mas
nao tém diregdo nem sentido.
Todos os segmentos nulos
sao considerados
equipolentes.
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Subtracao de vetores.
Subtragao é a soma de um
— L. N
vetor b com o simétrico —a

de um vetor @’. O vetor

- —
b + (—a’) se escreve de
forma abreviada como

—

b —a.

B -

—b
@

D
* @
_>
b C

Fig. 21: Subtragao de vetores.

Fig. 22: Propriedade associa-
tiva da adicao de vetores.

CEDERJ |24 |
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— 7 —
a = a

+ (

De fato, se a” = (a4, a2), entéo,

_)

a

— 7 —

a +0 =(a+0,a2+0) = (ar,a2) =a .

3. Dado um vetor @’ existe um vetor que designamos por —a_ e

chamamos o simétrico de @, tal que:

@+ (-a)=0

De fato, se AB é um segmento orientado que representa o vetor @,
entdo o segmento orientado BA é um representante do vetor —a’, pois
pela definicao da adicao de vetores vemos que:

@+ (-a)=AB +BA =AA =0 .

Observe também que, se @ = (a1,ay), entdo as coordenadas de
—a’ sio:
—a = (—ay, —as).
4. A adicdo de vetores é associativa. Isto é, dados trés vetores @,
b ec:

<ﬁ+b_))+?:ﬁ+(b_>+?)

. : — P —
Com efeito, sejam a” = (aj,a2), b = (b1,b2) € ¢ = (c1,¢2) . Usando
a propriedade associativa da adicao de numeros reais, temos:

<?+b_>> +¢ = (a1 +as, by +by) + (c1,¢2)=((a1 + by) + c1, (a2 + ba) + ¢2)
= (CL1—l—(b1+C1)7az+(b2+62)):(a1,a2)+(b1+01752+02)
- m(m?).

Desta maneira, vemos que a operagao de adicao de vetores, possui
as mesmas propriedades que a operacao de adicao de numeros reais.

Definimos agora uma operacao de multiplicacao de um namero real
por um vetor.

Convencao: No seguinte, os nUmeros reais serdao chamados também
escalares.

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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Definicao 5 (Multiplicagao de escalares por vetores)

Os vetores \ - a .

— T . . —
Sea” = AB e\ € R, definimos o produto de A por a” como sendo o vetor Na Figura 23 mostramos

vetores da forma A - @~ com
1 1 2
A= 1»717 T 29 %

- o / .
A-a = \-AB representado pelo segmento AB’, de modo que:

2
e A, B e B’ sgo colineares,
o |AB'| =d(A,B") = |\ -d(A,B) = |\ -|AB]|,
0 mesmo sentido, se A > 0,
sentidos opostos, se A < 0,

e AB e AB' tém {

Observe que, quando A =0, d(A, B’') =0-d(A,B) =0, isto é, B’ = A Fig. 23: Mdtiplos de um vetor.

e, portanto, 0-a” = A4 =0, Similarmente, se @ = 0, podemos verificar

a partir da definicao, que A - 0 = 0, qualquer que seja A € R.

Proposicao 4 A multiplicagido do escalar \ pelo vetor a’ = AB  néo
depende do segmento representante AB.

Demonstracao. Devemos mostrar que se CD = AB, entao CD' = X -
- . - . P
CD coincide com AB’ | isto é, que AB'=CD'.
Como CD = AB, temos que CD e AB tém a mesma direcao, o
mesmo sentido e 0 mesmo modulo. Logo,
|CD'| =[] -|CD| = |A| - [AB| = |AB'].
Suponhamos primeiro que A > 0.

Neste caso, AB’ tem a mesma direcao e sentido que AB e C'D’ tem
a mesma direcao e sentido que C'D. Portanto, AB’ e C'D’ tém também a
mesma direcao e sentido.

Suponhamos, agora, que \ < 0.

Neste caso, AB’ e AB tém a mesma direcao e sentidos contrarios.
O mesmo acontece com CD e CD'.

Como AB e C'D tém o mesmo sentido, concluimos que AB' e CD’
tém a mesma direcao e 0 mesmo sentido.

Portanto, seja A\ positivo ou negativo, obtemos C D’ = AB’, como
queriamos.

Faca vocé mesmo os argumentos para os casos em que A = 0 ou
AB é um segmento nulo. [
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O simétrico de um vetor.
Observe que —a = (—1)-a@
pois, se a = (a1, a2), entdo:
_? = (—(ll, _a2)
=(-1-a1,—-1-a2)

=—1l-a.

CEDERJ m

Proposicao 5 Sea” = (a1,as) e A € R, é um escalar ndo-nulo, entdo:

A-a = May,as) = (Aag, Aas)

Demonstracao. Sejam P = (aj,as) € Q = (Maj, Aaz) pontos do plano.
% é . L
Devemos mostrar que \OP = OQ . Isto significa que
e O, P e () sao pontos colineares;
° [0Q| = [A] - |OP];
e O@) tém o mesmo sentido que OP quando A > 0 e, sentido oposto,
quando A < 0.
De fato, se a; = 0, entdo O, P e () estao sobre o0 eixo .

Arag
/\-al -

Se a; # 0, entdo a reta que passa por O e ) tem inclinacao

Q s N . ~
=2 que é igual a inclinagéo da reta que passa por O e P.
a

Logo, O, P e () sao colineares.

Observe também que

0Q] = v/(Aa1)? + (Aaz)? = \/A2(af + a3) = [Al\/ai + a3 = [A] - |OP].

Resta mostrar que OP e OQ tém o mesmo sentido quando A > 0

e sentidos opostos quando A < 0. Para isto, € necessario analisar os
seguintes casos:

eaq; >0eay,=0 eaq; <0eay=0 ea;=0e€ay,>0

eaq;=0€ay, <0 eaq; >0e€ay >0 eq; <0eay >0

ea;<0eay <0 ea; >0eay <0

Suponhamos A > 0, a; > 0e ay > 0. A 0
Neste caso, os pontos P = (ay,as) A I ]; _______ i
e @ = (A\ag, Aay) estdo no primeiro qua- %'——%;——— | @ i
drante do plano. Logo P e @ estdo no I |
0 a, Aa, x

mesmo semi-plano determinado pela per-
pendicular a reta que passa por O, P e Q.
Isto é, OP e OQ tém o mesmo sentido.

Fig. 24: Caso A > 0, a1 > 0, a2 > 0.

Os outros casos sao tratados de maneira similar. Faga-os vocé
mesmo! [
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Exemplo 5 Sejam A = (0,1) e B = (1,0). Determinemos os represen-

tantes CD, CD' e CD" dos vetores AB , —2AB e 2AB com origem no
ponto C' = (1,1).
Solucao: Temos que

—_— —_—

AB = (1 - 0707 _1) = (17 _1)7 —2AB = <_2 ’ 17 -2 (_1)) = (_2a 2)7

e
2AB =(2-1,2- (1)) =(2,-2), eC = (1,1).

E os pontos buscados D = (dy,ds),
D' = (d|,d,) e D" = (d,d}), de-
vem satisfazer as sequintes relacées
(veja a Proposicao 3, da Aula 1):

CD:E:»{dl_lzl :

dy —1=—1
SN SN d —1=-2
CD =-2AB <= {"! ;
dy—1=2
d"—1=29
e CD'" =2AB +«— {dlll 1 _9 Fig. 25: Exemplo 5.
y —

Istoé, D =(2,0), D'=(-1,3) e D" = (3,-1).
Na Figura 25 ilustramos os segmentos orientados AB, CD, CD’ e CD",

. , SN
assim como o segmento OP representante na origem do vetor AB .

Propriedades da multiplicacao de escalares por vetores.

Sejam @', b e ¢ vetores do plano e sejam A, i1 € R.

1. A multiplicagcao de escalares por vetores é associativa. Isto €,

N(p-a)=0A\-p)-a

De fato, se @ = (ay, as), com respeito a um sistema de coordenadas
no plano, temos:

A(p-a’) = X (par, pas)
(Apar), p(Aaz))
= ((Awar, (Au)az)
(Aw)a.

MODULO 1 -

(27 ]

AULA 2
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Fig. 26: Distributividade.

CEDERJ m

2. A multiplicacao de escalares por vetores satisfaz as propriedades
distributivas:

A(@+D) =X-THAb
A+p)-a =Xx-a +p-a

A primeira destas propriedades, ilustrada na Figura 26, se verifica
da seguinte maneira: se @’ = (a;,ay) € b= (b1, bs), entao:
M@ +b) =May+ by, as + ) = (Aag + by), Mas + b))
_)
= (Aay + Ab1, Aag + Aby) = (May, Aag) + (Aby, Aby) = M@ + \b .
Faca vocé mesmo a verificagdo da outra propriedade distributiva
usando coordenadas e interprete geometricamente o seu significado.

3. Onumero 1 € R é o elemento neutro da multiplicacdo de escala-
res por vetores:

— —
l-a"=a

De fatO, se E) = (al,az), entao 1 - E) = (1 . CL1,1 . CLQ) = (al,ag) = E)

Exemplo 6 Dados os vetoresu’ = (1,—1) e v’ = (3, 1), determine
=T, b =T+, T=.b -7

Solucao: Temos
o =2u +v = 2(1,-1)+(3,1) =

— (2,-2)
= (5,-1).
b =uw2u = (L-1)+2(31) =(1,-1) + (2(3),2(1))
— (1,-1)+(6,2) = (1+6,—1+2)
= (7,1).
F):%Z?—a_) - %(7,1) (5, 1)
- (2)-6
7 1
- (3=53- (1)
3 3
- (49
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7Y\

Fig. 27: Exemplo 6.

Vejamos agora como usar a linguagem vetorial para resolver alguns
problemas geométricos simples.

Exemplo 7 Os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer
determinam um paralelogramo.

Solucao: De fato, seja ABC'D um quadrilatero (Figura 28). Sejam X o
ponto médio do lado AB;Y o ponto médio do lado BC; W o ponto médio
do lado CD e Z o ponto médio do lado D A.

Devemos mostrar que XYW Z & um paralelogramo. Para tal, basta mos-

. , T——— E—
trarque XY = ZW, isto e, XY = ZW . Temos:

X ponto médio de AB = AX =XB = %AB ,

Y ponto médio de BC' = BY =YC = %BC ,

W ponto médio de DC = DW =WC = %DC ,

Fig. 28: Exemplo 7.

7 ponto médio de AD = AZ — 7D — %AD .

Logo,

1 1 1 /—— —_— 1—
XY =XB +BY = ;AB +3BC :§<AB +BC):§AC.

Similarmente,

1 1 1 /—— —_— 1—
ZW =ZD +DW = _AD + ;DC zi(AD +DC>:§AC’.

— 1 = ,
Portanto, XY = 5A(J = ZW , como queriamos.
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Exemplo 8 O baricentro de um triangulo: Sejam A, B e C pontos
nao-colineares do plano e O um ponto qualquer do plano. Definimos o
baricentro do triangulo ABC como sendo o ponto G, tal que:

OG = Y0A +0B +0C) (1)

Mostraremos que o ponto G independe do ponto O, isto é, dado outro
ponto O’ do plano, temos:

OG =Y OA +0B +00C).

Solucao: De fato, se O’ é outro ponto do plano:

0O'A =00 +0A , OB =00 +0B e 0OC =00 +0C.
Logo,

oB O'G :O’—O>+OG
v

=0'0 +3(0A +0B +0C")

(00 +0A +00 +0B +00 +0C)

1
3
o' =1(0'A +0'B +0'C).

Fig. 29: O baricentro nao de-
pende da escolha do ponto O.

Assim, o baricentro G do tridangulo ABC' depende apenas dos vértices A,
BeC.

Mais ainda, como a identidade (1) é valida para todo ponto O do plano,
podemos substituir O pelo proprio ponto G.

— —_— — . .
Nesse caso, como OG = GG = 0 , segue, da identidade (1), que:

GA +GB +GC =0 2)

Exemplo 9 O baricentro e as medianas:

7 B As medianas do triangulo ABC' sdo os segmentos que vao de cada um
dos vertices até o ponto médio do lado oposto.

Na Figura 30, mostramos o tridngulo ABC' e suas medianas AX, BY e
CZ.

Neste exemplo, verificamos que:

Fig. 30: O baricentro G é a
intersecgao das medianas do
triangulo.

As medianas do triangulo ABC se intersectam no baricentro G .

CEDERJ
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Solucao: Para isto, basta mostrar que o baricentro G, caracterizado pela
identidade (2), pertence as trés medianas AX, BY e CZ do tridngulo
ABC.

Verifiguemos que o baricentro G pertence a
mediana AX. De forma similar vocé podera
mostrar que G pertence as medianas BY e
CZ.

Seja D o ponto, tal que GBDC' é um parale-
logramo. Desta forma,

Fig. 31:2GX =GD .

eGB +GC =GD ,
e BC e GD, as diagonais do paralelogramo GBDC, cortam-se ao meio
no ponto X (ponto médio do segmento BC).

Como:

GA +2GX =GA +GD =GA +GB +GC =0,
0s pontos G, A, X sao colineares e GG pertence a mediana AX, pois GA
e GX tém sentidos opostos.

Portanto, as trés medianas se intersectam no baricentro G.

Exemplo 10 Neste exemplo, usaremos as
operagdes com vetores, para mostrar que as
diagonais de um paralelogramo cortam-se ao

meio.

Solucao: Seja ABDC um paralelogramo, veja A,
a Figura 32. Como um paralelogramo tem
lados opostos paralelos e de igual compri-

. — — — —
mento, entao AC = BD e AB=CD.

Fig. 32: Paralelogramo ADBC.

Denotemos E o ponto médio da diagonal AD. Isto significa que
|AE| = |ED| = §|AD|.

Além disso, os segmentos orientados AE, ED e AD tém mesmo sentido,
portanto:

AE =FED =

AD . (3)

MODULO 1 - AULA 2

Subdivisao baricéntrica.
Em Computagao Gréfica é
freqliente a modelagem de
superficies das mais diversas
formas. Embora nao parega,
as superficies que
visualizamos na tela de um
computador, na televisao, no
cinema ou num videogame
sao formadas por pequenos
triangulos. Quanto menor o
tamanho desses triangulos,
mais lisa é a aparéncia da
superficie. Assim, ap6s feita
uma primeira aproximacao da
superficie por meio de
triangulos, séo realizados
varios refinamentos de modo
a diminuir o tamanho dos
triangulos. Uma importante
técnica consiste em subdividir
cada triangulo em seis
triangulos acrescentando os
pontos médios dos lados e os
baricentros ajustados a forma
da superficie. Na Figura 30
vemos o triangulo ABC
dividido nos triangulos AGZ,
ZGB, BGX, XGC,CGY e
Y G A. Esta subdivisao é a
chamada subdivisao
baricéntrica do triangulo
ABC.
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Vetores no Plano - Operacoes

Devemos mostrar que E pertence a diagonal, isto é que B, E, C sao
colineares, e mostrar que £ € o ponto médio BC' . Logo basta chegarmos

. . — —
arelagdo BE =1BC .

Da definicao da adicao de vetores temos as igualdades:

BE =BA +AE , (4)

BC =DBA +AC . (5)

Substituindo (3) em (4), obtemos:

BE — BA + %AD | (6)

Como AC =AD +DC , DC =BA e BA + BA =2BA , podemos
substituir essas relagdes em (5) e obter:

BC =BA +AD +DC =BA +AD +BA =AD +2BA |

logo,

1AD = 1BC - BA.

Substituindo essa relacao em (6), concluimos:

BE = BA +31AD =BA +3;BC —BA =3;BC,

mostrando o afirmado.
Observacao.

Vocé pode provar que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao
meio usando congruéncia de triangulos.

Resumo

Nesta aula definimos as operagoes de adi¢ao de vetores e multiplicagao
de vetores por escalares. Analisamos as propriedades dessas operacoes
e usamos a linguagem vetorial para resolver alguns problemas geométricos.

Exercicios

1. Localize os pontos A = (1,1), B = (-3,0), C = (4,1), D = (2,-3),
E =(3,-2) e FF = (—4,-3) no plano cartesiano e efetue os seguin-
tes célculos:
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a. AB + AC + AD .

b. 2(BC' — EC') +3EF —2AD .

c. AB +BC +CD +DE +FEA .

d. AB +BC +CD +DE +EF +FA .

e. ;AB + 1AC +{AD + AE .

f. AB — (AC' +2CD )+ ED — (EB —DC').

. Sejam Ay, A,, Az, Ay, As, pontos do plano. Mostre que:
A Ay + AAy + A3AL + AgAs + A3 A, =0 .

. Sejam A, B e C pontos colineares no plano. Mostre que existe um

—_— —_— , .
escalar ¢, tal que AB = tAC . Além disso, ¢ > 0 quando AB e
AC tém o mesmo sentido e t < 0 quando AB e AC tém sentidos
opostos.

. Sejam A= (-1,0), B=(—3,2) e C =(2,1).

27
a. Determine o baricentro do triangulo ABC' usando a identidade
(1).

b. Determine os pontos médios dos lados do triangulo ABC' e mos-

tre que a soma dos vetores representados pelas medianas do triangulo

éigual a 0 . Esta propriedade é valida em qualquer outro triangulo?

. Determine os vértices B e C do triangulo ABC, sabendo que A =
(1,2), BC = (3,4) e que a origem € o seu baricentro.
. Seja ABC um triangulo no plano e seja G o seu baricentro. Mostre
que:

— —_— —_— —_— — —

AG =3AX , BG =3:BY e (G =3CZ.

onde X, Y e Z sao os pontos médios dos lados BC, AC e AB
respectivamente.

. Sejam P = (1,2), @ = (—2,—2) e r a reta determinada por esses
pontos.

MODULO 1 -

(3]

AULA 2

CEDERJ



Geometria
Analitica

Para saber mais...

Uma lamina poligonal feita de
um material homogéneo (isto
€, a massa é distribuida
uniformemente sobre a
superficie) pode ser posta
horizontalmente em equilibrio
sobre um prego, como
mostramos na Figura 33.

Basta colocar o centro de
gravidade da superficie sobre

o prego! Por esta razao, o
centro de gravidade é também
chamado ponto de equilibrio
da superficie. Tente fazer uma

experiéncia que confirme este
fato.

Fig. 33: Centro de gravidade.

CEDERJ

Vetores no Plano - Operacoes

Determine as coordenadas dos pontos que estao sobre r e cuja
distancia ao ponto € )\ vezes a distancia ao ponto P, onde A\ > 0.

Indicacdo: Seja R = (z,y) o ponto desejado. A condi¢ao do problema
equivale a |RQ| = A|RP|. Como os pontos P, Q e R sdo colineares, }?67 =

—
TARP .

8. Sejan um numero natural maiorouiguala3esejam A;, Ay, As,... , A,
e O pontos do plano. Considere a regidao poligonal cujos lados sao
os n segmentos A1 A,, AsAs, ..., A,A;. O centro de massaou cen-
fro de gravidade da regiao poligonal € o ponto G dado por:

OG = L(O4, + 04, + 043 +...04,).

Observe que, se n = 3, a regido poligonal € um triangulo e o centro
de gravidade € o seu baricentro.

As seguintes propriedades sao validas qualquer que sejan > 3. No

== entanto, suponha que n = 5.

a. Mostre que o centro de gravidade G nao depende da escolha do
ponto O.

Indicagao: Proceda como no exemplo 6.

b. Mostre que o centro de gravidade satisfaz uma identidade similar
a identidade (2) mostrada no exemplo 6.

Auto-avaliacao

Se vocé compreendeu bem as operacdes de adicao de vetores e
multiplicacao de vetores por escalares e sabe efetuar essas operacoes
usando coordenadas com respeito a um sistema cartesiano, entao re-
solveu os exercicios de 1 a 7 sem dificuldade. O exercicio 8 reafirma e
generaliza os conceitos relativos a nogao de baricentro. Caso ainda tenha
duvidas, revise o conteudo da aula. Nao esqueca que ha tutores sempre
dispostos a orienta-lo.
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A Reta e a Dependéncia Linear

Objetivos

e Determinar a equacao paramétrica de uma reta no plano.

e Compreender o paralelismo entre retas e vetores.

e Entender a nocao de dependéncia linear entre dois vetores do plano.

e Determinar a equacao cartesiana de uma reta a partir de sua equacao
paramétrica e vice-versa.

e Determinar a intersecao de duas retas nao paralelas no plano.

Comegamos determinando, em termos da linguagem vetorial, as
condicdes que um ponto P deve satisfazer para pertencer a reta r.

Se A e B sao pontos distintos no plano, sabemos que ha uma Unica
reta » que os contém.

Segundo a definicdo da multiplicacao de um vetor por um escalar,
um ponto P pertence a r se, e somente se (Figura 34),

AP =t-AB (7)

para algum ¢ € R, chamado parametro do ponto P. A equacao (7) é £50

uma equacao vetorial paramétrica da reta r. Dizemos, também, que r tem Fig. 34: Retar e A, B € r.

direg;éo AB e: Os segmentos AB e AP tém
o mesmo sentidoset >0e
sentidos contréarios se t < 0.

—_— —
r:{P]AP —t AB | teR}

Em relacao a um sistema de coordenadas cartesianas, se A = (a4, as),
B = (b1,bs) € P = (z,y), a equagao (7) é dada por:
(2 — a1,y — az) = (t(b1 — a1), t(b2 — a2)),
que equivale ao par de equacoes:

Notacao.
Em (8) colocamos o nome r
T =a + t(bl — al) dareta afrente e a
r: ,teR (8) especificagdo do parametro
Y = az + f(bg — (Lg) apds as equagdes. Esta é

uma pratica comum na
literatura que adotaremos.

chamadas equacoes paramétricas da reta r.
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Nas equacoes (7) e (8) devemos observar que ¢ > 0 quando AP e
AB tém o mesmo sentido e t < 0 quando AP e AB tém sentidos opostos
(veja o Exercicio 3, da Aula 2).

Exemplo 11 Determinar a equagdo paramétrica da reta que passa pe-
los pontos A = (2,3) e B=(1,2).

- e
Solugao: Como AB =(1-2,2—-3)=(-1,-1), temos
P=(ry)er < (x,y)=(23)+t(-1,-1), teR
— (r,y)=(12-t3-1t), teR.

Portanto, as equagbes paramétricas da reta r sao:

r=2-—1
r'{y:?)—t’ teR.

Exemplo 12 Sgjam A = (-1,0), B = (0,1), C = (1,2) e D = (—3,1).
Verifiquemos que os pontos A, B, C e D s&o colineares e determinemos
as equacoes paramétricas da reta r que os contém em termos de A e B
eemtermosde C e D.

Solucao: Para verificarmos que os pontos dados sao colineares, devemos

determinar nimeros c e d, tais que AC =c-AB e AD =d- AB .

Em coordenadas, temos:

i o AF {1—(—1)20(0—(—1))

c-AB <— —c=2,
2—-0=c¢(1-0)

ﬁ:d,ﬁﬁ{_%—(—l):d(o—(—l)) P
1—-0=d(1-0) 2

Portanto, a retar que passa por A e B também passa por C e D.
A equacao vetorial paramétrica de r em termos de A e B é:
—_— —
AP =t-AB, teR,
onde P = (x,y) € r et € 0 seu parametro. Em coordenadas, temos:
—_— —
(z—(=1),y —0) = AP =t- AB = (#(0 — (~1)),t(1 - 0)),
Isto é, as equacdes parameétricas da reta r, em termos de A e B, s3o:

7’:{x:t_1 ,teR. (9)
y=t

CEDERJ m
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ComoC = (1,2) er e D = (—3,%) € r, a equagdo de r é, também:

P — —
CP =sCD , seR,

onde P = (x,y) € r e s € 0 pardmetro

C

AB

de P na reta.
Em coordenadas, temos: ,
B

-Ly-2=(6(3-0)sG-2).
Isto é, as equacloes paramétricas de r, - .

~ =
em termos de C e D, sdo: / CD,

-1

= 3541
rd” §S+ , s €R. (10)
y=-—55+2

Observe que o ponto P = (1,2) pertence a reta r. Em relagdo as equa-
coes paramétricas (9), o parametro do ponto P ét = 2. No entanto, com

respeito as equacoes (10), o parametro do ponto P é s = 0.

Definicao 6 Sejam v’ e w’ vetores do plano. Se v = \w’, para algum

) € R, dizemos que v~ é mltiplo de w’".

Observacao.

e Ovetornulo 0 é multiplo de qualquer outro vetor. No entanto, nenhum

vetor ndo-nulo é mdltiplo do vetor 0.

De fato, se v~ € um vetor qualquer do plano, temos 0 =0

Como \-0 = O_>, nenhum vetor nao-nulo pode ser multiplo de 0.

e Se v’ ew s&o vetores ndo-nulos, entdo v° é miltiplo de w’ se, e so-

mente se, w’ é mdiltiplo de v”.

Com efeito, se v" = \w’, entdo A #£0ew = 1v .

e Sejam A,B e C pontos distintos do plano. Entdo v" =

— T~ ~ .
w = AC se, e somente se, A, B e C sao colineares.

—> 7 s . —> .
Note que AB é multiplo de AC' se, e somente se, existe um escalar

—> —> . ’ . ~ .
A # 0, tal que AB = MAC', isto é, o ponto B satisfaz a equagao vetorial

B

AB

—

HV

Fig. 35: Retar e vetores AB e CD na origem.

€ multiplo de

paramétrica da reta que passa por A e C () é o parametro do ponto B).

MODULO 1 - AULA 3

Importante!

Através do Exemplo 12 vemos
que as equagoes
paramétricas e os vetores
dire¢ao de uma reta ndo sao
determinados de maneira
Unica, e que o parametro de
um ponto P € r depende da
equacgao paramétrica
considerada.
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Mudanca de parametro.
Se v e w s&o vetores
ndo-nulos e w’ = \v’, entao:
AP =t
AP =57,
sao equagOes da mesma reta.
Na primeira, t € o parametro
do ponto P e, na segunda,
s = t\ € o parametro do
mesmo ponto.
A segunda equagao é dita
uma reparametrizacdo da
primeira, sendo s = t\ a
mudanca de pardmetro.

Andando nas retas.

As equaglOes paramétricas
(11) descrevem a reta » como
uma trajetoria retilinea
percorrida com velocidade v°,
partindo do ponto A. O
parametro ¢ de um ponto P
mede o tempo necessario
para chegar até esse ponto.
Observe que a mesma reta
pode ser percorrida de
distintas maneiras.

A Reta e a Dependéncia Linear

CEDERJ

Exemplo 13 Consideremos os vetores ' = (1,0), v° = (1,1) ew’ =
(2, —1). Mostremos que u’ ndo é mdltiplo de v°, mas sim de v" + w’.

Solucéo: De fato, se ' fosse mdiltiplo de v~ teriamos w = \v’, para
algum escalar ), isto é, (1,0) = A(1,1) = (A, \).

Logo, teriamos A =1 e A = 0, 0 que é uma contradicao.

Portanto, u’ ndo pode ser miltiplo de v”.

Sejau; =v +w = (1,1)+ (2,—1) = (3,0).

Como u” = (1,0) = £(3,0)

sur , temos que u’ é miltiplo de u;”.

Definicao 7 Dizemos que um vetor ndo-nulo v” é paralelo a reta r, e

. . _—% 7
escrevemos v || r, se, quaisquer que sejam A,B ¢ r, o vetor AB é
mdltiplo de v”.

Observagao.

O vetor v” é paralelo a retar se, e s6 se, v’ determina a direcdo de r.

~ % % s
De fato, basta observar que se r» tem equacao AP =tAB ,ondet é
A e — ~ - — z 7 ~
o pardmetrode P e AB = \v’, entao AP = sv’ é também equagao de
r,onde s = t\ é 0 parametro de P.
Seja r a reta que contém A = (a,, a,) € é paralelaa v’ = (a,b) .
Fazendo uso da Proposicao 2, da Aula 1, existe um Unico ponto
—
B er,talque AB =7v".
— — N
Logo, P = (x,y) € r se, e somente se, AP =t-AB =t-v ,teR.

Em coordenadas, esta equacao equivale a
(x —ay,y—ag) = (t-a,t-b),t R,

ou seja, as equacodes parameétricas da reta r sao dadas por:

r=a +ta

o , teR (11)
y=as+tb

Observacao.

A partir das equacgoes paramétricas (11) de uma reta r identificamos as
coordenadas de um ponto A € r e de um vetor diregdo v".
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Para isto, olhamos o lado direito das equacoes: o coeficiente de ¢
na expressdo de x é a primeira coordenada de v, o coeficiente de ¢ na
expressdo de y é a segunda coordenada de v”, a primeira coordenada
de A é o termo a; na expressao de = que independe de ¢ e, a segunda
coordenada de A € o termo a, na expressao de y que independe de ¢.

Exemplo 14 Determinar as equagées paramétricas da retar que contém

o ponto A = (1,0) e é paralela ao vetor v" = (—1,1) .

Solugcao: Basta substituir as coordenadas
a; =1, aa =0deAea=—-1,b=1de

v, na equacao (11):

=1+t-(—1
r: v e ),tG]R,
y=0+1t-1
isto &,
=1t
r: * ,teR
y:
Observagao.

A equacao dareta r que contém o ponto
A e é paralela ao vetor v~ é:

—

AP =tv’, teR,

como AP =OP — OA , esta equacgao
escreve-se na forma:

OP —OA =17, teR,

&Y |

-1

Fig. 37: OP =0A + tv".

isto €, a equacao da reta r € dada por (veja a Figura 27):

OP =OA +17°

teR

—) -
Como as coordenadas do vetor OP sao as coordenadas do ponto

P e as coordenadas do vetor OA s&o as coordenadas do ponto A, a

equacao vetorial (12) corresponde as equacoes paramétricas (11).

" |

(12)

MODULO 1 - AULA 3

Na figura 36, vemos a reta r
do Exemplo 14 e seu vetor
direcdo v~ representado por
um segmento na origem.
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A equacao cartesiana e as equacoes paramétricas de uma reta.

Equacao cartesiana da reta.
Seja az+By+~v=0a
equagao cartesiana de uma equagéo cartesiana:
reta r no plano.
e Se 8 =0, r é areta vertical ar+pBy+~v=0 (1 3)
r=—1
eSe3#0,réaretade
inclinagao (ou coeficiente
angular) — %, passando pelo a partir de sua equacao cartesiana e vice-versa.

ponto (0, —%).

No Médulo 2 do Pré-Calculo, vocé estudou a reta a partir de sua

Vejamos, agora, como determinar as equacoes paramétricas da reta

Seja r a reta com equacao cartesiana (13). Para obtermos as co-

ordenadas de um ponto da reta r, atribuimos um valor a variavel x e cal-
culamos o valor da variavel y usando a equagao (13), ou atribuimos um
valor a y e calculamos = a partir da equacao (13).

Se a reta r nao é vertical (8 # 0), tomamos dois valores distintos
r1 € T para r e usamos a equagao (13), para calcular os valores cor-
respondentes y; e y» de y. Com isto, determinamos pontos A = (1, 1)
e B = (x9,y2) pertencentes a reta . Conhecendo dois pontos de r, po-
demos escrever as suas equagoes paramétricas como fizemos anterior-
mente.

Se r é uma reta vertical (6 = 0 e a # 0), a sua equagao € ax + v =
0, isto é, z = —1. Logo, se y;1 e y, S@o quaisquer dois nimeros reais
distintos, A = (—2,41) e B = (—2,y,) pertencem a reta r.

Exemplo 15 Determinemos equagées paramétricas da retar dada pela
equacao cartesiana:

r:2r—3y+12=0. (14)
Solucao: Sejax = 0 na equacao (14), temos —3y + 12 = 0, ou seja, y = 4.
Logo, A= (0,4) €r.
Similarmente, seja y = 0 na equagéo (14), temos 2x + 12 = 0, ou seja,
r = —6 e, portanto, B = (—6,0) € .
Substituindo as coordenadas de A e B nas equagbes paramétricas (8),
obtemos as equacées paramétricas de r:

Jz=0+1t(-6-0)
"Yy=41t0-49

L = —06t
,teR, Istoe, r: . 0 ,teR.
y=4—4t
Tomando pontos A e B distintos aos considerados acima, vocé pode obter

outras equagées paramétricas da mesma retar.

CEDERJ |
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Reciprocamente, suponhamos conhecidas as equacdes paramétricas da
reta r:

T =29+ at
T ’ ,teR. (15)

Yy =1yo+ bt

Note que, se a = 0, a reta r € vertical e a sua equacao cartesiana é
x = xo. Se a # 0, aretar ndo € vertical e, neste caso, obtemos a equagao
cartesiana de r colocando em evidéncia o parametro t nas equacgdes (15):
t = 1(x — x) e t=1+(y—wo),
e, igualando estas expressdes, obtemos 1 (z — zg) = 1(y — yo) , OU seja:
br —ay — bxy + ayy =0,

que corresponde a equacgao (13),coma =b, § = —a € v = —bxy + ayo.

Exemplo 16 Determinemos a equagéo cartesiana da retar cujas equagées
parametricas sao:

= —6t
r: o ,teR.
y=4—4t
Solucao: Colocando em evidéncia o parametro t destas equacodes:
x 4—y
t=—= e t=—>=
6 4

e, lgualando estas expressoes, —¢ = A‘TTy , obtemos que a equacao carte-
Sianader é 2x — 3y +12=0.

Posicao relativa de duas retas no plano.

Sabemos que duas retas r; € r, no plano podem ser paralelas, coin-
cidentes ou concorrentes. Isto &, r, Nry = &, r; = 1y OU r; N7y CONSiste
de um Unico ponto. Conhecendo as equacdes cartesiana, vetorial ou pa-
ramétricas de duas retas no plano, vejamos como analisar a sua posi¢ao
relativa.

Definicao 8 Dizemos que dois vetores v" ew’ do plano séo linearmente Convengao.

Em todo o seguinte, usaremos
a abreviagdo LI para significar
mlj/fip/O de U_) linearmente independente(s)
e a abreviagado LD para

dependentes (ou abreviadamente, LD), se v° é mdltiplo de w ou w’ é

Se v’ ew’ ndo sdo LD, isto é v’ ndo é mdltiplo de w” nem w” é mdltiplo significar linearmente

de v’, dizemos que v’ e w sdo linearmente independentes (L/). dependente(s).
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Determinantes de matrizes.
Uma matriz 2x2 € um arranjo
de quatro nimeros reais
dispostos ordenadamente na
forma:

A cada matriz associamos um
namero real chamado o seu
determinante, que
designamos por

a b
det (c d) s

a b
c d|’

ou

e definimos da seguinte

a b
det(C d) =

= ad — be.

maneira:
a b
c d

CEDERJ |42 |
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Exemplo 17 a. Como o vetor nulo é mdiltiplo de qualquer vetor v, os

—_— ~
vetores v e 0" sdo LD.

b. Sev’ = (2,3), w; =(1,2), wy = (4,6) ew; = (1,1), entdo:
e ew; S8o LD, poisv = 2uw; .
e v ew, sdo LD, pois v’ = 1w, .

—

e U’ ews Sdo LI. De fato. Suponha, por absurdo, que os vetores sdo LD.
Entdo existe A € R, tal que v° = \ws, isto é, (2,3) = (\, )\). Igualando as
coordenadas, temos A = 2 e A = 3, o qual ndo é possivel. Portanto, v" e
e ~

w3 sdo Ll .

Vejamos agora uma importante caracterizagdo da dependéncia li-
near.

Proposicao 6 Dois vetores v° = (a,b) e w = (d’,V') sdo LD se, e so-
mente se,

a b\ o
det <a’ b,)—ab—ab—().

Equivalentemente, v e w’ sdo LI se, e somente se, det <Z, b) £0.
Demonstracdo. Se @ = 0, entdo v e w’ s&o LD, pois w’ = 0- 7" e,
também, ab’ — a’b = 0, pois a’ = V' = 0.

Suponhamos agora que @ # 0 e que v e w s&o LD, isto &,
v = A\w,para algum X € R.

Entaoa = Xa’, b=\ e:
b
det (a ) —ab —a'b = AV — AV = 0.
a v

Reciprocamente, suponhamos que w’ # 0 e ab’ — a’b = 0. Devemos
determinar A\ € R, X\ # 0, tal que v" = (a,b) = A(d', b)) = \w’, isto &,
a=MXd eb= M.

Se d =0, entdo abl — a'b = ab’ = 0. Como W # 0 , temos ' # 0.
Logo,a=0eX= .

Se d’ # 0, da igualdade al’ — a'b = 0, temos ‘Z—” = b e, portanto,

(a;b):%(a/’b/),iStoé,’U—>:)\u_}>,COm)\:5- ]
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| MODULO 1 - AULA 3

A partir do conceito de dependéncia linear, vamos analisar a posicao
relativa de duas retas no plano mediante exemplos concretos que ilustram
as técnicas gerais.

Exemplo 18 Determinemos a posigao relativa das retas r, e r, no plano,
onde:

y=1+3t" y=1+s ' Paralelismo.

Duas retas no plano que

=3—-2t =—-1-
Tlt{x teR e TQI{:E s s e R

Solucao: A retar, reta passa pelo ponto A, = (3,1) e é paralela ao vetor possuem vetores diregdo LD
sao paralelas se ndo tém
— (—2,3). Similarmente, r, contém o ponto A, = (—1,1) e € paralela pontos em comum e s&o
coincidentes se possuem um
ponto em comum.
Retas com vetores diregao LI
) = (—2) -1-3- (—1) =—-243=1 75 0, os vetores QT e s8o, necessariamente,

concorrentes.

ao vetor vy’ = (—1,1).

-2 3

Como det (_1 1

vy sdo Ll. Logo, v, e ry sdo concorrentes. Podemos, portanto, determinar
o ponto P do plano, tal que ry Nry = {P}.
Igualando as coordenadas respectivas nas equagées de r, e r,, obtemos:

3—2t =—-1-3s —2t+s =-—-4

143t =145 ° 's0& f—s =0.

Resolvendo este sistema, encontramos t = —4 e s = —12. Substituindo
o valor de t nas equacgbes de r, ou o valor de s nas equacgdes de r,,
obtemos x = 11 e y = —11. Portanto, as retas se intersectam no ponto
P =(11,-11).

Exemplo 19 Determinemos a posigao relativa das retas r, e r, no plano,
onde:
r=—-1-1

rn:x—3y=1 e ro ! ,teR.
1 ) 2 {yzl—I—t

Solucéo: A retar, passapelos pontos A = (0,—3) e B = (1,0) e é paralela
ao vetor iy = AB = (1 — 0,0 — (—3)) = (1,3). Aretar, é paralela ao
vetor vy’ = (—1,1).

Como:

Wl

1
det(_l 1):1.1_§.(_1)=1+§=§¢o,

os vetores v, e v, sdo LI. Logo, v e r, S0 concorrentes.
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Seja P o ponto de interse¢ao das retas ry e rs.

Entao P = (z,y) = (-1 —t,1+1t), para algumt € R, e:
l=2—-3y=-1—-t—-3—-3t.

_ 5
Logo, t = —1.
Substituindo o valor obtido para t nas equagoées de ry, temos: r = % e
y=—7

Portanto, ri Nry = {P}, onde P = (1, —1).

Exemplo 20 Determinemos a posigédo relativa das retasr, e r, no plano,

onde:
x="5—/5t T =2s
ry o ,teR e ro : ,seR
{y:%‘i‘% { :1+2\/5_\/?58

Solucéo: A retar, é paralela ao vetorv;’ = (—\/5,1) e aretar, é paralela
ao vetor v, = (2, —2).

—/5 1
<\/_ Z‘ﬁ):—\/5-(—‘/?5)—%-2:1—1:0,osvetore31T

5

Como det

e vy 880 LD. Logo, as retas r, e r, sdo paralelas ou coincidentes.
Sejat = 0 nas equagbes de r,, vemos que P = (5, 3) € ry.

Vamos verificar se P € r,. Caso afirmativo, as retas r; e r» nao serao
paralelas e sim coincidentes.

Procuremos s € R, tal que 5 = 2s e } = 14555 Da primeira identidade

temos s = 5. Substituimos este valor na segunda identidade para verificar
5 S EEV RV R S NI/ SR VA S |
se ha compatibilidade: =5~ — 2> - 5 = 5 + > — 3 = 3.
5 4 A 1
Logo, s = 35 € o parametro do ponto P = (5, 5) € rs.
Assim, r, e r, tém diregdes, v, e v, , paralelas e um ponto em comum
sendo, portanto, coincidentes (r; = ry).

Finalizamos esta aula com outra importante aplicacao da nocao de
dependéncia linear.

Proposicao 7 Sejam v’ e w vetores LI. Se w’ é um vetor arbitrario do
plano, entao existem numeros reais unicos \ e yu, tais que:

w =AU+ pw . (16)

CEDERJ |44 |
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Demonstracdo. Sejam v’ = (a,b), w’ = (a’,b') e U’ = (c1,c). Procura-
mos A\, i € R, tais que:

ax+adp =c
(c1,c2) = A(a,b) + p(a’, V'), isto €, : '

bA+O 1 =co
Resolvendo este sistema para A e i, obtemos os niumeros procura-
dos:
_alb —cd _ca—cb
A= all —bad ’ © H= v —ba -

a
/

a

Note que det ( :/) —ab —bd #0,poisv ew sdoll. O

Nas condi¢cdes da Proposicdo 7, dizemos que u é combinacéo Ii-
near dos vetores v~ e w’. Mostramos entdo, que todo vetor do plano se
escreve, de maneira unica, como combinagao linear de dois vetores LlI.
Ou seja, dois vetores LI geram todo o plano. Por essa razao, dizemos,
também, que o plano é um conjunto geométrico de dimensao 2.

Exemplo 21 Verifiquemos que os vetores v = (1,1) e w’ = (—1,2)
sdo LI. Vejamos, também, como escrever o vetor w = (3,—1) como
combinacéo linear de v’ e w’.

1 1

Solucao: Como det (_1 5

):1-2—1-(—1):37é0,osvez‘ores?ew>

séo LI
Devemos achar \, ;1 € R, tais que uw’ = A\v’ + pw . Em coordenadas, esta
equacgao equivale ao sequinte sistema nas variaveis \ e ji:

1-A—1-p=3
L-A+2-p=—-1 "

cujas solugdes sdo \ = % — 5 g =L

Exemplo 22 Seja P um paralelogramo ABDC cujas diagonais estdo
sobre as retas:

=t+1 =—2s5+1
ry o + , teR e ro v ot , seR.
y=—t+1 y=s5+2

MODULO 1

- AULA 3

g

Fig. 38: u'=

—

AU+ pw

<

5] ¢
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Se A= (1,1) e AB C r, onde r € uma reta paralela ao vetor v = (2,1),
determine os vértices B, C' e D.

Solucao: Tomando t = 0 nas equa-
coes paramétricas de r,, vemos que
A € ri. Assim, r, é areta que contém
a diagonal AD.

O ponto médio M das diagonais AD
e BC é o ponto de intersecdo das
retas r, e ro. Para determinarmos o
ponto M, procuramos os valores de
s et de modo que:

M = (t+1 —t—l—l) — (_25+1 S+2) Fig. 39: Paralelogramo P.
o ft+1=—25+1 3
ou seja, { ;LJF . S++2 . Somando as equacoes, obtemos 2 = —s + 3.
_ —

Logo,s=1eM = (—-1,3).

Seja D = (dy,d3). Como M D = AM , temos
(di = (=1),d> = 3) = ((-1) = 1,3 - 1),

ou seja, (dy +1,dy — 3) = (—2,2).
Portanto, d, = —3,dy, =5 e D = (—3,5).

. by =1+ 2\
Seja B = (b1,by). Como AB Cr er| (2,1), temos: ! + , para
bg - 1 + )\
algum X\ € R.
, . by = -2 1
Além disso, como B € ry, temos {bl j; , para algum s € R ..
2 =S

1+2\2=-2 1 .
Logo, + ot . Resolvendo este sistema, obtemos \ = %
1+A=5+2

Portanto B = (1+2-3,1+1)=(2,%).
Finalmente, seja C = (cy, ¢2).
—_— —
Sabendo que AB = CD ,temos (2—1,%2 —1) = (=3 —¢1,5 — ¢).

Portanto, C = (—4, 2).

2
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Resumo

Nesta aula vimos como determinar a equacao paramétrica de uma
reta no plano; abordamos as questoes de paralelismo entre retas e ve-
tores; vimos como passar da equagao cartesiana de uma reta para as
suas equacgoes paramétricas e vice-versa. Estabelecemos a nogao de
dependéncia linear entre vetores do plano e aplicamos esses conceitos
para determinar a posicao relativa de duas retas no plano.

Exercicios

1. Determine as equagdes paramétricas e um vetor diregao da reta r
que passa pelos pontos A e B, onde:

a.A=(-1,-1),B=(2,-4). b.A=(2-%),B .
c. A= (-4,1), B =(2,0). d. A=(1,-1),B=(-31).

2. Determine as equacgdes paramétricas da reta » que passa pelo ponto
P, e é paralela ao vetor v”, onde:

a.Rh=(1,1),v =(-1,-3). b.R=(-2-1),v =(22).
1

c. Bh=(-1,3),v =(1,0). d. Py=(1,-1),v = (3,1).
3. Sejam A, B e O pontos do plano.

a. Mostre que um ponto P pertence ao segmento AB se, e somente
se, existe ¢ € [0, 1], tal que:
—

— —
OP = (1—t)0OA +1tOB . (17)

Observacao: Verifique que a equacao (17) nao depende do ponto
O. Portanto, o nimero ¢ € determinado a partir de A, B e P.

b. Em particular, mostre que o ponto médio do segmento AB é
obtido fazendo ¢ = ; na equagéo (17).

c. Mostre que a equagao (17) é uma equagao vetorial paramétrica
da reta r que passa pelos pontos A e B, quando consideramos o
parametro t percorrendo todo o R.

4. Determine a equacao cartesiana da reta r, onde:

MODULO 1 -
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Analitica
r=2—1% T =
a. r ,teR b. r ,teR
y=—t y=2-1
r=1+1 r=—41
C. r: ,teR d. r: ,teR.
y=1-1 y =3t

5. Determine as equagdes paramétricas e um vetor paralelo a reta r,
onde:

a. r:2r+y—1=0, b. r:z2—-5=0,
c. r:3x+y=1 d. r:x—y=3.
6. Verifique se v” || r, onde:

a. v =(-1,2),r:20—4y+1=0,

r=2-2t
b. v =(1,-3),r: ,teR
y=73+t
— 14 T=—g+i
C. U:<—g,§),’l" A ,tGR
y=3-1

7. Determine se as retas r; e r, sdo paralelas, coincidentes ou concor-
rentes, determinando, no Ultimo caso, o ponto de intersecao:

r=—-1+t1
a. m:2r+y—1=0,ry: ,teR
y=—t
r=343t
b. r ,teR, ryix—06y=3,
yzl—%t
C. m ,tGR, T9 , S €
y:2+gt y=2—06s
r=—t xr=4s
d. r ,teER, 1o , s €R
yzZ—i—%t y = 06s

CEDERJ
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10.

11.

12.

13.

14.

. Determine se os vetores v° e w séo LI ou LD, onde:

—
w

(—=7,-B), b, v =(

a. v =(3,4) = 1,
L), w = d. v =(3,

-0,
c. v = (-1, = (1

,2).

Sejam A= (3,2), B=(-1,1), C = (0,—2) pontos do plano.

Wik o

a. Determine as equacdes paramétricas e as equagdes paramétricas
das retas que contém as medianas do triangulo ABC.

b. Determine o baricentro do triangulo ABC, achando o ponto de
intersecao das trés retas do item anterior.

Verifique que os vetores v~ e w’ sdo LI, e escreva u” como combinagao
linear desses vetores, onde:

a. v =(1,1),w =(1,2), u = (5,6),

|

b. v =(2,3),w =54 ,u =(1,%).

5

— —_—

(1,2) e w = AB vetores do plano, onde B = (3,4).
Determine o ponto A pertencente ao eixo X, de modo que v° e w’
sejam LD.

Sejam v’ =

Dois lados de um paralelogramo estao sobre as retas

=1
r o 8x+ 3y =—1 e ro ,
y=-—2t+1

teR,

e uma de suas diagonais pertence a reta
r:dr+2y=-3.

Ache as coordenadas de seus vértices.

Dadasasretasr; : 2z—y=0e ry : 2e+y =4 eoponto P = (3,0),
determine a reta que passa por P, intersecta r; em A e r, em B de
tal modo que P seja o ponto médio do segmento AB.

(Sugestao: Escreva as equagoes paramétricas de r1 € 7).

Seja P o paralelogramo ABDC' que tem a diagonal AD sobre a reta
r . x—y =1,0lado AB sobre aretar, : 2r —y = 2 € 0 lado
BD paralelo ao vetor v = (2,1). Determine os vértices A, B, C e D

supondo que |AD| = /8 e D tem abscissa positiva.

[49 ]
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Auto-avaliacao

Se voceé resolveu os exercicios 1 a 3, entao assimilou bem as técnicas
estabelecidas para determinar as equacoes paramétricas de uma reta no
plano. Os exercicios 4 € 5 avaliam se os métodos para obter as equagdes
paramétricas a partir da equacao cartesiana, e vice-versa, foram bem en-
tendidos. Fazendo os exercicios 6 e 7, vocé vera se existe alguma difi-
culdade em entender o paralelismo em termos de vetores, e se a nogao
de dependéncia linear aplicada ao problema de determinar a posigao re-
lativa de duas retas no plano foi compreendida. Faca os exercicios 8, 9
e 10 para avaliar se entendeu bem os conceitos de dependéncia linear
e combinacao linear. Os exercicios de 11 a 14 avaliam os seus conhe-
cimentos gerais sobre estas trés primeiras aulas. Reveja o Exemplo 19
antes de resolver os exercicios 12, 13 e 14.

Se vocé entendeu bem os conceitos apresentados na aula, ndo precisa
resolver todos os itens dos exercicios propostos, mas resolva pelo menos
dois, para fixar os conceitos. Se tiver dificuldade reveja o conteudo da
aula, discuta com seus colegas ou consulte os tutores para nao acumular
duvidas.

CEDERJ

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Produto Interno

Produto Interno

Objetivos

e Definir as nogdes de angulo entre dois vetores, a norma de um vetor e
a operacao de produto interno.

e Compreender as propriedades basicas da norma e do produto interno,
assim como a relacao entre o produto interno e o conceito de angulo.

e Aplicar os conceitos de angulo, da norma e do produto interno em diver-
sas situacdes geométricas e relacionar a equagao da reta com a nogao
de produto interno.

Nesta aula definiremos outra operagao entre vetores, o produto in-
terno. Para isso, introduzimos a nogao de angulo entre dois vetores.

Convencao.

Sejam O, P e @ pontos do plano e con- 3400 _ go)
sideremos o angulo P/O\Q Convenciona-

mos atribuir o sinal positivo a medida de

P/O\Q quando esta for tomada no sentido

anti-horario e o sinal negativo quando to-

] . R _— Fig. 40: POQ medido de PO para QO.
mada no sentido horario. No angulo POQ

(veja a Figura 40) medimos, partindo da semi-reta que contém OP para a
semi-reta que contém OQ.

Se tomamos o sentido anti-horario obte-
mos para POQ medida positiva. Se to-
marmos o sentido horario, a medida é ne-

360° — 6°
gativa. Se a primeira medida for igual a #°
entdo a segunda & —(360° — 6°).

Observe que podemos medir o angulo P/CYQ
partindo da semi-reta que contém OQ para

Fig. 41: POQ medido de QO para PO.

a semi-reta que contém OP (veja a Figura 41). Desta forma, no sentido
anti-horario a medida do angulo é —6° e no sentido horario é (360° — 6°).

Sendo que  cosf° = cos(360° — 0°) = cos(—0°) = cos(—(360° — 6°)),

MODULO 1 - AULA 4

Sobre a medida dos
angulos.
Lembre que um angulo pode
ser medido tanto em graus
quanto em radianos. A
medida de um angulo em
radianos, seguindo o sentido
anti-horario, é igual ao
comprimento do arco do
circulo de raio 1 determinado
por esse angulo. Assim, para
determinar a medida X em
radianos que corresponde a
medida 6°, usamos a seguinte
regra de proporgao, sabendo
que a medida de 360°
corresponde a 2 radianos:
6° . X :: 360° : 27
Istoé, X = 200 = 78,
Similarmente, a medida de X
radianos corresponde a 6°,

. _ 360-X __ 180-X
onde: 0 = == = 2=
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Angulo bem definido.

Note que a definigao de
(v’,w’) ndo depende dos
representantes de v~ e w . De
fato, sejam EF e GH tais que
dev =EF ew =GH .
Como EF e GH séao
equipolentes a AB e CD,
respectivamente, o angulo de
EF pra GH éigual ao angulo
de AB para CD.

A norma esta bem definida.
Se AB e C'D sao segmentos

equipolentes, entao

|AB| = |CD|. Logo, se

v = AB , temos

7’|l = |AB| = |CD]. Isto &,
||I7°|| independe do segmento

orientado escolhido como
representante de v".

CEDERJ @

Produto Interno

convencionamos em atribuir ao angulo POQ a menor medida positiva.

Por exemplo, ao angulo P/O\Q mostrado nas Figuras 40 e 41, atribuimos
a medida 6.

Angulo entre segmentos orientados. D

Consideremos dois segmentos orien- y]
tados AB e CD. Sejam OP e OQ
0s Unicos segmentos orientados com
origem no ponto O que sao equipo-
lentes a AB e C'D respectivamente.

Fig. 42: Angulo entre segmentos orientados.

O angulo de AB para C'D é o angulo
P/O\Q com exigéncia de que sua medida seja tomada de OP para O(Q)
(Figura 42).

Observacao.

e Se um dos segmentos orientados AB ou C'D for nulo, diremos que o
angulo entre eles € nulo.

e Observe que se A'B’ e C'D’ sao equipolentes a AB e CD, respectiva-
mente, entdo o angulo de A’B’ para C’'D’ e igual ao angulo de AB para
CD.

Definicdo 9 (Angulo entre vetores) Sejamv” ew vetores do plano.
Consideremos AB e C'D segmentos orientados tais que v° = AB ew =

CD . O angulo de v” para w’, denotado (v",w’), é o dngulo de AB para
CD.

Sev =

ﬁ
0

- . a -
ouw = 0 fornulo, dizemos que o dngulo (w’,v") é nulo.

S abendo que o mdédulo de um segmento orientado é igual a distancia
entre as suas extremidades, definimos o tamanho ou norma de um vetor.

Definicao 10 (Norma de um vetor) Sejam v um vetor do plano e

AB um segmento orientado tal que v’ = AB . A norma, ou comprimento,
do vetor v, que designamos por ||v”|| é o médulo do segmento AB:

[7]| = |AB| = d(A, B)

Considerando um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas do

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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plano com origem no ponto O e o ponto P = (z,y) tal que v~ = OP,
temos:

|77 = |OP| = d(O, P) = /22 + 2

Na seguinte proposigao reunimos as principais propriedades da norma.

Proposicao 8 (Propriedades da norma de um vetor) Sejamv’, w’

vetores do plano e \ € R, entdo:

1. v = 0;

2. ||7°|| = 0 se, e somente se, v’ € o vetor nulo;
3. [IAW7( = (AP

4. |v" +w’|| < ||V°|| + |w’||, esta é a chamada desigualdade triangular.

Demonstracao.
1. Como a distancia entre dois pontos do plano € sempre um nimero
= . — T = —
nao-negativo, temos que se v = AB , entdo ||v'|| = |AB| = d(A, B) > 0.
— —_—
2. Se v’ = AB , temos:

|v°|| = |AB| =d(A,B) =0 <= A=B <= 71v

_— =
=0

AB

3. Consideremos o vetor v~ em coordenadas: v~ = (z,y). Temos:

P = 1w )l = V) + (Ay)? = V(N2 (22 +y?)
= V(2 +y?) = V7]
4. A seguir, a desigualdade triangular ndo sera utilizada. No entanto, por

se tratar de uma importante propriedade da norma, apresentamos a sua
demonstracdo no Apéndice B. O

Definicao 11 (Vetor unitario) Um vetor que tem norma igual a 1 é
chamado unitario.

Exemplo 23 a. Osvetoresv” = (—1,0), e 0’ = (%g, —@) s&o unitarios.

De fato, ||| = /(-1 + 0 = VI =1e|w| = \/(%5)2 + (-@)2 _

/3+6_\/§_1
9 9 Vo9

MODULO 1 - AULA 4

Lembre que...

Se r € um nimero real
nao-negativo a sua raiz
quadrada é, por definicao, o
numero real nao-negativo,
designado por /7, tal que
(V2 =r.

Na pratica...

Calculamos a norma de um
vetor a partir da sua

expressao em coordenadas.
Como no exemplo ao lado.

(5 |
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b. O vetoru = (

oIS

L . 2 2
,%) néo é unitério, pois ||u’|| = (—2> +(3)" =

1 _ /3 _ /38
V +z—\/;—77‘1-

Observacao.

= N

Dado um vetor nao-nulo do plano, sempre podemos determinar dois veto-
res unitarios colineares a v .

Com efeito, se v~ = (z,y) é um vetor ndo-nulo entdo ||v”|| € um
numero real positivo.
é
w

= ——L_% s30 unitarios

Afirmamos que os vetores &’ = - o]

e
e colinearesa v'.

De fato, u € w sao colineares a v pois sao multiplos de v, eles sao
unitarios, pois

Exemplo 24 Calcular os vetores unitarios paralelos ao vetor v’ = (—3,2).

Solucéo: Anormade v’ é ||v’| = +/(—3)2 + 22 = V/13. Logo, os vetores:

=l

1 3 2
- 00 (- v)

[u—
w

3 _2>
VI3 VI3

g
I
|
-
&
B
-

sdo unitérios e colineares a v’ .

Agora estamos em condi¢Oes de definir o produto interno de dois
vetores:

Lembre que... Definicao 12 (Produto interno) Sejam v’ e w” vetores do plano. O

Na expresséio que define o produto interno de v~ e w’, denotado por (v",w’), é o nimero real:
produto interno, (v, w’) é o

angulo de v” para w’. <_> @7> — HTH HW” 005(7,17)

v
9
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Antes de estabelecer as propriedades do produto interno, vejamos

0 seu significado geométrico. Para isto, € necessario o seguinte conceito:
AB” = projeco ortogonal

Definicao 13 (Projecao ortogonal) de " sobre @’ B
Sejam v’ = AB ew = AC vetores do
plano representados por segmentos ori-
entados com a mesma origem. Tracemos
a reta que passa pelo ponto B e é perpen-
dicular a reta que contéem AC. Seja B’ o
ponto de intersecdo dessas duas retas. Fig. 43: Projegao ortogonal.

O vetor AB’ , que designamos por pr.- v , € chamado a projecdo ortogo-
nal de v sobre w’ (veja a Figura 43).

O produto interno esta intimamente relacionado ao conceito geométrico
de projecao ortogonal.

De fato, suponhamos que w’” seja
um vetor unitario, isto é, ||w’|| = 1.

Tracemos o circulo de centro A e

raio igual ao comprimento (norma) de

AB'

= projegao ortogonal
de & sobre @

v’ . Segue, da trigonometria, que o com-
primento do vetor pr3 v € igual ao pro-
duto do raio do circulo, ||7°]|, pelo médulo

i i ; Fig. 44: Projecéo ort I.
de cos(w’, v") (veja a Figura 44), ou seja, ig rojecéo ortogona

—
lprz 7|l = |AB" || = 07| - | cos(@”, v")].
Como cos(v”,w’) = cos(—(v",w’)) = cos(w’,v’) e ||w] =1, temos:
lpra @1 = |17 @ ||| cos(@, @)] = [(7,)].

=1

Com isto, mostramos que: se w’ é um vetor unitario, o médulo do produto
interno de v’ e w’ é igual ao comprimento da proje¢do ortogonal de v’
sobre w'.

Se o angulo (v, w’) esta entre 0 e Z (90°), temos ||pry v’ || = (v, w’),
pois cos(v’,w’) > 0, e se (v',w’) estad entre Z e 7, temos |pry v’ || =

—(v”,w’), pois cos(v",w’) < 0.

MODULO 1 - AULA 4

Observe que...

Se v ouw é o vetor nulo
entdo (v, w’) = 0. Note
também, que se v e w’ s&0
unitarios, entdao

(v, w) =cos(v,w).
Nesse sentido, as nogoes de
angulo e produto interno sao
essencialmente equivalentes.

@ CEDERJ
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Note, ainda, que para (v',w’) = 5 0s vetores sao perpendiculares,
portanto, a projecao ortogonal de um vetor sobre o outro é o vetor nulo.

Portanto, se w” é um vetor unitario, a projecéo ortogonal de v~ sobre
w’, que designamos por prz> v~ é o vetor:

prev = (v, w)w

Na seguinte proposicao, apresentamos as propriedades basicas do
produto interno.

Proposicao 9 (Propriedades do produto interno) Para quaisquer

vetores w’, v, w e para qualquer nimero real \, valem as propriedades:

1 <—>—>>:<—>—>

) , propriedade comutativa;

g
=

2. NT, W) = AT, @) = (T, \);
3. (w,v +w)={(u,v)+ (u,w), propriedade distributiva.
Demonstracao.

Propriedade 1: Ja vimos que cos(v’,w’) = cos(w’, v’ ). Segue deste
fato e da propriedade comutativa do produto dos numeros reais, que

o[ w”|| = fl@”|| 7] -
Logo,
(v, @) = |77 |[w’|| cos(v”, ") = [|[w’|| |0 cos(w”, v7) = (w", V).

Propriedade 2: Se A\ = 0 a propriedade é facilmente verificada pois
\v” e A\w’ s&o vetores nulos.

Consideremos o0 caso em que \ > 0.

Analisemos primeiro os médulos.

Como ||Av”|| = |A]||7”||, para qualquer ve-
tor v, e \ € positivo, temos

IO [ = A7 e [[Aw’[| = Al Fig. 45: Angulos com A > 0.

Analisemos, agora, os angulos. Como \ é positivo, o vetor A\v” tem
0 mesmo sentido que v~ e A\w’ tem 0 mesmo sentido de w’.

Logo os angulos (v",w’), (A\v",w’) e (v', \w’) tém a mesma medida

(veja a Figura 45).

CEDERJ |56 ] |
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Portanto,
cos(v",w’) = cos(A\v",w’) = cos(v, \w’) .
Logo,
AT w) = A ] eos(x v, @) = [N [[V7] || cos(v”, @)

= MV || cos(v”,w") = Mv™, w’).
Analogamente, concluimos que
(NG = N0, 0.

Consideremos agora o caso em que \ < 0.

Primeiro analisemos os mddulos: como A < 0, temos |A|] = —),
assim:
A = M) = =l
e
1A’ || = [A[[w’]] = =Allw’||.

Agora, analisemos os angu-
los: como A < 0, \v” e v tém

-
AT

sentidos opostos. Logo \w” e w <o

também tém sentidos opostos.

— —

Portanto, se o angulo (v”, w")

mede 6, entdo o angulo (\v",w’)

mede 7 + 0 veja a Figura 46. Fig. 46: Analise do angulo com A < 0.

Segue, das identidades trigopnométricas, que

cos(m +0) = —cos = —cos(v,w).
Logo
(AT, w') = A [[w’]| cos(AVT, w")
= A7 [w]|(— cos(v”, "))
= MNv,w).

Propriedade 3: Para demonstrar a propriedade distributiva, precisa-
mos da expressao do produto interno em coordenadas. Para obter essa
expressao utilizaremos a Lei dos cossenos (veja a nota ao lado).

MODULO 1 - AULA 4

Identidades
trigonométricas...

Se a e 3 sado duas medidas
de angulos, entao:

cos(a + B) =

cos a.cos 3 — sen asen 3

e

sen(a + B) =

cos asen 3 + sen acos (3

Lei dos cossenos.
Se A, B e C sao pontos

distintos do plano, a = |BC|,
b=|AC|,c=|AB| e

a= B/A\C’, B = A/B\C',

v = ACB, entdo:

a? = b2 + ¢? — 2bc cos
b2 = a? + ¢ — 2ac cos 8
2 =a?+b%—2abcosy

C

5

« B 8

& B

Fig. 47: Lei dos cossenos no
triangulo ABC'.

Nota importante.

A lei dos cossenos continua
vélida mesmo que os pontos
A, B e C sejam colineares.
Veja o Apéndice.
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Fig. 48: Produto interno e lei
dos cossenos.

CEDERJ m

Produto Interno

Proposicao 10 (Expressao do produto interno em coordenadas)
Sejam v’ = (z1,y1) e w = (x4,y,) vetores do plano. Entdo:

<H—>

v, w > = T1T2 + Y1Y2 (1 8)

Demonstracao. Observe que a relacao (18) é valida quando algum dos
vetores € o vetor nulo. Portanto, consideremos apenas o caso em que v~
e w s&o vetores ndo-nulos (Figura 48).
Sejama = ||[v7]|, b = ||w’|, c = |[w" — v’|| e v a medida do angulo
(v',w’). Usando a lei dos cossenos, temos: ¢ = a? + b> — 2abcos~y.
Logo, " —07|* = [[o7]| + [|&’||* — 2([07|| ||| cos(v”, w’) .

Como w’ — v = (x5 — x1,y2 — 1), Obtemos:

|[w =22 = (za—21)*+ (ya— n1)°

= x%+x%—2x1x2+y§+y%—2y1y2, (19)
e, também:
[07[]7 + [|@’||* = 27| |w ||cos(v", ") = [[V7|*+ |[w||* = 2(v", w")
= zi+as+yi+ys -2, W), (20)

A férmula (18) resulta igualando (19) e (20), e cancelando os termos
comuns. n

Estamos agora em condi¢des de demonstrar a propriedade distribu-
tiva do produto interno:

(@, T +@) = (@, )+ (T, T)
Com respeito a um sistema ortogonal de coordenadas, sejam

w=(r1,51), v=_(221) € w=(x3,y3)

Usando as propriedades das operagdes em R e a formula 18, temos:

(W, v+ W) = ((w1,11), (w2 + 23,92 +y3)) = z1(22 + 3) + Y1 (y2 + ¥3)
= I1To+ 123 + Y1Ye + n1ys = (T122 + y1y2) + (T123 + Y1y3)

— —  —

= (v, )+ {u,w).

Com isto terminamos a prova da proposicao 9. [
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Observacao.

e Se v~ é um vetor qualquer do plano, entdo:

@, 7) = |7

De fato, como a medida do angulo (v”, v”) é 0 radianos (ou 0°), temos

cos(v',v’) =cos0 =1 e
(", 07) = [ [[7]| cos(v”, v7) = [[07]*.

e Quando analisamos a representacao geométrica do produto interno em
termos da projecdo ortogonal vimos que, se w’ € um vetor unitario, entdo
a projecao ortogonal prz v do vetor v° sobre o vetor w” é

— — =\ —
prypv = (v, w)Hw .
Se o vetor w’ ndo é unitario, mas apenas néo-nulo, consideramos o

—

w , iy s . . ..
vetor Il que é unitario, paralelo a w” e com igual sentido. Definimos a
w

—

. ~ . ~ w
projecdo de v’ sobre w’ como sendo a projecdo de v’ sobre ——, que

[

designamos por pr- v . Usando a Propriedade 2 do produto interno, te-
mos:

— — — —
— — W w (v, w) —
pryv = (v, ] 55 W

wl /' fw]

Terminamos esta aula ilustrando a importancia do produto interno
com uma série de exemplos e consideracdoes geométricas.

Exemplo 25 Determinar o valor de a € R tal que os vetores v” = (a,1) e
w = (2,3) tenham produto interno igual a 15. Achar, também, o cosseno
do dngulo formado por esses vetores e a proje¢do ortogonal de v° sobre
w'.

Solucao: Usando a caracterizagcao do produto interno em termos de coor-

denadas, temos:
v, W) ={(a,1),(2,3)=a-2+1-3=2a+3.

Logo, (v',w’) = 15 se, e somente se, 2a + 3 = 15. Portanto, a = 6 e
—
v’ =(6,1).

MODULO 1 -

(59 |
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Fig. 49: Vetores ortogonais.
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Da definigdo do produto interno, temos cos(v’,w’) = Hgnﬁi‘;” .

Como ||v°]| = ||(6,1)] = V62 +12 = /37 e || = ||(2,3)]| = V22 + 32 =
V4 +9=+/13, temos:

— —
— (w,w) - 15 _<@§>
= e v e Y T )

Exemplo 26 Determinar os valores m € R que fazem a projegdo orto-

gonal do vetor v = (m + 1,m — 1) sobre o vetor w = (m,1 — m) ser

unitaria.

[(v”, w’)

I’

Solugao: Como |pryv’| = , temos :

[{((m+1,m—1),(m,1 —m))]

preyv|=1 — =1
m2+ (1 —m)?
— |((m+1,m—1),(m,1—m))| =+/m?+ (1 —m)>
— mP+m-—mP+2m—1]=+v/m2+ (1 —m)?
|
— 3m—1] = /m2+ (1 —m)?
= |3m—1|2:(\/mQ—i-(l—m)Q)2
— ImMZP—6m+1=m>+1-—2m+m?
— Tm? —4m =0
<— m=0 ou "Tm—-—4=0
4
<~ m=0 ou m:?.

Definicao 14 (Ortogonalidade de vetores) Dois vetores v” ew’ do
plano sdo chamados ortogonais, ou perpendiculares, e escrevemos
v L w’, se o produto interno entre eles é nulo.

Isto é:

v lw = (v,w)=0
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Como (v, w’) = ||v”|| ||w’]| cos(v”,w”), concluimos que:

— —
v L w se,esomentese, v’ =0 ouw =0 oucos(v,w)=0

A dltima alternativa significa que o angulo entre v~ e w’ é reto, isto
é, a sua medida é 90° (ou seja 7 radianos).
Observacao.

Seja v = (a,b) um vetor ndo-nulo. Entdo, um vetor w’ € ortogonal a
v’ se, e somente se, w = (—\b, \a) para algum escalar \ € R.

De fato, um vetor w” = (c,d) é ortogonal a v~ = (a, b) se, e somente
se, (v, = ((a,b), (c,d)) = ac + bd = 0.

d
No entanto, na Aula 3, vimos que det( Cb
— a

)zac+bd:03e,e

somente se, o vetor (¢, d) € multiplo do vetor (—b,a). Isto é, se, e somente
se, existe um escalar A € R, tal que (¢,d) = A(—=b,a) = (—Ab, Aa).

Exemplo 27 Os vetores v° = (v/2,1) e w’ = (—2v/2,4) sdo ortogonais,
pois:
(U, 0") = V2(-2v2) +1(4) = -4+ 4 =0.
No entanto, se w” = (1,2), entdo u” e v’ nado sdo ortogonais. De fato:
(W, vy =1(v/2) +2(1) =v2+2 #£0.
O conceito de ortogonalidade entre vetores, permite dar um signifi-
cado geométrico aos coeficientes da equacao cartesiana de uma reta.
Sejam A = (z1,y1) € B = (x2,y2) pontos dareta r : az + by = c.
Entao,
axry + by, = c e axy + bys = c.
Igualando os lados esquerdos dessas identidades, obtemos:
ari + by1 = ars + by2 .
Logo, a(ze — 1) + b(y2 — y1) = 0 e, portanto:
(7, AB’) = ((a,b),AB ) = 0.
Isto &, 7" = (a,b) é ortogonal a qualquer vetor diregao da reta r .

Este fato motiva a seguinte definigao.
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Definicao 15 Um vetor v° € dito normal, ortogonal ou perpendicular a
uma retar, se ele for ortogonal a qualquer vetor diregao da reta r.

Pelo visto anteriormente, temos:

1 = (a,b) € um vetor normal aretar : ax + by = c.

Exemplo 28 Seja A = (1, —3) um ponto do plano. Determinar a equagdo
cartesiana da reta r que passa por A e é perpendicular ao vetor v =
(—4,5).

Solucao: A equacao cartesiana de r € da forma —4x + 5y = c.

Como A pertence ar temos —4(1) + 5(—3) = c. Isto é, ¢ = —19.

Portanto, a equacdo der € —4x + 5y = —19.

Exemplo 29 Dar as equagées paramétricas da reta r : 3z —y + 2 = 0.

Solugdo: Da equacgdo cartesiana de r obtemos que i° = (3,—1) é um
vetor normal a r.

Logo o vetor 5 = (—(=1),3) = (1,3), que é perpendicular an’, é um vetor
direcdo de r.

Além disso, observe que o ponto A = (0,2) pertence ar.

Portanto, as equagbes paramétricas de r so:

=0+1-¢ , =t
re + ,teR. Istoé, r: o ,teR
y=2+3-1 y=2+3t

Compare com as técnicas desenvolvidas na Aula 3.

Exemplo 30 Determinar a equagéo cartesiana da reta r, onde:
ST e

Solucao: A partir da forma das equacées paramétricas, vemos que r é a

reta que passa pelo ponto A = (2,1) com diregao 5 = (=3,1).

Logo, o vetor i’ = (—1,—3) é um vetor normal ar.

Portanto, a equagéo cartesiana de r € da forma (—1)x + (—3)y = c.

Para determinarmos o valor de ¢, substituimos as coordenadas do ponto
A na identidade (—1)x + (=3)y =c¢ :
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(=D(2) + (=3)(1) =¢,
ou seja ¢ = —5 e a equacgao cartesiana de r é —x — 3y = —5, ou seja,
multiplicando por —1:
r:rx+3y=>=5.

Exemplo 31 Seja A = (1,-3). Dar a equagéo cartesiana da reta r que
contém A e é perpendicular a reta s de equacdes parameétricas:

=2-3t

s . ,teR
y=1+1

Solucao: Das equagdes paramétricas de s obtemos um vetor diregao

5 = (—3,1). Esse vetor é perpendicular as retas perpendiculares a s.

Assim, a reta r que procuramos deve ter a sua equagao cartesiana na
forma —3x + y = ¢, onde o valor de c € determinado substituindo as coor-
denadas do ponto A: —3(1) + (—3) = ¢, isto &, c = —6.
Portanto, a equacao cartesiana de r é:

r: =3rv+y=—6.

A nocao geométrica de angulo entre duas retas do plano é também
reformulada analiticamente a partir do produto interno, veja:

Definicdo 16 (Angulo entre duas retas do plano) Sejam r e s re-
tas do plano e sejam v”, w’ vetores ndo-nulos paralelos a r e s respec- G = r
tivamente. Definimos o angulo entre » e s como sendo o angulo de 9

medida § com(0 <0 < g radianos (ou seja, entre 0° e 90°), tal que:

Fig. 50: Angulo entre r e s.

(v, w’)]
cosf = |cos(V', W) = 15—t
HU H Hw H Observe que...
Duas retas sao
perpendiculares se o angulo
Isto é, o angulo entre duas retas é o menor angulo positivo por elas entre elas é reto (% radianos,
determinado. ou seja 90°).

Exemplo 32 Determinemos o cosseno do angulo entre as retas r e s

dadas por:
=2t—1
r:3x—4y=1 e 5:{30 ; ,teR.
Yy=—-

Solugdo: Da equagéo cartesiana de r vemos que ;" = (3, —4) L r.
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Logo, v° = (—(—4),3) = (4,3), que é perpendicular a 7", é um vetor
direcao de r.

Das equagbes de s vemos que w’ = (2, —1) é um vetor direcdo de s.

Calculando, temos:

17 = V232 =v16+9=V25=5,
[’ = V2+(-12=Vi+1=5,
W, w) = 4(2)+3(-1)=8-3=75.

Portanto, o cosseno da medida 6 do angulo entre r e s é

5 1
5v5 V5

cosf =

Definicao 17 (Mediatriz de um segmento) Seja AB um segmento
no plano e seja M o seu ponto médio. A reta r que é perpendicular a reta
que contém A e B e passa pelo ponto M é chamada a mediatriz de AB.

Exemplo 33 Determinar a equagéo cartesiana da mediatriz » do seg-
mento AB, onde A = (2,3) e B = (5,4).

Solugao: Como o vetor AB = (5—2,4—3) = (3,1) é perpendicular a
mediatriz do segmento AB, a equagao da mediatriz é

r:3r+y=c

Ja que o ponto médio M = %(2+5,3+4) = (£,1) do segmento AB per-
tence aretar, temos: 3-1+I=c. Istoé, c=4-1=14.

Portanto, a equagao cartesiana da mediatriz é
r: 3rx+y=14.

Exemplo 34 Determinar as equagées das retas que passam pelo ponto
(2, —1) formando um angulo de 45° comareta r : 2x —3y+7=0.

Solucéo: Sejav’ = (a,b) o vetor dire¢do de uma das retas procuradas.
O vetor (2,—3) € perpendicular ar, logo (3,2) € um vetor diregdo de r.
Pela definicao do angulo entre duas retas, temos:

V2 ((a,b),(3,2)) 3a 4 2b

> = cos45h° = =

(a3, 21D li(a, )11, 2
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logo,
V21, 0)113,2)]] = 2(3a + 2b).

Tomando quadrados em ambos 0s lados dessa igualdade, obtemos:
2(a® + b*)(3% 4 2?) = 4(3a + 2b)?,

e, efetuando os produtos, temos:
13a® + 136 = 18a® + 24 a b + 8b°.

Agrupando os termos nesta igualdade, obtemos

5a2 — 50> +24ab=0.

Isto é,
5a% + 24 ab = 5b%,
ou seja,
24
a2 + E a b = b2 .

Completando o quadrado, temos:

a2+254ab+1522262262+152;b2,
ou seja,
(sr50) = =(3)
Portanto,
a+%b:15—3b ou a+%b:—%b.

Isto €, a = %b ou a= —5b. Logo, os vetores direcdo das retas procu-
radas sdo da forma (1b,b) ou (—5b,b).

Assim, fazendo b = 5 no primeiro vetor e b = 1 no segundo, obtemos 0s
vetores diregcao (1,5) e (—5, 1), que sdo mutuamente perpendiculares.

Logo, as duas retas possiveis sdo da forma:

T+ Dy =¢c ou —or+Y=co.
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As constantes ¢, e ¢, sdo determinadas sabendo que as retas passam
pelo ponto (2, —1):

cg=24+5(-1)=-3 e ey =—5(2)+ (=1) = —11.
Portanto, as retas procuradas tém equacodes cartesianas:

r+oy=-3 e —or+y=—11.

Exemplo 35 Determinar o ponto P’ simétrico ao ponto P = (4,1) com

2 respeitoaretar : 2x—y=2.
A D / Solucao: Para obtermos o ponto P’ tracamos a reta ¢ perpendicular a reta
Fig. 51: Exemjo 35. r que passa por P. Essa reta intersecta r em um ponto ). O ponto P’

procurado é o ponto tal que () é o ponto médio de PP'. Isto &, }W = W :
Como o vetor (2, —1) € perpendicular a retar, entao ele é um vetor diregao
dareta .

Portanto, (1,2) é perpendicular a reta ( e a sua equagao cartesiana tem a
forma ¢ : x + 2y = ¢, onde o nimero ¢ é obtido substituindo, na equagao
de s, as coordenadas de P: ¢ =4+ 2(1) =6. Logo, ¢ : x+ 2y = 6.

Para obter o ponto () resolvemos o sistema dado pelas equacbes das

retasr e/l:
20 —y =2
T+2y==6

e obtemos @) = (2,2).

Da condicdo QP = @) , calculamos as coordenadas de P' = (x,y):
(x—2,y—2)=(2—-4,2—1). Logo: P' = (0,3).

Observacao.

Um problema geométrico interessante € o seguinte: dadas as retas
r e s, determinar a reta 1/, simétrica a reta r em relacao a s (veja a Figura
52). A reta 1’ € obtida da seguinte forma: seja P € r tal que P ¢ s. Como
no Exemplo 35, tomamos o ponto P’ simétrico de P em relacao a reta s.

e Se r e s ndo sao paralelas, ' é a reta que passa por P’ e pelo ponto de
intersecao de r e s.

Fig. 52: A reta f’ é simétrica a
reta r em relagao a reta s. e Se r e s sdo paralelas, entdo ' € a reta que passa por P’ e tem a direcao

de r.

CEDERJ |
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Exemplo 36 Determinar os pontos C e B de modo que a projecdo or-
togonal do segmento AB sobre a retar : x + 3y = 6 sefa o segmento
CD, onde A= (1,1), D = (3,1) e AB é um segmento contido numa reta
paralela ao vetor (2,1).

Solugao: Como AB C s, onde s € uma reta paralela ao vetor (2,1), temos
que:

— —
OB =0A +\2,1)=(14+2\1+\), paraalgum ) € R.

A reta s’ que é perpendicular a reta r e passa por A tem por equacao
cartesiana:
s 3x—y=2 (Verifiquel).

Entdo s' intersectar no ponto C = (£, %) (vocé ja sabe que para determinar

o ponto C basta resolver o sistema dado pelas equacbées der e s').

Similarmente, seja ( a reta perpendicular a reta r que passa por D:
:3x—y=8.

Como D é a projecao ortogonal do ponto B sobre a retar, e ( é perpendi-

cular aretar, entdo B € (. Portanto, as coordenadas de B = (1+2\,1+))

satisfazem a equacao de (:

0:3(14+2)) —(1+A\)=8=5\A+2=8= =9,

) =(5.%5)

=

LogoB=(1+2-

ulo

1+

(S e
e

Resumo

Nesta aula est abelecemos a nogao de produto interno entre dois ve-
tores do plano. Para isto foi necessario reest abelecer a nocao de angulo
entre segmentos e definir o conceito de norma ou comprimento de um ve-
tor. Vimos as propriedades da norma e do produto interno, interpretamos
geometricamente o produto interno por meio da projecao ortogonal de um
vetor sobre outro. Obtivemos as expressoes da norma em coordenadas e
aplicamos esses conceitos em diversas situagdes geométricas.

Exercicios

1. Verifique que os pontos (2,5), (8,—1) e (—2,1) s@o vértices de um
triangulo retangulo.

MODULO 1 -

(o7 |

AULA 4
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2. Determine a equacao cartesiana da reta:
a. paralela a reta 2z + 5y = 1 que passa pelo ponto (1,2).
b. perpendicular a reta y = 3z + 1 que passa pelo ponto (-3, 1).

c. perpendicular a reta = = 3 que passa pelo ponto (2,0).

3. Sejam A =(—-1,2), B=(1,3) e C = (0,—4) pontos do plano. Deter-
mine a bissetriz do angulo BAC.

Indicacao: Lembre que a bissetriz de um angulo é a reta que divide em
dois outros angulos de medidas iguais.

Considere os pontos B’ na semi-reta AB e C' na semi-reta AC tais que
—_— —_—
v = AB' ew = AC’ sejam unitarios. Observe que o vetor v +w’ é a

direcao da reta desejada.

4. Determine a reta simétrica a reta » em relacao a reta s, onde:
a.r:4dr—y=3es:2x—y=-—1.
b.r :2xr—3y=1,e s:2x—3y=2.

5. Determine as equagoes das retas que passam pelo ponto P = (1,1)
e formam, cada uma, um angulo de 30°comareta r : * — 3y =1.

6. Dados os pontos A = (1,0), B = (2,4), C = (2,1) e areta r :
3r — 2y = 4, determine D € r tal que o vetor CD seja a projecao

—
ortogonal do vetor AB sobre r.

7. Seja r a mediatriz do segmento AB, onde A = (5,3) e B = (1,—1).
Determine pontos C, D € r de modo que ACBD seja um quadrado.

8. Determine a,b € R de modo que a projecao ortogonal do segmento
AB sobre a reta © — 2y = 1 seja o0 segmento C'D, onde C' = (1,0),
D=(3,1), A=(0,a) e B=(1,b).

9. Seja P o paralelogramo ABC D, cujas diagonais sao perpendicula-
res e se cortam no ponto M = (2,2). Se A = (1,1) e o comprimento

de lado AB é igual a /10, determine os outros vértices de P.

CEDERJ
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10. A hipotenusa de um triangulo retangulo ABC' esta sobre a reta 2x +
3y = 5. O vértice A do angulo reto é o ponto (1,—1) e o vértice B
tem abscissa —2. Determine as coordenadas dos vértices B e C.

11. Seja BB’ um segmento que contém o segmento BA, onde A = (1,1)

s JORT - —

é o ponto médio de BB’ e AB é paralelo ao vetor v~ = (2,1). Se
a projecao ortogonal de B sobre aretar : z + 3y = 5 é 0 ponto
C = (2,1), determine as coordenadas do ponto B'.

12. Seja P o paralelogramo ABC D, com o lado AB sobre areta r e uma
das diagonais sobre a reta s, onde:
rorx+2y=1 e strxH+y=2.

Se o ponto médio da diagonal AC é o ponto M = (1,1) e as diago-
nais sao perpendiculares, determine os vértices e a area de P.

Auto-avaliacao

Os exercicios acima avaliam se vocé assimilou todos os conceitos
apresentados nesta aula. Em cada um desses exercicios, 0os conceitos
de produto interno, norma, perpendicularidade e medida de angulos sao
manipulados de forma unificada. Caso tenha dificuldade ao resolvé-los,
volte e reveja os conceitos apresentados. Lembre-se que os tutores po-
dem ajuda-lo. Nao esqueca de trocar idéias com os seus colegas.

Apéndice A. Lei dos cossenos

Nesta aula usamos a Lei dos cossenos para obter a expressao do
produto interno em termos de coordenadas. Apenas para complementar
a nossa exposigao, lembramos aqui os detalhes sobre esse importante
resultado:

Proposicao. (Lei dos cossenos) Fig. 53: Lei dos cossenos no

Sejam A, B e C pontos distintos do plano. Denotemos a = |BC|, b = rangulo ABC.0 << 5

|AC|, c = |AB| e a = BAC, 8 = ABC, v = ACB . Entao:

0
2 2 2 N
a® = b+ ¢® — 2bc cos « )
> =a%+ ¢ —2ac cos & A3
r ; : , ' B
2 =a?+b*—2abcosy A ¢
Fig. 54: Lei dos cossenos no

triangulo ABC, § < a <.
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Demonstracao. Consideremos separadamente o caso em que 0s pontos
nao sao colineares e 0 caso em que 0s pontos sao colineares.

Caso 1. Os pontos A, B e C nao sao colineares.
Tracando a altura C'H em relacao ao lado AB e aplicando o Teorema
de Pitagoras ao triangulo H BC, temos a* = |BH|* + |CH|?.
Observe que, se 0 < o < §, como na Figura 53, entao:
|AH| =bcosa, |CH| =bsena € |BH|=c¢—|AH|=c—bcosa.
Logo,

a = (¢ — bcosa)? + (bsen a)?
= ¢? — 2bccos a + b? cos? a + b? sen® «v
= ¢? — 2bccos a + b?*(cos? o + sen? a)

=+ b —2bccosa.

As outras relagdes sao obtidas tragcando as outras alturas.
Se § <a < entdo: |[AH| =b|cos(m — a)|, |[CH| =b|sen(r — )| €
|BH| =c+ |AH|.

O resto dos calculos segue como no caso em que 0 < a < 7.

Caso 2. Os pontos A, B e C sao colineares.
De fato, sejam a = |BC|, b = |AC| e ¢ = |AB]|.

Suponhamos que B esteja entre

A e C (veja a Figura 55). A ¢ B a C
Entao, Fig. 55: Lei dos cossenos: A, B e C colineares.
e 0 angulo a entre AB e AC é nulo, cosa =1, a = b — c € temos:
a?=b*+c®—2bc=0b>+c*—2bccosa.
e 0 angulo g entre BAe BC €7, cos3=—1,b=a+ cetemos:
V¥ =a?>+c*+2ab=a>+c*—2accosf3.
e 0 angulo vy entre CAe CB énulo, cosy =1, c= b — a e temos:
A=a*+bv¥—-2ab=a’>+b>—2abcos~.

O caso em que A esta entre B e C' e 0 caso em que C esta entre A
e B sao analisados de maneira similar. [
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Apéndice B. A desigualdade triangular

Neste apéndice vamos demonstrar a desigualdade triangular anun-
ciada na propriedade 4, da Proposigao 8:

Para quaisquer vetores v’ e w’ do plano, temos:

-
(Y

|07 +w|| < |07 + @]

—

Antes de demonstrarmos a desigualdade, observe que se v’ e w
sao vetores do plano, entao:

—
v

(07, @) < [[o7] [l

Com efeito, sabemos que o cosseno de um angulo qualquer € um
namero real pertencente ao intervalo [—1, 1], logo | cos(v",w’)| < 1 e te-
mos:

(0" )| = 07| [|w'|] | eos(v”, w)| < [[o7|| w1 = [[07|| [|w’]] -

Demonstracao da desigualdade triangular.
Como a norma de um vetor € um ndmero nao negativo, vemos que
a desigualdade triangular é equivalente a seguinte desigualdade:
o7+ w12 < (I + [[w"]1)?.
Para demonstrar esta desigualdade, desenvolvemos o lado direito
usando a propriedade distributiva do produto interno e as observacoes
acima:

Io°

| =«
{

demonstrando assim a desigualdade triangular. CJ.

MODULO 1 - AULA 4

Desigualdade triangular.

A interpretagcdo geométrica da
desigualdade triangular é que,
num triangulo qualquer, a
soma dos comprimentos de
dois lados é sempre maior
que o comprimento do

terceiro lado.
Observe que, representando

os comprimentos de dois dos
lados de um triangulo por
meio das normas dos vetores
v ew , o terceiro lado é
representado pela norma do

vetor v + w’.

Fig. 56: Desigualdade triangu-
lar.

Lembre que...

Se a e b sdo nUmeros reais
nao negativos, entao a

desigualdade a < b equivale a
desigualdade a? < b2 pois a
fungéo f(z) =22, >0, ¢
crescente.
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Objetivos
e Calcular areas de paralelogramos e triangulos.
e Calcular a distancia de um ponto a uma reta e entre duas retas.

e Determinar as bissetrizes de duas retas concorrentes.

Nesta aula vamos usar o produto interno e a norma para calcular
areas de paralelogramos e triangulos e calcular distancias entre pontos
e retas e entre retas paralelas. Afinal, todas as situacdes geométricas
no plano que envolvem a determinacao de distancias e angulos no plano,
podem ser analisadas em termos de produtos internos de vetores.

| MODULO 1 -

AULA 5

Areas de paralelogramos e triangulos.

Sabemos que a area de um paralelogramo ABCD é o produto da
medida de um dos seus lados pela altura em relagao a esse lado. No 4

C
D'

paralelogramo da Figura 57, DD’ é a altura em relacao ao lado AB, logo:

B

Fig. 57: Paralelogramo ABCD.

Areade ABCD = |AB| - |DD'|. Lembre que...

Um paralelogramo € um

quadrilatero que tem lados

Se a = D'AD, segue da trigonometria que |DD'| = |AD| |sena| e substi-  opostos paralelos.

tuindo expressao da area, obtemos:

Vocé pode verificar que isso
implica que os lados opostos

sao congruentes.

Area de ABCD = |AB|-|AD| - |senal.

Para expressar essa area em termos do produto interno, considere-

~ —_— e -
mos os vetores ndo-nulos v = AB e w = AD . Entao,

|AB| = ||[7|l, |AD| = |lw’[|,

|senal = |sen(v”,w)],

— —

onde (v’,w’) € o angulo de v” para w’. Substituindo na expressao da
area, temos:

Areade ABCD = ||| -

Iy

|- [sen(v”,w’)]. (21)

| [ 73]
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N N — —
Como v #0 e w #0 ,temos cos(v,w’) = IILUII,IILI&I
v - lw
Lembre que...

A relagdo cos? 6 +sen? 0 = 1
é vélida qualquer que seja o
angulo 0. Dessa relagao, LOgO,
obtemos sen? 6 = 1 — cos26. | sen(
Logo, |sen | = /1 — cos? 6,

para todo 6.

Além disso, sabemos que sen?(v’,w’) = 1 — cos*(v",w’) .

Substituindo essa expressao na identidade (21), temos:

Area de ABCD

Como o = AB , @’

172
e Al et G

[0 II\w H

¢ 1Pz - (7 @),

—
=AD , ||| = |AB| e |w’|| = |AD|:

Area de ABCD = \/|ABP|ADJ2 — (4B, AD')? (22)

Exemplo 37 Sejam os pontos A = (0,
1). Mostrar que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo e

D = (-2,
calculemos sua area.

~1), B = (3,0),C = (1,2) e

Solucao: Para mostrar que o quadrilatero ABCD é um paralelogramo,

também sao colineares.

Fig. 58: Exemplo 37.

—

BC' .

CEDERJ |74 | |

(3,1), CD =
(-2,2), BC =

AB =(3-0,0— (1)) =
AD = (-2 -0,1—(-1)) =

basta verificar que seus lados opostos sao paralelos. Isso equivale a mos-

—_— = B _— =
trar que os vetores AB e C'D sao colineares e que os vetores AD e BC

(—2-1,1-2) = (=3,-1),

(1-3,2-0)=(-2,2).

~ —_— . — - .
Dessas expressoes vemos que AB é colineara CD e AD é colinear a
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Para determinar a area de ABC'D calculamos:

|AB| =32 +12 =10, |AD|=/(-2)2+22=+/8,
(AB',AD’) = ((3,1),(=2,2)) =3 x (=2) + 1 x 2= —6+2 = —4.

Substituindo esses valores na formula (22), obtemos:

Areade ABCD = \/|AB2|AD[2 — (AB ,AD )2 = \/T0 x § — (—4)?
= /80 — 16 = v/64 = 8 unidades de area.

Consideremos agora um triangulo ABC. Sabemos que sua area é
a metade do produto do comprimento de um dos lados pela altura em

C, ‘At
relacao a esse lado (Figura 58). Portanto, se AB € o lado considerado e
CC" é a altura, entao:
Area de ABC = }|AB|-|CC"|. A B
- . ig. 59: Tria lo A -
Sendo |AB|-|CC’| a &rea do paralelogramo ABA'C (Figura 59), onde lr:a;?elogran:gazggz’C.BC o P

A’ € o ponto de intersecao da reta paralela ao segmento AC' que passa
por B com a reta paralela e AB que passa por C, obtemos:

Area de ABC = 11/|ABJ|ACI2 — (AB , AC')? (23)

Distancia de um ponto a uma reta.

Seja r uma reta e P um ponto do plano. A distancia de P a r, que
denotamos d( P, r) é assim definida: a reta s que passa pelo ponto P e €
perpendicular a reta r, intersecta » num anico ponto Fy. A distancia de P
ar é adistanciade P a Py, isto € (veja a Figura 60):

d(P,r) = |PPF.

Note que se Q € r, Q # Py, entdo a distancia de P a Q é maior
que a distancia de P a F,, pois no triangulo PP,Q, o lado P(Q é oposto

Fig. 60: Distanciade P ar.

ao angulo reto, sendo, portanto, o maior dos lados desse triangulo. Lembre que...
Dados dois lados de um
Observacao. triangulo, o maior lado é o

oposto ao maior angulo.

Per=d(Pr)=0,pois Py=Pe d(P,r)=|PPR| =|PP|=0.

Vejamos agora como calcular a distancia de um ponto P = (z1,y;) a
umareta r: ax + by = c.

Da Aula 4, sabemos que 1 = (a, b) € um vetor normal (perpendicular)
areta r.

@ CEDERJ
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Portanto, a reta s que passa por P e é perpendicular a r tem equacoes
paramétricas:

r=x1+at
5 , teR.

y=1uy+0t
Como {Fy} = rnNs, 0 ponto P, € um ponto de s.
Logo, existe um numero real ¢y, tal que Py = (x1 + ato, y1 + bto).

Pela definicao da distancia de um ponto a uma reta, temos:

d(P,r) = |PP| = /(21 +aty—x1)2+ (y1 + bto — y1)?
= /a3 + bt} = |to|Va? + b%.

Resta encontrarmos o valor de t,.

Como F, € r, as suas coordenadas satisfazem a equacao de r:
a(:z:l + ato) + b(y1 + bto) =C.
Desenvolvendo essa igualdade, obtemos o valor de ¢:

ary + a*ty +by + %t =c = to(a® +b*) =c—ax, — by

c—axy —byr  —(ax1+by1 —c¢)

R Sy i B

Substituindo esse valor de ¢, na equacao (24) da distancia de P a r:

A(Pr) = [tV = |t =0 o

a? + b2

laxy +by1 —¢| ;575  laxy + by — ¢
a? +b? * a? + b2

N icao 11... . . .
2 proposieae Destacamos o resultado obtido da seguinte maneira:

Preste muita atencéo a forma
da equacgao da reta.

Obviamente, a distancia do Proposicao 11 A distancia do ponto P = (xy,y,) &retar : ax +by = c

ponto P = (x1,y1) areta

r:ar+ by +d= 0 édada por éiguala
laz1 + by +d| lax1 + byr — ¢
1(P,r)= —————. =1  J- 1
d(P,r) —— d(P,r) = (24)

CEDERJ

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Produto interno - Aplicacoes

| MODULO 1 - AULA S5

Exemplo 38 Determinemos a distancia do ponto P = (—4,—2) a retar

de equacoes parameétricas:

=—-3+5¢
Ti{x + , telR.

y=-—-2+3t

Solucao: Para usar a equacao (24), devemos conhecer a equacao carte-

-3

siana da reta r. Colocando em evidéncia o parametro t em cada uma das Fig. 61: Exemplo 38
equacodes paramétricas:
3 2
x:—3+5t¢t:1’: , y:—2—|—3t:>t:%.

e igualando as expressoées de t, obtemos:

r+3  y+2

) 3

Logo, a equagao cartesiana de r é
r:3r—5y=1.

Nessa equacao cartesiana identificamos a =3, b= —5, € c=1.

Substituindo esses dados na relagdo (24), junto com as coordenadas x; =
—4 ey, = —2 do ponto P, obtemos a distancia de P ar (em unidades de
comprimento):

3(~4)~5(-2)~1] _|-3| _ 3 _3/3i

dFr) = 32+ (=52 V34 34 34

Como aplicacao do conceito de distancia de um ponto a uma reta,
veremos como determinar as bissetrizes entre duas retas concorrentes.

Definicao 18 Uma reta r é chamada uma bissetriz de duas retas con-
correntes r, e ry, Se€ 0s angulos der ar, e de r a r, sao iguais. Veja a
Figura 62.

Primeiramente, vamos caracterizar uma bissetriz em termos de distancia:

Fig. 62: Bissetrizesde r; e ry.

Proposicao 12 Uma reta r é uma bissetriz das retas r, e r, se, e so-
mente se, 0s pontos de r sao equidistantes das retas r; € rs.
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Fig. 63: Bissetriz de r1 e ra.
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Demonstracao. Suponhamos que r é uma bissetriz das retas r; e r, que
se cortam no ponto P, e seja P € r um ponto arbitrario.

A reta perpendicular a r, que passa por P intersecta r; no ponto ),
e a reta perpendicular a r, que passa por P intersecta r, no ponto -,
como mostramos na Figura 63.

Consideramos os triangulos retangulos PyQ1 P e PyQoP.

Como r é bissetriz de r; e r,, 0s angulos PPQ, e PPy, tém a
mesma medida e, como os angulos P, P e Py(Q, P sao retos, concluimos
que os angulos Py PQ, e PyPQ, tém, também, a mesma medida.

Portanto, os triangulos P,Q. P e Py(), P sao congruentes, pois tém o
lado P,P em comum (critério de congruéncia "ALA”: angulo-lado-angulo).
Em particular, as medidas d(P,r;) = |PQ1| e d(P,ry) = |PQ-| sao iguais.

Como P € r foi escolhido arbitrariamente, concluimos que os pontos
da bissetriz  sao equidistantes de r, e r,.

Reciprocamente, vejamos que se P é um ponto equidistante de r, e
r9, €nta0 a reta r que passa por P e P, € uma bissetriz de r; e r,.

A nossa hipotese equivale a |PQ,| = | PQ-| (ver Figura 63).

Como os triangulos PyQ.P e PyQ,P tém o lado PP em comum,
obtemos, pelo Teorema de Pitagoras, que os lados PyQ; e PyQ, tém a
mesma medida e portanto os triangulos sao congruentes.

Logo, os angulos QPP e Q,FP,P tém a mesma medida. Isto é, a
reta r é bissetrizde r, e r,. O

Exemplo 39 Verifiquemos que as retas r, : 3x +4y = 1 ery : y = —3
sao concorrentes e determinemos as suas bissetrizes.

Solucao: As retas r, e ro S40 concorren-
tes pois o determinante da matriz cujas fi-
las sdo os vetores normais dessas retas,
€ diferente de zero (lembre que isso im-
plica que os vetores normais sao LI, ou
seja, ndo sao paralelos):

‘34

0 1‘:3><1—4><0:37é0- Fig. 64: Exemplo 39.
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Para determinar as bissetrizes, tomamos um ponto arbitrario P = (z,y)
do plano, tal que d(P,r1) = d(P,rs). Calculando as distancias de P ar, e
ro usando a formula (24), obtemos:

3z +4y — 1| |y +3

V32 4 42 V04127

4y —1 ,
|3x+5y‘:|y+3|,oua/nda|3x+4y—1|:5|y+3|.

Eliminando os valores absolutos, a ultima identidade equivale a:

ou seja,

3r+4y—1=5>by+15 ou 3x+4y—1=—-5y—15,
obtendo assim duas possiveis equacoes para a bissetriz r:
r:3r—y=16 ou r:3z+9y=—-14.

Observe que as duas bissetrizes sdo perpendiculares, pois, calculando o
produto interno dos vetores normais, temos:

((3,-1),(3,9) =3x 3+ (=1) x 9=0.

Veja, na Figura 64, as retas r, e ry junto com as suas bissetrizes.

Distancia entre duas retas paralelas ou coincidentes.

Sabemos duas retas r € s no plano podem estar em trés possiveis
posicoes, a saber, as retas r e s podem ser:

e coincidentes, quando determinam o mesmo conjunto de pontos no plano,
e concorrentes, quando se intersectam em um Unico ponto,
e paralelas, quando nao se intersectam.

Definimos a distancia entre as duas retas paralelas ou coincidentes
da seguinte maneira:

Definicao 19 Sejam r e s duas retas no plano que sdo paralelas ou
coincidentes.

e Se r e s sdo coincidentes, dizemos que a distancia entre elas, que de-
notamos d(r, s), € igual a zero.

e Se r e s sdo paralelas, a distancia d(r,s) é a distdncia de um ponto
qualquerder a s.

d(r,s) =d(P,s), sendo P um ponto qualquer der e r | s

(79 ]
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Fig. 65: Distanciade r e s.

A distanciade r a s.

Na Figura 65 vocé pode usar
congruéncia de triangulos
para verificar que

d(P, P') = d(Q,Q").

Por exemplo, verifique que os
triangulos PP'Q’ e QQ' P’
sao congruentes. Portanto,
d(P, s) = d(Q, s) quaisquer
que sejam os pontos

P,Q € r. Logo, o célculo da
distancia de r a s independe
da escolha do ponto P nareta
r. Dito em outras palavras, a
distancia entre duas retas
paralelas ou coincidentes esta
bem definida.

CEDERJ
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Na Figura 65 mostramos duas retas paralelas » € s. Na reta r es-
colhemos dois pontos P e (). A reta perpendicular a r (e portanto a s)
que passa pelo ponto P, intersecta s num unico ponto P’. Analogamente,
a reta perpendicular a r que passa pelo ponto () intersecta s num Unico
ponto )’. Vocé pode usar congruéncia de tridngulos para verificar que
|PP'| =|QQ'|. Isto &, d(P, s) = d(Q, s). Logo, a distancia entre duas retas
esta bem definida.

Além disso, trocando os papéis de r e s nas consideragdes acima,
vemos que da no mesmo medir a distanciade » a s oude s a r:

d(r,s) =d(P,s) =d(P,P")=d(P',r) =d(s,r).

Exemplo 40 Determinemos a distancia entre as retas r e s dadas por:
r:3r—6y=2 e §:2x —4y = -5

Solucao: Note que as retas r e s sdo para-
lelas, pois os seus vetores normais (3, —6)
e (2,—4) sdo paralelos.

De fato, (2, —4) = 2(3,—6) (Figura 66).

Determinamos a distancia de r a s esco-
lhendo um ponto P na r e calculando a

sua distancia a reta s.

Tomando x = 0 na equacao de r obtemos

= —31. Logo, o ponto P = (0,—3) per-

tence a reta r. Usando a formula (24):

Fig. 66: Exemplo 40.

_ 200 —4(-%H+5]  4+5 B D 195
d(r,s) =d(P,s) = m _\/?;m_\/%_%?}g_ 0

em unidades de comprimento.

Resumo

Nesta aula vimos como usar o produto interno para calcular areas
de paralelogramos e triangulos, a distancia de um ponto a uma reta, a
distancia entre duas retas paralelas e as bissetrizes de duas retas con-
correntes.
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Exercicios

1. Em cada um dos itens abaixo, ache o ponto D de modo que ABC D
seja um paralelogramo e calcule a sua area.

a. A= (-1,1), B=(2,-1), C = (4,2)
b. A=(2,1), B=(-1,-1), C =(1,2)
c. A=(0,1), B=(0,—1), C = (5,2).
d. A=(2,3), B=(2,-3), C=(3,2).

2. Determine a distancia do ponto P a reta r, onde:
a. P=(3,2), r:xz=4.
b. P=(1,-1), r:3z—-2y=0.
c. P=(3,2), r:z+4y=-3.

r=1t—2
d P=(3,-1), r: ,teR.
y=—2t
r=2t+1
e.P=(0,-2), r: ,tEeR.
y=—t+3

3. Verifique que o quadrilatero ABCD, A = (-2,2), B = (3,-3),
C = (3,0) e D = (1,2), € um trapézio isdsceles e calcule sua area
usando o produto interno.

4. Determine se as retas r e r’ sao concorrentes ou nao, caso afirma-
tivo, ache as bissetrizes.

a.r:3r+y=1, r:y=3-2x.

r=2t—1
b.r:z=y+1, 1r: ,teR.
y=t
r=t+1 r=3s
C.r: ,teR, ' , seR.

5. Determine se as retas r e s sdo paralelas ou nao, caso afirmativo,
calcule a distancia entre elas.

81 ]
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a. r:dr—y=-1, s:y=4r—-3.

r=3—1 r=6—3u
b. r , teR, s: , u€eR.
y=t y=2u—1
r=—-1-—t
c. r:dx+2y=3, s: , teR.
y=3+2t.
r=—-1+3t
d. r:y=3-2x, s: , teR
y=3—06t.

Auto-avaliacao

Se vocé resolveu os exercicios, vocé fixou as técnicas desenvolvidas
na aula e sabe utilizar o produto interno para determinar areas e calcular
distancias de pontos a retas e entre retas. Fixe bem a nogao de bissetriz
resolvendo, em particular, o Exercicio 4. Nao acumule duvidas, reveja o
conteudo da aula e peca ajuda aos tutores.
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Produto interno - Aplicacoes (continuacao)

Objetivos
e Calcular a distancia de um ponto a um circulo e de uma reta a um circulo.
e Determinar retas tangentes a um circulo.

e Entender a posigcao relativa entre dois circulos e calcular a distancia
entre eles.

Nesta aula, continuamos a aplicar as técnicas para determinar dis-
tancias, obtidas através do produto interno, para analisar a posicao re-
lativa de pontos, retas e circulos com respeito a circulos. Além disso,
veremos como determinar as tangentes a um circulo que passam por um
ponto dado.
no plano incluindo: a determinacao da sua equacao; a introducao dos

Para isso, apresentamos as nogoes basicas sobre o circulo

conceitos de retas tangente e normal num ponto pertencente ao circulo; o
esboco do grafico do circulo a partir da sua equacao e a identificacao de

pontos interiores e exteriores a um circulo dado.

.. , YA
Preliminares sobre circulos

Sejam C um ponto no plano e » um
numero real positivo. O circulo T' de cen-
tro C e raior > 0 é o lugar geométrico dos
pontos do plano cuja distancia ao ponto C
éigual ar:

C=(
W
P=(x,y)

Fig. 67: Circulo de centro C e raio r.

h, k)
p

[ ={P|d(P,C) =1}

Determinemos a equacao que caracteriza os pontos do circulo I" de
centro C e raio r > 0.

Seja P = (x,y) um ponto de T, representado pelas suas coordena-
das em relagao a um sistema de coordenadas cartesianas fixado. Entao,
se C' = (h,k), temos

PeT <= d(P,C)=r<=\/(z—h)?2+(y—k)?2=r.

MODULO 1 - AULA 6

Sobre circulos ...

O conteldo preliminar que
apresentamos sobre circulos
foi extraido de Pre-Calculo:
Modulo 2, Curvas Planas de
J. Delgado Gémez e M. L.
Torres Villela, Ed.
CECIERJ/CEDERUJ.

O simbolo I
€ a mailscula da letra grega

v, que se lé “gama”.

Note que...
os dois pontos do circulo T,

situados sobre uma reta
passando pelo centro C,

estdo a uma distancia 2r.
Estes pontos sao ditos
diametralmente opostos.
O diametro do circulo é o
valor 2r.

8 | CEDERJ



i . L . .
Geometria Produto interno - Aplicacées (continuacao)

Analitica
Portanto, o circulo I" de centro C' = (h, k) e raio r, tem equacgao
A equacao do circulo I" ao T (’l‘ - h)2 + (’l/ o k‘)2 _ 7,2
lado é sua equacao canénica. Y ) /

Essa equacao se escreve, desenvolvendo os quadrados, na forma
v? +y? —2hx — 2ky + (W + K> —1r*) =0,

ou seja, a equacao do circulo I' se escreve na chamada forma normal.

Iiz?+y*+Cx+Dy+F=0

onde C = —2h, D = —2ke F = h? + k?> — r% No entanto, como
veremos mais adiante, nem toda equagao que tem essa forma representa
um circulo no plano.

O grafico do circulo T € o conjunto

Graf(T') = {(z,9) | (x — h)* + (y — k)* = 1%}

Exemplo 41 A equagédo do circulo de centro C = (0,0) e raio r é

2 2 _
.0 x4yt =r".

Observe que os pontos (r,0), (—r,0), (0,7) e (0,—r) sdo pontos deste
0, -r) circulo. A figura 68 ilustra o grafico deste circulo.

Fig. 68: Circulo de centro

(0,0) e raio r. Exemplo 41 Exemplo 42 A equagédo (x+3)% + (y —2)? = 5 representa um circulo de

centro C = (—3,2) e raior = /5.

Exemplo 43 A equacgdo x* + 4 + 4x — 2y — 11 = 0 é de um circulo.

De fato, reescrevemos esta equagao como:

(% +42) + (y* — 2y) — 11 = 0 <=

A primeira equivaléncia —- 2 . 2 _ _ — N
foi obtida completando os ((E taz+4 4) + (y 2y +1 1> 1 0
quadrados dos polindmios ((.T + 2)2 — 4) + ((y — 1)2 — 1) —11=0 «—

nas variaveis x e y.

(z+2%*+(y—172=16 —
(z—(=2)) + (y —1)* = 4%

Portanto, o centro do circulo € C = (—2,1) e o raio é r = 4.
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Exemplo 44 Que subconjuntos do plano representam as equagées
P+ dr—2y+5=0 e 22+’ +4r—2y+6=07?

Veremos que estes conjuntos ndo sao circulos.

De fato, as duas equacgédes diferem da equagao do exemplo anterior ape-

nas no termo independente de x e y, isto é, a constante.

Procedendo de maneira analoga ao exemplo anterior, completamos os

quadrados nas duas equacées, olhando para os polinémios nas variaveis
T ey

(2% +42)+ (y* —2y) +5=0 <

(B +dz+4—-4)+ (P —2y+1-1)+5=0 <

(z+22 -4 +((y—1P2—-1)+5=0 <

(z+2)°+(y—-1>%=0,
e

(22 +42) + (> —2y) +6 =0 +—

(> +dz+4—-4)+ (P -2y+1-1)+6=0 =
(z4+2*-4)+(y—1)*-1)+6=0 <=

)

Como a soma de quadrados de numeros reais é sempre um numero real
maior ou igual a zero, temos que a unica solugdo da primeira equagao é
x+2=0ey—1=0. Entretanto, ndao ha solucao, em pares de numeros
reais, para a segunda equacgao.

Logo, apenas o ponto (—2,1) é solugdo da primeira equagdo e ndo ha
solugdo em pares (x,y) de numeros reais, para a segunda equagao, isto
é, 0 conjunto solugao da segunda equacao é o conjunto vazio.

Cuidado!

Como acabamos de verificar, a equagao z? + y?> + axz + by + ¢ = 0
nem sempre representa um circulo, ela pode representar um unico ponto
Ou 0 conjunto vazio.

Para determinar o subconjunto do plano que esta equacao repre-
senta, completamos os quadrados, repetindo o que foi feito no exemplo
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anterior:
2+ y*+ar+by+c=0

9 a?  a? 9 voob?
= |2"tar+ -]+ y—i-by—i-z—* +c=0

4 4
a\? b\° o« B
— <x+§> —l—(y+2) —Z—Z—l—c:o
a\? AN
<~ <x+§> +(y+2> :Z+Z_C
a\? b\° a2+ b —de
<~ (w+§> +(y—|—2) =

Agora, podemos responder a pergunta. Qual o subconjunto do plano

I ={(z,y) |2 +¢y*+ax+by+c=0}?

opontoP:(—;,—g), se a’+ 0> —4c=0
o circulo de centro C eraio r, se a®+b* —4c >0

o conjunto vazio, se a? +b? —4c < 0.

No segundo caso, o circulo I" tem:

a b . Va2 +b? —4c
centro C' = | —=, —= e raio r= —.
27 2 2
Em cada ponto P de um circulo, A t

considere a reta n que passa pelo

normal
centro C' e pelo ponto P. Esta reta /\

P =(x.y)

é dita normal ao circulo no ponto P.

A reta t que passa pelo ponto

; . N i tangente
P e é perpendicular a reta n é cha- Vd —
, AN\Jo x
mada fangente ao circulo no ponto
P.

Fig. 69: Tangente e normal ao circulo em P.
Exemplo 45 Determinemos as equagbes das retas horizontais e tan-
gentes ao circulo de centro C = (—2,2) e raior = 3.
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A equacao deste circulo é
(x—(=2)2+(@y—2%=9, istoé (z+2)°%+(y—2)°=09.
As retas tangentes horizontais sao perpendiculares a reta vertical s que

passa pelo centro C' = (—2,2).

A equacio da reta s é x = —2. Para determinar a interse¢do do circulo
com a reta s, substituimos a equagao de s na equagao do circulo, ou seja,
fazemos x = —2 na equacao do circulo:

(—24+2)%+(y—2)*=9 < (y—2)>=9, extraindo a raiz quadrada,
— |y—2|=3
— y—2=3 ouy—2=-3
< y=>Houy=-—1.

Portanto, os pontos do circulo que estdo na reta s sdo (—2,5) e (—2,—1).

As retas tangentes ao circulo passando por estes pontos sao horizontais
e tém equagcdesy =5 ey = —1.

Exemplo 46 Fixemos o circulo T' de centro C = (1,2) e raio 3, cuja
equacgao é

(z -1+ (y—2)?%*=9.
Os pontos P = (a,b) tais que (a — 1)* + (b — 2)? # 9 ndo estao no circulo
. Por exemplo, os pontos A = (—1,3) e B = (2,5) tém esta propriedade,
poIs:
5, se (a,b)=(-1,3)

(a =1+ (b-2)" = {10, se (a,b) =(2,5).

Faga um desenho de T' e observe que A esta na regiao do plano limi-
tada por T e que B esta na regido do plano exterior ao circulo " (regido
ilimitada).

Os pontos P = (a,b) tais que (a — 1)> + (b — 2)? < 9 sdo ditos pon-
fos interiores ao circulo T'. Por outro lado, os pontos P = (a,b) tais que
(a—1)*+ (b—2)? > 9 sdo ditos pontos exteriores ao circuloT.

Em geral, se a equacao de um circulo é

(= h)*+(y —k)* ="

[87]
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e P = (xg,yo) € um ponto do plano, entao

e P esta nointerior do circulo <= (zo — h)? + (yo — k)% < 2.
e P esta no circulo < (zo—h)?+ (yo— k)* =12
e P esta no exterior do circulo <= (xq — h)? + (yo — k) > r2.

Exemplo 47
Na figura ao lado, esbogamos o grafico

do circulo de centro C' = (—2,1) e raio
r = 3, cuja equacgéo é
__ 25
(x+2)%4 (y—1)* = 2.

O ponto A = (-2, 3) esta no interior do

<Y

O
o]

circulo e o ponto B = (1,2) esta no ex-

V)

terior do circulo. P

~
1l
|

NS

Dé outros exemplos de pontos situados
no interior e exterior deste circulo. Fig. 70: Circulo de centro (—2,1) e raio .

Resumindo: O circulo " de centro no ponto P, e raio r divide o
plano em trés subconjuntos disjuntos (Figura 71):

¢ O conjunto dos pontos de T'. exterior

e O conjunto de pontos interiores a I’
(ou abreviadamente, o interiorde I') que
consiste dos pontos P do plano, tais que
d(P, Ry) < r.

e O conjunto de pontos exteriores a I'

(OU Slmplesmente’ o exterior de P) que Fig. 71: P1 é ponto interior a I'; P> é ponto

consiste dos pontos P do plano, tais que &erorals s el

d(P, Po) >T.
Distancia de um ponto a um circulo.

A distancia de um ponto P do plano ao circulo T', que designamos
por d(P,T") € por definigdo a menor das distancias de P aos pontos de T'.

Assim,se P eI, entao d(P,I') =0e, se P = Py, entdo d(P,I') =r.

Se P é um ponto do plano que ndo pertence a I" e é diferente do
centro P, entdo a semi-reta com origem em F, que passa por P inter-

CEDERJ |

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Produto interno - Aplicacées (continuacao)

| MODULO 1 - AULA 6

secta o circulo I" num Unico ponto . Usando congruéncia de triangulos,
mostraremos que d(P,T") = d(P, Q).

Para isso, devemos verificar que qual-
quer outro ponto Q" de T distinto de @, satis-
faz |PQ'| > |PQ).

Suponhamos que P seja um ponto inte-

rior a I distinto do centro. Entao, o triangulo
— Fig. 72: P é interiora T

PyQQ’ éisbsceles e portanto @’ = P,Q'Q
(Figura 72). Além disso, no tridangulo PQQ’, temos:

PQQ < BQ'Q=RQQ = PRQ" .
Logo, o0 angulo oposto a P é menor que o angulo oposto a PQ)'.
Portanto |PQ| < |PQ|.

Suponhamos agora que P seja um pon-
to exterior a I'. Como o triangulo P,QQ’ é

isdsceles (Figura 73), m’ € um angulo

agudo. Logo, PQQ’ é um angulo obtuso e,

portanto, PQ'Q é um angulo agudo.

Fig. 73: P € exterioraT.

Assim, o angulo oposto a P é menor
que o angulo oposto a PQ’ e, portanto, |PQ| < |PQ’|.

Desta maneira, vemos que para determinar d(P,T"), sendo P # P,
basta determinar d(P, Q) = | PQ)|. Isto é feito da seguinte maneira:

e Se P € um ponto interior a T" (Figura 72):
d(P,F):’I“—d(P,PQ):’I"—|POP|

e Se P é um ponto de I, entdo d(P,T") = 0.

e Se P é um ponto exterior a I" (Figura 73):
d(P,T)=d(P,Py) —r = |PP|—r.

Assim, qualquer que seja a posicao relativa de P com respeito a T,
temos:

d(P,T) = |r —d(Py, P)| = |7 — | BP|, (25)
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Exemplo 48 SejaT o circulo de equagdo (z — 3)? 4+ (y + 1)? = 4. De-

terminemos a posicdo relativa dos pontos P, = (1,1), P, = (3,-3) e
A P; = (2,0) com respeito ao circulo T' e calculemos as suas distancias aT.
Veja a Figura 74.

Solucao: O circulo T" tem o seu centro no ponto Py = (3,—1) e raior = 2.

=Y

Para determinar a posicao relativa dos pontos com respeito al’, devemos
calcular a sua distancia ao centro Py:
a. d(Py,P) = |RP|=+y/1-32+(1-(-1))2=Vd+4=V8=2v2>2=r,
logo P, é um ponto exterior al'. Usando a equagéao (25):

d(P,T) = |2 = |RP||=]2-2V2|=2(vV2-1).
b. d(Py, P,) = |[PoPy| = /(3-3)2+ (-3 —(-1))2=0+4=2=r,logo P, é
um ponto de I'. Portanto d(P,,T") = 0.

Fig. 74: Exemplo 48.

C. d(Py,P3) = |PyPs| = /(2-32+(0—-(-1))2=y/1+1=+2<2=r, logo
P; é um ponto interior aT'. Usando a equacao (25), temos:
d(Ps,T) =2 — |PyPs|| = |2 — V2| =2 V2.

Distancia de uma reta a um circulo.

Sobre a figura 75
Para mostrar que Seja I o circulo de centro I e
d(Q,s) < d(Q’,s), observe

que, no quadrilétero QPP'Q), raio r. Sabemos que uma reta s pode

os angulos QPP’ e PP/’ ou nao intersectar o circulo I'.
sao retos, enquanto Q'QP & A distancia da reta s ao circuloT,
obtuso, pois o triangulo ) ) o

QQ' Py 6 is6sceles que designamos por d(s, "), é definida
(verifique). Isso implica que como sendo a menor das distancias dos

QPP'Q’ nao é um N

paralelogramo e que pontos de I a reta s. Fig. 75: d(s,T) = d(P, Q) = d(Po,s) — .
|QP| < |Q"P'|.

Assim, se sNT' # @, entdo d(s,I') = 0.

Para verificar se s e I' se intersectam ou nao, basta determinar a
distancia do centro P, do circulo a reta s:

e Sed(Fy,s) <r,entdo sNT # @.

e Sed(Fy,s)>r,entdo sNT = @.

Usando seus conhecimentos de Geometria Elementar, vocé pode
verificar que, se sNT' = @ e Q é 0 ponto onde a reta perpendicular a s
que passa por I, intersecta I', entdao a distancia de s a I" € a distancia de
Q a s. Isto é, se Q' é outro ponto qualquer de T, diferente de @, entao
d(Q',s) > d(Q, s) (veja a Figura 75).

CEDERJ |

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Produto interno - Aplicacées (continuacao)

| MODULO 1 - AULA 6

Na prética, se s N I' = @, a disténcia de s a I" é obtida da seguinte
maneira:

Calculamos a distancia do centro P, a reta s (Que vocé ja sabe como
calcular) e subtraimos a medida do raio (Figura 75). Ou seja,

sNI'=o=d(s,I') =d(Fy,s) —r

Portanto, se a reta s tem equacgao cartesiana ax + by = c € Py =
(20, Yo), Obtemos:

a4+ byo — ¢ .

d(s,I') = d(Fy,s) —r = Va1 12

Exemplo 49 Sejam s reta de equagdo cartesiana 3z — 4y = -7 el o
circulo de equagao »? + y* — 3z + 2 = 0. Calculemos d(s,T).

Solucao: Primeiro precisamos obter as s’
coordenadas do centro P, e o raio r do
circuloT. /
Para tanto, devemos escrever a equacao S

de I' na forma candnica:

NA

(. —m0)* + (y —wo)* =17 ’

Vejamos: 2?4y =3 +2 =0

-0.5

9
= w2—3x+z+y2—1+2:0

= (x—3)2+ 2_ 1
2) TY T

Fig. 76: Exemplo 49.

Assim, " é o circulo de centro Py = (3,0) e raior = 3. Logo,

d(P, 8)2‘3'%_4(0)_(_7)‘:% %:§
o 32+ (—4)2 5 10° Lembre que...
Uma reta r é tangente ao
Portanto, a distancia de s al' (em unidades de comprimento) é: circulo I', se N T consiste de
um Unico ponto, denominado
23 1 18 9 ponto de tangéncia. A
d(r7 F) = d<P07 5) —-r= 0 2 = 10 = 5 propriedade fundamental de
uma reta tangente a um
N . irculo é la é
De volta as retas tangentes a um circulo. olren’o @ que ea @
perpendicular a reta que
Sabemos que a equagéo candnica do circulo I' de centro 7, e raio r passa pelo centro do circulo e
3 5 9 9 . . pelo ponto de tangéncia (reta
€ (xr—x9)° + (y — yo)* = r*. Seja P = (z1,y1) um ponto exteriora I'. normal a T).
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Determinemos as equacoes das retas

tangentes a I' passando pelo ponto P.

Na Figura 77 vemos que sempre € pos-
sivel tracar duas retas tangentes a I' pas-
sando pelo ponto P. Para determinar essas

retas, precisamos determinar os pontos @ e
@' onde elas sao tangentes ao circulo I'.

Fig. 77: Tangentes a T".

Uma reta r passando por P é tangente
ao circulo I' no ponto @ € I" se, e somente se, Q € r e r & perpendicular
a reta que passa por @ e pelo centro P, de I'. Isto é, os vetores diretores

_— — .
PQ e P, dessas retas, devem ser perpendiculares:

(PQ Q) =0.

Observando que PQQ = PP, + P,(Q (veja a Figura 77), a identidade
anterior se escreve:

0=(PR +RQ,RQ )= (PP Q)+ (RQ,RQ ).

Como Q € T, temos (PQ , PQ ) = || RQ ||? = d(Q, Py)? = r%. Logo:
T’2+<PP0 ,POQ>:0,
—_— —_—
e sendo que —PP, = P,P , obtemos:
—_
(PP, Ry@ ) =77,
Substituindo nessa identidade as coordenadas P, = (xo,v0), P =
(x1,11) € Q = (z,y), obtemos:
(z = 20)(x1 — m0) + (¥ — %0) (41 — Yo) =77

Além disso, como o ponto () pertence ao circulo I', as coordenadas
(x,y) de @ devem satisfazer também a equagao de I':

(x —20)®+ (y —yo)* =12,

Assim, para determinarmos as coordenadas do ponto @) = (z,y)
devemos resolver o sistema formado pelas duas equagoes:

(2 — 30) (21 — o) + (y — yo) 1 — o) = 72
(2 — 20)? + (y — yo)? = 12

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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Esse sistema possui duas solugdes @ = (z,y) e Q' = (2/,y'). Isso
significa que ha duas retas tangentes a I" passando pelo ponto P: a reta
r que contém P e @, e areta ' que contém P e @)’ (veja a Figura 77).

Exemplo 50 Determinemos as retas tangentes ao circulo T : (x — 3)% +
(y — 1)? = 2 que passam pelo ponto P = (6,2).

Solucao: Substituindo as coordenadas do centro Py = (x¢,y0) = (3,1) de
I' e do ponto P = (x1,y1) = (6,2) no sistema (26), obtemos:

6-3)(z-3)+2-Dy-1=2 . . [3x-3)+y—1=2
{(x—3)2+(y—1)2:2 , i8l0 S {(x—3)2+(y—1)2:2'

Da primeira equagéo, temosy—1 = 2—3(x —3) = —3x + 11 e substituindo
na segunda equacao:

(x =3+ (=32+11)2=2 = 2?— 62+ 9+ 92% — 66z + 121 = 2
= 102% — 722 + 128 = 0
= 522 —36x+64=0.

As solugbes desta ultima equagdo séo » = 4, e «/ = 0. Substituindo

esses valores na expressao y = —3x + 12, encontramos 0s respectivos
valores de y:

r=4=y=-3(4)+12=0,logo @ = (4,0);

16 16 _ —48460 __ 12 __ (16 12
==y =-3-2+12="8 =2 Jogo Q" = (¥, 2).
YR 7y—2=20
Deixamos vocé verificar que a reta r, tan- | = Q’
q 1 3 3 %.‘. P
gente al' que passa por P e () tem equacado ’ [ |
r:x—y=4 \P“\Q .
[NEE 6 T
e que a reta ro tangente aI' que passa por -, 7
P e Q' tem equacao (veja a Figura 78) -2 T-y=4
ro Ty —x = 20. Fig. 78: Exemplo 50.

Alem disso, comprove também que a reta que passa pelo ponto P e pelo
centro P, de T’ € uma bissetriz das retas tangentes r, e r,.

Distancia entre circulos.

A distancia e a posicao relativa entre dois circulos podem ser anali-
sadas usando outros recursos da Geometria plana. No entanto, € muito
importante que vocé saiba efetuar a analise no contexto do calculo de
distancias derivado da nocao de produto interno.
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Lembre que...

O interior de um circulo T" de
centro P e raio r € o conjunto
dos pontos @ do plano, tais
que d(P,Q) < 7.
Analogamente, o exterior de I"
consiste dos pontos @ do
plano, tais que d(P, Q) > r.
Finalmente, o circulo T’
consiste dos pontos que ficam
na fronteira entre o interior e o
exterior, isto é, consiste dos
pontos @, tais que

d(P,Q) =r.

CEDERJ

Comegamos considerando dois circulos I'y e I'; de centros Py, P, e
raios r; e ry, respectivamente. Pode acontecer que I'y NI’y = @ ou que
I'' NIy # @. No segundo caso dizemos que a distancia entre 'y e I',, que
denotamos por d(I';,T'y), é igual a zero.

Estudemos ocasoemque 'y NIy, = @.

Sejam ; o interior de I'; e 2, o interior de I'y, respectivamente e
analisemos, separadamente, as possiveis posicoes relativas entre I'; e
Iy:

a. I'y C 4 (note que o caso I'; C 2, € analisado de maneira similar).
b. Q,NQ, = & (isto é, os interiores de I'; e I'; ndo tém pontos em comum).
Casoa. I, C Q.

Neste caso, existem ainda as seguintes possibilidades:

Caso al. I'hcQ, e PelyUfs.
Consideremos a semi-reta ¢ com
origem em P; passando por P.

Observe que pode acontecer que
P, = P, (circulos concéntricos) em cujo
caso consideramos uma semi-reta qual-

quer com origem em P.

Fig. 79: T2 C Q1 e Py € T2 UQs.

A semi-reta ¢ (mesmo no caso dos
circulos serem concéntricos) intersecta I'y em um Unico ponto ), e I'; em
um ponto @, diferente de P;. Vocé pode verificar, usando Geometria Ele-
mentar, que @, € o ponto de I'; que esta mais proximo de T';.

Definimos entéo a distancia de ', al',, que designamos por d(I';, ;)
da seguinte maneira:

d(I'1,T2) = |Q1Q2| = |P1Q1| — [P1Q2| =71 — |P1Q2] .
Como |P1Q2| = |P1P2| + |P2Q2|, temos:
d(I',Ty) =r — |PiQa| =11 — |PLPy| — |PoQo| =11 — [P Pa| — 5.

Logo
d(F1>F2) =T1—T2—’P1P2’>

onde r; € o raio do circulo maior I'; e r, € 0 raio do circulo menor I's.
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Comoocasoemque Iy C Qe P, € Q; é analisado de forma
analoga, trocando o indice 1 por 2, obtemos

d(Fl,Fg) =T9 —T1 — ’P2P1|7

onde r, € o raio do circulo maior e r; € o raio do circulo menor.

Portanto, se um circulo esta contido no interior do outro e o centro

do circulo maior esta contido no interior ou sobre o circulo menor, temos: Fig. 80: Girculos concéntricos.
d(Fl,Fg) = |7’2 — 7'1’ — ‘P1P2| .

Com esta formula calculamos ainda a distéancia de I'; a I';, quando
os circulos sdo concéntricos (Figura 80), pois, nesse caso, P, = P, e
d(Fl,Fg) = ‘7'2 — 7"1‘.

Casoa2. ', C Qe P €T U,.

Neste caso, a semi-reta ¢ com ori-
gem em P, e que passa por P,, inter-
secta o circulo I'; em dois pontos Qs e
@5, pertencentes a um diametro de I's.
Isto €, pontos de I'; que sao diametral-
mente opostos.

Escolhemos os nomes dos pon-
tos @, e Q) de modo que |P,Q,| < |PiQ-|. Fig- 81: > C e Pr g T2 U Q.

Assim, (), é o ponto de I'; que esta mais proximo de T';.
Logo, adistanciade I'; aI'; é:

d(FlaFQ) = |Q1Q2’ = |P1Q1‘ - |P1Q2| = |P1Q1‘ - (|P1P2| + |P2Q2D-

Como
|PLO| =71, e |PQs] =12,

obtemos:
d(Fl,Fg) =T — |P1P2| —To =T1 —T9 — |P1P2|

Analogamente, se I'y C Q, e P, ¢ €2y, obtemos
d(Fl,Fg) =T9 —T1— |P2P1| .

Resumimos a andlise dos casos al. e a2. da seguinte maneira:
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Proposicao 13 Sejam T, eI, os circulos de centros P, e P, e raios r,
e ro respectivamente. Suponhamos que 'y NI'y = & e que I', esta contido
no interior de T, ou T’y esta contido no interior de I';. Entao, a distancia de
I'arl, é:

d(Fl,FQ> = ’7‘2 — 7’1’ — ‘PIPZI (27)

Caso b. 2, N, = 0.

Consideremos o segmento P, P, li-
gando os centros de I'y e I';. Como
Ny =92e,NQ =, 0segmento
P, P, intersecta I'; num ponto que de-

signamos @Q; e também intersecta I’y

Fig.82: T1 NT2@ e Q1N = 2.

num ponto que designamos Qs.

Usando Geometria Elementar podemos mostrar que o ponto @, é
o ponto de I'; que esta mais préximo de I'; e que o ponto QQ, é 0 ponto
de I'; que esta mais proximo de I'; e que quaisquer que sejam os pontos
Qp €T1eQy €y, com@y # Q) ou @y # Qy, tem-se |Q1Qs| < |Q1Q%]
(veja a Figura 82).

Portanto, d(T';,T'y) = d(Q1, Q2) = |Q1Q-].

Como |Q1Q2| = |PLPy| — |PiQ1| — | P2Q2| = | Py Py| — 1 — 1o, Obtemos:

Proposicao 14 SejamT, eT, circulos de centros P, e P,, raios r, e r,
e interiores ), e )y respectivamente. Suponhamos que 'y N1y, = @ e
Ql N QQ = . Entéo.'

d(I'1,Ty) = |PPs| — (r1 + 72) (28)

Exemplo 51 SejamT; o circulo de equagdo (v —1)>+ (y +2)> =2 el
o circulo de equagao (x +2)* + (y — 1)? = 36. Mostremos que T'; e I’y ndo
se intersectam e calculemos d(I';,T's).

Solucao: Para mostrar que I'y e I'y ndo se intersectam devemos mostrar
que o sistema abaixo ndo tem solugao:

(z -1+ (y+2)*=2
(x+2)*+ (y—1)* =36.

CEDERJ m
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Suponhamos, pelo absurdo, que o sistema tenha solucdo e procuremos
por ela.

Uma maneira simples de resolver esse sistema € evitar desenvolver os
quadrados imediatamente e reescrever a segunda equacao de forma que
possamos utilizar melhor a primeira. Observe:

22 _12: -1 2 2_ 2 _
(424 (y—1)°=36 <= (r—1+3)*+ (y+2-3)* =36

= (r—-1)2?+6(z—-1)+9+(y+2)2-6(y+2)+9=36
—— ——
<— 2+46(z—1)+9—-6(y+2)+9=36
< 6(z—1)—6(y+2)=16
<~ 3(z—-1)—-3@y+2) =8
— 3(z—1)=3y+ 14,
~ 3y + 17
de onde obtemos x em fungao de y: = = y; .

Substituindo essa expressao obtida para x na primeira equagao do sis-
tema, temos:

3 17 3 14
(1P (422 =2 = () 4 (y+2)° =2
3y +14)2

= By+14)* +9(y +2)* =18
= 9y% + 60y + 107 = 0.
Essa equacao nao tem raizes reais, pois o seu discriminante é:
A =3600—4 x9 x 107 = 36(100 — 107) < 0.

Isso mostra que circulos 'y e I'y ndo se intersectam.
Para calcular d(T'1,T';), determinamos a distancia entre os centros P, =
(1,—2) deT; (cujo raio ér, = v/2) e P, = (—2,1) de T, (cujo raio é r, = 6):

PPl = /(=2 =12+ (1 - (=2))? = V18 = 3V2.

Como a distancia de P, a P, é menor que a soma dos raios r,+r, = 6++/2,
estamos na situacdo do Caso a. Calculamos a distancia de ', aT',, em
unidades de comprimento, usando a formula (27):

d(Fl,FQ):|’T‘2—’I“1|—|P1P2|:6—\/§—3\/§:6—4\/§.

MODULO 1 - AULA 6

Fig. 83: Exemplo 51
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Resumo

Nesta aula vimos como aplicar a no¢do de produto interno (via o

calculo de normas), para determinar a distancia de um ponto, uma reta

ou um circulo a um circulo e as tangentes a um circulo passando por um

ponto dado.

Exercicios

1. Determine a distancia do ponto P ao circulo I', onde:

a.P:(l,l), F:x?+4 (y—2)2=4.
=(-10,1), T:(z—2)*+(y—5)2=9.
=(0,0), T:(xz+27*+(@y—-3)?2*=4.

d.P=(-1,-1), T:2°4+¢y*=16.
=(-7,1), T:a?+y*-by+ L2 =0.

2. Calcule a distancia da reta r ao circulo I", onde:
a.r:x—3y=-2, T:(x-7>2+(@y+1)?2=3.
b.r:y=2r—-1, T:(x+1)7*+(y+2)?=4.

T =342t

3.

C.r: JteER, T:(z—7>2+(y+1)?2=
y=1->5t
rT=1

d.r: JteR,, T:iax?2+9y?—14a +2y=12.
y=2-—3t

3. Dé as equacoes das retas tangentes ao circulo I' que passam pelo

ponto P, onde:

a. D:(z—77°+@w+1)?=3, P=(-3,-2).
b. T:22+(y—1)2=4, P=(51).
c. ':(z—12+y*=3, P=(60).

4. Calcule a distancia entre os circulos I'; e I'y, onde:

a. Iy:(z—5)>2+(y—

b. Th:2?+(y—12=64eIy:(x—1)2+ (y+1)>

1)2=36ely:(z—3)2+(y+2)?2=1.
=4,
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C. Fl : (x—1)2+(y—1)2:1 e F2($—5>2+(y+3)2:

d. Ty :(z -3+ (y—3)* =16eTy: 2?2 +y* —6(z+y)+14=0.
5. Considere os circulos:

[y :(z—2)2+@y—4)>%*=17 e [y (z+2)2+y*=09.

a. Verifique que os circulos I'; e I'; se intersectam.

b. Calcule a distancia entre os pontos de intersecao dos circulos
Iy, I's.

c. Determine a distancia dos pontos de intersecao a reta que passa
pelos centrosde I'; e T's.

6. Determine a posicao relativa dos circulos I'; e I';, onde:

a. I:(z—12+@y—-32=d4ely:(x—1)2+(y—-70>%*=4.
b. Th:(z -1+ (y+3)3°=4ely:(z—1)7*+(y—7)7*=4.
c. Mi:(x—12+(y—3)2=4d4eTy:(z+1)2+(y—T7)%*=4.
d. I :(z+1)2+(y—3)?2=4ely:(z+1)+(y—7)>2=4.

Auto-avaliacao

Os exercicios tém por objetivo fixar as técnicas apresentadas na
aula. Vocé devera resolvé-los todos e, se tiver ainda alguma dificuldade,
reveja o conteudo da aula ou procure ajuda dos tutores. Nao esqueca de
trocar idéias com seus colegas.
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Simetrias e simetrias das conicas

Objetivos
e Estudar as simetrias em relacao a um ponto e em relacao a uma reta.
e Estudar as simetrias das cénicas no plano.

e Entender as conicas degeneradas.

Lembremos que as curvas conicas sao assim denominadas por se-
rem obtidas pela interse¢cao de um plano com um duplo cone circular reto
(Figura 84). Nas ilustrages abaixo, mostramos algumas curvas conicas:
o circulo, a elipse, a parabola e a hipérbole:

Fig. 85: Circulo. Fig. 86: Elipse.

Nos seus escritos, 0 matematico grego Pappus de Alexandria (290-
350), atribuiu ao gedbmetra grego Aristeu “o Anciao”(370-300 a.C.) o crédito
de ter publicado o primeiro tratado sobre as secoes conicas, referindo-se
aos Cinco livros sobre secées conicas de Aristeu, nos quais foi apresen-
tado um estudo cuidadoso das curvas conicas e as suas propriedades.

\ 4

A

Fig. 87: Parébola. Fig. 88: Hipérbole.

MODULO 1 - AULA 7

IMPORTANTE

Nas préximas aulas deste
Maodulo, assumimos os
conceitos fundamentais sobre
as curvas conicas,
apresentados no Pré-Calculo,
ja conhecidos.

Fig. 84: Cone circular reto.

O duplo cone circular reto é a
superficie descrita por uma
reta £ chamada geratriz, ao
girar mantendo um angulo
constante, em torno de outra
reta d, chamada diretriz do
cone duplo, e com a qual tem
um ponto em comum,
chamado vértice do cone.
Cortando esse cone duplo por
planos, obtemos as curvas
conicas.
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Para saber mais ...

Sobre Aristeu “o Ancido”, veja:
http://wuw-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/
Mathematicians/Aristaeus.
html

e sobre Menaecmus, veja:
http://www-groups.dcs.
st-andrews.ac.uk/history/

Mathematicians/
Menaechmus.html

| WLt
Apolonio de Perga
262 - 190 a.C.
Nasceu em lonia, Grécia (hoje
Turquia) e faleceu em
Alexandria, Egito, onde
passou a maior parte da sua
vida. Embora a sua formagao
fosse em Astronomia,
escreveu sobre varios tépicos
matematicos, sendo Secoes
Cbnicas o mais famoso deles.
A obra original consistia de
oito livros, dos quais apenas
sete sao conhecidos. Os
primeiros quatro chegaram a
Europa numa tradugao grega
e os outros trés numa
tradugao arabe do século IX.
Apol6nio resumiu nos
primeiros trés livros, toda a
teoria desenvolvida por
Aristeu e Euclides, dedicando
os cinco livros restantes a
pesquisa original sobre as
propriedades das segoes
coOnicas. Veja:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/

Mathematicians/
Apollonius.html

CEDERJ

Segundo Pappus, o matematico grego Euclides de Alexandria (325-
265 a.C.), contemporaneo de Aristeu, conhecia muito bem os cinco livros
sobre as curvas conicas e evitou aprofundar-se sobre esse assunto na sua
obra Os elementos, de modo a obrigar os leitores interessados a consultar
a obra original de Aristeu. Duzentos anos mais tarde, o astrbnomo e ma-
tematico grego Apoldnio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou
os resultados de Aristeu e de Euclides nos oito livros da sua obra Secoes
Conicas. No entanto, a Histéria indica que as conicas foram descober-
tas pelo matematico grego Menaecmus (380-320 a.C. aproximadamente)
quando estudava como resolver os trés problemas famosos da Geome-
tria grega: a trise¢ao do angulo, a duplicagao do cubo e a quadratura do
circulo. Segundo o historiador Proclus, Menaecmus nasceu em Alope-
connesus, na Asia Menor (o que hoje é a Turquia), foi aluno de Eudéxio
na academia de Platao.

Menaecmus foi o primeiro em mostrar que as elipses, parabolas e
hipérboles sao obtidas cortando um cone com um plano nao paralelo a
sua base. Mesmo assim, pensava-se que 0s nomes dessas curvas fo-
ram inventados por Apol6nio, porém traducdes de antigos escritos arabes
indicam a existéncia desses nomes em épocas anteriores a Apolonio.

Notacao. Designaremos por OXY um sistema cartesiano ortogonal de
coordenadas de origem O e eixos coordenados OX e OY .

As equacoes canonicas das curvas cbnicas no sistema de coorde-
nadas OXY sao:

2 2
. s ~ . s
e Elipse: —2+‘Z—2=1, coma>0 e b>0. Sea=bentao a elipse €0
a
circulo de raio a. vi

Fig. 89: Elipse.
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2 2 2 2
oHipérboIe:w——y—:l ou L% -

3 2 peRT , coma>0eb>0.

YA

~Y

9] a

Fig. 90: Hipérbole. Fig. 91: Parabola.

Simetrias.

Um fato importante é que as equacoes das coOnicas e, portanto, as

Te

curvas conicas que elas representam, sao invariantes por determinadas
transformagodes do plano denominadas simetrias.

Definicao 20 (Simetria em relacao a uma reta) Seja r uma reta
no plano. O simétrico de um ponto P do plano em relagéo a reta r, é o UPr) = d(F )
ponto P sobre a perpendicular a r que passa por P e cuja a distancia a r o

é a mesma que a distanciade P ar (Figura 92). Fig. 92: Simetria relativa a r.

Observe que no plano car- ¢
tesiano, o simétrico de um ponto I

P = (z1,y1) em relagdo ao eixo
OX éoponto Q@ = (x1,-y1) €0
simétrico em relagao ao eixo OY
e oponto S = (—x1,41).

.. R=(— —_ —Wn — ( ,—
Similarmente, S = (—zy, 1) (=1, —y1) Q=(z1,—y1)

€ o simétrico de R = (—z1, —y1)
i . Fig. 93: Simetria em relagao aos eixos.
com respeito ao eixo OX e ) =

(x1,—y1) € 0 simétrico de R com respeito ao eixo OY. Veja a Figura 93.

103 |  GEpERY



Geometria
Analitica |

Simetrias e simetrias das conicas

Exemplo 52 Determinemos o ponto ) simétrico ao ponto P = (1,2) em

relacdo aretar : 2x — 3y = 1.
Solucao: Devemos determinar a reta s perpendicular a r passando pelo
ponto P e a distanciade P ar.

O ponto @) procurado, sera o ponto da reta s, tal que:
Q#FP e dQr)=dPr).

O vetor normal der é n” = (2, —3). Esse vetor é um vetor dire¢do da reta

s. Assim, as equagbes paramétricas de s sdo:

r=2t+1
Fig. 94: Exemplo 52. S y= 3142 ,teR.
Note que ...
i i 2 2x1-3x2-1 5 .
Na figura acima, o ponto Q & Como d(P,r) = | | _ , devemos determinar os pontos
o simétrico de P em relagao a V22 4 32 /13
reta r e também o ponto P é ) ] ] 5
o simétrico do ponto Q em da reta s cuja distancia a retar é ek
relagdo a mesma reta.
Portanto, vemos que a Substituindo as coordenadas dos pontos de s na formula da distancia a r
simetria em relagao a uma
) o . 5 A .
reta é uma relagdo simétrica. e igualando a NieL devemos achar os valores do parametro t, tais que:
2(2t+1) = 3(=3t+2)—1] 5
V13 V13
. . |13t — 5| 5 .
isto e, = . Ou seja, |13t — 5| = 5.
V13 V13 J ‘ |

Resolvendo a equacao obtemost =0 out = %

Substituindo o valort = 0 nas equacdes de s, obtemos o ponto P e subs-

tituindo o valort = 13, obtemos o ponto Q = (23, —=) (veja a Figura 94).

O ponto Q = (23, —+) é o simétrico a P = (1,2) com respeito a reta r.

Em geral, o célculo das coordenadas do ponto @ = (z,y) simétrico

do ponto P = (z1,4;) € dado na seguinte proposic¢ao:

Proposicao 15 Sejam P = (x1,y,) um ponto e r uma reta de equagdo
ax +by =c. Se Q = (x,y) € o simétrico de P em relagdo a r entdo:

1
T = ———(2ac+ (b* — a®)xy — 2aby;)
a? —11— b2 ! ! (29)
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Demonstracao. Para determinarmos () precisamos encontrar as equacgoes
que suas coordenadas devem satisfazer.

Sejam M o ponto médio do segmento PQ e v = (—b,a) um vetor
diregéo de r (lembre que 0 7" = (a, b) é diregdo normal a r). Entao o ponto
Q é tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

M é um ponto da reta r;

- . . - —_— —_—
0 segmento P(Q) é perpendicular a r, isto é, (PQ ,v") = 0.

A primeira condi¢&o nos diz que as coordenadas de M = (%2, #X)
tém que satisfazer a equagéo de r, ou seja, a(Z2) +b(X ) = c. De onde
tiramos a primeira equagao, pois:

a(®3F) + (M) = ¢ = alzi+2)+by+y) =2
< ax+ by =2c—axr; — by;.

Da segunda relagao extraimos a segunda equacao, de fato:

—

<PQ ,U—>> =0 <~ <(x_x17y_yl)7(_b7a>> =0
<— —blx—mz)+aly—y)=0
<— —br+ay = —bxy + ay,.

Logo, as condi¢cdes dadas inicialmente equivalem as equacgdes ob-
tidas, e, portanto, para determinar as coordenadas de () basta resolver o
seguinte sistema:

ax + by = 2¢ — axy — by,
—bx 4+ ay = —bxy + ay;.

Multiplicando a primeira equacgao por a, a segunda por —b e somando
as equacgoes obtidas chegamos a

1 2 2
Tr = a2—+b2(2ac+ (b —a )271 — QCLbyl) .

Multiplicando a primeira equagao por b, a segunda por a € somando
as equacgoes obtidas chegamos a

1 2 2
Y = m(2bc+ (CL —b )yl — 2abl'1) .

Assim a proposi¢ao esta demonstrada. [
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Observacao.

Note que o simétrico de P é o proprio P se, e somente se, P € r.

Exemplo 53 Sejar a reta de equagdo 3z — 5y + 2 = 0. Determinemos
0s simétricos dos pontos Py, = (6,4) e P, = (2,—3) em relagdo a retar.
rsrmwE2= Solucdo: O simétrico de P, é o proprio P,, pois P, é ponto de r (suas
coordenadas satisfazem a equacao de r).

Como P, ndo é ponto de r aplicamos a proposicao.

Para isso, € importante identificar bem os elementos da equacao.

Vejamos: a = 3, b = —5 e c = —2 (observe que na prova da proposicao a
equacdo de r é dada por ax + by = c).

T
Y

Py

4 Obtemos entdo: a®> +b* =34, o> -0’ =-16, e b —a’>=16.
Fig. 95: Exemplo 53.

Logo, as coordenadas do ponto ), s&o:

A %(2(3)(—2) +16(2) —2(3)(=5)(—3)) = —%

v = Ee5)(-2) - 16-3) —23)(-5)(2) = L.

O ponto Q, = (—32,%2) é o simétrico de P, em relagdo ar.

Definicao 21 (Simetria em relacao a um ponto) Seja P, um ponto
fixado no plano e seja P um ponto do plano distinto de . O simétrico do
ponto P em relacao ao ponto 7, € o ponto Q que pertence a reta r que
passa por Py e P, que ¢ diferente de P e, tal que: d(Fy, Q) = d(F, P).

o[ Y Esta definicdo equivale a P, ser o ponto médio do segmento PQ.
Fig. 96: Simetria relativa a Py.
0 ponto Q simétrico a P em Se Py = (zo,y0) € P = (x1,y1), da condigao de F, ser ponto médio
relagéo ao ponto Fy, € 0 de PQ obtemos as coordenadas de Q = (z,y), pois:

vértice do paralelogramo

—_— —_—
OPRQ,onde OR =20PF, .
De fato,

— —_— —_— (

r+x) =2 rT=2xy—x
( 1) 0<:> 0 ' (30)

(v +v1) = Y =2yo— 1.

rTH+x1 Y+
2 7 2

> = (w0, %) =

NI= N

Note que se P, € a origem do sistema de coordenadas, entao, o simétrico
do ponto P = (x1,41) € Q = (=1, —11).
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Exemplo 54 Se P, = O = (0,0) é a origem do sistema de coordenadas
e r é uma reta que passa pela origem, verifiquemos que o simétrico de
cada ponto de r pertence ar.

Solucao: Seja r uma reta que passa pela origem dada pelas equagoes
parameétricas:

r: i:Zf ,teR.
Seja P = (txy,ty;) € r. O simétrico de P com respeito a origem é o ponto
Q= (—txy,—ty,) €r
Observe que o ponto () é obtido, também, pela relagcao (30), pois as coor-
denadas de () sdo:

x=2(0) —tr; = —tay
y =2(0) —ty1 = —ty:.
Fig. 97: O ponto P e o seu

Isso mostra que Q = (—tz1, —ty,) pertence a r (veja a Figura 97). simétrico Q em relagéo a ori-

gem.

Em geral, temos a seguinte definicao.

Definicao 22 Uma figura geométrica plana é chamada invariante por
uma simetria do plano se o simétrico de qualquer ponto da figura pertence

também a figura.
C

Na definicao acima, o termo figura plana significa um conjunto qual-
Fig. 98: Curva simétrica com

quer de pontos do plano. respeito a reta r.

Por exemplo, na Figura 98, vemos uma curva C que é simétrica com
respeito uma reta r, o simétrico de todo ponto de C é também um ponto
de C.

Analogamente, na Figura 99, vemos uma regiao R do plano que é
simétrica com respeito ao ponto Py, pois o simétrico de qualquer ponto P
pertencente a R em relacdo ao ponto P, é também um ponto de R.

Uma propriedade interessante das simetrias em relagao a retas e Fig. 99: Regido R simétrica

, ; . com respeito a Py.
pontos, é que elas levam retas em retas. Isto é, se aplicarmos sobre
todos os pontos de uma reta uma simetria (em relagdo a um ponto ou a

uma outra reta), obtemos uma nova reta.

Vamos verificar essas propriedades nas Proposigcoes 16 e 17.
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Proposicao 16 Sejar a reta de equagdo ax + by = c. O simétrico de
uma reta s em relagao a reta r é também uma reta.

Demonstracao. Suponhamos que a reta s tenha as seguintes equacgoes
parameétricas:

T =x9+ vit
,teR.

Y = Yo + val

Seja P = (x¢ + vit, yo + vot) um ponto qualquer de r, entdo as coor-
denadas do seu simétrico @ = (=, y) sao dadas pelas relagdes (29):

g (200 + (0 — a®)(wo + vat) — 2ab(yo + vat)

1

Y= g (2be+ (@ = 1) (yo + vst) — 2ab(zo + v11)).

Logo, o conjunto dos pontos simétricos aos pontos de r é o conjunto
dos pontos cujas coordenadas sao da forma:

2 > —a®)zo — 2 2 2 —a®)uy — 2
. ac+ (b° —a®)zo aby0+ ac+ (b° —a®)v, abvgt

2 1 12 2 1 p2
_ 2bc+ (a? — b?)yo — 2abzxy n 2bc + (a? — b?)vg — 2abvy ;
v= a? +b? a? +b? ’

Essas sao as equacOes paramétricas da reta que passa pelo ponto:

2ac + (b? — a®)xg — 2abyg 2bc + (a? — b?)yo — 2abxg
a? + b? ’ a? 4 b?

e é paralela ao vetor:

2ac + (b? — a®)vy — 2abvy 2bc + (a® — b?)vg — 2abuv;
a? + b? ’ a® + b2 '

Exemplo 55 Sejaaretar : v — 2y = 0. Determinemos o simétrico da
retas: 2z +y—2=0emrelacdo aretar.

Solucao: Observe que a reta r € perpendicular a reta s, pois os seus ve-
tores direcdo sao perpendiculares. Logo, o simétrico da reta s em relagcao
aretar é a propria reta s.
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Esse fato pode ser ainda verificado fazendo uso dos resultados acima
descritos.

Com efeito, pela Proposicao 16 sabemos que o simétrico da reta s em
relacdo aretar é umareta s'.

Para determinar a reta s’, devemos achar os simétricos de dois pontos
quaisquer de s, com respeito ar.

Os simétricos dos pontos P, = (0,2) e P, = (1,0) de s sdo, respectiva-

mente, os pontos (), = (g, —g) e Q2 = (g, %)

Podemos verificar que a equagao da reta s' que passa por (), e (), é
2x+y—2=0, que é a propria reta s.

Proposicao 17 O simétrico de uma reta s em relagdo a um ponto
Py = (z0,y0) € uma reta.

Demonstracao. Seja s a reta de equagdes paramétricas:

r =x1+ vt
,t€R.

Y=y + vl

Seja P = (z1 + v1t, y1 + vot) um ponto qualquer de r.

As coordenadas do ponto @ = (x, y) simétrico ao ponto P em relagao
a P, sao obtidas das relacdes (30):

T = 2[[0 — (1'1 + "Ult)

y = 2yo — (v + vat).

Logo, o conjunto dos pontos simétricos aos pontos de r é o conjunto
dos pontos cujas coordenadas sao da forma:

T =2x9— x1 — V1t -
te R, Observacgao:
Na demonstragao da
Proposi¢éao 17, vemos que

Y =2y0—y1 — Vot

duas retas simétricas com
respeito a um ponto sao

qgue sao as equagbes paramétricas da reta paralela ao vetor (v, v2) que paralelas

passa pelo ponto (2z¢ — z1,2yg — y1). O
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Fig. 100: Simetrias da elipse.
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Exemplo 56 Determinemos o simétrico da reta s : 2v+y—2 = 0 em
relagédo a Py = (—2,1).

Solucao: Pela proposicdo anterior sabemos que o simétrico de s é uma
reta. Logo, basta encontrarmos o simétrico de dois pontos de s.

Usando as relagdes (30) vemos que os simétricos dos pontos P, = (0, 2)
e P, = (1,0) de s sdo, respectivamente, ); = (—4,0) e Q2 = (—5,2). A
equacao da reta que passa por esses pontos € 2x +y +8 =10.

Simetrias das coOnicas.

Sabemos que um ponto P do plano pertence a uma cénica C se, e
somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacgao de C. Portanto,
C é simétrica com respeito a um ponto P, ou com respeito a uma reta
r se, e somente se, as coordenadas do simétrico de cada ponto de C
(com respeito ao ponto P, ou com respeito a reta r) também satisfazem a
equacao de C.

A principio fazemos a analise da simetria para as equacgdes das
conicas na forma canénica.

Proposicao 18 (Simetrias das elipses e hipérboles) Aselipses e
as hipérboles sao invariantes por simetrias em relacdo aos seus eixos
(no caso da equacgado candnica, esses eixos sS40 0s eixos coordenados) e
também sdo invariantes por simetria em relacdo ao seu centro (no caso
da equacgao canbnica, o centro é a origem).

2 2
Demonstracao. Seja P = (z,y) um ponto da elipse £ : % + ‘Z—Q =1, entdo

as coordenadas de P satisfazem a equagao de £.

Como os simétricos de P em relacao aos eixos coordenados OX e
OY sd0 Q = (z,—y) e R = (—x,y), respectivamente, e como (—xz)? = 22 e
(—y)? = y?, vemos que as coordenadas de Q e de R satisfazem a equagao
de&.

Além disso, o simétrico de P em relagdo a origem é S = (—z, —y).
Logo, as coordenadas de S também satisfazem a equacao da elipse £.
Veja a Figura 100.

O mesmo argumento mostra a proposicao para as hipérboles, pois
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a equacao candbnica dessas cbnicas € dada, também, em termos dos
quadrados das coordenadas dos seus pontos. Veja a Figura 101 [

Proposicao 19 (Simetrias das parabolas) Uma parébola é invari-
ante por simetria em relacdo a reta que contém seu vértice e seu foco (no
caso da equacdo na forma canénica essa reta pode ser o eixo OX ou o
eixo OY).

Demonstracao. Consideremos a parabola P : z* = ky. A reta que
contém o vértice e o foco de P (reta focal de P) é o eixo OY. Sabe-
mos que o simétrico de um ponto P = (z,y) € P em relagdo ao eixo OY
éoponto R = (—z,y).

Como (—x)?> = z?, e P € P,
temos que (—z)? = ky. R iop P
Logo R = (—z,y) € P e por- -~
tanto P € invariante pela simetria em 5 X

relagao ao seu eixo focal (eixo OY).
Por outro lado, a reta focal da parabola
P’ :y? = kx é 0 eixo OX. Dado um ponto P = (z,y) € P’, 0 seu simétrico
em relagdo ao eixo OX € @ = (z,—y), que também satisfaz a equagao.
Logo P’ é invariante pela simetria em relacao ao seu eixo focal. [

Fig. 102: Simetria das parabolas.

Muitas vezes a equacao de uma conica nao é apresentada na forma
canodnica. Na verdade, as conicas aparecem como o conjunto de solucoes
de uma equacao geral do sequndo grau da forma:

Az®> + Bry + Cy* + Dz + Ey + F =0

(31)

com A, B, C' ndo simultaneamente nulos. Os valores A, B, C, D, E, F
sao chamados os coeficientes da equacao.

Faremos o estudo dessas equacoes por etapas, introduzindo concei-
tos que auxiliarao na determinacao do conjunto de solugdes e na identi-
ficagcao da conica.

Sabemos que ha equacdes do segundo grau em que o conjunto de
solugdes consiste de duas retas ou de apenas um ponto ou € o conjunto
vazio. Vejamos:

MODULO 1 - AULA 7

Yi

Fig. 101: As simetrias da
hipérbole.

e ;
: -1
S~~~ Q

Lembre que...

Para determinar o grau de
uma equagdo algébrica
tomamos cada termo da
equagao e somamos 0s
valores dos expoentes das
variaveis que nele aparecem.
O valor encontrado é o grau
do termo. O grau da equagao
é o0 maior dentre os graus dos
seus termos. Na equagao
(81), os termos Ax2, Bzy e
Cy? sdo de grau 2 e como 0s
outros termos que aparecem
sao de grau 1 ou zero,
concluimos que a equagao
(31) é de grau 2.

Além disso, note que se
A=B=C=0entaoa
equagao nao é do segundo
grau.

m CEDERJ

1



Geometria
Analitica

Lugar geométrico

O conjunto formado pelos
pontos P = (z,y) cujas
coordenadas satisfazem uma
equacao algébrica nas
variaveis x e y é chamado
lugar geométrico. Essa
expressao é oriunda da
palavra loci, ja usada por
Aristeu e os gedmetras que
Ihe precederam nas suas
investigacoes sobre as
segoes conicas.

Simetrias e simetrias das conicas

Lembre que...

A soma a? + b2 dos
quadrados de dois numeros
reais a e b é igual a zero se, e
somente se, cada um dos
numeros a e b é igual a zero.

2e—y—5=0

Fig. 103: Exemplo 59.

CEDERJ |112]

Definicao 23 (Conicas degeneradas) Uma conica degenerada é
uma equacdo do segundo grau a duas variaveis em que o conjunto de
solucdes reais é vazio ou ndo é uma elipse, nem uma hipérbole e nem
uma parabola.

Exemplo 57 Verifiquemos nado existem numeros reais x e y, tais que
(x — 1)+ (y+4)* = —1. Isto é, o conjunto solugdo dessa identidade é o
conjunto vazio.

Solucao: De fato, a soma dos quadrados de dois numeros reais é sempre
um numero real ndo-negativo. Portanto essa equacao do segundo grau
representa uma cénica degenerada, o conjunto vazio.

Exemplo 58 Verifiquemos que a equagao:

(x+5)? (=1 _
it 3 =0,

tem por solugdo um unico ponto e portanto, o lugar geométrico que ela

representa consiste de um ponto so.

Solucao: Reescrevendo a equacao como soma de dois quadrados, te-

mos:
(53 + (44 =

O ponto (z,y) satisfaz essa equagao se, e somente se:

r+5=0 e y—1=0.

Isto 6, x = —5 e y = 1. Logo, o conjunto das solugbes da equagao
proposta consiste apenas do ponto (—5,1).

Exemplo 59 O lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas satisfa-

(x—3)°  (y—1)2

zem a equagao de segundo grau 1 0, é formado por

duas retas concorrentes.
Solucao: A equacao dada se escreve como diferenca de dois quadrados:

(- (5 o

que equivale ao produto:

r—3  y—1 (x—?)_y—l)_
(2 * 4) 2 )=
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Desta identidade vemos que:

-3 -1 -3 -1
z +y U x Y

A primeira identidade equivale a equagao 2z +y — 7 = 0 e a segunda
equivale a equacao 2x —y — 5 = 0. Essas equacdes representam retas
no plano. Verifique, vocé mesmo que essas retas se intersectam no ponto
(3,1) (Figura 103).

Exemplo 60 O lugar geométrico da equagdo (y — 2)> = 3 consiste de
duas retas paralelas.

- ~ Vi

Solucao: De fato, da equacdo temos as J=24vE 4 .
possibilidades (veja a Figura 104): ] |
2 I
y—2=+vV3 ou y-—2=—-3, I
i I
y=2-/3 ;

que s&o as retas paralelas: R T s T %

Fig. 104: Exemplo 60.
y:2+\/§ ou y:2—\/§.

Exemplo 61 O lugar geométrico dos pontos que satisfazem a equagéo

_ 2
(xg?’) = 0 consiste de uma reta (isto é, duas retas coincidentes). N )|
Solucao: Com efeito, temos: 1
_ 2
(@ 83) — 0 (1-32=0<=12-3=0,
1 3

que é a equagdo de uma reta vertical. Veja a Figura 105.

Fig. 105: Exemplo 61.

Exemplo 62 O lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a

equacao:

€ o conjunto vazio.

Solucao: Observe que a equacao nao tem solugao real, pois nao existe
numero real cujo quadrado seja negativo.
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Esquema de
classificagao
das conicas
degeneradas.
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Classificacao das conicas degeneradas.

Vamos resumir as nossas consideracdes e exemplos sobre as conicas
degeneradas no seguinte esquema:

Cobnica Equacao Lugar geométrico Exemplo
Ellpse (7’?*415(])2 + (ll*g(l)Z — )\ @, se A < 0 57
a b
degenerada {(z0,y0)},s€e A =0 58
Retas concorrentes:
Hipérbole <I;§o>2 _ <y—bgo>2 -0 r1 - bt ay = bro —azo =0 59
degenerada ro : br —ay — bxg +ayo =0
comry Nra = {(zo,y0)}
(A) (z—z0)% _ " retaxz =x9, seu=0
(12 - o
(A) < paralelas T =0t ayi , sepn>0
T =1x0 — a\/jt 60
Parabola g sepn<0 61
ou
degenerada retay =yo, sep=0
(B) < paralelas y=yotayu , sepn>0 62
v-30)? v =10~ ayF
(B) =5 = p @sepn<0
Resumo

Nesta aula aprendemos a nogao de simetria em relagao a um ponto
e auma reta. Revisamos o conceito de curva conica e analisamos suas si-
metrias. Além disso, estudamos e classificamos as conicas degeneradas
a partir de exemplos concretos.

Exercicios
1. Sejamasretasr: 2xr+3y+6 =0, s: 62 —4y + 2 = 0 e 0S pontos
P =(-1,1), BL=(0-2).
a. Determine os pontos simétricos @); e @),, aos pontos P, e P,
respectivamente, em relagao a reta r.

b. Determine os pontos simétricos R, € Ry, aos pontos P, e P,
respectivamente, em relagao a reta s.
c. Encontre os pontos simétricos M; e M,, aos pontos @ e (),

respectivamente, em relagao a reta s.

d. Encontre o ponto de intersecao das retas r e s. Denote esse
ponto . Ache os pontos 77 e T, simétricos aos pontos P, € P,
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respectivamente, em relagao ao ponto .

Compare com os pontos obtidos no item c.

. Sejaaretar: x—5y+1=0.
a. Determine o simétricodaretas: z —y+ 1 =0emrelagdo ar.

b. Considere o triangulo de vértices A = (1,1), B = (—1,4), C =
(3,1). Encontre a figura geométrica correspondente ao simétrico
desse triangulo em relagao ar. A figura obtida é um triangulo?

Em caso afirmativo, os triangulos sdo congruentes?

. Determine o simétrico da reta - — 2y +4 = 0 em relagao ao ponto de
intersecao dasretasz —y=0e 2z — y = 3.

. Verifiqgue que o circulo de equagdo 22 + y* = r? é invariante pela
simetria em relagao a qualquer reta que passe pela origem.

. Verifique que as cbnicas abaixo sao invariantes pelas seguintes si-
metrias: em relacdo a reta + = xy, em relagdo areta y = yo € em
relagao ao ponto Py = (xo, ¥o) -

(96—2330)2_1_(.0—%)2 1
a

a. B

(z—x0)?  (y—wyo)?
b. a2° — b2° =1.

. . x? y2 ;s .
. Conclua que, se uma elipse de equacao St = 1 é invariante por
simetria em relacao a reta bissetriz do primeiro quadrante entao a

elipse é, de fato, um circulo.

. Seja a equagdo A(x — a)? + B(y — b)? = \. ldentifique as conicas
abaixo incluindo os casos degenerados.

Nos casos degenerados, descreva o conjunto solugao da equacao.

a.A>0 B>0,\A=0; b.A>0 B<0,A=0;
C.A>0,B>0,A=A4; d. A<0, B>0,A=0;
e.A<0, B>0, =08, f.A=0,B>0,A=0.

| MODULO 1 -
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Auto-avaliacao

Se vocé resolveu os exercicios de 1 a 6, vocé entendeu bem o con-
ceito de simetria em relagdo a uma reta e simetria em relagdo a um ponto.
Resolvendo o exercicio 7 vocé faz um trabalho de fixagao do conceito
de cbnicas degeneradas e do conjunto de pontos do plano que essas
equacoes definem. Caso tenha alguma dificuldade, releia a aula e tente
novamente resolver os exercicios.
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Conicas - Translacao de sistemas de
coordenadas

Objetivos

e Entender a mudanca de coordenadas pela translacao do sistema carte-
siano.

e |dentificar uma coénica transladada a partir da sua equacao geral.

e Construir conicas com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Nesta aula estudaremos as equacgdes de segundo grau

Az’ +Cy*+ D+ Ey+F =0 (32)

Isto é, equagdes da forma Ax? + Bxy + Cy* + Dz + Ey + F = 0,
com B = 0.

A identificagao do lugar geométrico representado pela equacgao (32)
é feita transladando o sistema de coordenadas.

Definicao 24 (Translacao do sistema de coordenadas) Dados
um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas OXY do plano e um
ponto O', a translacao de OXY para o ponto O' é a constru¢ao de um
novo sistema cartesiano ortogonal de coordenadas O'X'Y’ tracando pa-
ralelas aos eixos do sistema OXY , passando pelo ponto O’, preservando
a orientacdo e a unidade de medida. O ponto O', onde se intersectam os
novos eixos O'X' e O'Y’, é a origem do novo sistema de coordenadas.

. ) ; ; YA YA
O sistema O’ XY’ assim construido é cha-

mado o transladado do sistema OXY para [ yp---eP
o ponto F, (veja a Figura 106).

Seja P um ponto do plano. Designa- o

=y

Q
al---
=Y

mos por (z,y) as coordenadas de P com
respeito ao sistema OXY e por (2/,1') as
coordenadas de P com respeito ao sis-
tema transladado O’ X"Y".

Fig. 106: Translagao do sistema OXY para
o sistema O’ X'Y".
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Analitica

Naturalmente surge a seguinte questao:
como s&o relacionadas as coordenadas (x,y) e (z',y') do ponto P dado?

Mudanca de coordenadas entre sistemas transladados.

Seja P um ponto do plano, designamos P = (x,y) entao as suas
coordenadas no sistema OXY sao , e as suas coordenadas no sistema
O'X'Y"séo P = (2/,y).

Y' }rﬁ
Tracemos por P retas r, s parale- A ! S

las aos eixos coordenados OX e OY, -
wol .0

respectivamente. Lembre que OX é pa-
ralelo a O'X’ e OY é paralelo a O'Y’ |
Yo o’ (@,0) X’

(Figura 107). I

Segue, da definicdo de sistema car- 0 o @0) X

tesiano ortogonal de coordenadas, que

a reta r intersecta o eixo OY no ponto
de coordenadas (0,y) e o eixo O'Y’ no Fig. 107: Mudanga de coordenadas.
ponto de coordenadas (0,y’), enquanto

que a reta s intersecta o eixo OX no ponto (z,0) e o eixo O’ X’ no ponto
(«’,0). Na Figura 107 vemos que:

=z —x _ x =12+ xq
ou, equivalentemente, (33)

Y =y —1 y=1 41

onde (zy, yo) Sao as coordenadas da origem O’ no sistema OXY'.

~ Y Y
Observacao. ' 1

As relacbées de mudanca de coordena-

das (33) independem da posi¢ao da ori- o P'=1 — x _
gem O’ e da posicao relativa do ponto o X'
P. Y Iz Y=y—1Yo

De fato, na Figura 108 mostramos 0 x Zo X

um sistema transladado O’ X"Y” e o ponto

P no seu terceiro quadrante. Neste caso,

observamos que o0s nlmeros = — Ty € Fig. 1_08: As relagdes (33) independem das
posi¢oes relativas dos pontos.

Yy — Yo SA0 negativos e que as equagoes

CEDERJ |
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(33) continuam sendo as equacbOes de mudanca de coordenadas.
O mesmo acontece independentemente do quadrante em que O’ esteja
com respeito ao sistema OXY. Verifique!

Notacao.

Daqui em diante, quando desejarmos fazer mencao explicita ao sis-
tema de coordenadas com respeito ao qual estejam sendo considera-
das as coordenadas de um ponto, escreveremos essas coordenadas
colocando o sistema de coordenadas como sub-indice. Por exemplo,
P = (a,b)o xy+ indica que o ponto P tem coordenadas (a,b) com res-

peito ao sistema de coordenadas O’ X'Y".

Exemplo 63 Sejam dois sistemas cartesianos ortogonais de coorde-
nadas OXY e O'X'Y’, onde O' = (-2,3)oxy. Consideremos o ponto
P = (5,—1)oxy € a reta r de equagéo 2z’ — y + 1 = 0 com respeito
ao sistema O’ X'Y".

Determinemos as coordenadas de P no sis-
tema OXY eaequagdo der no sistemaOXY .
Solucao: O sistema O'X'Y’ é obtido trans-
ladando o sistema OXY até o ponto
O = (zo,y0) = (—2,3).

Usando a segunda das relagées (33), temos:

r=2'4+xy=5+(-2)=3
y=y +y=-1+3=2

Assim, P = (3, 2>OXY- Fig. 109: Exemplo 63.

Para determinar a equacao de r no sistema OXY substituimos as coor-
denadas 1’ ey’ da primeira das relagées (33):

¥r=x—xy=x—(-2)=x+2
Y=y—ypo=y-3
naequagdo r:2x' —y +1=0 eobtemos r :2(x +2)— (y—3)+1=0.

Simplificando obtemos a equacao de r no sistema OXY :

r:2r—y+8=0.

MODULO 1 -
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Exemplo 64 Cénicas transladadas. Se O’ = (zg,y) é um ponto do
plano, as equacdes abaixo representam curvas conicas:

2 Y
(z a;O) n (y beO) — 1, (34)

(r—20)®  (Y—w0)* _ (y —y0)*  (x—m)* _
a? b2 -le a? b2 =5 (35)
(r—z0)2=kly—w) € (y—wo)*=k(x—ux). (36)

Verifiquemos que a equacao (34) representa uma elipse de eixos para-
lelos aos eixos OX e OY com centro no ponto O’ (Figura 110), que as
equacdes (35) representam hipérboles com centro no ponto O’ e eixos
paralelos aos eixos OX e OY (Figura 111) e que as equacgoes (36) repre-
sentam parabolas de vértice no ponto O' e eixo focal paralelo aos eixos
coordenados (Figura 112). Yh o Y

YA YA
Yj YA

| N \ . .
4 wl ) / X
G i3
- Yo o’ d
/— \\ 7 I3) \ Zy A Y X
7
" \ -
(0] To X
Fig. 110: Elipse. Fig. 111: Hipérbole. Fig. 112: Parabolas.

Solucao: Seja O'X'Y’ o sistema ortogonal de coordenadas obtido trans-
ladando o sistema de coordenadas OXY para o ponto O' = (xg,yo)-

Substituindo a primeira das relacées (33) em (34), (35) e (36), obtemos

as equacodes dessas conicas com respeito ao sistema O'X'Y' na forma
candénica:

que sdo as equacgobes canbnicas da elipse, hipérbole e parabolas, respec-
tivamente, no sistema O’ X'Y’ com origem O'.

Conhecendo as translagbes estamos prontos para o estudo da equagao
geral do segundo grau no caso particular em que B = 0, equacao (32):
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J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo



Cénicas - Translacdo de sistemas de coordenadas

| MODULO 1 - AULA 8

A2+ Cy* + Dx+Ey+F =0.
A andlise dessa equacao leva as conicas estudadas no Médulo 2,

do Pré-Célculo. Essas cbnicas sdo obtidas a partir da equacdo acima
completando os quadrados.

Para isso consideramos separadamente 0s casos:
Casoi) A£0eC +#0,
Casoii) A=0o0ouC =0.
Casoi) A#£0eC #0.
Neste caso, reescrevemos a equacao (32) na forma:
A@®+2a)+ C(y* + Ey) + F =0,
completando os quadrados dentro dos parénteses, obtemos:
A+ Dot By + Cy? + Ey+ )+ F =2+ B
se denotamos A\ = 2 + 2 _ ', a equagéo fica assim:

A(:I;2+21?4>2+C(y2+fc)2:)\. (37)

Casoii) A=0ouC =0.
Suponhamos que A £A0e C = 0.

Neste caso, a equacao (32) é:
Ax>+ Dx+ Ey+ F =0.

Completando o quadrado na variavel z, temos:

A’ + Dr+ Ey+F =0 <= A(I2+%J7+%)+EQ+F_%:O

2
— Alr+5Z)P+Ey=2-F. 0 simbolo 4
9 . ) ) E uma letra do alfabeto grego
Denotando u = 4D—A — F a equacao fica assim: e &-se “mi”

D 2
A (:l: + 2A> =—Fy+pu. (38)
No caso C' # 0 e A =0, uma analise similar nos leva a equagao:

E\2
C’<y+20> =—Dx+pu, (39)

onde u=L2 — F.
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Analitica
Vocé percebeu que, em ambos os casos i) e ii), obtivemos expressoes
que parecem equagcoes de elipses, hipérboles ou parabolas transladadas?
Cuidado!
Volte!
E reveja o esquema de A identificacdo da equacao (37) ou (38) depende dos sinais dos co-
classificagéo das cénicas o . .
degeneradas no final da aula eficientes A, C, D, e E, pois em alguns casos podemos obter conicas

anterior.

degeneradas! Reduzindo essas equagdes um pouco mais, em cada caso

particular, vocé pode identificar exatamente de que conica se trata.

Exemplo 65 Mostrar que a equagdo 2z*—4x+5y—3 = 0 € a equagédo de
uma parabola transladada. Vamos determinar o sistema de coordenadas
O'X'Y'" no qual a equagao da parabola é expressa na forma canénica,
assim como a equacgao da diretriz da parabola em ambos o0s sistemas.

Solucao: Como a equacao apresenta apenas um termo do segundo grau,
a curva candidata é uma parabola.

Completando os quadrados na equagao obtemos:

20 — 4+ 5y —3=0 = 2(2*—-22)+5y—3=0

= 2(x—12=-5y+5
z—1)°

que corresponde a uma parabola transladada.

2(

= 22 —2r+1)+5y—-3-2=0
2(

= 2

—5(y —1),

Consideremos o sistema de coordenadas O'X'Y' obtido transladando o
sistema OXY até o ponto O' = (1,1). A relagdo entre as coordenadas

desses sistemas € dada por:

Substituindo na equacao

obtemos

que equivale a equacao:
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Sabemos que a equacao canbdnica da parabola nas coordenadas ' e i/

se escreve na forma (2')* = —4py', sendo a reta horizontal yy = p a sua
diretriz.

5 5 YA Y
Fazendo —4p = —— obtemos p = -.

2 8 13 diretriz

Logo, a equagao da diretriz da parabola
n2 __ _§ ! A — §
(') = 5 Y earetay =3

Para obter a equacao da diretriz no sis-

tema OXY recorremos novamente as N
relagées entre as coordenadas, y—1=

) , 13
—,ousea y=—.
8 8 Fig. 113: Pardbola 222 — 4z 4+ 5y — 3 =0.

Exemplo 66 Identificar a equagdo * + 3y* — 6x + 6y + 12 = 0.

Solucao: Como os coeficientes dos termos do sequndo grau Sao positivos,
a curva candidata é uma elipse.

Completando os quadrados, temos:

(2% — 62) +3(y° +2y) + 12 =0

(2> =62 +9)+3( 2 +2y+1)+12-9-3=0
(22 =62 +9)+3(y*+2y+1)=0
(z—3)+3(y+1)°>=0

r—37%=0 e 3@y+1>*=0

r=3 e y=-—1.

A

Portanto, o lugar geométrico descrito pela equagao consiste apenas do
ponto (3,—1).

Exemplo 67 Mostrar que a equagdo 4x* — 16y — 24z — 24y + 23 = 0

representa uma hipérbole transladada.

Determinar também o sistema de coordenadas O'X'Y' no qual a equacao

é expressa na forma canénica assim como as equacoes de suas assintotas
em ambos 0s sistemas.

Solugao: Como os termos de segundo grau tém sinais contrarios, a curva

candidata € de fato uma hipérbole.
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Completando os quadrados, temos:

4a* — 16y* — 24x — 24y + 23 =0

= 4(x2—6x)—16<y2+%y>+23:0
2 2 3 9
= 4(a®—62+9) =16 (1 + Sy+ o) +23 - 36+9 =0
3 2
= 4(:E—3)2—16<y—|—1> —4.

Dividindo por 4 a ultima equacao, obtemos:

<x3>2<y+{i>1,

4

que é a equacao de uma hipérbole transladada cujo eixo focal é paralelo
ao eixo x (veja a Figura 114).

Consideremos o sistema de coordenadas O'X'Y' obtido transladando o

sistema OXY , até o ponto O' = (3, —§> )
4/ oxy

A relagao entre as coordenadas dos sistemas OXY e O'X'Y’ é dada por:
, 3
r=rz-3 e y :y+1.

Substituindo na equacao da hipérbole transladada, obtemos a equacao
na forma candnica:

Y YA r:22—4y—9=0
g2 v ‘ ‘ ry: 204+4y—3=0

Fig. 114: Hipérbole 4z% — 16y? — 24x — 24y + 23 = 0.
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(=) _ W)?

a? b2

Sabemos que = 1 representa a hipérbole com assintotas

b b 1 ~
y = am’ ey = _Em/' Comoa®>=1el? = T obtemos as equagbes das

assintotas no sistema O'X'Y":

Para obter as equacoes das assintotas no sistema OXY , recorremos no-
vamente as relagdes entre as coordenadas substituindo-as nas equagées
das retas obtidas acima:

3 1 3 1
y+1—§(a:—3) e y—l—z——i(a:—?)).

Assim, as equagdes das assintotas no sistema OXY s&o as retas (Figura
114):
20 —4y—9=0 e 2zx+4y—3=0.

Podemos resumir a nossa analise, classificando a equagao (32) no
esquema a seguir. Nesse esquema usamos condi¢cdes sobre 0s sinais
dos coeficientes da equacgao expressas mediante produtos.

Assim, por exemplo, escrever AC' > 0 significa que A e C tém o
mesmo sinal, ambos positivos ou ambos negativos. Enquanto que escre-
ver AC' < 0, significa que A e C tém sinais contrarios, ou seja, A € positivo
e C negativo ou vice-versa.

Classificacdo da equacdo Az + Cy? + Dz + Ey+ F =0

AC >0 AN >0 elipse com reta focal paralela a um dos eixos
2 2
A= 4B _Fp | A=0 um ponto
AN<O conjunto vazio
AC <0 AN #0 hipérbole com reta focal paralela a um dos eixos
Esquema de
A= LB gl o= par de retas concorrentes classificacao
= - das conicas
A#£0,C= AE <0 paréabola com reta focal paralela ao eixo OY no caso 5 = 0.
2 . .
p=2—-F AE >0 conjunto vazio
E=0 uma reta se Ay > 0 ou 0 conjunto vazio se A < 0
A=0,C#0 CD <0 parabola com reta focal paralela ao eixo OX
w= f—(z - F CD >0 conjunto vazio
D=0 uma reta se C'u > 0 ou 0 conjunto vazio se C'u < 0
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2 2
Sabemos que a excentricidade da elipse de equacao % +L —1¢

b?

, C , e .
o numero real ¢ = —; onde ¢ é o valor positivo, tal que os focos da elipse
a

sao Fy = (—c,0) e Iy, = (c,0).
De fato, na deducao da equacao da elipse vemos que ¢ = va? — b>.

. & . -
Em particular, ¢ < a. Logo, e = — < 1. Dessa forma, a elipse é caracte-
a

rizada por ter a sua excentricidade menor que 1.

O circulo é caracterizado por 2 2
s . . z pd l‘
ter excentricidade igual a 1. Analogamente, a hlperbole de equacao — = v = 1 tem sua excen-
a

No entanto, a parabola nao b2

ici ini - C s iy
tem excentricidade definida. tricidade dada por: e = —; onde ¢ é o valor positivo, tal que os focos da
a

hipérbole sdo F; = (—c¢,0) e F; = (¢,0).

De fato, na deducdo da equacéo da hipérbole, ¢ = a2+ b2. Em
particular, « < c¢. Logo, e = 2 > 1. Entao, a hipérbole é caracterizada
por ter a sua excentricidade maior que 1.

Lembre que conhecendo a excentricidade e algum outro elemento
da conica (coordenadas do foco, distancia do vértice ao centro da cdnica,
equacoes das assintotas etc.) podemos obter sua equacao.

Além disso, o conhecimento da excentricidade ja nos diz de que tipo
€ a conica.
Exemplo 68 Determinar a equagédo da cénica que tem excentricidade

e = % centro no ponto P, = (1,/3) e focos sobre a retax = 1 a uma

distancia de /3 do centro.
Solucao: Como a excentricidade é menor que 1, a cdnica é uma elipse.

Em relagdo ao sistema de coordenadas O'X'Y’ obtido da translagdo de
OXY para o ponto O' = P,, a equagao da elipse é

E + . =1, coma>b.
1
ComoC:x/§ee:2:§,temos
E:@:l:e:}a/:2\/§:>a,2:12.
a a 2

Também, sendo ¢? = a®> — b?, temos b* = a®> — > =12 -3 =0.
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Logo, a equacéo da elipse no sistema O'X'Y’ é:

Usando as relagbes de mudancga de coordenadas entre sistemas transla-
dados, z' = x — 1 ey’ =y — /3, obtemos a equacéo da elipse no sistema
OXY :

(z—1)°
9 12

Nota final.
e Achamos mais ilustrativo apresentar alguns exemplos, em vez de fazer

uma andlise geral dos coeficientes da equacao (32). E possivel identifi-
car uma conica apenas analisando os coeficientes da equacgao geral do
segundo grau.

Contudo, vocé deve sempre lembrar que:

Qualquer equacao do segundo grau do tipo:
Az + Cy?> + Do + Ey + F =0,
representa uma conica transladada (incluindo os casos degenerados) e

sua reducao a forma candnica é obtida completando os quadrados.

Resumo

Nesta aula vimos que uma equacao do segundo grau da forma
Ax?4+Cy?+Dx+ Ey+F = 0 representa uma conica transladada, incluindo
0s casos degenerados, e que a sua forma candnica com respeito a um
novo sistema de coordenadas O'X'Y” € obtida completando os quadra-
dos na equacao. Além disso, vimos que é possivel determinar a equacgao
de uma elipse ou de uma hipérbole conhecendo sua excentricidade e um
outro elemento que a caracterize.

Exercicios

1. Sejam OXY e O'X'Y, sistemas de coordenadas, onde O’'X'Y’ € o
transladado de OXY para o ponto (—2,5)poxy. Consideremos as
cbnicas com as seguintes equacgdes no sistema O’ X'Y":
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(.CL',)2 _ @ -1 (z')? + (v)? —1 (y/)2 = 6(2).

I. Dé as equacgdes dessas conicas no sistema OXY'.

ii. Dé as coordenadas no sistema OXY dos focos de cada uma
dessas conicas.

. Reduza as seguinte equacgdes a forma candnica exibindo as mudangas

de sistemas de coordenadas. Para o caso de parabola dé a equacao
de sua diretriz no sistema OXY e para o caso de hipérbole dé as
equacoes de suas assintotas.

a. 422 + 9y* — 40z + 36y + 100 = 0;
b. 922 — 16y — 54z — 64y — 127 = 0;
c. 10y> +8x—30y —9=0;

d. 22 +3y> + 82— 6y +11=0.

. Em cadaitem, determine a equacgao da conica a partir das informagoes

dadas:

a. e = 5v/2, a distancia entre os focos: 6 unidades, equacéo da reta
que contém os focos: = = 2, centro: Py = (2,1).

b. e = 1, centro: B, = (-1, 3), equagdo da reta que contém os focos:
y = 3, distancia de um foco ao centro: 4 unidades.

c. e =3, focos: [y = (2,5) e F, = (—4,5).

d. e = 3, centro: Py = (—1,-2), foco: F} = (—1,1).

Auto-avaliacao

Resolvendo os Exercicios 1 e 2 vocé fixou as relagoes entre siste-

mas de coordenadas transladados e a redugao por quadrados perfeitos.
Resolvendo o Exercicio 3 vocé reviu a nogao de excentricidade.

Caso tenha encontrado dificuldades, releia a aula e os exemplos

com atengao, e depois volte aos exercicios. Permanecendo com duvidas,
procure orientagdo com os tutores.
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Conicas - Rotacao de sistemas de

coordenadas

Objetivos

e Entender mudancgas de coordenadas por rotacoes.

e Identificar uma cdnica rotacionada a partir da sua equagao geral.

¢ Identificar uma cOnica arbitraria e reduzi-la a sua forma canodnica.

Nesta aula completamos a analise das equagoes do segundo grau:

Az’ + Bry +Cy* + Dx+ Ey+ F =0

(40)

Resta-nos apenas estudar a influéncia do termo Bxzy na posicao da

conica no plano.

Veremos que uma equacgao da forma (40), com B # 0, € colocada
na forma candnica girando e transladando o sistema de coordenadas.

Rotacao e mudanca de coordenadas entre sistemas rotacionados.

Antes de entrarmos na analise das equacoes da forma (40), apre-

sentamos a nog¢ao de rotacio de sistemas de coordenadas.

Definicao 25 (Rotacao do sistema \ .

de coordenadas) A rotagdo de um
sistema cartesiano ortogonal de coor-
denadas OXY por um angulo 6 é a
construgdo de um novo sistema O’ X'Y”

A

P=(z',y" o x v
P=(z,y)oxy

cujos eixos O'X’ e O'Y’ sdo obtidos
girando os eixos OX e OY, respecti-
vamente, do angulo 6 em torno da ori-

gem O. A rotagdo € realizada no sen-

=Y

tido anti-horario se 0 for positivo € N0 Fig. 115: Rotagéo do sistema de coordenadas.

sentido horario, se 6 for negativo (Figura 115).

A origem O’ do novo sistema € a mesma do sistema original, o ponto O.
Embora as origens sejam as mesmas, utilizamos notacoes distintas.

Dizemos que o sistema O’'X'Y" € o rotacionado do sistema OXY de 6.

| MODULO 1 -

AULA 9

CEDERJ



Geometria
Analitica

CEDERJ

Cénicas - Rotacdo de sistemas de coordenadas

Como os eixos OX e OY foram rotacionados de 6, os eixos O'X’' e O'Y”’
sao também ortogonais. Portanto, O’'X’Y”’ € um sistema cartesiano orto-
gonal de coordenadas.

Relacoes de mudanca de coordenadas entre sistemas rotacionados.

Seja O'X'Y’ o sistema ortogonal de coordenadas obtido rotacio-

nando o sistema de coordenadas OXY de um angulo 6.
! Y
R

Seja P um ponto do plano
cujas coordenadas em relagdoao  \ | 4
sistema OXY sao P = (z,y)oxy
e, em relacao ao sistema O’ XY’
sao P = (2/,y)oxy - Veja a Fi-
gura 116.

Para determinarmos a relacao
entre as coordenadas (z,y) e (¢, y/)

(‘T’ y)OKY

comegamos observando que: 190
= (SC » Y )(,rxry:

e 0 vetor v;” = (cosf,senf)oxy é
um vetor unitario na direcéo posi- Fig. 116: Ponto P em OXY & em O'X"Y".
tiva do eixo OX’,

e 0 vetor v;7 = (—senf,cosf)oxy € um vetor unitario na direcdo positiva
do eixo OY”,

e 0s vetores v;” e v, sdo perpendiculares: (v;",v;’) = 0.

—
Logo, as coordenadas do vetor OP (ou as coordenadas do ponto
P) com respeito ao sistema O’ XY’ sao os numeros z’ e ¢/, tais que:

prio(OP ) =2 - oy e pri; (OP ) =y -0y .

de onde obtemos as relacdées de mudanca de variaveis:

r = x-cosf + y-senf

y = —x-senfl + y-cosfl (41)

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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Reciprocamente, suponhamos que o sistema O’ X'Y” foi obtido rota-
cionando o sistema OXY de 6.
Como obter o sistema OXY a partir do sistema O’ X'Y’?

Sendo que o sistema O’ X'Y”’ foi obtido girando o sistema OXY de
0, o sistema OXY deve ser obtido girando o sistema O’ XY’ de —f. Note
que, neste caso, o rotacionado € o sistema OXY e o sistema fixo € o
sistema O’ X'Y”. Portanto, as relagdes de mudanca de coordenadas sao:
x = a -cos(—0) + y -sen(—0)
y =—a' -sen(—0) + y -cos(—0)

e como cosf € uma fungao par e senf é uma funcao impar, obtemos a
mudanca de coordenadas:

x = 2'-cos — 1y -senf

y = 2 -senf + 1 -cosf (42)

Assim, se O’X’Y’ é um sistema de coordenadas obtido girando o
sistema OXY de um angulo 6, podemos usar as relagdes (41) e (42) para
obter as coordenadas dos pontos do plano em relagao ao sistema O’ X'Y”
conhecendo as coordenadas em relacdao ao sistema OXY e reciproca-
mente, desde que sejam conhecidos o seno e o cosseno do angulo de
rotacao !

Exemplo 69 Seja O’'X'Y" o sistema cartesiano ortogonal de coordena-
das obtido da rotacao de 30° do sistema XOY .

Seja P o ponto do plano com coor- % . PR ) — 2y 4+ 2=0
denadas P = (—1,3)oxy € Sejar a !
reta de equacao =’ — 2y’ +2 = 0, no
sistema O'X'Y'. Veja a Figura 117.
Determinemos as coordenadas de
P no sistema O'X'Y’ e a equacao
de r no sistema OXY .

=Y

Solucao: Primeiro devemos obter a
expressao da mudancga de coorde-
nadas usando as relagbes (41):

Fig. 117: Exemplo 69.

MODULO 1
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1
2’ = x cos(30°) + ysen(30°) = V3 z+ 3y

T2
y' = —wsen(30°) + y cos(30°) = —%x + \fy'

Substituindo os valores das coordenadas x = —1 ey = 3 de P, obtemos:

, V3 1 3—/3
- Byt =1
;1 V3.0 1+3V3
Yy ——5(—1)+7(3)— 5
Ou seja, P = (3_\/3, 1+3‘/§) .
2 2 o'xX'y’

Fazemos também a substituicao de x' e iy na equacao de r:

-2y +2=0 <\g§x+;y) —2(—;x+\g§y)+2:0

— V3r+y+2r—2V/3y+4=0
= 2+Vr+(1-2V3)y+4=0.

Portanto, a equagao de r no sistema OXY & (2++/3)x+(1—2v3)y+4 = 0.

Exemplo 70 Consideremos o sistema cartesiano ortogonal de coorde-
nadas O'X'Y’, obtido por uma rotacdo do sistema OXY, tal que o eixo
O' X' seja a reta que passa pela origem e é paralela a reta 2x — 3y +6 = 0.
Seja P ponto do plano com coordenadas P = (—4,1)o x/y:-
Determinar as coordenadas de P no sistema OXY .
Solucao: A primeira pergunta que surge é:

como determinar o angulo de rotacao #?
Na verdade, como foi dito anteriormente, nao precisamos do valor do
angulo de rotacao 6, mas sim dos valores cosf e sen6.

O eixo O'X’' e a reta 2z — 3y + 6 = 0 tém a mesma inclinagdo, pois sao

- 2
paralelos. Reescrevendo a equacao da reta na forma y = 3% + 2, temos

9
to ) = =
V=3

Assim, os valores de cos 6 e sen § sgo obtidos resolvendo o sistema:

sen 6 2
t 9 = = —
{ & cos b 3

cos? 0 + sen’4d

1.

CEDERJ @
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L . 3 o
Da primeira identidade, obtemos cosf = 5 sen 0, e substituindo na se-

2
gunda identidade resulta: (g sen 0) +sen?f = 1, que equivale a:

4
% sen’f = 1 <= (senf)? = 55 |senf| =

2
Vi3’

Yk A

Como a tangente de 0 é positiva, o

cosseno de 6 e o seno de 0 tém o
mesmo sinal. Nesse caso, conven-

cionamos tomar sempre o sinal po-
sitivo que corresponde a 6 positivo
(quando os sinais de cosf e sen @ fo-
rem contrarios, tomamos o cosseno
positivo e 0 seno negativo).

- 2 3
Entao: sen = — e cosh = —. Fig. 118: Exemplo 70.
TV VI3
Substituindo os valores de cos 6 e sen 0 nas relagbes (42), obtemos:
x=2a"-cosf —y -senf = \/%x’— 2133/
y=2a-senf+y -cost = —x’—l—iy’.
V13 V13
Substituindo as coordenadas @' = —4 ey’ = 1 de P, obtemos as coorde-
nadas x ey de P no sistema OXY :
3 2 14
= (—4)— —(1)=—
Y T AT L A S NS VR
2 3 5 \/ﬁ? V13
y=—(-4)+—=(1)=—— oxXy
V13 V13 V13

Antes de passarmos para a identificagao de equagdes do segundo
grau com termo zy fagamos algumas comparacoes de equacoes de conicas
entre sistemas de coordenadas rotacionados.

Sejam OXY e O'X'Y’ sistemas cartesianos ortogonais de coorde-
nadas em que O'X'Y” é obtido girando o sistema OXY de 6.

N2 /2
Consideremos, por exemplo, a hipérbole @ - (ybz) = 1, no sistema
a

o'xX'y’.

Como é a equacgao dessa hipérbole no sistema OXY?
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Substituindo 2’ e y' das expressées da mudanca de coordenadas
(41) na equagao da hipérbole, temos:
()2 (y)? (rcosf +ysenh)? (—xzsend + ycosh)?
2 2 =1 2 — 72 =1
(cos? 0 2% + 2 cos O sen O xy + sen? 0 22)
CL2
(sen? @ 22 — 2 cos § sen f xy + cos? 0 22)
_ 2 =1
= (b?cos? 0 — a®sen? 0)x? + 2(a” + b?) cos O sen O xy
+(b*sen? 0 — a? cos® 0 )y* = a®b?. (43)
Observe que agora apareceu um termo com o produto zy !
Como a? + b > 0, o coeficiente 2(a® + b?)cos® send de zy em (43)
é igual a zero se, e somente se, cosf sen# = 0. Ou seja se, e somente se,
cosf =00usent =0.
Secosf =0,entdo d =90°esenf =1 oufd =—-90°esenf = —1. Em
gualquer caso sen? § = 1 e a equacéao (43) fica reduzida a (Figura 119):
—a?z? + b*y? = a®b?.
T ~ 1132 y2 .
Dividindo essa equagao por a*b*, obtemos —— + = =1, ou seja:
Na figura 119 b a
Temos cos® = 0esenf = 1. y2 2
Veja como o sistema O’ X'Y” 2 1

obtido pela rotagao do

sistema OXY de 90° tem os
Seus eixos superpostos aos

eixos do sistema OXY'. Veja
a figura 119 de frente ao eixo
OX.

Na figura 120

Temos senf =0e

cosf = —1. O sistema

O’ X'Y” obtido pela rotagao
do sistema OXY de 180° tem
0S seus eixos superpostos
aos eixos do sistema OXY,
porém com orientagoes

contrarias. Veja a figura 120
de cabeca para baixo.

Fig. 119: cos# =0 € senf = 1.

Fig. 120: cos® = —1 e senf = 0.

Analogamente, se senf) = 0, entdo 0 = 0° e cosf) = 1 ou 6 = 180° e
cos = —1. Em qualquer caso cos? = 1 e ao substituir na equacao (43),
obtemos a equacao b?z? — a%y* = 1, que equivale a (Figura 120):

CEDERJ |
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132 y2 _q

a2 b2
Assim, no primeiro caso, a rotacao é de 90° (ou de —90°) e no se-
gundo a rotagao € de 0° (ou de 180°). Portanto, os eixos rotacionados O’ X’
e O'Y’ ficam superpostos aos eixos originais OY e OX respectivamente,
embora com orientagao contraria. Isto faz com que as equagoes nos dois
sistemas aparecam na forma candnica.

Concluimos entao que, fora esses casos particulares, quando a relacao

entre os sistemas de coordenadas é de uma rotacao, sempre devera apa-
recer o termo xy na equagao da conica.

Essa analise é util para raciocinarmos de forma inversa: dada a
equagao de uma conica em relagdo ao sistema OXY, determinar os ei-
xos O'X'Y’ perante os quais a cbnica estara apresentada na sua forma
canodnica. Para ilustrar o procedimento vamos analisar com cuidado o
seguinte exemplo.

Exemplo 71 Consideremos a equagéo
1322 4+ 18zy + 37y* — 40 = 0. (44)

Sendo que nessa equacao aparece termo xy, deve existir um sistema
de coordenadas O'X'Y’, rotacionado de OXY, com respeito ao qual a
equacao aparega na sua forma reduzida (canénica).

Como encontrar o sistema O’ X'Y" desejado?

Solucao: Denotemos 6 o angulo de rotagao procurado (lembre que para
determinar o sistema so precisamos do cosseno e do seno desse angulo).

As coordenadas no sistema OXY sao dadas a partir das coordenadas em
relacdo ao sistema O’ X'Y' mediante as relagdes (42). Substituindo essas
relagcbes de mudanca de coordenadas na equacao (44), obtemos:

13(2' cos — y'sen0)® + 18(z' cos® — ' sen ) (2 sen § + v cos)
+ 37(a"sen® +y' cos0)? —40 = 0.
Desenvolvendo essa equagao e agrupando os termos comuns, temos:
(13 cos? 0 + 18sen  cos O + 37 sen? ) (2')?

+ (—26senf cos B + 18 cos? @ — 18 sen? § + T4 sen 6 cos 0)z'y’ (45)
+ (13sen?# — 18 sen f cos O + 37 cos® 0)(y')> = 0.
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Note que...

No procedimento ao lado
desejamos achar os valores
de cosf e senf .

Note que...

Resolver as equagbes (46) e
(47) com respeito as
incognitas sen 6 e cos
equivale a determinar um par
de nlmeros positivos tais que
a soma dos seus quadrados é
igual a 1 e o seu quociente é
3.

Verifique ...
Use uma maquina de calcular

para verificar que

# = arcsen —— =~ 71,56° .

V10

CEDERJ
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Agora impomos a 6 a condicdo que precisamos: 0 tem que ser o angulo
tal que a equacao acima fiqgue sem o termo z'y/. Isto €, o coeficiente de
x'y’ deve ser igual a zero. Portanto, a condigao sobre 6 é:

—26senf cosf + 18 cos® @ — 18sen? @ + 74senf cosf = 0.

Simplificando, temos:

3cos?f — 3sen®d + 8senfcosh = 0.

Para resolver essa identidade em relagcao a cosf e a sen 6, observemos
que cos 6 £ 0 pois, como vimos anteriormente, se cos = 0 a equagdo nao
teria o termo zy. Dividindo essa identidade por cos? §, obtemos:

sen? 6 sent

3-3 0.

cos2 f cos 6

Designando u = tgf = ¢ substituindo na equacéo, reordenando os

cos @’

termos e multiplicando por (—1), chegamos a equagao do segundo grau:

3u? — 8u — 3 =0.

8+ 10 .
Resolvendo, obtemos u = tgf = 5 Lembre que convencionamos

tomar sempre o valor positivo para tg 6 (que corresponde a um angulo 6

entre 0° € 90°). Assim, tg6 = %8 =3.

Sabendo o valor da tangente de 0 obtemos os valores do cosseno e do
seno, conforme fizemos no exemplo 70, a partir das identidades:

sen 6

=3, (46)

cos 6
sen’f +cos’f =1. (47)
As solugées sdo sen ) = \/iro ecosf = \/Lro .
Substituindo esses valores nas relagées (42), vemos que a mudanca de
coordenadas que devemos fazer para levar a cbnica (44) a sua forma
candnica com respeito ao novo sistema O'X'Y’, é dada por:

x = \/Lfox/ — \/ifoyl

y= st + oy,
De fato, substituindo essas relagées nos coeficientes da equacao (45),
obtemos:
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| MODULO 1

e coeficiente de (z')?:

13cos? 0 + 18senf cosf + 37sen?f = Z%E)\/ITO)Q + 18(\/%—0)(%0) + 37(\/%)2
= — =40.
10

e coeficiente de z'y':

3c0s%0 — 3sen®0 + 8senfcost) = 3( 110)2 —3(2)2 4+ 8(2)(

8

valor que ja era esperado.
e coeficiente de (y')*:
2 2 _ 3 \2
13sen” 6 — 18senf cosf + 37cos” 6 = 13(ﬁ)

— 100 _
=T =1

)

Assim, a equacao (45) fica na forma:
40(z")? +10(y')> — 40 =0,

isto &, na forma:

@p+ WS 1,

4
que é a equacao candnica de uma elipse no sistema O’ X'Y" (Figura 121).
YA N
-
R, X
I
-

Fig. 121: 1322 + 182y + 37y% — 40 = 0.

O exemplo acima ilustra o procedimento geral a ser seguido para
reduzir uma equacgao do segundo grau da forma Ax? + Bxy +Cy?>+ F =0
a sua forma canonica. Isto é feito por meio de uma mudanca do sistema
de coordenadas, obtida girando o sistema OXY, de modo que 0s eixos
O'X" e O'Y’ do sistema rotacionado O’ X'Y” coincidam com os eixos da
conica.

- AULA9
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O procedimento para reduzir a equacao geral de segundo grau
Az’ + By +Cy* + Dx+ Ey+ F =0

a sua forma canoénica é feito em duas etapas. Primeiramente rotaciona-
mos o sistema O XY para um sistema O’ XY’ de modo que, nas novas co-
ordenadas, a equacao figue sem o termo em zy. Uma vez feito isso, trans-
ladamos o sistema O’ X'Y"’ até um ponto O” de modo que a equagao no
sistema transladado O” X"Y" nao apresente os termos de primeiro grau.
No seguinte exemplo ilustramos como isso ¢é feito.

Exemplo 72 Vamos reduzir a equagéo:

322 + 10zy + 3y* + 162 + 16y + 16 =0. (48)

Neste ponto ...

Observe que 0 nosso primeiro a sua forma canénica.
objetivo é determinar os
valores de sen 6 e cos 6 de

Solucao: Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior, procuremos

modo que ao mudar as 0 sistema de coordenadas O'X'Y’, rotacionado de OXY de modo que,
varidveis z, y para as ist ~ 50 tenha t "' N te f
variaveis 2/, 4/, na equaco nesse novo sistema, a equacdo nao tenha termo z'y'. Novamente faze-
(48) conforme as relagdes ao mos a mudancga de variaveis:

lado, a equagao resultante
nao tenha o termo z'y’.

x =1x'cosf — 1 send
y = a'senf + vy cosb.

na equacdo 48. Observe que a condicdo sobre cosf e senf é que na
equacao transformada nao apareca o termo em z'y/'.

Observe que, na mudancga de variaveis, aparece o termo em z'y/ apenas
nos termos de segundo grau x*, y* e xy. Assim, isolamos esses termos
da equacao, fazemos a substituicdo e obtemos o coeficiente de z'y':
322 —  3(2'cosf — y' sen 0)* = 3(z')% cos? 0—6x'y cos O sen 6 + 3(y')? sen? 6] .
10zy — 10(2' cos O — y' sen 0) (2’ sen 6 + ' cos 0)
= 10(z')? cos @ sen 0+10(cos? 0 — sen? 0) 'y — 10(y')* sen 6 cos 6 .

3y? —  3(2'cosf + 3y sen 0)? = 3(a’)? cos® 0+62"y cos O sen § + 3(y')* sen? .
Assim, o coeficiente de x'y’ é:

—6cosfsen ) 4 10(cos® § — sen” ) + 6 cos O sen @ = 10(cos @ — sen? 0) .

CEDERJ
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Esse coeficiente é igual a zero se, e somente se, cos? — sen?0 = 0.

Logo, os valores cosf e sen § sdo obtidos resolvendo o sistema:

cos? 0 —sen?f =0 1 V2
= cosf| = |senf| = — = —.

{c0529+sen29 =1 | =1 | V22
V2 V2

Isto €, cos = tsenf = i— Considerando cos = sen ) = 5 (que cor-

responde a 6 = 45°), obtemos as relacées de mudanca de coordenadas:

e Y2 V2,
2 2
V2, VR

Yy = 7 79

Substituindo essas relacoes na equacao (48), temos:
2
S(ﬂx’—ﬂy’> —1-10(\[ \f >(f$ \[ >+3(ﬁ’+\/§y'>
2 2 2 2
+16(\[ \f >—|—16(\f1”—|—ﬂ’>+16—0.

Simplificando, obtemos a equacao:

8(z')2 —2(y)? 4+ 16V22' +16 = 0.

Completando os quadrados, como na
aula anterior, chegamos a:

=0,

(2 4+ 2)? —

que representa uma hipérbole degene-
rada, cujo grafico sao duas retas con-
correntes e tem por equag¢ao canénica:

Fig. 122: Gréafico da cbnica (48) .

me (Y _
(Z‘ ) 4 - 07
com respeito ao sistema O" X"Y" obtido transladando o sistema O’ X'Y’
atée 0" = (—\/5, O)O’X’Y’ (Figura 122)

MODULO 1 - AULA 9

Lembre que ...
Convencionamos tomar o
valor positivo para sen 6.

Na situagao ao lado nao
importa o sinal de cos 6, pois
as duas possiveis escolhas
diferem por uma rotagao de
90°, fazendo coincidir, em
ambos 0s casos, 0s eixos da
conica com diregoes paralelas
aos eixos O'X’ e O'Y’. Na
situagao ao lado, a escolha
implicaria em tomar 6 = 45°
ou § = 135°, mas a forma
geral da conica obtida
finalmente tera as variaveis z’
ey’ intercambiadas, pois,
tomando 0 = 135°, o sistema
de coordenadas tera os eixos
rotacionados de 90° em
relagé@o ao sistema obtido na
escolha 6 = 45°.
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Mesmo sabendo como reduzir uma equagao do segundo grau nas
variaveis x e y a sua forma canonica, em muitas situagdes é fundamental
identificar se a conica é uma elipse ou uma hipérbole ou uma parabola,
mesmo antes de efetuar a reducao a forma candnica. Para isso deve-
mos caracterizar os elementos-chave que nos permitem identificar o lugar
geométrico a partir da equacao geral.

Definicao 26 (Indicador de uma equacao do segundo grau) O
indicador da equagéao do segundo grau:

C:Az> + Bay + Cy* + Dz + Ey + F=0

é 0 numero:

B A BJ2\ B%\ :
](C)4det(3/2 C>4<AC—4>4AC’—B.

Na seguinte proposigao mostramos um resultado importante que nos
permite efetuar a identificacdo de uma cdnica a partir da sua equacao
geral, calculando apenas o seu indicador.

Proposicao 20 O indicador é invariante por rotagao.
Isto €, se a equacao
C AW +B2y +C'W) + Do +Ey +F =0
€ obtida a partir da equacao
C:Ax*> + Bry+Cy*+ Dx+ Ey+F =0
por meio de uma rotagao do sistema de coordenadas, entao:
I(C) =4AC — B> =4A'C' — (B*) = I1(C)).

A demonstracao da proposicao, feita no apéndice, consiste em calcular o
indicador 1(C") ap6s fazer a mudanga de variaveis na equacao C segundo
as relagoes (42).

Vejamos agora como esse resultado nos auxilia na identificagao da
conica.
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Ja sabemos que dada uma equacao do segundo grau:

C:Az* + Bay+Cy*+Dx+Ey+F =0,

podemos determinar um sistema de coordenadas O’ X'Y', no qual a equacao

tem a forma:
C/ . A,(l’,)2 + O/(y/)Q —|—D,(ZL’,> —|—E'(y') —|—F, — 0’

com B’ = 0. Pela Proposicao 20, obtemos:

I(C) =4AC — B> =4A'C' = I(C)). (49)
Mas, na aula anterior, ja classificamos as equacgdes do tipo:
AV +C'W) + D)+ E'W)+F =0,
através da observacao dos coeficientes A’ e C’:
e A’ e C' com mesmo sinal (A'C’ > 0) = (' éuma elipse,
e A’ e C’ com sinal contrario (A'C" < 0) = (' € uma hipérbole,
e A'=0eC’"#00uAd"#0eC"'=0(A'C"=0) = (' éumaparabola,

incluindo os casos degenerados em cada alternativa.

Portanto, da igualdade dos indicadores (49), concluimos:

Classificacao da equacao geral de segundo grau.
Dada a equagao:

C:A2”> +Bay+Cy* + D+ Ey+F =0

e designando I(C) = 4AC — B?, temos:

eI(C) >0 = (C éuma elipse (equacgao de tipo eliptico),

e /(C) <0 = C éuma hipérbole (equacéo de tipo hiperbdlico),

e /(C)=0 = C éuma parabola (equagao de tipo parabdlico),

incluindo os casos degenerados em cada alternativa.

Exemplo 73 Identifiquemos a cénica C dada pela equagao:

C:day—3y> +2=0,

e determinemos o sistema de coordenadas no qual a sua equagao é apre-

sentada na forma canénica.

(50)

MODULO 1 - AULA 9

Reveja...

Os critérios da Aula 8 para
identificar uma conica que
nao contém o termo zy.

NOTA IMPORTANTE !
Em alguns livros sobre

Geometria Analitica, o
indicador é definido por:

I = —4det (31?2 Bc/,z)

= B? - 4AC.
Com isso, a conica é:
e uma elipse, se I < 0;
e uma parabola, se I = 0;
e uma hipérbole, se I > 0;
No entanto, essa ndo é uma
convengao padrao e nés

achamos mais natural definir
o indicador de modo que as

elipses figuem com indicador
positivo e as hipérboles com
indicador negativo. E questéo
de preferéncia.
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Solucao: Os coeficientes dos termos do segundo grau sGo A = 0, B = 4
e C = —3. Logo, o indicador da equacao é:

I(C) =4AC — B> =4x0x (=3)— (-4)*=-16 < 0.

Portanto, a conica é uma hipérbole e a equacao é do tipo hiperbolico.

Determinemos agora um sistema de coordenadas O’ X'Y’, rotacionado de
OXY, para reduzir a equacao dada, eliminando o termo em xy.

Considerando a mudancga de coordenadas:

x=2x'cosf —y' senf
y=12'senf + y cosb.

determinemos o coeficiente de x'y', que so aparece nos termos de se-
gundo grau na equagao de C:

dry = 4(x' cosf — y' sen ) (' sen 6 + y' cos0)
= 4cosfsend (2')?+4(cos” 0 — sen’ 0) 2y’ — 4cosBsen (y')?),
—3y* = —3(z'senf + 9 cosf)?

= —3sen’f (z/)?—6senfcosf 'y’ — 3cos? 0 (y)2.
Assim, o coeficiente de x'y’ é:

4c0s26 — 4sen’6 — 6cosBsend .

Entao, devemos determinar os valores de cosf e sen § para que esse coe-
ficiente seja igual a zero, isto é, devemos resolver a equacao:

4cos’H —4sen®f — 6cosfsend = 0.
Dividindo essa equagédo por —2 cos® 6, temos:
2tg%0 +3tg0 —2=0.

de onde obtemos:

(—3 + /(=32 = 4(2)(—2)) - %(—3 +5).

=

tgf =

) 1
Isto é, tg = —2 ou tgh = 3

J. Delgado - K. Frensel - N.do Espirito Santo
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Seguindo a nossa convencao, escolhemos o valor positivo:

senf 1

cosh 2’

tgh =

ou seja2senf) — cost = 0.

Do sistema de equacgoées:

2senf —cosf = 0
sen?f + cos?fd = 1

obtemos (seguindo a convengdo de tomar o seno positivo) sen 6 = \}5 e
2
cosf = N
Com isso, a mudanca de coordenadas que devemos fazer é dada por:
P BV
v,y
y = ﬁf + ﬁy/

Substituindo na equacgao (50), agrupando os termos comuns e simplifi-
cando, obtemos a equacao da cénica C no sistema rotacionado O'X'Y":

2v5 , V5
4(y')? + Tw’ — ?y’ =0.

(2')* —
Completando os quadrados e simplificando, obtemos:
, N 2 , N 2
(#+%)  (/+%)

OGS

que é a equacao da hipérbole de centro no ponto (— \f’, — 4(‘:’) , eixo focal
paralelo ao eixo O'X' e coma = \f eb= \f )

A translacdo do sistema O'X'Y’ para o sistema O" X"Y" com origem no
centro da cénica é dada pela mudanca de coordenadas:

&
Il
8
_l’_
oy

-
[S

<

Il

<
W~
o
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Com essa translacdo do sistema de coordenadas, a equacao da coénica
fica na sua forma canénica em relacao ao sistema O"X"Y" (Figura 123):

1\ 2 11\ 2
@? W
() (%)
4 8
. , YA
Mais ainda, note que as assinto- g
tas dessa hipérbole tém equagoes: ¥
1
l/_ill e //:__l/
Y T 2x
Para obtermos as equacgdes cor- ? -~

respondentes no sistema OXY te- 1 n_ 1w
mos que fazer duas mudancgas de '
coordenadas, a primeira, do sis-
tema O"X"Y" para o sistema
O'X'Y'" por meio de uma transla- y' = g
cao:

Fig. 123: 4zy — 3y®> + = =0.

" L, /\/5_1

y' o= g = Y+ g = 2(1‘ —I—?)

1 V5 V5
noo_ .o T Y-
y'o= gt =y + 10 2(3: + 5 ).

Na segunda, mudamos do sistema O’ X'Y"' para o sistema OXY , por meio
de uma rotagao:

o= 2 L
5 \/Sy

y = x+—w
/’ V5

Fazendo essa mudancga de variaveis nas equacdes das assintotas:

2
—y+ = | o4+ —=y+ —
VAV 2 \v5" " Vv8' s
1 2 \/5 1( 2 1 V5
——r =y + — T+ —=y+ —
5T T o 2( i )

VAR
e simplificando, chegamos a:

@ 1(2 1 \/5)

T S
Yy=3r7] y="1

CEDERJ [144 ]
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Resumo

Nesta aula vocé viu que as mudancas de coordenadas por rotagoes
eliminam o termo xy da equagao de uma conica; aprendeu a identificar
uma coOnica a partir dos seus coeficientes, usando o seu indicador, e
aprendeu a usar os resultados da aula em conjungao com a mudanca
de variavel por translacao, apresentada na aula anterior, para reduzir uma
conica arbitraria a sua forma canénica.

Exercicios
1. Para cada equacao abaixo, dé o candidato a lugar geométrico dos
pontos que a satisfazem.

No caso em que o candidato seja uma parabola, faga a redugao da
equacao exibindo as mudangas de coordenadas.

a. 922 — 16y — 54 + 32y — 79 =0;
b. 42% + 42y +y* — 122 — 6y +5=0;
c. 922 + 24zy + 16y? — 1502 — 200y + 625 = 0.

2. Seja C o circulo de equacdo z? + y> = r%. Mostre que sua equacgao
é invariante por rotacoes, isto é, se tomamos um sistema de co-
ordenadas O'X'Y”, rotacionado de OXY de um angulo 6, entdo a
equacao do circulo nesse novo sistema é (2')% + (y')? = .

3. Seja C o circulo de equacao (z — x¢)* + (y — yo)* = 7.

Verifique que C € invariante por simetria em relagao a qualquer reta
que passe pelo centro(a, b).

Sugestao: Use a expressao da Proposicao 16 da Aula 7 para fazer a si-
metria de um ponto do circulo em relagao a reta e mostre que esse ponto

continua a pertencer ao circulo.

4. Faca a reducao a forma canonica de cada equacao abaixo, identifi-
cando a conica.

Determine, conforme o caso, vértices, assintotas, diretrizes, tanto
no sistema em que foi obtida a equagao reduzida quanto no sistema
OXY.

MODULO 1 -

AULA 9
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a. 4zy — 3> — 36 =0;
b. 72? + 6xy — y* + 282 + 12y + 28 = 0;
C. ba? — 2zy + 5y? — 4x + 20y +20 = 0;
d. 422 + 122y + 9y* —4x — 6y + 1 =0;
5. Na Figura 124, o centro e os vértices da hipérbole estdo sobre a

reta diagonal y = x do plano e tém coordenadas: (3,3), (2,2) e
(4,4), respectivamente e as assintotas sdo asretasz =3 ey = 3.

Dé a equacao da hipérbole no sistema OXY'.

v . Y3 v
B 5
o3
< < .\\ U B
4f----2 ---- ® <
| ;
A |
<————3 : Pl T x L
= 3
| , < | P
| | 9 N
1 | = |
! ot
I |
| | : |
L
2 4 b ! -
2 3 4 X
Fig. 124: Exercicio 5. Fig. 125: Exercicio 6.

6. Na Figura 125, a hipérbole tem os mesmos vértices e centro que a
hipérbole do exercicio anterior e as assintotas sdo as retas = — 3y +
=0e3r—y—6=0.

Dé a equacao da hipérbole no sistema OXY'.

7. Seja a equagao 7% — 48zy — Ty* — 25t = 0, onde ¢ € R.

a. Dé os valores de ¢ para os quais a equagao se torna a equagao
de uma coénica degenerada.

b. Tome um valor a > 0. Compare as equacdes reduzidas parat = a
et = —a. O que as curvas solugdes tém em comum?

8. Classifique, em funcao do parametro k, a conica :
22 + 2k + 2ky? = 2k + 1,

CEDERJ
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determinando também, quando possivel, a equacao da reta focal.

Sugestao: O problema consiste em identificar os valores do parametro k

para 0s quais a equagao representa uma elipse, uma hipérbole ou uma

ATENGAO!
parabola. Devem ser analisados os casos degenerados. Use o indicador. Os calculos a serem feitos
para reduzir uma conica a sua
9. Considere a equagéo: forma candnica sao laboriosos
e devem ser realizados com
ma? + 12zy +9y* + 40+ 6y —6=0. extremo cuidado para evitar
enganos. Na disciplina de
a. Determine m € R tal que a equacao acima seja do tipo parabdlico. Algebra Linear sera
o - . desenvolvido um método
b. Verifique que a equagao com o valor m, encontrado no item ante- matricial para reduzir uma
rior, representa um par de retas paralelas, ou seja, € uma parabola conica a sua forma canonica
com calculos mais simples.
degenerada. Determine a equacao dessas retas no sistema OXY'. Até I, vocé deve ter bastante
familiaridade com os métodos
10. Seja a familia de curvas: apresentados nesta aula.

2222+ A =2)y2 +2(\ - 2)y+31—-3=0, A ER.
a. Classifiqgue essa familia em funcao do parametro \;

b. Determine para que valores de )\, a cOnica acima € degenerada.

Auto-avaliacao

Vocé entendeu bem como rotacionar um sistema de eixos coordena-
dos? Ficou claro que, para fazer a mudanca de variaveis por rotacoes €
fundamental determinar o cosseno e o seno do angulo de rotagao? Vocé
nao deve ter dificuldade em resolver os exercicios propostos. Com eles
vocé ira adquirir mais soltura nos calculos. Caso tenha alguma dificul-
dade, reveja os assuntos apresentados na aula e analise os exemplos
cuidadosamente.

Apéndice. Invariancia do indicador perante rotacoes
Neste apéndice vamos demonstrar a Proposig¢ao 20.

Demonstracao. Seja C a conica de equacgao:
C:Ax* + By +Cy*+ Dz + Ey+ F =0.

Consideremos a mudanga de coordenadas dada pelas relagées:

x =12 cosf — 1y senf

y=1a'senf + 1 cosf.
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Substituindo essas relacdoes na equacado de C chegamos novamente a
uma equagao do segundo grau:

A,(I/)Q +B'(m')(y') + C/(y/)2 —|—D/([E,) + El(y/) + F/ — 0,
em que os coeficientes A’, B’ e ' sao:

A" = Acos?0 + BcosfOsend + Csen? 0,
B' =2(A—C)cosfsenf + B(cos? § —sen?0) ,
" = Asen?0 — BcosfOsen + Ccos? 0.

O indicador dessa nova equacéo é 4A’C’' — (B’)?, onde:

4A'C" = 4(A? — B2+ C?)cos?Osen? § + 4(BC — AB) cos® 6 sen
+4(AB — BC) cos 0 sen® 0 + 4AC cos* 0 + 4AC sen 6 .
(B')? = 4(A? —2AC + C?) cos® Osen? 0 + 4(BC — AB) cos® fsen 6
+4(AB — BC') cos @ sen® § + B*(cos® 6 — sen?§)?.

Calculando 4A'C" — (B')?, temos:

4A'C" — (B')? = —4B?sen?0cos? 0 + 4AC(cos* 0 + sen’ 0)
+8AC sen? f cos?  — B? cos* 0 + 2B? cos? O sen* §
—B?sen’ 0
= 2(4AC — B?)cos*Osen’ 0 + (4AC — B?)(cos? § + sen 0)
(4AC — B?)(cos*0 + sen” 0)?
= 4AC — B?.

Portanto, 4A'C" — (B')*> = 4AC — B%. O

CEDERJ
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Regioes e inequacoes no plano

Objetivos

e Resolver inequagdes do segundo grau.

e Analisar sistemas envolvendo inequagdes do primeiro e segundo graus.
e Resolver inequagdes modulares a duas variaveis.

¢ Analisar sistemas envolvendo inequagoes do primeiro grau, do segundo
grau e modulares.

O conhecimento das curvas representadas por equacdes gerais do
primeiro e segundo graus é um passo importante para determinar regides
do plano delimitadas por tais curvas. Uma regiao no plano delimitada por
tais curvas consiste do conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem uma ou varias inequacdes algébricas. Como veremos a seguir.

Regioes do plano e inequacoes.

Vocé ja percebeu que retas e conicas dividem o plano em regides?

Definicao 27 Dizemos que uma regido do plano é conexa se ela ndo é
a uniao de duas ou mais regibes disjuntas (Figura 126).

\ ‘
/I o ,' ) ?
I -~
N > ! J— 7,
N J 1 /] V[
4
- - A 7
e ~ .

Fig. 126: Cada uma das regides U e V sdo conexas, enquanto que a regiao W ndo é conexa.

Convencao. Daqui por diante, usaremos o termo regido para nos referir
a uma regiao conexa.

Observe que uma reta divide o plano em duas regides, enquanto
que o numero de regides determinadas por uma conica pode variar.

Primeiramente, consideremos as conicas nao degeneradas:

e Uma elipse divide o plano em duas regides: a regiao interior, que contém
seus focos, e a exterior;

MODULO 1 - AULA 10

Regioes conexas.

Dizer que uma regiao é
conexa significa que ela é
formada de uma peca so,
como cada uma das figuras U
e V ao lado. Enquanto que a
regido W é formada por trés
partes.
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Figura 131: O gréfico da
hipérbole degenerada definida
pela equagao:

22 — yz =0,

consiste de duas retas
concorrentes. O plano fica
dividido nas quatro regides
mostradas na figura.

Figura 132: Neste gréfico
mostramos a parabola
degenerada:

2 4+r—-2=0,

cujo grafico consiste de duas
retas paralelas que dividem o
plano em trés regides.
Figura 133: Neste grafico
mostramos a parabola
degenerada:

y? =0,

que divide o plano em duas
regides.

e Uma hipérbole divide o plano em trés regides: uma que contém um
dos focos, outra que contém o outro foco e a regidao que contém suas
assintotas;

e Uma parébola divide o plano em duas regides: uma que contém o foco

e a outra que contém a diretriz.

YA

exterior

interior

=Y
=Y

diretriz

Fig. 127: Elipse.

Fig. 128: Hipérbole. Fig. 129: Parabola.

Se olharmos as cbnicas degeneradas encontramos outras situagoes.
e Uma elipse degenerada nao divide o plano, pois neste caso os possiveis
lugares geométricos sdo o conjunto vazio &, ou um unico ponto;
e Uma hipérbole degenerada, cujo grafico sao duas retas concorrentes,
divide o plano em quatro regioes;
e Uma parabola degenerada divide o plano em trés regioes, se 0 seu
grafico consistir de duas retas paralelas, e divide o plano em duas regides,
quando seu grafico for apenas uma reta (duas retas coincidentes).

Y YA YA

Fig. 130: Regides A, B e C
desconectadas.

CEDERJ

Fig. 131: Hipérbole degenerada.

Fig. 132: Parabola degenerada. Fig. 133: Parabola degenerada.

Observe que, se retiramos do plano o conjunto dos pontos de uma
cbnica nao degenerada, entao as regides que ela determina ficam des-
conectadas umas das outras. O mesmo acontece se retirarmos do plano
uma reta (Figura 130).
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Designemos por 7 o plano e por 7* o plano do qual retiramos o con-
junto dos pontos da cdnica ou reta, conforme o caso, por exemplo, na
Figura 130, o conjunto 7* = AUBUC é o que resta do plano apos retirar-
mos os pontos de uma hipérbole.

Sabemos que as retas e cbnicas sao lugares geométricos formados
por conjuntos de pontos que satisfazem uma equacao dada. No caso das
retas, a equacao €

Az +By+C=0

e, no caso das cénicas, a equacao é a equacao geral do segundo grau:
Az + By +Cy* + D+ Ey+ F =0.
Portanto, as regides de 7* determinadas por uma reta satisfazem a inequacgao
Ar+ By+C >0

Ou a inequacao
Ar+ By+C <0

e as regioes determinadas por uma conica satisfazem a inequacao
Az* + Bey+Cy* + Dx+ Ey+ F >0

Ou a inequacgao
Ar? + Bry+ Cy* + Dx+ Ey + F < 0.

Resumindo:

Observacao importante.
Dada uma equacao algébrica do primeiro ou segundo graus, 0s pontos
de cada regiao de 7* por ela determinada, satisfaz apenas uma das
desigualdades:

Ax+By+C >0, Az + Bxy +Cy* + Dx+Ey+ F >0,

(51)
Arx+By+C <0, Ax? + Bxy+Cy?* + Dx + Ey+ F < 0.

Pense! Vocé ja observou esse fato nos circulos! Num circulo de raio
r, 0S pontos da regiao que contém o centro, denominada regiao interior,

| MODULO 1 -
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estdo a uma distancia do centro menor que r e 0s pontos da regiao que
nao contém o centro, denominada regido exterior, estao a uma distancia
do centro maior que r.

Esta situagao pode ser descrita usando uma inequagao:
Se o circulo tem equagdo (z — a)* + (y — b)* = r?, entdo a regido
interior é formada pelo conjunto de pontos tais que:

Vi —ap+y—b7 <r.

Elevando ao quadrado, obtemos que os pontos da regiao interior
satisfazem a inequacao:

(x—a)*+ (y—0b)?<r’.
Enquanto que os pontos da regiao exterior satisfazem a inequacao:
(x —a)®+ (y —b)* > 2.

Analogamente, a regiao obtida fazendo a uniao da regiao interior
com o circulo, consiste dos pontos cujas coordenadas (z,y) satisfazem a
inequacao:
(z—a)* + (y —b)* <72,
e a uniao da regiao exterior com o circulo consiste dos pontos cujas coor-
denadas satisfazem a inequagao:

(x—a)+ (y—0b)*>r>

YA Ya

@ -
=Y
--
=Y

Fig. 134: R : (x — a)? + (y — b)2 < r2. Fig. 135: R : (x — a)? + (y — b)2 > r2.
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Ya Ya

a X a X
Fig. 136: R : (x —a)? + (y — b)%2 < r2. Fig. 137: R : (x — a)? + (y — b)2 > r2.

Assim, para descobrirmos a inequacao que € satisfeita pelo conjunto
de pontos de uma regiao dada, basta testar a condicao (inequacgao) que a
define apenas em um ponto da mesma, pois todos os outros pontos dessa
regiao satisfazem a mesma inequacao.

Exemplo 74 Determinemos a regido R do plano formada pelos pontos
que satisfazem a inequagao:

v +x+3y>0.

. . , Vi
Solucao: O primeiro passo é fazer a redu-
9
¢ao do lado esquerdo da inequagao, to- 4 X
mando o devido cuidado com a desigual- | P
I 7
dade: W4
_3 yi
32 9 TR N
v +x+3y>0 :>(y+§> +r > \ R
312 9 S
:><y+§> +<x—1>>0. ~.

.. . Fig. 138: Regido R : y?> + x + 3y > 0.
O segundo passo é identificar a curva que 7 gao Ty

satisfaz a equacgio:
() ()=
975 1)~

Vemos que é a equagao de uma parabola (ndo degenerada). Portanto,
a curva divide o plano em duas regiées. As coordenadas do vértice sao
(9/4,—-3/2) e a equagdo da reta que contem o foco (reta focal) € y = —3/2.

Agora, basta escolher dois pontos da reta focal que estejam em regiées
diferentes e testar.
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Substituindo as coordenadas do ponto P, = (0, —3/2) no primeiro membro
da inequacgao (isto é, y* + = + 3y), obtemos:

(=3/2)* +0+3(—3/2) =9/4—-9/2=-9/4<0

Como o resultado é menor que zero, a desigualdade proposta nao é sa-
tisfeita pelas coordenadas de P,.

Pelo fato de s6 haver duas regibes, vemos que a regido R que satisfaz

a desigualdade proposta é a regiao que njo contém o ponto P, (Figura
138).

Exemplo 75 Determinemos a regido R do plano formada pelos pontos
que satisfazem a inequagao:

r? -3z +2<0.
Solucao: Observe que na inequagao nao aparece a variavel y. 1sso signi-
fica que se um valor x, satisfaz a inequagao, entao, os pontos P = (xg,y)
tambéem a satisfazem, qualquer que seja o valor de y.

Fatorando, vemos que a inequacao equi-

R
valea (x—2)(x—1)<0.
De forma analoga ao exercicio anterior,
vemos que o lugar geométrico determi- — 1 o o
nado pela equagéo (x — 2)(x — 1) =0 . 1 > 2 3 X

consiste das retasx =2 ex = 1.
Essas retas dividem o plano em trés

- 3
regiées e os pontos (0,0), (5,0) e (3,0)
- e Lo Fig. 139: RegidoR : 22 — 3z +2 < 0.
estao em regides distintas.
Testemos esses pontos no primeiro membro da inequagdo proposta:

Para (0,0), temos: (0)* — 3(0) +2 = 2.

3 (3?2 3 9 9 . 1

Para (5,0), temos: <§> -3 (5) +2= 1 5+2 =7
Para (3,0), temos: (—3)? — 3(—3) + 2 = 20.

Assim, a regido que satisfaz a inequacao é a regiao entre as retas, in-

cluindo as retas, que contém o ponto (;, O) (Figura 139).
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N2 VRY)
Exemplo 76 Seja a hipérbole H : (w=w)” =) _

a? b2

Determinemos a desigualdade que é satisfeita pelo conjunto de pontos de
cada regiao delimitada por 'H.

Solucao: Basta identificar um ponto de Y
cada regiao e substituir suas coordena-
das no lado esquerdo da equacao de
H. Sabemos que o ponto Py = (x¢, yo)
€ o centro de H, que y = y, € a reta
que contém os focos Fy = (xg — ¢, yo) €

Fy = (¢ + ¢,y0), Onde ¢ = v/a? + b2.
E que os pontos Py, F, e F, estao em
regides diferentes (Figura 140).

Substituindo as coordenadas desses
pontos no primeiro membro da inequa-

cao, temos:

(mo —20)* (Yo — %0)* <1

Para By: 3 02 ) Fig. 140: Regibes limitadas por H.
a
C(wot+e—m0)®  (wo—w)® _ F aP4b b? _
Para F: e BT = 3= —1+$>1,

2
Para F,: também obtemos 1 + % >1.

Portanto, as coordenadas dos pontos da regiao que contém o centro P,

satisfazem:

(v — 330)2 (y - y0)2
2 — B <1,

e as coordenadas dos pontos das regioes que contém F, e I, satisfazem:

(z — x0)? _ (v — w0)* > 1.

a? b2

Sistemas de inequacoes.

Definicao 28 (Sistema de inequacgdes no plano.) Umsistema de
inequacoes no plano é um conjunto de duas ou mais inequagdes. Sua
solucdo é o conjunto de pontos do plano que satisfazem simultaneamente
cada inequacao do sistema.

MODULO 1 -
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Regides e inequacdes no plano

Analitica

Assim, para resolver um sistema de inequacoes, encontramos a(s)
regiao(des) determinada(s) por cada inequacao, pois a solugao do sis-
tema é a interseccao dessas regides. No seguinte analisaremos apenas
sistemas de inequacdes de primeiro e segundo graus. Veja os seguintes
exemplos.

Exemplo 77 Esbocemos a regido do plano determinada pelo sistema:

2 +9y2 <9
?+y—3>0.

Solucao:
Primeira etapa: Identificamos a equagao correspondente a cada inequagao
do sistema. Em nosso caso, as equagoes sao:

?4+yP=9 e 2>+y—3=0.
A primeira é a equacado de um circulo centrado na origem e raio 3, e a
segunda, a equacao de uma parabola.

Segunda etapa: Determinamos a solugcao de cada inequagdo. Ja sabe-
mos que a inequagao z* +y? < 9 corresponde a unido do circulo com seu
interior R,. Para identificar a regiao R, da inequag¢ao z* +y — 3 > 0, tes-
tamos o ponto (0,0). Substituindo suas coordenadas no primeiro membro
da desigualdade, obtemos —3, logo (0,0) ndo satisfaz a desigualdade.

Como a parabola determina apenas duas regioes, entao a regiao que
satisfaz a inequacgéao é aquela que ndo contem (0,0).

YA YA
3 _— R2

foco: F=(0, 1)
R, AR
/ \

/| \
L L]

/ \

diretriz: y= %

rd
F\

|
)
@
=Y
=

Convencao. / \
Quando uma curva faz parte / \\
de uma determinada regiao, ]

usamos uma linha cheia para ) \
desenha-la; quando nao,
usamos linha pontilhada. Fig. 141: Solucéo de x> + 32 < 9. Fig. 142: Solugdo de x> +y — 3 > 0.

Terceira etapa: Esbocamos cada regiao em sistemas de coordenadas
separados (Figuras 141 e 142).

CEDERJ |
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Quarta etapa: Esbogamos as regiées em um so sistema de coordenadas,
exibindo a regiao definida pelo sistema.

Como a solugdo é o conjunto dos pon-
tos cujas coordenadas satisfazem to-
das as equacgées do sistema, entao a
regido procurada é a intersecgcdo das
regides das Figuras 141 e 142.

Para esbocar corretamente a regiao pro-
curada, devemos determinar os pontos
de intersec¢do das curvas que a deli-
mitam.

Isto é, devemos resolver o sistema: Fig. 143: R = R1 N Ra.

2?2 +yP=9

?+y—3=0.
Da primeira equacdo, temos z* = 9 — y?. E, substituindo na segunda
equacao,

99—’ +y—3=0<=1y’—y—6=0<=y=30Uuy=—2.
Logo,
y=3=2"=0= 1z =0, de onde obtemos o ponto (0, 3) .

y=-2=2"=9— (-2 =2’=5=z=V50uxr=—V5,

de onde obtemos os pontos (—/5, —2) e (v/5, —2).

Com esses dados, esbocamos na Figura 143 a solugcao do sistema pro-
posto.

Exemplo 78 Esbocemos a regido do plano determinada pelo sistema:

r—y+12>0
22 2
~ 42 >
3 + 4 —
<0

Solucao: Sigamos as etapas apresentadas no exemplo anterior.

MODULO 1 -
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As equacgobes correspondentes a primeira e a segunda inequacées sao:

2 2
aretar—y+1=0, e aelipse%er 1,

T=
respectivamente.

Testemos o ponto (0,0) para determinar a regido da primeira inequagao.
Como (0,0) satisfaz a primeira inequagao, entao a regido que ela deter-
mina é o semi-plano mostrado na Figura 144.

Note que (0,0) nao satisfaz a segunda inequagao.

Logo, a regiao que satisfaz a segunda inequacao é a regiao exterior a
elipse (Figura 145).

A regido determinada pela terceira inequacao é o semi-plano que consiste
dos pontos (z,y), com x < 0, mostrada na Figura 146.

Yi Y
Rs
z<0
X X
R
- 0
z—y+1< =
I
5
) R 2 ) .
Fig. 144: Regido x —y + 1 > 0. Fig. 145: Regido - + 4- > 1. Fig. 146: Regido = < 0.

Para determinar a regidao solugao do sistema proposto, determinemos os
pontos de interseccao das curvas que formam o seu contorno.

Para tanto, resolvemos os seguintes sistemas, que representam intersecgoes
das curvas duas a duas:

2 2
T—y+1=0 v _ LA
y+1=0 + =1
@) 22 42 ; (b){ ;€ 3 4
=t z=0 =0
34

—3+6\/§4+6\/§)
7 0 7

As solugbes para o sistema (a) sdo os pontos (

(—3—6\/5 4 —6v2

7 7
para o sistema (c), os pontos (0,2) e (0, —2).

) . Para o sistema (b) encontramos o ponto (0,1) e

CEDERJ |
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| MODULO 1 -
- , - . Y* /s
Talvez nao seja necessario determinar |, _ _s_oy3 i-sva, 7
<. T I
todos esses pontos, mas e importante — p,= (=32 1x6v2) 7

saber quais sao as intersecgdes pos-
siveis das curvas do contorno da regiao.

Com essa informagao, vemos que a re-
gido R, solugcdo do sistema proposto
(Figura 147), é dada pela intersecgcao
das regibes R1, R, € R3:

R=RiNRaNR3.

Fig. 147: Exemplo 78.
Exemplo 79 Esbocemos a regido do plano determinada pelo sistema:

r—y+1<0
$2 y2
§+Z<1

r—3>0

Solucao: Observe que a regiao que satisfaz a primeira inequagao e a
regido que satisfaz a sequnda é exatamente o oposto do encontrado nas
duas primeiras inequagées do sistema do Exemplo 78.

. . . Yi Q,7
Portanto, a regiao que satisfaz simul- N 2
taneamente essas duas inequagébes é N
- . , , } $
uma parte da regiao do interior da elipse R, N R, ’° R
. 7 3
mostrada na Figura 148. y ) “\ z>3
I
. , / 7 |12 \
No entanto, a regiao que satisfaz a ter- L7 I -
. - . g 3
ceira inequagdo e o semi-plano a di- ,)( ' /" 2
i . - \ 1
reita da reta v = 3, e essa regido nao ,” AR R
intersecta o interior da elipse, logo o

conjunto solugao desse sistema, e por-
tanto, do sistema proposto, é o conjunto
vazio!

Flg 148: R =R1 NR2NR3 = .

Inequacoes modulares.

As inequacdes que envolvem mddulos de expressdes de primeiro e
segundo graus sao chamadas inequacées modulares. Essas inequagoes
também dividem o plano em regides.

AULA 10
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As inequagbes 22 — 4z + |z —4|>0e |z +y+4|+3z—y <0, sdo
exemplos de inequages modulares.

Exemplo 80 Determinar a regido do plano definida pela inequagéo:
2 —dx+|xr—4>0.

Solucao: Observe que a variavel y ndo aparece na inequacao. Isto signi-
fica que, se (xo,y0) € um ponto do plano cujas coordenadas satisfazem a
inequagdo proposta, entdo todos os pontos (xq,y) também a satisfazem,
qualquer que seja o valor de y.

O primeiro a fazer é eliminar o sinal de modulo. Para isso, lembre que

z—4] = r—d<=r-4>0< >4,
e
-4 = —(z—4)<—=r—-4<0<=z<4.

Portanto, a inequagao proposta é dividida em dois sistemas de inequagoes:

2_4 —4>0 P—dx—x+4>0
(a) x T+ > ou (b) x r—x+4>
x >4, r < 4.

Que, simplificando, correspondem aos sistemas:

2_3x—-4>0 2_5x44>0
(a) x X > ou (b) x x+4 >
l‘247 1E<4,

e a solugao procurada é a unido das regioes R,y e R,y determinadas por
esses sistemas. |

Resolucao do sistema (a): A equa- T| v T;
¢do 2 — 3z — 4 = 0 tem por solu- ll = R(a)
¢cbes v = —1 e x = 4, que repre- |
sentam retas verticais no plano, |
pois y € arbitrario. Essas retas di- |
videm o plano em trés regioes. 1: .
A primeira desigualdade do siste- |
ma (a) é verificada pelos pontos |
a esquerda da reta x = —1 e pe-

los pontos a direita da reta x = 4,

incluindo ambas as retas.

s\l

Fig. 149: R : solugao do sistema (a).
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A segunda desigualdade do sistema (a) se satisfaz somente na regiao
que esta a direita da reta x = 4, incluindo a propria reta. Portanto, a
regido solugdo do sistema (a) consiste dos pontos a direita da reta x = 4,
incluindo os pontos dessa reta.

YA — T“

Resolucao do sistema (b): A equa- l
¢do x*—5x+4 = 0 tem por solugoes i °l
r=1ex=4. I
A primeira desigualdade do siste- s :
ma (b) é satisfeita fora da regiao |
limitada pelas retast =1 e x =4, i
incluindo os pontos das retas. |

I

=Y

1 4

A segunda desigualdade do sis-
tema (b) é satisfeita na regiao a
esquerda da reta x = 4.

Fig. 150: R : solugdo do sistema (a).

Logo o sistema (b) tem por conjunto solugdo o semi-plano a esquerda da
reta x = 1, incluindo essa reta.

A soluggo do sistema proposto € a unido R = R,y U R das regibes
solugoes de (a) e (b), como mostramos na Figura 151.

Y — <t
Il I
8 8
R R
1 1 N

Fig. 151: R : 2 — 4z + |z — 4] > 0.
Exemplo 81 Determinar a regido do plano definida pela inequagdo
lt+y+4/+32 -y <0.

Solucao: Como

r+y+4, sex+y+4>0

r+y+4|=
oty +4] {—(:c+y+4) sex+y+4<0,

| MODULO 1 -
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a inequacao proposta é dividida em dois sistemas de inequagbdes:

r—y—4+3x -y <0

r+y+4<0.

(@) r+y+4+3z—-y <0
r+y+42>0

ou (b) {

Ou seja, simplificando:

r+1<0
(a)
r+y+4>0

—-2<0
ou (b)
x+y+4<0

A regiao R, solugcao da inequacao proposta, é igual a uniao das regides A
e B determinadas por esses sistemas, respectivamente. Isto é, R = AUB.
Solugao do sistema (a): Asretas x+1 =0 ex+y—+4 = 0 s§o concorrentes
e se intersectam no ponto (—1,—3) dividindo o plano em quatro regiées.
A regido A, solugéo do sistema (a), é a regido que contém o ponto (—2,0)

(que satisfaz as duas inequagdes do sistema (a)).

]
Yi
| \ YA
A '
lo
|
17 N
+ N p
| = N\ /‘P‘f;/
\\ /\\ 7
- N —1 \'l, -
- -~ — : -
X (-5.0) "ax ! X
\\f<a/ ! 7
A b L
(72
Ny s
B H-4-3
7 A S
4 ¥
4 N\
V4 \

. . _ ) Fig. 153: Regido B, solugdo do sistema (b).
Fig. 152: Regido A, solugdo do sistema (a).

Solugdo do sistema (b): As retas = A :AY“

r—y—2=0ex+y+4=0 seinter- ) !

sectam no ponto (—1, —3) dividindo o :?f

AU 13 Nl

plano em quatro regides. A regiao B, R —
solugcdo do sistema (b), é aquela que

contém o ponto (—5,0) (que satisfaz
as duas inequagoes do sistema (b)).
A solucao da inequacao proposta é a
regiao R = AU B da Figura 154.

(=5,0)

B

e

X
&

(-2

X

D)

¥

4
7’

A

1
r'd

4

|

1

|

| /
|

I/
K13
1N

T RN
1

Fig. 154: Solugao de |x + y + 4| + 3z —y < 0.
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Para resolver inequacoes envolvendo produtos e quocientes de ex-
pressdes do primeiro e segundo grau (com ou sem mddulos), € importante \

saber resolver sistemas de inequagodes. Veja o ultimo exemplo.
Rq Rq

a inequacao: =
(|| — 2)(42? — 9y — 40z — 54y + 10) < 0. /

Solucao: A desigualdade proposta significa que os fatores envolvidos nos

Exemplo 82 Determinar o conjunto dos pontos do plano que satisfazem W / = V;Z =

a . . .. ~ . ~ Fig. 155: Hipérbole.
parénteses devem ter sinais contrarios. Portanto, a solucao da inequacéo 9 perbole

Na Figura acima, mostramos

proposta é a unido das regides determinadas pelos sistemas (a) e (b): as regides determinadas pela

a Tr—T 2 — 2
(@ 422 — 9y? — 40z — B4y + 10 > 0 gl - sl 1=,
O sinal da expressao do lado
b x| =2 >0 esquerdo da equagio é:
( ) 4.772 . 91/2 — 40x — 54y +10<0. positivo (> 0) nas regioes R
que contém os focos.
Primeiramente, observamos que a equagao 4x* — 9y* — 40x — 54y +10 = 0, negativo (< 0) na regiao R
. . . _ . . que contém o centro e as
associada a segunda inequagao de ambos 0s sistemas, se reduz a sua assintotas.
forma canénica:
(z — 5)2 2
~— —(y—3)—-1=0.

Portanto, os sistemas (a) e (b) acima sdo equivalentes aos sistemas:

x| <2 2| > 2
(@)q (z—5)>? ou (b){ (z—5)2
—(—32-1>0 2 (y—-3)2%-1<0.
9/4 (y—=3) 9/4 (v=3)

, - - Yk - Na Figura 156 mostramos as
O conjunto solugdo da equacao \N"{'*\ [ curvas envolvidas nos
|z| = 2, associada as primeiras i \ sistemas (a) e (b'):

. . , & Py A hipérbole:

desigualdades dos sistemas, é ' | (Ig_/?z -3 —1—0,
formado pelas retasx =2 ex = 3 e as retas:

—2 (Figura 156) que dividem o /) e rsroe we

= = 3 e
plano em trés regiées: /{ \

e A regido entre as retas, que

contém a origem, consiste dos Fig. 156: Retas e hipérbole.
pontos tais que |z| < 2.

e A regido a direita da reta © = 2, cujos pontos satisfazem |x| > 2.

e A regido a esquerda da reta x = —2, cujos pontos satisfazem |z| > 2.
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As solugoes dos sistemas (a’) e (b’) sdo unides de regides cujos contornos
S40 partes dessas curvas.
Para determinar com exatidao esses conjuntos, devemos achar os pon-

tos onde as retas intersectam a hipérbole. Para tal, devemos resolver os
sistemas:

x =2 T =2
A T — 2 , B o 2
A (9/45) —(y-3P—1=0 8 (9/45) (y-3P—1=0.

Substituindo x = 2 na segunda equacao do sistema (A) e resolvendo
a equacado quadrdtica resultante na variavel y, obtemos y; = 3 + /3 e
Yo =3 — /3.

Portanto, a reta « = 2 intersecta a hipérbole nos pontos P, = (2,3 ++/3) e
P, = (2,3 — /3). Vieja a Figura 156.

Substituindo agora x = —2 na segunda equacdo do sistema (B) e
resolvendo a equacao quadratica resultante na variavel y, obtemos

V187 187

yp=3+ - ~T56 e y=3- Yo~ 156

Isto é, a reta x = —2 intersecta a hipérbole nos pontos

P, = (—2,3 + ”187> P, = (—2, ”87> .
3 3
Veja a Figura 156.

Com esses elementos, vamos descrever separadamente os conjuntos
solucao dos sistemas (a’) e (b’).

Solugéo do sistema (a’):
O conjunto R, solucdo do sistema

|
(a’), consiste dos pontos da regido :
entre as retas ©+ = 2 e x = —2 |
|
|
!
|
|

(excluindo as retas) e que também
pertencem as regiées determinadas -,
pela hipérbole que nao contém o seu
centro (regides que contém os focos,

[ &%)
ot
7
/
/
P

Fig. 157: R1 solugao do sistema (a).
isto é, as regibdes focais), veja a Fi-
gura 157.
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Solugao do sistema (b’):

O conjunto R, solugdo do sistema
(b’), consiste dos pontos que estao a
direita da reta x = 2, ou a esquerda
da reta x = —2 (excluindo as retas),
que também pertencem a regiao de-
terminada pela hipérbole que contém
0 seu centro (excluindo a hipérbole),
veja a Figura 158.

| MODULO 1 - AULA 10

NRa YA
Sis
!

!

!

i
!

!

;)

~
[
Y

|
|
|

Y

3 V4

)
i
2

4

-

I
7’ 12 5
A7 | ~
|
I

2"
# Ry,

Fig. 158: R2 solugao do sistema (b).

Finalmente, a solugdo da inequacao proposta é a regido R = R U R;.

SR Yi | ’
\I\ | ,/
T R L’
I s
C RN
boa I/' e\
| I, \
Y
U adl S -
=21 ~ 12 5 e X
1 | ~
s ~
L | | ~
7R, I

Fig. 159: R = R1 U R2 solugao da desigualdade

Resumo

(|lz| — 2) (422 — 9y? — 40z — 54y + 10) < 0.

Nesta aula vimos como determinar regides do plano a partir de inequacoes
envolvendo expressdes do primeiro e segundo graus.

Aprendemos, também, a determinar a regido solugao de sistemas
de inequacodes e de inequacdes envolvendo médulos de expressdes do
primeiro e segundo graus.

Exercicios

1. Para cada sistema abaixo, faca um esboco do conjunto solugao.

Ty > 2
a.

22+t > 20 +4y—1

r+y+1<0

C. {22 >y + 6z — 4y — 4

-y < 1.

(x+1)72+ (y—1)* > 2z.
y=>0

CEDERJ
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2. Determine os possiveis valores da constante a, para os quais o
conjunto solugao da inequagao abaixo contenha a reta y = 0.
?—2x+y+a>0.

3. Para cada sistema de inequag0Oes abaixo esboce detalhadamente a
regiao do plano por ele definida.

[z >y +1 r<y+1
[z +yl <2
a. ;o bod2?+2<1 ) Coqa>—y
[z —y| <2
T >y 2+’ >
(
r—2y>2
4a® —y? — 162 — 6y +7<0
r+y< -1
d. §922 4+ ¢y - 362 +4y+31<0 ; €.
z®+y* <25
ly + 6] > 2
ky2_2'

Sugestao para o sistema e.: faga primeiro a interseccao das regides
determinadas pelas inequagoes de primeiro grau (as equagodes cor-
respondentes sao retas) e depois faca a intersecgao com o circulo,
equacao correspondente da terceira inequacao do sistema.

4. Para cada inequacao, esboce detalhadamente a regiao do plano por
ela dada.

a.(zr—y-1y—2-2)<0.
b. (922 + y* — 362 + 27)(2? — 4z +y +4) > 0.
c. (|x| — 4)(42® + 9y? — 40z — Hdy + 145) < 0.

Auto-avaliacao

Resolvendo os Exercicios 1 e 2 fixou as técnicas para determinar
regioes delimitadas por retas e conicas, além de interseccoes entre es-
sas regides. Resolvendo os Exercicios 3 e 4 adquiriu habilidade para
desmembrar sistemas envolvendo inequac¢des modulares, e analisar uma
inequacao dada por produtos de expressdes por meio de sistemas de
inequagoes. Em caso de dificuldade, releia a aula com atengao, volte aos
exercicios e, se achar necessario, procure os tutores.
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Coordenadas polares

Objetivos
¢ Definir as coordenadas polares no plano.

e Deduzir as relagdes de mudanca de coordenadas polares para coorde-
nadas cartesianas e vice-versa.

e Obter as equacoes de retas e circulos em coordenadas polares.

e Determinar a equagao polar das conicas.

Nesta aula veremos que ha outra maneira de expressar a posicao
de um ponto no plano, distinta da forma cartesiana. Embora os sistemas
cartesianos sejam muito utilizados, ha curvas no plano cuja equagao toma
um aspecto muito simples em relacao a um referencial nao cartesiano.

Considere um plano sem qualquer sistema de coordenadas. Esco-
Iha um ponto O nesse plano e uma semi-reta O A.

Seja P um ponto do plano distinto de O. Denote p a distancia de P
a O, e seja # a medida do angulo da semi-reta O A para a semi-reta OP.

O ponto P tem sua posicao bem determinada em relagao ao ponto
O e a semi-reta O A a partir dos valores p e 6.

Vocé acabou de construir um sistema de coordenadas polares no
plano, cuja definicao damos a seguir.

Definicao 29 (Sistema de coordenadas polares)
Um sistema de coordenadas polares O p6f no plano
consiste de um ponto O, denominado polo, de uma
semi-reta OA, com origem em O, denominada eixo po-
lar, e de uma unidade de comprimento utilizada para
medir a distancia de O a um ponto qualquer do plano.

Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse
sistema sao dois valores p e 6, sendo p a distancia de
P a O e 0 a medida do angulo do eixo polar para a
semi-reta OP. Escrevemos entdo (Figura 160):

Fig. 160: Coordenadas
polares.

P=(p,0)

MODULO 1 - AULA 11

Lembre que ...
Convencionamos que a
medida do angulo tomada de
OA para OP no sentido
anti-horario é positiva, e
negativa no sentido horario.

Notacao.

Quando outros sistemas de
coordenadas forem
considerados, escrevemos as
coordenadas polares, como:

P = (p,0)0p6-
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Analitica
A Historia da Matematica indica que o sistema de coordenadas po-
lares foi utilizado pela primeira vez pelo matematico sui¢o Jacob Bernoulli
por volta de 1691, sendo assim, o primeiro sistema de coordenadas que
c ;aaclgfmiel:crz:'g apareceu na Matematica depois dos sistemas cartesianos. Contudo, em
matemético Jacob Bernoulli é fevereiro de 1949, Charles B. Boyer publicou uma nota na revista The

chamado Jagues Bernoull American Mathematical Montly segundo a qual o crédito da descoberta

Nas préximas aulas veremos

mais sobre a vida de Jacob das coordenadas polares deve ser atribuido a /saac Newton.
Bernoulli.

Observacao.

e A primeira coordenada polar, p, de um ponto distinto do pdlo é sempre
maior que zero, pois representa a distancia do ponto ao polo.

e Se a primeira coordenada polar de um ponto € zero entao esse ponto é
o podlo. O angulo do pélo nao esta definido.

e Podemos também usar a medida radianos para os angulos. Por exem-
plo, o ponto P = (2,30°) pode ser escrito P = (2,7/6).

e De acordo com a construcao acima, as medidas ¢ e 6 + 2x7 estao as-
sociadas ao mesmo angulo, para todo « € Z. Isto é, a diferenca entre
0 e 0 + 2k € de k voltas no sentido anti-horario, se x é positivo, € no
sentido horario, se ~ € negativo. Portanto, as coordenadas polares (p, )
e (p,0 + 2xm) representam o mesmo ponto no plano.

Exemplo 83 Nos sistemas de coordenadas polares Opf, mostrados na
Figura 161, localizamos os seguintes pontos:
P =(1.0°, Po=(2,m), Px=(5/4,—-45°), Py = (5/4.315°) e Ps=(m,mw/2).

0 = 315°

Fig. 161: Pontos P ,..., Ps.

Exemplo 84 Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano.
Determinemos os pontos P = (p,0) do plano que satisfazem a equagdo
p=3.

CEDERJ
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Solucao: Como na equacgao so figura a varia-
vel p, a outra, 0, é arbitraria.

Isto significa que a equacdo sO estabelece
condi¢do sobre a distancia do ponto ao eixo

polar, ndo importando a medida do angulo.
Portanto, os pontos do plano que satisfazem
a equacao sao aqueles cuja distancia ao polo
O éigual a 3.

Fig. 162: Pontos com p = 3.
Logo, o conjunto solugo é o circulo de centro O e raio 3 (Figura 162).

Equacgao polar de uma reta.

Exemplo 85 Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano.
Determinemos o conjunto dos pontos P = (p,0) do plano que satisfazem

a equagdo 0 = %.

Solucao: Novamente, como na equag¢ao so
figura uma variavel, a outra é arbitraria. Logo,
um ponto P do plano satisfaz a equacao se
o angulo do eixo polar para a semi-reta OP é

7 /4. Portanto, o conjunto solugdo é a semi-
reta OP (Figura 163).

Fig. 163: Pontos do plano que satisfa-
zem a equagdo polar 6 = /4.

r

A\

202\ . ,
X e A distancia da reta ao polo: d(O,r).

o R

Fig. 164: Reta no sistema Op6.

Vejamos como obter a equacgao polar
de uma reta r, conhecendo:

e O angulo que o eixo polar OA forma com
a semi-reta que tem origem no polo e é per-
pendicular a reta r.

Proposicao 21 Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano.
Sejam r uma reta, \ a distancia de r ao polo e o« 0 angulo que o eixo polar
forma com a semi-reta de origem no polo que é perpendicular a r (Figura
164). Entdo, um ponto P de coordenadas polares (p, ) pertence ar se, e
somente se:

pcos(f —a) = A (52)

MODULO 1 -

AULA 11

Nas figuras acima, a medida

do angulo 8 é tomada de OP
para OQ, a medida do angulo
« é tomada de OA para OQ e
a medida do angulo 0 é
tomada de OA para OP.

Equacao polar da reta.

A equagéao (52) é a equagao
polar da reta. Nessa equagao
« e A sao dados, e as
variaveis sdo p e 6.
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Para saber mais...

Reveja a discussao sobre
sistemas referenciais na Aula
1, Fisica I.

CEDERJ

Coordenadas polares

Demonstracao. Seja (Q o ponto de intersecao de » com a perpendicular a
r contendo o polo.

P=(p,0)
p=d(0, P)
H#=a+ 3

Sabemos que: P = (p,0) pertence
a retar se, e somente se, a proje¢ao or-

— —
togonal do vetor OP sobre o vetor OQ) , 50 = pr

. 3 % . ’
coincide com O() , isto é:

— —
Per <« prsgzOP =0Q .

Seja 3 = POQ. Note que 3 = 0 —

ou = a — #, dependendo da posicao do R
ponto P (veja a Figura 165). Fig. 165: Per e R¢ .
Como

|5—P_)| =p,cos 3 =cos(f —a)=cos(a— 0)

e.
pro0P = IO IR LB 50" LGP | (cos ) OQ
oQ 10Q |2 A
concluimos:

— — 1 — — —_—
ProgOP =0Q = <|lOP | cos 30Q = 0Q
(z)%”ﬁ“cosﬁ:l

—
<= |OP |cosf =\ <= pcos(fl —a)=X.0

Exemplo 86 Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano.
A equacio polar da reta r cuja distancia ao polo é igual a 2 e, tal que o
angulo que a semi-reta perpendicular a r, com origem no polo, forma com
0 eixo polar tem medida /3, é:

r:pcos(d—7/3)=2.

Observagao.

Note que a equacao polar de uma reta no plano depende da escolha
do sistema polar (pélo e eixo polar).

Isto é, uma equacao como a equacao (52) pode representar retas
distintas com respeito a sistemas polares diferentes.
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Relacoes entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Conside-
remos o sistema cartesiano ortogonal de coordenadas OXY, tal que o
eixo polar seja o semi-eixo positivo OX e o eixo OY seja obtido rotacio-
nando OX de 90° no sentido anti-horario. Admitamos a mesma unidade
de medida nos dois sistemas (Figura 166).

Seja P # O um ponto no plano com P = (p, ), no sistema Opf, e
P = (z,y), no sistema OXY. As rela¢des entre essas coordenadas sao
assim obtidas:

Tragamos por P retas r, s perpendiculares aos eixos coordenados
OX e OY, respectivamente. Sejam P, = (z,0) o ponto onde r intersecta
OX, e seja P, 0 ponto onde s intersecta OY'. Entao, no triangulo retangulo
OP, P,amedida |OP,| = |z| € o comprimento do lado adjacente ao &ngulo

0 e |OPR] = |y| = |PP| € o comprimento do lado oposto ao angulo 6.
Segundo a Trigonometria, para qualquer quadrante em que esteja o ponto
P, temos:
r=pcosf e y=psend (53)
Dessas relacoes, obtemos:
Yi
x sen Yp---mmmmm o aP
x22p2c0s20,y2:p2sen29,cosé’:f,sen6:g e Y= =tgh, !
p p x  cosf P :
A
de onde concluimos: %) E
- ; x Fig. 166: Sistemas de coorde-
p=vVa*+y?, cosd = —————, senf = # e tgh= Y (54) nadas; polar Opf e cartesiano
22 + 32 Va2 +y? x OXY.

De fato, para obter a primeira relagao basta observar que:

2* +y? = p*(cos? O +sen? 0) = p*,

o que implica p = |p| = /22 + 42, pois p > 0. As duas relagdes seguintes
sao substituicdes diretas da expressao de p.

Convencao: Daqui em diante, sempre que fizermos referéncia a um sis-
tema polar Opf e um sistema cartesiano O XY, no mesmo contexto, admi-
tiremos que o semi-eixo OX positivo é o eixo polar, caso este ultimo n3o
tenha sido definido explicitamente.
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Fig. 167: Circulo p = 3.

Coordenadas polares

Q
'S
b

Fig. 168: Semi-reta 0 = 3r.

Y

N

Y,
N ripcos(0 — §)=2
r:x+y\/§*’1:0

Fig. 169: Reta de equacao
polar: pcos(6 — 7/3) =2
e equacao cartesiana:
z4+yV3—4=0.

CEDERJ |172]

Exemplo 87 Determinemos a equagdo no sistema ortogonal de coor-
denadas cartesianas OXY, do lugar geomeétrico definido pela equacao
polarp = 3.

Solugéo: Substituindo a relagéo p = \/x2 + y2, temos:

p=3+<= 12 +2 =31 +4>=9.
Portanto, a equacgao p = 3 corresponde a equacgao cartesiana do circulo
centrado na origem e de raio 3 (Figura 167).

Exemplo 88 Determinemos a equagdo no sistema ortogonal de coor-

denadas cartesianas OXY, do lugar geométrico definido pela equacao

3
polar 6 = T

Solucao: Substituindo a relagcao % = tg 6 na equacao dada, obtemos:

_ 3 A sen((3m)/4) _ V2/2 _
TTE T TR T G T S

Portanto a equacao correspondente no sistema cartesiano de coordena-

y—_

das é - = 1. Isto €, y = —x (Figura 168).

~ 3 .
Logo, a equagao 0 = Iﬁ corresponde, nas coordenadas OXY, ao sis-

y=—x,

r<0.
Exemplo 89 Sejar a reta de equagao polar pcos(6 — = /3) = 2. Deter-
minemos a equacao correspondente no sistema cartesiano OXY .

tema:

Solucao: Usando a identidade:
cos(a + b) = cosacosb — senasenb,
temos:

pcos(@—%) =2 <= p cosb cos(%)—l—psen@ sen(%) =2.

Das relagées:

= 0 = psend COS(E>_1 sen<z>——3
r=pcosv, y=p ) 3 _27 3 - 9’

obtemos:
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1 V3Y)
o(3)+ <2) -
ou seja (Figura 169):
T+yV3—4=0.

As relacoOes entre os sistemas de coordenadas nos auxiliam na identificagao
de algumas curvas, veja o seguinte exemplo.

Exemplo 90 Seja a > 0. Determinemos os pontos do plano que satis- v
fazem a equagao p = 2 acos@. R B P
7
Utilizando as relacbes (54) para obter a equacao correspondente no sis- 2 L
. . 0 ! A
tema cartesiano, temos (Figura 170): 0 '
p=2acosl < /2?2 +y> = Y I —— +y? = 2ax .
Vi +? 3<0s<3

Completando os quadrados na ultima equacao, obtemos: Fig. 170: p = 24 cosf.

(:L’ _ a)Q + y2 — a2 ’ Note que, para descrever o

circulo completo, o angulo 6
que é a equag&o do circulo de centro (a,0) e raio a. deve variar entre —% e 7,

.. - , pois, sendo p > 0ea > 0,
Similarmente, a equagao p = 2bsen 6, corresponde ao circulo de centro devemos ter cosd > 0. O

(0,b) e raio b. Verifique! ponto A indicado na figura
acima corresponde a § = 0,

P p = 2a.
O circulo em coordenadas polares.

Em geral, o circulo no plano é caracterizado em termos de coorde-
nadas polares, de acordo com a seguinte proposicao.

Proposicao 22 Sejam Opf um sistema de coordenadas polares no plano,
Py = (po, B0)o,e ponto desse plano e r um valor positivo.

Entdo o conjunto dos pontos P = (p,0)o,0 que pertencem ao circulo de
centro P, e raio r satisfazem a sequinte equagao em coordenadas polares:

P+ P2 —2po p cos(0 + 6y) = r?

Demonstracao. Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas
OXY, tal que o eixo OX positivo coincida com o eixo polar e 0 eixo OY
seja obtido rotacionando o eixo OX de 90° no sentido anti-horario.

No sistema OXY, temos:
Py = (po cosby, posenby)oxy € P = (pcosb,psend)oxy -
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Analitica
Sabemos que o circulo de centro P, e raio r é o conjunto que con-
siste dos pontos do plano cuja distancia a P, é igual a r.
Note que... Entao:
No desenvolvimento ao lado,
calculamos a expressao da d(P, PO) = = \/(p cosf — o COS 00)2 + (p sen f — Po sen 90>2 =7
distancia entre dois pontos
em termos de coordenadas
polares. Isto &, se < p*cos? 0+ picos® Oy — 2py pcos by cos O + p*sen? 6
Po = (po,00) € Pr = (p1,61),
entao: +p2sen? 0y — 2pg psen by sen f = r?
d(Po, P1) =
\/98 + 9% — 20001 cos(Bo + 61) < p*(cos? 0 +sen’0) + p2 (cos® Oy + sen? b))

—2 po p (cos By cos @ — sen O sen ) = 72

< PP+ pi—2popcos(f+0y) =r* O

Equacao polar das conicas.
Para determinar as equagdes polares das conicas, lembramos que:

Uma secdo conica é o lugar geométrico dos pontos que se movimen-
tam no plano de forma que a sua distancia a um ponto dado (chamado
foco) € um multiplo fixo da sua distancia a uma reta dada (denominada di-
retriz associada ao foco). Isto é, um ponto F', uma reta ¢ e uma constante
e > 0 (denominada excentricidade) determinam a conica:

QY Pardbola: e=1 P C:{P’d(PF):ed(P*é)}
P . A ,
; Segundo a excentricidade e, a cénica C é:
F .
0 R A4 eumapardbola<=e=1 eumaclipse < e¢ <1 euma hipérbole <= ¢ > 1.

Seja C uma codnica de excentricidade e > 0. Consideremos um sis-
tema de coordenadas polares em que um foco F' da conica € a origem O

¢ e 0 eixo polar é paralelo a reta focal da c6nica, como vemos nas figuras
Fig. 171: Parabola. .
acima.
Hlipse: e P (p.6) Designamos por /¢ a diretriz associada ao foco F' e seja h = d(F, /).

Segundo a caracterizacao de C dada acima, temos:
A P=(p,0) eC+=d(P,F)=edPl) < p=ecdP1).

Das figuras acima, vocé pode ver que temos dois casos a considerar:

Fig. 172: Elipse. Caso A. Se ¢ nao intersecta o eixo polar, entdo: d(P,{) = h + pcosé.

Neste caso, temos que P = (p,0) € C se, e somente se:
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p=-e(h+pcosh),isto é&: p= ch

1—ecosf’

Caso B. Se / intersecta o eixo polar, entao: d(P,{) = h — pcosé.

Neste caso, temos que P = (p,0) € C se, e somente se:
eh

= - istoé: p= ———.
p=-e(h—pcosh),isto é: p T ecosd

Nessas equagOes vemos que, se = 7 ou ¢ = —7, entdo p = eh.
Esse valor de p é a metade do comprimento da corda da cbnica, que é
paralela a diretriz e contém o foco F'. Tal corda é chamada /atus rectum da
conica. Conseqlientemente, o valor eh que aparece nas equagdes ante-
riores corresponde a metade do comprimento do latus rectum da conica,

isto €, ao comprimento do semi-latus rectum.

Resumindo as conclusoes anteriores, temos:

P:(p79)

Equacao polar das conicas. p=1—2—s

Seja C uma cbénica com excentricidade e > 0, 4
um foco no ponto F' e semi-latus rectum de

-

.
A=comprimento do
semi-latus rectum

comprimento A\. Com respeito ao sistema polar

de coordenadas Opfl com o eixo polar sendo o

eixo focal de C e O = F, a equacao de C é: P
auas =
A N -
C:p= _ 55 e =excentricidade C
P 1+ecosb (55) P Py =latus rectum

A distancia do foco F' a sua diretriz associada

b Fig. 174: C : p =
(é - (Figura 174).

P S
l—e-cosf’

Exemplo 91 Identificar a cénica C de equagéo polar p = P ——

Determinar também as coordenadas polares do centro e dos vértices,
assim como os comprimentos dos eixos e do latus rectum.
Solucao: Comegamos por escrever a equacao de C na forma (55), multi-
plicando o numerador e o denominador da equacao polar por %

C:p=

1—1cost’

@l oo

A partir dessa equacao, obtemos que o comprimento do semi-latus rectum
é X\ = Z e que a excentricidade de C é e = ;. Como e < 1, C é uma elipse.

MODULO 1 - AULA 11

P:(p70) Hipérbole: e>1
P ple 0
P
Rl
O R A
l

Fig. 173: Hipérbole.

Sinal na equacao polar
(55)...

No denominador da equagao
polar (55) tomamos o sinal
positivo (+ ) se a diretriz £
intersecta o eixo polar, e 0
sinal negativo ( —) se ¢ nao
intersecta o eixo polar.
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Coordenadas polares

Em particular, o comprimento do latus rectum é 2\ =2 - 2 = 2.

Como o eixo polar esta sobre a reta focal, vamos determinar os vértices,
o centro e o outro foco de C (lembre que um foco é a origem do sistema
de coordenadas polares). Como o sinal que aparece no denominador da
equacao é negativo, a diretriz correspondente ao foco O (origem do sis-
tema polar Opf) nao intersecta o eixo polar. Portanto, estamos na situagao
mostrada na Figura 175.

Fig. 175: Posigéo dos focos latus rectum e diretriz na conica C : Tiose .

Fazendo 6 = 0 na equacéo de C, obtemos p = 1. Logo, segundo o es-
quema ilustrado na Figura 175, o ponto V, = (1,0)0,0 € um vértice da
elipse.

Para obter o outro vértice, fazemos 6 = © na equacao de C e obtemos
p = 3. Portanto, Vi = (3, 7)o, € 0 outro vértice de C.

Agora podemos calcular a distancia entre os vértices: 2a = d(Vi,V,) =
1+ % = % de onde concluimos que a = % é a medida do semi-eixo maior
da elipse.

Como e = 2 obtemos ¢ = ea = 5 - 3 = 1. Portanto, o centro C da elipse C

tem coordenadas polares C = (c,0)pp0 = (Z—i, 0)0p0 -

Conhecendo o centro C' e a distancia do centro aos focos d(C, Fy) =

d(C, F,) = d(C,0) = 1, obtemos as coordenadas polares do outro foco:
Fr=(+1,0)00=(3,0)0p0-

Finalmente, conhecendo a medida do semi-eixo maior a = 2 e a distancia

do centro aos focos ¢ = 1, calculamos a medida do semi-eixo menor b,

usando a relagao c® = a*> — b* :

Logo, a medida do eixo menor da elipse é 2b = /2.
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Consideremos agora o sistema P

ortogonal de coordenadas car- Al b

tesianas OXY,onde O éaori- -~ — | — — — — % W2 a (AT (7A >
gem do sistema polar Opf, o Al b j .
semi-eixo OX positivo coincide ~ { P, C:p=3-com0

com o eixo polar e o semi-eixo
OY positivo é obtido girando de
90° o semi-eixo OX positivo.

Fig. 176: Elipse C no sistema Op6.

Entao, as coordenadas do centro C de C sdo C = (%,O)Opg = (i,o)oxy
e conhecendo as medidas dos semi-eixos a = 3 e b = Y2, obtemos a
equacao candnica de C com respeito ao sistema OXY :

C: (x_i)Q—i—

@ T

Jols.

)2

Exemplo 92 Determinemos uma equacgéo polar da cénica C dada pela
equacao cartesiana:
—72% + 50y — Ty? + 114z — T8y — 423 = 0.

Solucao: Conforme vimos na Aula 10, colocamos a cbénica na forma canénica:

(y//)Q (:L'//)2 _1 (56)

A partir dessa equagao, vemos que a cénica é uma hipérbole cujo eixo
focal é o eixoy", com a = 4,b = 3 e, conseqlientemente, ¢ = va? + b? =
5.

Com esses dados obtemos as seguintes informagdes:

5,

1

e a distancia de cada vértice ao respectivo focoéc—a=5—-4=1;

. . P - &
e a excentricidade da hipérbole € e = — =
a

. A . .. \ . . ., Cc—a 1 4
e a distancia de cada vertice a sua respectiva diretriz ¢: —— = = = oo
e =
4
cC—a

e a distancia de cada foco a sua respectiva diretriz é: h = (c—a) + =

4 9
l+-=2;
+ 5 5
, . . 9 5 9
e 0 comprimento do semi-latus rectum é: A = h -e = =171

MODULO 1 - AULA 11

Para obter a forma canonica
(56) ao lado, rotacionamos o

sistema OXY de —45° para

obter o sistema O’ X'Y"’ e
depois transladamos esse

sistema até o ponto
0" =(1,-2)oxy -

Lembre que ...

O valor da excentricidade e e
das distancias a, b e ¢ nao
mudam quando rotacionamos
e transladamos o sistema de
coordenadas. Portanto, esses
valores podem ser
determinados a partir da
equacgao candnica da conica.
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Portanto, a equacao polar com respeito ao sistema que tem por origem
um dos focos e cujo eixo focal ndo intersecta a diretriz correspondente é:

9
=4 B 9
4
= —- ou seja = —
P 1—%COSH /a, p 4 —5cosb
Y//A
W
Fy
'’
2
oV
2
" /g//
1
Fy
11\2 1\2
Fig. 177: Hipérbole —7a2 + 50y — Ty? + 114z — 78y — 423 — 0. Fig. 178: Hipérbole W~ — )% — 1.

Na Figura 177 mostramos a nossa hipérbole na posicao natural e na Fi-
gura 178 mostramos a hipérbole apenas com respeito ao sistema rotacio-
nado e transladado.

A equacao polar obtida é a equacdo com respeito ao sistema de coorde-
nadas polares em que a origem é, por exemplo, o foco F, e o eixo focal é
a semi-reta F»Y".

Note que a mesma equacao é obtida se consideramos o sistema de coor-
denadas polares em que a origem é o foco F; e o eixo focal é a semi-reta
de origem I que nao intersecta a diretriz (;.

Também, a equacgao polar com respeito ao sistema que tem por origem

um dos focos e cujo eixo focal intersecta a diretriz correspondente é:

9

p= 44 5cosf’

Resumo

Nesta aula definimos as coordenadas polares no plano. Deduzimos
as relacoes de mudanca de coordenadas polares para coordenadas car-
tesianas e vice-versa, e obtivemos as equagodes de retas e circulos em
termos de coordenadas polares. Finalmente, determinamos a equagao
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polar das cbénicas. No Apéndice vocé pode ver também outras curvas in-
teressantes, as espirais, cujas equagoes sao apresentadas naturalmente
em termos de coordenadas polares.

Exercicios

1. Use as relagoes de mudanca de coordenadas cartesianas para coor-
denadas polares para obter a equacao polar correspondente a cada
equacao cartesiana dada.

a. 2?2 -y =1; b. 2y +2x =0;
2

—0- 2 _
C.2r—y+1=0; d. z° = %

2. Use as relagdes de mudancga de coordenadas polares para coorde-
nadas cartesianas para obter a equacao cartesiana correspondente
a cada equacao polar dada. Identifique o conjunto de pontos do
plano definido em cada caso.

a.sec’f —tg?0 =1; b.2senf cos =p; c.psecl=tgh.

3. Sejam a, b numeros reais nao simultaneamente nulos e sejac > 0 .
Considere a equacao polar:  p+2a cosf +2b senf = c.
a. Verifique que a equacao dada é a equagao de um circulo C.
b. Dé as coordenadas cartesianas do centro de C e determine a
medida de seu raio.

4. Determine a equacao polar do circulo de centro P, e raio r, onde:
a. b= (2,§)OpgeT:2,

b. P():(?),?T)Opge’f’:l,

c. b= (\/5, %)Op@ er=2.
5. Dé a equacao cartesiana dos circulos do exercicio anterior.

6. Em cada caso, identifique a conica C, determine o comprimento do
latus rectum, dos eixos, a posicao dos focos, vértices e da diretriz.
Determine a equacgao cartesiana de C e faga um esbog¢o da curva no
plano.
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Cp— 3 L= g
a.C.p—m, b'C'p_Q(l—cose)’

c.C:p= 12, d.C:p(2+5cos0) =1,

e.C:3pcosf=2—-2p.

7. Em cada item, determine uma equagao polar para a conica C, deter-
minando o comprimento do semi-latus rectum e faca um esboco da
curva no plano.

a.C:32x%+2y—1, b.C:2*+6y*> -3y =4,
c.C:2zy+x—1=0, d.C:zy+z+y=0.

Auto-avaliacao

Resolvendo os Exercicios de 1 a 6 vocé fixou a mecanica da mudanca
de coordenadas polares para coordenadas cartesianas e vice-versa. Para
resolver o Exercicio 7 vocé devera entender bem as propriedades das
cOnicas em coordenadas cartesianas e polares, mesmo quando 0 seu
centro ndo esta na origem (reveja a Aula 9). Se tiver alguma dificuldade,
reveja o contelido da aula e procure orientacao no seu polo.

Apéndice. Espirais

Na Figura 179 mostramos a imagem do féssil de um ser marinho do
periodo Devoniano (era Paleozdica), com aproximadamente 300 milhdes
de anos, chamado Amonita. Na Figura 180 podemos ver um vegetal raro
que prolifera na ilha do Havai, a Samambaia Havaiana, e na Figura 181
temos a imagem de um caracol.

O que essas fotografias tém em comum?

Fig. 179: Amonita. Fig. 180: Samambaia havaiana. Fig. 181: Caracol.

Nao € necessario ser muito observador para perceber que nas trés
imagens acima aparecem formas espirais. A natureza na Terra, assim
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como no Universo em geral, esta repleta de formas espirais.

De fato, desde a antigliidade o ser humano observa o céu e as es-
trelas. O astrbnomo persa Abd-al-Rahman Al-Sufi descobriu a Galaxia de
Andrémeda (Figura 182) por volta de 905 d.C., chamando-a de pequena
nuvem. Essa galaxia é a mais proxima da nossa, a Via Lactea e, mesmo
estando a uma distancia de 9,6 milhdes de anos-luz, € visivel a olho nu.
Os astrbnomos denominam a galaxia de Andromeda de NGC224.

Fig. 182: Andromeda (NGC224).

Fig. 183: Galaxia NGC5194. Fig. 184: Galaxia NGC5236.

Os avancos tecnoldgicos da nossa civilizacdo deram origem a so-
fisticados equipamentos e modernos telescopios que permitem observar
regides do espago, muito além da nossa galaxia, descobrindo outras das
mais diversas formas, entre elas, galaxias com estruturas espirais como
as da Via Lactea e da galaxia de Andrémeda. Veja, por exemplo, as ima-
gens da Galaxia Espiral NGC 5194 (Figura 183) a 37 milhées de anos-luz
de distancia e da galaxia espiral NGC 5236 a 15 milhdes de anos luz
(Figura 184).

O estudo matematico das curvas espirais teve inicio, na Historia da
Matematica, com o livro Sobre espirais de Arquimedes de Siracusa (287-
212 a.C.).

Nesse livro, Arquimedes define um tipo particular de espirais, hoje
chamadas espirais de Arquimedes, e descreve detalhadamente as suas
propriedades geométricas.

Outros tipos de espirais foram estudados ao longo da Historia. Um

deles aparece entre os estudos do matematico suico Jacob Bernoulli (1654-

1705) sobre a espiral logaritmica.

Bernoulli considerava essa espiral uma forma maravilhosa, e che-
gou a denomina-la spira mirabilis. Ele descobriu, como veremos adiante,
que essa espiral mantém a sua forma perante rotagdes ou mudancgas de

MODULO 1 - AULA 11

Ano-luz...

E a distancia que a luz
percorre em um ano (365
dias). Sabendo que a luz viaja
a uma velocidade de 300.000
quildmetros por segundo, e
que 0 ano tem
aproximadamente 31.536.000
segundos, um ano-luz
equivale a 9, 46 trilhdes de
quilémetros.
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Arquimedes de Siracusa
287 -212 a.C.
Siracusa, Italia
Considerado um dos grandes
matematicos da antigtiidade,

tinha fascinagéo pela
Geometria, escreveu diversos
tratados sobre Matemética e
Mecanica. Foi também
inventor de maquinas e armas
de guerra usadas pelo rei
Heron Il contra os romanos.
As suas descobertas
matematicas para o célculo de
volumes foram a pedra
fundamental para o

desenvolvimento do Calculo
Integral. Na sua obra Sobre
Espirais, Arquimedes estudou
minuciosamente as
propriedades das espirais

p = ab. Veja:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/

Mathematicians/
Archimedes.html

20
10
ya A
-0 - -10 Oﬁ 30
-1
20
Fig. 185: p =26
10

” \
5

5
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A

.

Fig. 186: p = —32 0
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escala (essa ultima propriedade se denomina auto-similaridade) em torno
do seu centro. Bernoulli, fascinado por essa espiral, determinou que na
lapide do seu tumulo fosse gravada a frase Eadem mutata resurgo, que
significa apos transformado, ressurgirei o mesmo.

I. A espiral de Arquimedes.

Esta espiral foi estudada detalhadamente por Arquimedes, por volta
de 225 a.C.

Num sistema de coordenadas polares Opf, a espiral de Arquimedes
é o lugar geométrico dos pontos P = (p, #)o,¢ do plano, cuja distancia p
ao polo O (raio polar) € um multiplo fixo do angulo polar 6 (angulo do eixo
polar para OP).

Isto é, um ponto P pertence a espiral se, e somente se, as suas
coordenadas polares p e 0 satisfazem a equacao (Figuras 185 e 186):

p=a- 0 (Espiral de Arquimedes)

Observe que, o ponto da espi-
ral de Arquimedes com coordenada
polar angular § = 0 € o pélo O, e que
a espiral intersecta o eixo polar nos
pontos cuja coordenada polar angu-
lar & maltiplo natural de 2. Isto €, se
E: p=a6éumaespiral e OA o eixo

=~y

polar, entao:
ENOA={(2akm,2km)om|k € N}.

Numa espiral, trés pontos P, = (p,6,),

Fig. 187: Espiral de Arquimedes.

Py = (p2,02) € P = (ps,05)
sado chamados consecutivos se existe um angulo «, tal que 6, = 0, + a e
03 = 0y + « (note que o pode ser positivo ou negativo).

Na Figura 187 mostramos uma espiral de Arquimedes £ : p = af
com trés pontos consecutivos P, = (p1,61), Py = (pa,02) = (p2,01 + ) €
Py = (p3,03) = (p3, 01 + 20).

Como Py, P, P; € £, temos:
p3 = ad + 2ac.

p1:a0! p2:a0+aa,

Resumindo, temos:
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Caracterizacao geométrica da espiral de Arquimedes. Note que ... )
A propriedade geométrica ao
Se P = (prl)OpQ: P, = (p2-,92)0p9 e P = <P3793>Op9 sdo pontos lado significa que os raios
consecutivos numa espiral de Arquimedes, entio o raio p, é a média P1; P2, p3 €140 NUMA
progresséo aritmética. De
aritmética dos raios adjacentes p, e ps, isto é: fato, conforme a notag&o
p1+ ps utilizada, temos:
0 = 5 . p2 =p1t+aa
ps=pataa

assim, p1, p2 € p3 estdo numa
progressao aritmética de

Arco da espiral razio a o

p=a0,0<60<m

Hoje-em-dia, a espiral de Arqui-

medes € usada na fabricagao de excén-
A

P:(aﬂ', ﬂ)opg

tricos mecanicos, pegas cujo bordo é 3
formado por dois arcos: um arco espi-
ral de Arquimedes p = a6, 0 < 6 < T,

junto com a sua reflexao com relagao a

Reflexdo do arco €

, . Fig. 188: Excéntrico formado por dois arcos de
reta que contem o eixo polar. espirais de Arquimedes.

Quando o excéntrico gira em torno do pdlo O, o ponto P de intersecao
com o eixo polar se desloca sobre o eixo polar para frente e para tras.
Desta forma, movimento circular é transformado em movimento retilineo.

\/AaiAa A~ CliAaiiva ~ 40N -lgo 1404 A 410N,

P4 C N\ 4

Fig. 192: A rotagdo do

Fig. 189: Rotagao de Z . Fig. 190: Rotagao de 3T . Fig. 191: Rotagao de 37 . excéntrico transforma o movi-
m(tglr]to circular em movimento
retilineo.

II. A espiral logaritmica ou espiral equiangular.

Uma espiral logaritmica ou equiangular € uma curva cuja reta tan-
gente em cada ponto P faz um angulo constante com a reta que passa
por P e pelo polo O do sistema de coordenadas polares.

As espirais logaritmicas foram descobertas e estudadas pela pri-
meira vez em detalhes por René Descartes em 1638, mas as proprie-
dades de auto-similaridade foram estudadas nos trabalhos de Jacob Ber-
noulli (1654-1705). A espiral logaritmica € também chamada espiral de
crescimento e se caracteriza da seguinte maneira:
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Caracterizacao geométrica da espiral logaritmica.

Trés pontos Py = (p1,61)ope, P = (p2,02)0p0 € Ps = (p3,05)0p0 S80 pon-
fos consecutivos numa espiral logaritmica se, e somente se, o logaritmo
natural do raio p, € a média aritmética dos logaritmos naturais dos raios
adjacentes p, e ps, isto é:

In py — In py —;— In p3 .

Usando as propriedades da funcao logaritmo (veja a Aula 40, do
Maodulo 4, do Pré-Calculo), a identidade do destaque acima pode ser es-
crita de maneira equivalente como:

In py = 5 n(p1ps) = In(p1ps)'/* = In (/pips)-
Isto €, tomando exponenciais na identidade, obtemos:

P2 = \/P1P3 -

Esta identidade significa que o raio
polar ps, do ponto P,, € amédia geométrica
dos raios polares p;, e p; dos pontos adja-
centes P, e Ps.

Além disso, do destaque acima, ve-

mos que um ponto P = (p, f) pertence a
espiral logaritmica £ se, e somente se, 0

Fig. 193: Espiral logaritmica.

ponto P’ = (In p, #) pertence a uma espiral
de Arquimedes associada. Isto é, existe uma constante a > 0, tal que:
P=(pf)ec L= Inp=ab.

Isto €, a equacao da espiral logaritmica é:

P = eaé (Espiral logaritmica) (58)

A espiral logaritmica encantou o matematico suico Jacob Bernoulli
pela sua propriedade de auto-similaridade.

Esta propriedade significa que a espiral nao muda o seu aspecto
perante mudancas de escala. Pense, por exemplo que vocé vé a espiral
perto do polo a olho nu, depois com 6éculos, depois com uma lente de
aumento e finalmente com um microscépio, ndo importa quao perto ou
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longe vocé veja a espiral, ela sempre vai aparecer com 0 mesmo aspecto.

1

Nas Figuras 194, 195, 196 e 197 mostramos a espiral p = e5? em escalas

diferentes.

. 1
Fig. 194: p = 39 Fig. 195: p = 59

Fig. 196: p = e5°.

Mais ainda, Bernoulli observou que um giro na espiral tem o mesmo

efeito que uma mudanca de escala.

Para verificarmos isso, primeiro observamos que uma rotagado da

espiral por um angulo ¢ no sentido horario, equivale a somar ¢ a variavel

6 na equacao (58), dando lugar a espiral:

p=e

Isto &, a espiral obtida apo6s a rotacao

€ a mesma ampliada ou reduzida a uma

escala de fator e*?. Na Figura 198, mos-
tramos as espirais £ e £/, onde

1
%639.

utl=

E:p:e%(’ e L:p=e
Isto &, L' é obtida girando £ de % no
sentido horario. Nessas espirais, temos

10Q| = e55|0OP] .

Outra maneira de perceber a relagao en-

a(0+p) _ 6(1,9+up _

91199(199 )

Fig. 198: Rotagao e mudanga de escala.

tre a auto-similaridade e a invariancia da espiral logaritmica perante rotagées,
consiste em analisar pontos consecutivos. Voltando a Figura 193, vemos

que os triangulos OP, P, e OP,P; sao semelhantes por um fator de es-

cala igual a e, pois o triangulo O P, P; é obtido aplicando uma rotacao

de angulo «a, no sentido anti-horario, ao triangulo OP, P, e depois uma

mudanca de escala.
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[ll. Outras espirais.

Ha ainda muitas outras espirais que nao iremos considerar, como a
espiral de Lituus, estudada por Roger Cotes em 1722, cuja forma é a da
samambaia havaiana (Figura 180):

(Espiral de Lituus)

Fig. 199: Lituus p = . Fig. 200: Brago de violino.

Da forma da equacao da espiral de Lituus, vemos que quando o
angulo # se aproxima de 0, o raio polar p tende a ser muito grande, e que
quando o angulo polar 6 é muito grande, o raio polar se aproxima de zero
e, portanto, o ponto correspondente fica muito proximo do pédlo (Figura
199).

A espiral de Lituus tem inspirado muitas manifestacoes da arte como
podemos ver no brago de um antigo violino (Figura 200).
Para saber mais ...

Se vocé ficou motivado com esta pequena introducao as curvas es-
pirais, procure mais informagdes nos seguintes enderecos:

http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves
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Equacoes paramétricas das conicas

Objetivo

e Obter as equagdes paramétricas das conicas.

Curvas planas...
Sao curvas contidas num

los pontos P = (z1,y1) € Q = (x2,2), S€ €Xpressa por meio das seguintes plano.

Estudando as retas no plano, vocé viu que areta s, determinada pe-

equacoes parameétricas:

r=x1+t(rxg —x
S ! <2 1> , teR.

Y=y +t(y2 — 1)
Note que essas equagdes expressam 0s valores das coordenadas
cartesianas x e y dos pontos da reta s, em fungdo de apenas uma variavel,
a variavel t, denominada parametro.

~ ~ , . . Curvas retas ou retas
As retas nao sao as unicas curvas planas para as quais podemos curvas?

~ Ly . . As retas no plano sdo um tipo
obter equacoes paramétricas. Vejamos: .
particular de curvas planas,

Exemplo 93 Determinemos equagées paramétricas para o circulo C, descritas por equagoes

cartesianas, paramétricas e
cuja equacgao cartesiana e ZE2 + y2 =9. polares.

Solugao: Seja P = (x,y) um ponto do
circulo e denotemos P, = (3,0) o ponto P=(z,y)
de intersecao do circulo com o semi-

eixo positivo OX. Sejat a medida, em

radianos, do angulo P,OP (tomada no
sentido anti-horario), onde O é a ori- z=3cost
gem do sistema cartesiano de coorde- C

nadas. Observe quet € o comprimento

do arco do circulo z* + y? = 1, determi-
nado por B,OP (veja a Figura 201). Fig. 201: Circulo € : a2 + y? = 9.
Como o triangulo O P, P é retangulo, as expressées das coordenadas x e

y, em fungao do pardmetro t, sgo:
x = 3cost e y =3sent.

Fazendo os valores de t percorrerem o intervalo [0, 2r), obtemos todos os
pontos do circulo.
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Se quisermos, podemos considerar t percorrendo todos os valores reais.
Isto implica realizar um numero infinito de voltas sobre o circulo. Portanto,
uma possibilidade de equagoes paramétricas para o circulo C é:

r = 3cost
C: , teR
y = 3sent

Observe que, para qualquer valor real a # 0, as equacgoes:
x = 3cos(at) e y = 3sen(at), comt € R,

também sdo equacgoes parameétricas para o circulo C, pois:

2 + y* = (3cos(at))? + (3sen(at))?* = 9(cos®(at) + sen?(at)) = 9.

Note que, conforme t percorre todos os
valores de R, o ponto P = (x,y) per-
corre todos os pontos do circulo. Por
outro lado, as equagdes paramétricas:

x = 3cost 1 :
,te[0,7], L X

y = 3sent r=3cost
satisfazem a equagao do circulo, mas ¢':{P=(z,y);z=3cost, y=3sent, t [0, 7]}
definem apenas o semi-circulo de Py =
(3,0) a P, = (—3,0) percorrido no sen-

Fig. 202: Semicirculo C' .

tido anti-horario (veja a Figura 202).

Curvas planas ... L Eli
Existem muitas curvas planas . Ipses.
maravinosas mas, &s vezes, Na Aula 22, do Médulo 2, do Pré-
determinar suas equagdes
paramétricas requer muito Célculo, vocé aprendeu o procedimento
cuidado e paciéncia. Nesta geométrico para tracar a elipse
aula vamos obter as
equagdes paramétricas de £ 3772 I ny _1
algumas dessas curvas " a2 b2 -
planas. Fazendo isso, vocé ira .
fixar diversos conceitos SeJa P = (a:,y) € &£. Tracemos os
geométricos ja aprendidos. circulos Cl . xz +y2 — az, Cz . x2+y2 — b2

e as retas r e s, passando pelo ponto
P, perpendiculares aos eixos OX e OY,

respectivamente.

Seja P, = (z1,y1) um ponto de r N C; e seja P, = (x2,y2) um ponto
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de sNCy, como na Figura 203. Note que x; = = € ¥y, = y sem importar o
quadrante em que os pontos P, e P, estejam.

Pelo visto na Aula 22, do Médulo 2 do Pré-Calculo, os pontos P, e
P, podem ser escolhidos alinhados com O.

Seja I, = (a,0) o ponto onde o circulo C; intersecta o semi-eixo

positivo OX e seja t a medida (em radianos) do angulo @1, tomada
no sentido anti-horario.

Como P, = (x1,11) € C; € Py = (x9,12) € Cy, temos x; = acost €
ys = bsent. Como = =z, € y =y, as equagoes paramétricas de £ sao:

< Equacdes paramétricas
T = acost da elipse
& , teR

2 2
E: 4+ ¥ =1
y = bsent a?

V=

RY Ry
Caso & : & afﬂ) L beD) — 1 seja uma elipse transladada, entao

suas equacoes paramétricas sao obtidas transladando a equacao anterior
para o ponto (xg, yo):

<— Equacodes paramétricas
T =2x9+acost da elipse transladada:

¢ , teR (z=20)® | (y=v0)°
Yy =1yo+ bsent £: =20 | (owo)”

a?

Para verificar isto, basta substituir as expressoes de x e y dessas
equagodes paramétricas, na equacao cartesiana de £&:

((zo +acost) —x0)*> | ((yo+asent) —yo)?>  a®cos’t b?sen’t

a? * b? T & * . L
., Y i
[I. Hipérboles S ey
2 2 Pl:(mlyyl)mpzvJ
Seja H a hipérbole i %2 = 1. Py :
Yy yigélt . P=(z,y) Reveja...
Vamos obter equagoes paramétricas e Na Aula 24, do Médulo 2 do
. . 2| =|OPs| Pré-Calculo, a construgao
para . A seguir, assumimos (0 < b < ¢ ;|ase20t| geométrica da hipérbole.
a e vocé ficara encarregado de fazer as ~o . @ 1z be
adaptacdes necessarias para 0 caso em
. i . Hiog 22y _
que 0 < a < b. Acompanhe o procedi-  "'9-204 HiperboleFt: y — 7 =1.

mento na Figura 204.
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Sejamasretas s; :x =be sy :x = a.

Consideremos um ponto P = (z,y) € H no primeiro quadrante. Seja
P, = (z1,y1) o ponto de intersecao de s; com a reta paralela ao eixo OX
que passa por P.

Seja t a medida (em radianos) do angulo do semi-eixo positivo OX
para a semi-reta OP,. Da Trigonometria, temos P, = (z1,y1) = (b,btgt).

Note que as segundas coordenadas de P e P, sao iguais. Dai con-
cluimos que y = y; = btgt. Ou seja, P = (z,y) = (x,y1) = (z,btgt).

Para obter a coordenada x do ponto P, seja P, 0 ponto de intersecao
da semi-reta OP, com a reta s,. Da Trigonometria, temos |OP,| = asect.

Note que o circulo de centro na origem e raio |OF,|, intersecta o
semi-eixo positivo OX num ponto Py = (z0,0), com zy = |OPs| = |asect|.

Como ¢ € um arco do primeiro quadrante, asect € um nimero posi-
tivo. Logo: xg = asect.

Afirmamos que = = z, isto &,

P=(z,y) = (z,btgt) = (xo,btgt) = (asect,btgt).

Para verificar a afirmativa, basta mostrar que o ponto de coordena-

das (asect,btgt) satisfaz a equagao cartesiana da hipérbole H:

t)?  (btgt)?
(ase;:) ! ;;2) =sec’t —tg?t=1.
a

btgt >0, para 5 <t <m,
asect <0 e

3
btgt <0, para m <t < <.

YA
= S YA T o
I te(%,3r te(=35,%
s s S ( 313 ) ( 2 2)
Na Figura 206 designamos o $: ‘|a seiL‘ i
por H4 o ramo da hipérbole y
H que intersecta 0 semi-eixo te(=5,0) T Q o
positivo OX, e por H_ 0 o ¢ b * [P X
ramo de H que intersecta o -af -p O bl lz x
semi-eixo negativo OX. Com P, P =(z,y) \
isso, a hipérbole completa é: Y| Pi=(21,51) H_ ., UH H+
H:H+UH_. yzgl P2 / - + ] \
=btgt
= H | |
Fig. 205: Ramo de H no quarto quadrante. Fig. 206: Hipérbole H completa.

Finalmente, observe que, conforme t percorre todos os valores do
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intervalo [0, 7), 0 ponto P percorre todos os pontos da hipérbole que estao
no primeiro quadrante, como vemos na Figura 204.

Para obter os pontos do quarto quadrante, fazemos a mesma construcao,
variando ¢ no intervalo (-7, 0]. Neste caso, o ponto P = (z,y) da hipérbole
tem a sua segunda coordenada negativa coincidindo com btgt, que €
também um numero negativo. Veja a Figura 205.

Para obter o ramo da hipérbole que intersecta o semi-eixo negativo
OX, repetimos a construgao, variando ¢ no intervalo (3,2r). Neste caso,
temos:

Com essa analise, chegamos as seguintes equacdes paramétricas

da hipérbole H : & — 4 =1:

Tr =asect
H : , te(—
y=>btgt

(V]

) U (

(V]

o1y

Quando ¢ varia no intervalo (-7, 7), obtemos o ramo da hipérbole
‘H que intersecta o semi-eixo positivo OX, e quando ¢ varia no intervalo
(Z,2r), obtemos o ramo de 'H que intersecta o semi-eixo negativo OX.

Observacao.

Podemos determinar equacgdes paramétricas de cada ramo da hipérbole
isoladamente, fazendo variar ¢ num mesmo intervalo. De fato, ja sabemos
que as equagoes paramétricas:

r =asect
HJr: 7t€(_g7
y=nbtgt

ol

),

descrevem as coordenadas dos pontos do ramo H, de H, que intersecta
0 semi-eixo positivo O X.

Também, como ¢ € (Z,%) se, e somente se, t — 7 € (—3,%), e:

S

asect = —asec(t —m) € atgt=atg(t—m),

vemos que as coordenadas dos pontos do ramo H_ de H, que intersecta
0 semi-eixo negativo OX, sdo dadas pelas equacoes paramétricas:

| MODULO 1 -
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Funcoées hiperbdlicas.

As fungdes hiperbdlicas sao
definidas a partir da fungao
exponencial:

Cosseno hiperbdlico:

cosht = 1(ef +e7?)

Seno hiperbdlico:

senht = 2 (et —e™t)

e descrevem as coordenadas
x e y, respectivamente, dos
pontos da hipérbole

2?2 —y? = 1, de maneira
similar as fungdes cost e sen t
que descrevem as
coordenadas z € vy,
respectivamente, dos pontos
do circulo 2 + y2 = 1.

Em particular, vale a relagao:

cosh?t —senh?t =1.

CEDERJ

r = —asect o
H-_: ,te(=3,3)
y=>btgt

Portanto, H € descrita completamente pelas equagdes paramétricas:

T = asect o T = —asect o
H+: 7t€<7§,§>7 H_: 7t€(7§7§)
y=>btgt y="btgt
Observacao.

Podemos obter outras equagbes paramétricas para a hipérbole H,
utilizando as fungées hiperbdlicas. Para isso, consideremos as equagdes
parameétricas:

x = acosht T = —acosht
(1) ,teR e (2 . teR.

y = bsenht y = bsenht

Substituindo as equacdes de (1) na equacao cartesiana de H:

ht)?  (bsenht)?
(acosz S _{ Se; ) — cosh?t —senh®t = 1.
a

o YA
O mesmo ocorre ao se substituir

as equacoes de (2) na equagao carte- s
siana de H. 1 .@./1___-___17

Além disso, variando ¢ em R, ve- i i -
mos que = = 4acosht > a percorre z2-af [-b O o\ z x
todos os valores em (—oo, a] U [a, +00),

r1=acosht
xro=—acosht
y1=yz=bsenht

enquanto que y = bsenht percorre to-
dos os valores reais.

Portanto, (1) sdo equacoes para-
meétricas para o ramo H, de H que in-

Fig. 207: Hipérbole H = H4+ U H—

tersecta o semi-eixo positivo OX e, (2) sdo equagdes paramétricas para
o outro ramo H_ de H.
[ll. Parabolas

As equacles cartesianas candnicas das parabolas se caracterizam
por apresentar uma das variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar
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essa variavel como dependente da variavel do segundo grau. Assim, es-
colhemos o parametro ¢ igual a variavel independente (do segundo grau)
da equacao cartesiana, percorrendo todos os valores reais.

Assim, na parabola P de equacao
cartesiana (z — a)? = k(y — b) (Figura
208), escrevemos y = +(z — a)? + b.
Portanto, escolhendo a variavel inde-
pendente x como sendo o parametro
t, a variavel dependente y se expressa

como y = 7 (t —a)® +b. Fig. 208: P : (z — a)? = k(y — b).

Portanto, P tem por equacgdes paramétricas:

r=t
P ,teR

1
Yy = E(t—a,)Qer

Observacao.

O procedimento utilizado para obter equagdes paramétricas das parabolas
se aplica para obter equacgdes paramétricas de partes de elipses e hipérboles.

Exemplo 94 Determinar equagées paramétricas da elipse

IQ yQ

Solucao: Colocando em evidéncia a variavel y, obtemos:

y? z? x? b? b
b—2:1—¥:>y2:b2(1—g):>y::l: g(aQ—xQ)iy::ta\/(aZ—:ﬁ).

Note que a expressao que aparece no radicando, no lado direito da dltima
igualdade, esta definida somente para os valores de z, tais que a®>—x? > 0,
ou seja, —a < x < a.

Para cada escolha de sinal na expressao de y, descrevemos uma parte
da elipse £. Logo, suas equacgbes paramétricas sao:

r=1 r=1
El: ,t € (—a,al, & : ,t€|—a,a),
] {@FZ o tE (ad {yZ—Z —

onde £, é a semi-elipse contida no semiplano superior incluindo o veértice
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Vi = (a,0) e excluindo o vértice V, = (—a,0). Analogamente, £_ é a
semi-elipse contida no semiplano inferior, incluindo o vértice V, = (—a,0)
e excluindo o vértice V; = (a,0). Veja as Figuras 209, 210 e 211.

b T=t b

o P=(@y) y=-tVaZ-% /ﬂ
“H | t € [—a,a)
Va 3 Vlr —a a —a a
—a 0 T a X Vy [9) | Vi X Vy [9) Wox
ap tb j \‘/
g S~ — P=(20) G

Z(—a,a] b =@y b

Fig. 209: Semi-elipse £ . Fig. 210: Semi-elipse £_ . Fig. 211: Elipse E =&, UE_ .

Resumo

Nesta aula vimos como obter as expressoes de equacoes paramétricas
das conicas, usando relagoes trigonométricas basicas e observando as
condi¢des que um ponto deve satisfazer para pertencer a uma dada curva.
Na Aula 13 vamos obter e analisar as equagdes paramétricas de outras
curvas planas interessantes que nao sao conicas.

Exercicios

. x=1+2sect
1. Verifique que , —

y=3+3tgt

NIE

<t < 3, sao equagoes pa-

12 Y
ramétricas de um ramo da hipérbole (@ 41) _ W 93) = 1.

2. Seja a hipérbole de equacao z2 — % = 1. Dé as equagdes pa-

ramétricas do ramo desta hipérbole que intersecta o semi-eixo posi-
tivo OX. Como sdo as equacdes paramétricas desse ramo, expres-
sando uma variavel em fungao da outra?

2
3. Determine equacgdes paramétricas para a hipérbole H : yz —— =1,

fazendo y =t (veja o Exemplo 94).

4. Determine a equacgao cartesiana da elipse:

CEDERJ |
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10.

r =1+ cost
,teR.

y=2sent

Sejam a e b nUmeros reais positivos. Verifique que o lugar geométrico
cujas equacgdes paramétricas sao:
T =atgt
H: ,teR
y = bsect
€ uma hipérbole cujo eixo focal € o eixo y. Descreva a forma dessa
hipérbole nos casos a < be b < a.

Determine a equacao cartesiana da hipérbole:

r =2+ tant
,teR.

y =3+ 3sect

. Determine equagdes paramétricas para a hipérbole H : zy = 1 fa-

zendo uma das variaveis igual ao parametro.

Verifique que = = t3 e y = t5—4#3, t € R, sdo equagdes paramétricas
de uma parabola. Dé a equacao cartesiana dessa parabola.

x = cosht+senht _ ~
.t € R, sdo equagles pa-
y = cosht —senht

Verifigue que H :
ramétricas de um ramo da hipérbole xy = 1.

x = 2(cost + sent) 5 .
.t € R, sdo equagdes pa-
y = 3(cost — sent)

Verifique que & :

ramétricas de uma elipse. Dé a equacao cartesiana dessa elipse.

Auto-avaliagao

Se vocé resolveu os Exercicios de 1 a 6, aprendeu a verificar se um

par de equacgoes sao equacoes paramétricas de uma dada curva. Ao re-

solver os Exercicios de 7 a 10, voceé fixou as técnicas para obter equacoes

paramétricas das cOnicas em relagdo a uma variavel. Caso nado tenha

conseguido resolver algum exercicio, releia a aula e procure orientacao

com os tutores.
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Apéndice: Parametrizacoes de curvas planas

Objetivo

e Obter equacdes paramétricas de curvas planas importantes.

Neste apéndice, vamos estudar algumas curvas planas que tém sido

historicamente muito importantes no desenvolvimento da Matematica. A

historia envolvida por tras das descobertas dessas curvas € muito interes-

sante, recomendamos que vocé mesmo faga uma busca nas paginas:

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves

http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir

para saber sobre outras curvas que, para nao estender demais a aula,

deixaremos de considerar.
|. Catenérias.

A catenaria € a curva desenhada por uma
corda ou um cabo preso a dois postes, ou por
uma corrente quando suspensa pelas suas extre-
midades e sujeita apenas a forga devida a atragao
gravitacional, como mostra a Figura 213. Galileu
Galilei foi o primeiro a estudar a catenaria. No

Fig. 213: Corrente suspensa.

entanto, ele cometeu um engano ao pensar que essa curva fosse uma

parabola. Engano desvendado, em 1669, pelo matematico alemao Jo-

achim Jungius. No entanto, a equacao da curva da corrente suspensa

foi obtida por Wilhelm Leibniz, Christian Huygens e Johann Bernoulli, por

volta de 1690, em resposta ao desafio lancado por Jacob Bernoulli: en-

contrar a curva da corrente suspensa a qual Huygens chamou de ca-

tenaria, pela primeira vez, numa carta a Leibniz.

Definicao 30 (Catenaria) A catenaria é o gréfico da fungdo cosseno

hiperbdlico cosh t = %(et +e "), ou seja, é o conjunto (Figura 212)

C = {(t,cosht) |t € R},

e suas equacgobes paramétricas sao:

|

x
Y

=1

JteR.
=cosht ’ <

MODULO 1 - AULA 13

Joachim Jungius
1587-1657, Alemanha
Estudou Metafisica na
Universidade de Rostock. Em
1609, foi nomeado professor

de Matematica em Giessen,
onde permaneceu até 1614.
Jungius voltou a lecionar

Matematica na Universidade

de Rostock entre 1624 e
1628. Em 1629, foi nomeado

professor de Ciéncia Natural
na Universidade de
Hamburgo, permanecendo até
1640. Jungius foi um dos
primeiros a utilizar expoentes
para representar as poténcias
e usou a Matematica para
modelar fendémenos das
Ciéncias Naturais. Em 1638,
escreveu também um belo
tratado sobre Légica: Logica
Hamburgensis. Veja:
http://wuw-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Jungius.
html

cosh tg

Fig. 212: Catenaria.
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Fig. 215: Braquistdcrona.

Uma bola metalica é solta na
canaleta cicloidal e outra na
canaleta inclinada, partindo

do mesmo ponto. A bola que

rola na canaleta cicloidal
atinge o ponto de intersegao
inferior em menos tempo que
a bola que rola na canaleta
inclinada. Veja:
galileo.imss.firenze.it/

museo/4/index.html

Apéndice: Parametrizacdes de curvas planas

Johann Bernoulli
1667-1748
Basel, Suica

Estudou Medicina na
Universidade de Basel.
Aprendeu Matematica e
Fisica com seu irmao Jacob
que ja lecionava em Basel. Os
trabalhos de Leibniz sobre a
teoria do Célculo foram
rapidamente assimilados

pelos Bernoulli e utilizados
nas suas préprias pesquisas.
Johann resolveu o desafio
langado por Jacob sobre a
curva da corrente suspensa
(catenaria), langou e resolveu
o problema da braquistécrona.
www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/

Mathematicians/
Bernoulli_Johann.html

CEDERJ

Na Figura 212, vocé pode ver como as
fungdes ¢ — Le' e t — 1e7f acompanham o
grafico da catenaria de forma assintoética.

Observe também que qualquer mudanca

de escala da catenaria, continua a ser uma

=Y

catenaria. Isto €, dado um namero real « fixo,
nao-nulo, o gréafico da fungédo f(t) = a f(%),

Fig. 214: Catenarias: escalas 1, 2 e 4.

continua a ser a catenaria. Na Figura 214, mostramos o grafico desse tipo
de fungdes com a = 1, 2, 4. Preste atencao na mudanca de escala.

[I. Cicloides e trocoides.

Definicao 31 Sejam C um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto
de C. Denominamos cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola
sobre a reta s, sem deslizar.

Na primeira década do século XVII, Galileu Galilei escreveu uma

carta a Guidobaldo del Monte, onde se detalha um procedimento geométrico-

analitico para mostrar que a cicldide € uma curva braquistocrona. Isto sig-
nifica que o arco de cicldide entre dois pontos dados € a trajetdria da des-
cida mais rapida que um corpo deve seguir de um ponto a outro, quando
sujeito apenas a acao gravitacional. No entanto, a demonstragao de Gali-
leu nao era correta. Em junho de 1696, Johann Bernoullilangou o desafio
do problema da braquistécrona. Em 1697, foram dadas cinco solugdes,
dentre as quais uma do proprio Johann Bernoulli, outra do seu irmao mais
velho Jacob Bernoulli e outra de Wilhelm Gottfried Leibniz.

Para obtermos as equacoes parameétri- 2Yr“
cas da cicloide, admitamos que: Ci Ca
earetaséoeixo OX; 3 Lo
e 0 circulo C inicia 0 movimento estando com g L/ W
centro no ponto (0, ) 5 é —

e 0 ponto P coincide com a origem do SiS-  Fig. 216: Desenvolvimento da cicléide.

tema de coordenadas no inicio do movimento.

Tracemos dois circulos Cy, representando C em sua posi¢ao inicial,
e C,, representando C apds ter rolado alguns instantes.
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Veja, na Figura 216, a designacao dos seguintes elementos:
e sejam O; e O, os centros de C; e C,, respectivamente;
e P = (z,y) o ponto da cicléide em Cs;
e A 0 ponto em que C, toca o eixo OX;
e () = (z,0)eT = (0,y) as projegdes ortogonais de P sobre OX e OY,
respectivamente;

e M e N as projecoes ortogonais de P sobre 0,0, e O5A.

o t a medida do angulo A0, P, tomada em radianos.

Note que o segmento O A tem 0 mesmo comprimento que o arco de
A a P, sobre o circulo C, que consiste dos pontos que ja fizeram contato
com areta s.

Como ¢ é a medida de A0, P, o comprimento do arco de C, de A a
P que ja fez contato com s € rt. Logo, |OA| = rt.

Analisando o sinal de sent e cost nos intervalos [0, 2], [Z, ], [, 2]
e [%%, 27], vemos que as coordenadas z e y de P sdo determinadas por
meio das seguintes relacoes:
r=10Q| = |OA| — |QA| = |OA| — |OsM| = rt — rsent,

y =|0T| =100;| — |TO:| =1 — |O3N| =r —rcost.

Obtemos, assim, as seguintes equacdes paramétricas da cicloide:

r=rt—rsent
, teR
Yy=1r—rcost

Veja como é feito o movimento na seqléncia de figuras abaixo.

YA YA

C Cs Cy Lc

CDE T
S\ y . =/ ) -
19) A X @) A X

Fig. 217: ¢t = 27 Fig. 218: ¢ = .

Y Yi

C1 Ca Cy C
(DY AN (D ~GN
SN i

0 A e 9 AP b4

Fig. 219: t = 37, Fig. 220: t = 27.

MODULO 1 - AULA 13

Observe que...

e parat = 0, o ponto P esta
na sua posicao inicial;

e para t = m, P dista 2r do
eixo OX;

e para t = 2, o circulo da um
giro completo e o ponto P
volta a tocar o eixo OX.
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\\Y/ Y \1/ o
o| A X

Fig. 221: Cicldide.
A cicloide pertence a uma classe mais ampla de curvas rolantes,
denominadas trocoides.

Definicao 32 Seja C um circulo de centro C e raio r, e seja s uma reta.
Consideremos uma semi-reta radial OB e um ponto P nessa semi-reta.

Uma trocoide é o lugar geomeétrico descrito pelo ponto P, quando C rola
sobre a reta s sem deslizar.

A trocoide € denominada:

e cicloide longa quando P ¢ exterior aC (isto é, R = d(P,C) > r),

e cicléide quando P pertence aC (isto €, R = d(P,C) =),

e cicloide curta quando P € interior aC (isto é, R = d(P,C) < r).

O procedimento para obter equagdes paramétricas dessas trés cur-
vas € analogo ao caso da cicldide, que analisamos anteriormente.

Acompanhe nas Figuras 222 e 223 a designagao dos seguintes ele-
mentos: assumimos que o circulo C tem centro C' = (0,r), raio r e rola
sobre a reta s = eixo OX; sejam C; e C, circulos de centros O; € O, re-
presentando C no inicio do movimento e apds transcorrido um instante ¢,
respectivamente; designamos por P = (x,y) o ponto rolante que descreve
a trocoide partindo da posigao (0, — R), no instante ¢t = 0; seja A o ponto
de contato do circulo C, com a reta s; sejam @ e T as projegoes de P
sobre os eixos OX e OY'; seja M a projecao de P sobre areta y = r que
contém os centros O; e O,, seja N a projecao de P sobre a reta O, A.

0 instante t

(0,7 — R)
Fig. 222: Cicloéide curta. Fig. 223: Cicloéide longa.
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Como no caso da cicloide, temos:
r=|0Q| = |OA| £ |QA| =rt £ |0, M|,
y = |OT| = |O0| £ [TO,| =1 £ |O;N|,

onde |0, M| = R|sent|, |OsN| = R|cost| e o sinal & escolhido segundo
a posicao de P em relacao a O,. Isto depende em qual dos intervalos
[0, 2], [2, 7], [r, %] ou [2X, 27] estd o valor ¢. Em qualquer caso, vocé pode
verificar que as curvas trocéides tém equacoes paramétricas:

r=rt— Rsent
,teR
y=1r— Rcost

sendo a trocoide uma cicldide curta, se R < r; uma cicléide, se R = r;
uma cicléide longa, se R > r.

(0,7 — R)

Fig. 224: Cicloide curta.

Nas Figuras 224 e 225, mostramos a
cicloide curta e a cicldide longa tracadas

em intervalos maiores. Na Figura 226, ve-
mos os trés tipos de trocoides.

Fig. 226: Trocoides.

[ll. Epicicloides e hipocicloides.

Definicao 33 (Epicicloide) Consideremos dois circulos, T e C, de raios
R e r, respectivamente,tais que:

e [' e C se tocam apenas em um ponto P, Para saber mais ...
Sobre a epicicléide e outras
e 0s pontos de C, diferentes de P, estao no exterior deT. curvas cicloidais, veja:

. T L, . http://www-history.mcs.
Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P st-andrews. ac. uk/history/

quando C rola sobre I", sem deslizar. Curves/Epicycloid.html
http://xahlee.org/

icicli imil . di SpecialPlaneCurves_dir/
As epicic Oides e outras curvas simi ares, que veremos malils a lante EpiHlypocycloid dir/

(as hipocicloides), foram muito estudadas por grandes matematicos da epiliypocicloid.html
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idade moderna como Desargues (1640), Huygens (1679), Leibniz, New-
ton (1686), de L'Hopital (1690), Jacob Bernoulli (1690), la Hire (1694),
Johann Bernoulli (1695), Daniel Bernoulli (1725), Euler (1745, 1781) e
pelo matematico e artista Direr (1525).

O estudo das curvas cicloidais esta relacionado a procura pela me-
Ihor forma e acoplamento de rodas dentadas.

Para obtermos as equacgdes paramétricas da epicicloide, admitamos
' com centro na origem, C com centro no ponto (R + r,0) € que a posicao
inicial de P seja P, = (R,0).

Nas Figuras 227 e 228, mostramos o circulo C apoés ter rolado alguns
instantes sobre o circulo T'.

Acompanhe, nessas mesmas figuras, a designacao dos seguintes
elementos: seja P = (x,y) 0 ponto da epicicloide que, estando inicial-
mente na posicao P, descreve o arco PP quando C rola um angulo de
medida 6 sobre I'; denotemos A o ponto de contato entre os circulos; O,
o centro de C; B e D, as projecoes de O, sobre os eixos OX e OY, res-
pectivamente; @ = (z,0) e T'= (0,y), as proje¢des de P sobre OX e OY;
M e N, as projecdes de P sobre as retas O,D e O,B e seja t 0 angulo

A0, P descrito pelo ponto P com respeito a semi-reta radial OO,.
YA

— T YA

Fig. 227: P descreve uma epiciclide. Fig. 228: P continuando o movimento.

O nosso problema consiste em descrever as coordenadas do ponto
P em termos de um parametro.

Nas figuras acima, vemos que as posi¢oes entre () e B variam de
acordo com a posicao do ponto P. Isto é, de acordo com a medida ¢ do
angulo AO,P.

No caso em que () esta entre O e B, temos:

CEDERJ m
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z=10Q| = [0B| = |@B| = |0B| - [0, M|,

(59)
y =|OT| = |OD| - |TD| = |OD| — |O5N|.

Note que, enquanto C rola sobre I', seu centro descreve um circulo
centrado em O e de raio R + r. Sendo # a medida do angulo do semi-
eixo OX positivo para a semi-reta OO, (medido no sentido anti-horario),
obtemos:

|OB| = (R + r)cosf e |OD| = (R + r)send. (60)

Sendo ¢ a medida do angulo de O, A para O, P, vemos que:
NOyP =00;,B — A0, P = (2 —60) —t =T — (0 +1).

Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:

O M| = rsen(@) =rsen(y — (0 +1)) =rcos(d +1), 61)
|OaN| = rcos(]@) =rcos(y — (0 +1)) =rsen(d +1).

Substituindo as identidades (60) e (61) em (59), obtemos:

x=(R+r)cosf —rcos(d +1), 62)
y=(R+r)senf —rsen(f +1t).
Mas ainda resta uma complicagao: as expressoes das coordenadas
x e y estdo dadas em fungao de duas variaveis 6 e t. Vamos resolver isto.
Note que o comprimento do arco de A a P, do circulo C, € igual ao
comprimento do arco de P, a A, do circulo I' (lembre que C rola sobre I).
Como a medida do primeiro arco € rt € a medida do segundo € R6, entao
rt = RO, de onde, t = £,

Assim, substituindo t = RTG em (62), obtemos as seguintes equacgoes
paramétricas da epicicloide, apenas em funcao do parametro 6:

z=(R+r)cost —rcos( + £2) = (R+r)cosf — rcos((£)0)

r

y=(R+r)send —rsen(f + &) = (R +r)send — rsen((£2)6).

T

(63)

Resta verificar o caso em que B esta entre O e @ (Figura 228).
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A Cardioide ...
E a epicicldide com r = R:

x = 2rcos @ — r cos(26)
y = 2rsenf — rsen(26)

O nome cardidide foi dado em
1741 por Johann de Castillon
(1704-1791) e significa forma
de coragao. Mas, em 1708, o
matematico francés Phillippe

de La Hire (1640-1718)
calculou o seu comprimento.

C Y]

o¥!

A

=S
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=y

P
r\\()l

Fig. 229: » = R: Carditide .

O conjunto de Mandelbrot
Em 1979 o matematico
polonés Benoit Mandelbrot
(1924-x) analisou a dinamica
das iteragoes de funcdes da
forma f.(z) = 22 + ¢, onde
z € Cece Céconstante,
estudadas por Gaston Julia
(1918). Usando o
computador, Mandelbrot
determinou o conjunto M
formado pelos valores de ¢,
para os quais certo conjunto
limitado associado ao
polinémio f. (denominado
conjunto de Julia) consiste de
uma forma conexa no plano
complexo. Eis o conjunto M,
de Mandelbrot:

Fig. 230: Cardi6éide no con-
junto de Mandelbrot.

CEDERJ

No triangulo N PO,, (Figura 228), temos NO,P = t — (T — ) =
(0 +1t) — 5. Logo:
(O M| = rsen((0 +1t) — 5) = —rcos(f + 1),
|OaN| = rcos((0+1t) — 5) = rsen( +1).
Sendo que:
z=|0Q| = |0B| +|QB| = |0B| + |0:M],
y =|0T| = [OD| = |TD| = |OD| — |OzNY,
obtemos as mesmas equacoes paramétricas do caso anterior.

Assim, vocé ja tem elementos suficientes para verificar que, quando
C rola sobre I', as coordenadas do ponto P satisfazem as equacdes (63),
independentemente da posicao de P.

Conclusao: as equagoes paramétricas da epicicldide sao:

x = (R+7)cos® — rcos((£2)0)
' , teR
y = (R+r)send — rsen((£)0)

Observe que, quando C percorre um arco de I de comprimento igual
a 27r, 0 ponto P volta a tocar I'.

Portanto, se £ = n, onde n € N, entdo o ponto P toca I' n vezes e a
n-ésima vez coincide com sua posigao inicial.

Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I" contém n
vezes o comprimento de C: 2rR = 27(nr) = n(27r) .

Nas seguintes figuras, mostramos varias epicicléides, indicando os
valores de r e R, assim como suas equacoes parameétricas.

YA A
Yi
P s
A
T 0
a .
o Py X Py X
Fig.231:r =1, R= 2. Fig.232:r =2, R=1%. Fig.233: 7 =5, R =8§.
z =2cosf — %cos(49) x =2cosf — %COS(39) x = 13cosf — 5005(%0)
y=2senf — %sen(49) y=2senf — %sen(39) y=13sen6 — 5sen(%0)
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\ Yi
L
L
4 0
5 X 4
¢ P

Fig. 236:r =3, R = 2.

Fig.234:r =2, R=1. Fig. 235: r = /2, R=2.

x:3cos€—2005(%9) $=(2+\/§)6059—\/§cos(2f/\§/§9) x=50059—3cos(%6)
y:3sen97256n(%9) y:(2+\/§)sen97\/§sen(2?\2@9) y=5sen073sen(%9)

Outra classe de curvas rolantes analoga a epicicléide é a seguinte.

Definicao 34 (Hipocicldide) Consideremos dois circulosT, C de raios
R e r, respectivamente, tais que:

oer < R,

e I' e C se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de C, diferentes de P, estao no interior de I'.

Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando
C rola sobre ', sem deslizar.

Para obtermos as equagdes paramétricas da hipocicloide admita-
mos I' com centro na origem, C iniciando o movimento com centro no
ponto (R — r,0) e P com posicao inicial P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (z,y) em termos de
um parametro, quando C rola sobre I" sem deslizar.

Fig. 238: P continuando o movimento.

Fig. 237: P descrevendo uma hipocicldide.

Acompanhe, nas Figuras 237 e 238, a designacao dos seguintes
elementos: A € o ponto de C que toca I'; O, o0 centro de C; B e D as
projegoes de O, sobre os eixos OX e OY; Q = (z,0) e T = (0,y) as

MODULO 1 - AULA 13

Para saber mais ...

Outras curvas rolantes sao as
epitrocoides e as
hipotrocoides, essas curvas
sao construidas da mesma
forma que as epicicldides e as
hipocicl6ides, quando o ponto
que descreve a curva esta no
interior (ou exterior) do circulo
que rola dentro ou fora do
circulo fixo. Veja:
http://xahlee.org/
SpecialPlaneCurves_dir/

specialPlaneCurves.html
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A astroide ...

Também chamada
tetracuspide, cubocicléide ou
paraciclo, na literatura antiga,
foi estudada por Johann
Bernoulliem 1691,
aparecendo também em

cartas de Gottfried Leibniz de
1715. A astroide é a
hipocicldide obtida quando

_R =
r = 7. Suas equagbes

paramétricas sao:

x = 3rcos 6 + r cos(30)
y = 3rsend — rsen(30)

e seu lugar geométrico é:

Yl

Fig. 239" Astroide.

Hipocicloide degenerada...
O segmento que liga (R, 0)
com (—R,0) é também uma
hipocicléide. De fato, a

R

hipocicléide, tal que, r = 3,

tem equagOes paramétricas:

x = 2rcosf
y=0

e o seu lugar geométrico é:

Yl

o P X
r
Fig. 240: r = &.

CEDERJ
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|
projecoes de P sobre OX e OY; M e N as projegoes de P sobre O,D e
O, B, respectivamente.

Com essas notacodes, considerando o caso em que B esta entre O
e Q, mostrado na Figura 237, temos:

z=[0Q| = [0B| +|@B| = |0OB| + [0:M],

(64)
y =|0T| = |OD| - [TD| = [OD[ — |O2N|.

Sendo que o centro de C descreve um circulo de raio R—r, obtemos:
|OB| = (R —1)cosf e |OD| = (R — r)send.
Denotando ¢ a medida do angulo de O, A para O, P, temos:
OOP—r—t e OOP-NOP—2-0.
Logo,
NOP = —Z40+00,P=—Z+0+(m—t)=(0—1)+7%.
Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:
|0, M| = rsen(]@) =rsen((f —t) + 5) =rcos(f —t) =rcos(t —0),
|OaN| = rcos(NOoP) =rcos((0 —t) + 5) = —rsen() —t) = rsen(t —0).
Substituindo essas identidades nas relacdes (64) e usando o fato de
quet = RT" , obtemos as seguintes equacoes paramétricas da hipocicloide:

(R — 1) cosf + rcos((£)0)
! ,teR
(R —r)sen® — rsen((~*)0)

T

ny]

Y

Procure verificar que as mesmas equacoes paramétricas sao obti-

das quando P esta em outras posicdes com respeito ao centro O, .
Y

Y Yl
r p \
o C
) s ¢ 1 A
[0) X 0] X O

Fig.242:r = 2, R=3.

Fig.241:r = 3, R=3. Fig. 243: Deltoide: r =1, R = 3

7 7

= 18 sen b — 2 sen(66)

{:): = 18 cos g — 2 cos(66)
-7

{x = % cos — % cos(40) {:p = 2cosf — cos(20)

=12g5enp — % sen(46) y = 2sen 6 — sen(20)

7 5
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Y Y
A
r
I
»» 0
4 !
o X 0 X
P, C
/1

Fig.244:r =2, R=3. Fig.245:r:f—‘1*,R:3. Fig. 246:r = 2%, R = 3.
T = gcosﬁ — %cos(%@) T = %COSG — % cos(%&) T = %cos@ — 2?7’ cos(%@)
y= gsenﬁ - %sen(%@) y= % senf — % sen(%@) = 15g2" sen 6§ — 2?" sen(%@)

IV. A bruxa de Agnesi.

Como na histéria da Matematica nunca existiram bruxas, comegamos
por esclarecer o nome dado a esta curva. Estudada por Pierre de Fermat
em 1703, sua construcdo geométrica foi detalhada apenas em 1718, pelo
matematico italianoGrandi, que dera o nome de versoria, cujo significado,
em latim, é corda que vira a vela (vela de barco) e traduzira também o
nome para o italiano em versiera (que significa virar).

Em meados do século XVIII, a matematica italiana Maria Agnesi pu-
blicou o livro Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana, que con-
sistia de muitos exemplos analisando cuidadosamente as propriedades
das curvas planas. Uma das curvas estudadas no livro foi /a versiera,
nomeada corretamente por Agnesi. Posteriormente, o livro de Agnesi foi
traduzido para o inglés por John Colson, por volta de 1760, contendo um
grave erro. Em vez de traduzir la versiera em a curva, traduziu l'aversiera,
que significa a bruxa. Pior ainda, o erro do inglés Colson foi mantido até
nossos dias.

Definicao 35 (A bruxa de Agnesi) Seja C um circulo de raio r tan-
gente a duas retas paralelas s, e s,. Sejam O e A os pontos de tangéncia
de C com s; e sy, respectivamente. Do ponto O tracemos uma semi-reta
em dire¢cao a reta s,. Denotemos R e () os pontos de intersecdo desta
semi-reta com o C e sy, respectivamente. Tracemos o segmento Q) D, per-
pendicular a s, e a reta s paralela a s; passando por R (veja a Figura
247).

Seja P o ponto de interse¢ao da reta s com o segmento QD.

MODULO 1 - AULA 13
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Maria Gaétana Agnesi

1718 - 1799

Milan, Italia
Considerada um dos grandes
talentos matematicos do
século XVIII, publicou
diversos tratados sobre
Filosofia. Autodidata, estudou
Teologia e Matematica,
concentrando seus esforgos
nos trabalhos de LHépital e
Newton. Com ajuda do monge
Ramiro Rampielli, aprendeu
as sutilezas do Calculo.
O seu trabalho mais
conhecido foi o tratado
Instituzioni analitiche ad uso
della gioventu italiana que, em
dois volumes, nao continha
pesquisa matematica original,
mas sim uma detalhada
explicagao da teoria das
curvas planas mediante
exemplos, sendo um deles, a

curva conhecida como bruxa
de Agnesi, por causa de um

erro de traducéo do inglés
John Colson por volta de
1760. Veja:
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Agnesi.
html
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Os pontos P assim obtidos, tragando todas as semi-retas que partem de
O e intersectam C, descrevem a curva denominada bruxa de Agnesi.

Para obtermos as equacgoes pa- "
ramétricas da bruxa de Agnesi, ad- ~“2¥4=2" A4 &
mitamos que s; seja 0 eixo OX, s, : / P=(z,y)
y = 2r, O seja a origem do sistema
de coordenadas e A = (0,2r) (Fi- 7
gura 247).
De novo, 0 nosso problema con- 5t : -
siste em determinar as coordenadas o D X
dos pontos P = (z,y) da bruxa de Fig. 247: Construcéo da bruxa de Agnesi.
Agnesi em fungao de apenas um parametro.
Se B é a projecao de R sobre o eixo OX, entao:
x = |0D| e y=|RB]. (65)
Denotando ¢ a medida do angulo ﬁO\Q obtemos:
|OD| = |0Q)| cost e |RB| = |OR|sent. (66)

Note que os triangulos ORA (inscrito em um semicirculo de C) e ODQ sao
retangulos. No primeiro, ORA é o angulo reto, a medida de OAR & t e,
portanto, |OR| = 2r sent. No tridangulo ODQ, temos |QD| = 2r. Logo,
|OQ|sent = 2r, 0 qual implica: |0Q| = =

sent”

Substituindo essas relagdes em (66), obtemos:

2rcost

|OD| = = 2r cotgt e |RB| = 2rsen®t. (67)

sent

Substituindo as identidades (67) nas identidades (65), obtemos as
equacgoes paramétricas da bruxa de Agnesi:

r =2r cotgt
- te (=3,
y =271 sen’t

ol
ol
S~—

e tragcamos o seu lugar geométrico:
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Fig. 248: Bruxa de Agnesi.

Resumo

Neste apéndice vimos como obter as equacdes paramétricas de
varias curvas planas, usando relagdes trigonométricas basicas e obser-
vando as condi¢goes que um ponto deve satisfazer para pertencer a uma
curva dada.

Exercicios

1. Verifiqgue que z = 1 + 2sect e y = 3 + 3tgt, —5 <t < 5 s@o equagoes

paramétricas de um ramo da hipérbole @ — @ =1.

2. Verifique que v = t3 e y = t5 — 4¢3, t € R séo equagdes paramétricas
de uma parabola. Dé a equagao cartesiana dessa parabola.

3. Verifique que x = cosht + senht € y = cosht — senht, t € R sao
equagoes paramétricas de um ramo da hipérbole zy = 1.

4 . Verifique que = = 2(cost + sent) e y = 3(cost — sent), t € R s@o
equacdes paramétricas de uma elipse. Dé a equacao cartesiana
dessa elipse.

5. Seja a hipérbole de equacgdo z? — % = 1. Dé as equagdes pa-
rameétricas do ramo desta hipérbole que intersecta o semi-eixo posi-
tivo OX. Como sao as equagdes paramétricas desse ramo, expres-
sando uma variavel em fungao da outra?

6 . Dé as equacdes paramétricas da cicloide descrita pelo ponto P =
(0,0) pertencente ao circulo de equagao x> + (y — 2)? = 4, quando
este rola sobre 0 eixo O X.
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7 . Dé as equacdes paramétricas da cicloide estreita descrita pelo ponto
P = (0,3) pertencente ao circulo de equagdo 2? + (y — 5)? = 25,
quando este rola sobre o eixo OX.

8 . Dé as equacgdes paramétricas da cicloide larga descrita pelo ponto
P = (0,—1) pertencente ao circulo de equagéo z? + (y — 3)? = 9,
quando este rola sobre o eixo OX.

9. Seja S a cicldide larga descrita pelo ponto P = (0, —2) pertencente
ao circulo de equagéo z* + (y — 5)* = 25, quando este rola sobre
o eixo OX. Verifique que S esta contida na faixa do plano entre as
retasc=-2ex="1.

10 . Dé as equagdes paramétricas da hipocicléide descrita pelo ponto
P = (6,0) pertencente ao circulo de equagdo (z — 7)? + y* = 1,
guando este rola sobre circulo de equagao 22 + y* = 36.

11 . Esboce o grafico de uma hipocicloide emque R=4er = 2.

12 . Que tipo de curva é descrita pelos centros do circulo (z—4)%+y? = 16
quando rolamos esta circulo sobre o eixo OY? Dé a equacao dessa
curva.

13. Considere o circulo C : 2 = (y—3)? = 9 e a curva obtida da seguinte
forma: da origem, tracamos uma semi-reta u que intersecta C em
um ponto R e intersecta a reta y = 4 num ponto ). Seja QD a
perpendicular ao eixo OX. Trace a reta s paralela a OX que passa
por R. A reta s intersecta em um ponto P = (z,y).

Dé as equacoes paramétricas dos pontos P, assim obtidos ao tracarmos
a familia das semi-retas com as mesmas propriedades da reta w.

Sugestao para o Exercicio

. 14. 14 . O que vocé pode afirmar sobre uma epicicléide ou uma hipocicléide
Reveja a curva desenhada na
Figura 245 e compare com a quando a razao entre os raios dos circulos considerados é:
curva da Figura 246. Tente
decifrar se elas sdo fechadas a. um numero racional.

ou nao. ) )
b. um nUmero iracional.
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Auto-avaliacao

Se vocé resolveu os Exercicios de 1 a 4, aprendeu a identificar as
equagoes paramétricas de uma curva dada. Ao resolver os Exercicios de
5 a 12, vocé fixou a forma de obter equagdes paramétricas de algumas
curvas e a andlise da forma da curva em relagdo a variagao do parametro.
Se resolveu o Exercicio 13, vocé aprendeu como obter as equacoes pa-
ramétricas de uma curva a partir das condigées dadas. Se vocé teve
dificuldades na resolugao de algum exercicio, procure orientagao!
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