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PREFACIO

A idéia de se escrever este livio ocorreu por volta do ano de 1972, A proposta era a de
obter um texto de Geometria Analitica adequado aos estudantes dos cursos de Matemdtica,
Fisica e Engenharia, recém-ingressados na Universidade, isto é, cuja leitura pressupusesse
apenas conhecimentos basicos de Algebra e Geometria Elementar, a nivel colegial.

De maneira intuitiva e geométrica ifitroduzimos a reta real no Cap. 1. Em linguagem
vetorial, apresentamos a Geometria Analftica no plano nos Caps. 2 e 3, e no espago, nos Caps.
4 ¢ 5. No plano, iniciamos com sistemas de coordenadas e conchiimos com conicas. Além das
aplicages geométricas, damos virias aplicacdes 4 Fisica, especialmente as relacionadas com
movimento de particula e resultantes de forgas. Para o estudante que esteja cursando Célculo
Diferencial, indicamos também as solugOes com o emprego de derivadas, para o cdlculo de
velocidade e de tangentes. Na obtengdo das formas canénicas das conicas utilizamos rotagio
e translagio de eixos. No espago tridimensional (Caps. 4 e 5) estudamos a reta, o plano e as
superficies quddricas na forma canénica. No Cap. 6, introduzimos a Geometria Analitica no
plano complexo. As virias formas de equagSes de curvas (cartesianas, paramétricas, complexas
e polares) s30 aqui reunidas, para destacar as vantagens de umas ou de outras, conforme a curva
que se esteja estudando. No Cap. 7 apresentamos o espago de dimensdo quatro. Este capitulo
faz sentir a necessidade de uma teoria mais s6lida para o estudo de espagos de dimensBes su-
periores e serve como uma transi¢do natural para um curso de Algebra Linear. Alids, frizamos
que ao introduzir o Cdlculo Vetorial neste livio o fizemos com o propésito de enriquecer as
téenicas usadas em Geometria Analitica, sem preocupagdes diretas com a Algebra Linear. Final-
mente, 0 Cap. 8, além de sugestdes e respostas, contém comentdrios das questSes proposias.

Em nenhum momento tivemos a pretensdc de esgotar o assunto. Pelo contrério, propo-
sitadamente, procuramos nos restringir as idéias fundamentais e evitar excessos de nomenclatura
que poderiam desviar a atencdo dos alunos. Acreditamos, assim, que todo o conteado do livro
pode ser abordado num curso semestral de quatro aulas semanais.

Por fim, ndo poderfamos deixar de agradecer a todos os colegas e estudantes que direta
ou, indiretamente contribuiram para a elaboragdo deste livro. Antecipadamente, agradecemos
também aqueles que nos enviarem criticas construtivas.

Goidnia, novembro de 1983

Os autores.
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A RETA

1.1 NOMEROS INTEIROS [ ]

Os nimeros
0,1,2,3,...

s50 chamados nimeros naturais. O simbolo N serd usado para denatar o conjunto dos nimeros
naturais. Com o simbole Z indicaremos o conjunto dos numeros inteiros, que s3o:

,—3,-2,-1,0,1,2,3,...

Os nimeros inteiros podern ser convenientemente representados por pontos de uma reta,
como mostra a Fig. 1.1.

Fig. 1.1

Nesta figura o ponto O, chamado origem, foi escolhido arbitrariamente. O segmento 04,
de comprimento arbitrério, foi tomado como unidade de comprimento e convencionamos re-
presentar os nlimeros positivos por pontos & direita de O e os nimeros negativos por pontos a
esquerda de O. Sempre que usarmos a Teta com esias caracteristicas, isto ¢, com uma origem,
uma unidade de comprimento e um sentido (todos arbitrérios) a indicaremos por R.

1.2 NUMEROS RACIONAIS [ ]

Os niimeros que podem ser escritos na forma

?

q »
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onde p e g sdo inteires e § # 0, sdo chamados numeros racionais. Como

4 _ 3141 _1
4—1—,3,141————1000,0,33... 3
concluimos que 4, 3,141, 0,33 ... sdo todos nimeros racionais. Em particular, os nimeros

inteiros sio nimeros racionais.
Usando o sfmbolo Q para indicar o conjunto dos nimeros racionais, podemos escrever:

Q={x:x:%,p,qeleq¢0}.

Os numeros racionais também podem ser representados por pontos de uma reta. A seguir
representaremos na retaR da Fig. 1.2 o nimero racional r/q.

0 pjg A N R

Fig. 1.2

O processo consiste em tragar uma semi-reta qualquer, com origem em O, formando com
0A um angulo agudo, e nela marcar p e ¢, utilizando-se uma unidade de comprimento qual-
quer. Tragando-se pelo ponto correspondente a P uma reta paralela & reta determinada pelo
ponto A e o ponto correspondente a ¢, onde esta reta interceptar a reta R temos o ponto
correspondente ao nimero p/g. Se o nimero pfq for negativo, — p/q serd positivo e, usando o
processo anterior, podemos marcar sobre a reta R o niimero — p/q; tomando-se seu simétrico
em relagdio 4 origem O temos o ponto sobre R correspondente a p/q.

~3(5 A 35 9T R

Fig. 1.3

ARETA — 3

A Fig. 1.3 mostra os niimeros

w|w

representados por pontos na reta.

1.3 NUMEROS IRRACIONAIS | ]

O comprimento da diagonal de um quadrado, cujo lado mede uma unidade, € um nimero
que pode ser marcado na reta R, como mostra a Fig. 1.4. Pelo teorema de Pitdgoras, este
nimero é v/ 2. A seguir vamos mostrar que +/2 ndo é um niimero racional. A prova consiste
em supor que V2 seja racional e a partir dai obter uma contradigdo.

-1 0 12 2

Fig. 1.4

Se+/ 2 é racional, entdo existe uma fragdo p/q, com p ¢ q inteiros, tal que
p
v2=—,
q
sendo p e ¢ primos entre si. Temos, entao:
p? 2 2
2 i ou 2q°=p°.

Logo, p? é par ¢, portanto, P também é par (veja o exercicio 1.3). Conseqiientemente, podemos
escrever p = 2k sendo k inteiro. Temaos, entfo:

(2]&)2 =2g% ou q* = 2k%.

Assim, vemos que 47 também é par e, por conseguinte, ¢ é par. Resulta que p e ¢ sdo ambos
pares, o que contradiz a hipotese de que p e ¢ sao primos entre si. Esta contradi¢@o surgiu
por se supor \/5 racional. Logo, \/3 ndo é racional. Nimeros como este, ndo-racionais, sdo
chamados irracionais.

A partir do nimero irracional \/7 podemos construir uma infinidade de nimeros irra-
cionais. Com efeito, qualquer que seja o mimero inteiro 7, nZo-nulo, ny2 e~f2/n sio
niimeros irracionais, como facilmente podemos mostrar.
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Realmente, se para algum n, 7/ 2 ou /2 /n fosse racional deveriamos “er:

_P v2 _»p
n\/_i—q ou o= =

mas esta igualdade diz que+/ 2 é um niimero racional, o que é falso. Igualmente,

também ndo pode ser, pois terfamos

Assim, j4 dispomos de seqiigncias infinitas de nimeros irracionais, a saber:

e =W2 L -2, V2,22, W,
cea=N23, N2, =V2, V2, V21, V2,

Na primeira seqiiéncia figuram ndmeros irracionais arbitrariamente grandes, enquanto que
na segunda temos mimeros irracionais arbitrariamente pequenos.

Outros exemplos clissicos de nimeros irracionais sdo: o n da Geometria Elementar; o
mimero e, base dos logaritmos neperianos;ﬁ s L R \?/_2' etc. Em geral, se um nimero natural
ndo é um quadrado perfeito, suas raizes quadradas sdo nimeros irracionais. O mesmo argumen-
to, usado para mostrar que 74/ 2 § irracional, prova a seguinte afirmagéo:

O produto de um ndmero racional nfo-nulo por um irracional é um nimero irracional
(veja o Exerc. 1.4).

1.4 NUMEROS REAIS ]

O conjunto de todos os nimeros, racionais e irracionais, é chamado conjunto dos nime-

ros reais e indicado por R.
Vimos que a cada mimero racional podemos fazer corresponder um pontc sobre a reta.
Esta correspondéncia pode ser feita usando apenas a régua e o compasso, pelo processo des-
crito anteriormente, na Fig. 1.2. Vimos também como marcar um ponto na reta correspondente
a0 namero irracional v/ 2 . A Fig. 1.5 mostra como marcar na reta R o ponto correspondente 20
ntmero v/ 3 . Pontos sobre a reta R, correspondentes aos nimeros da seqiiéncia 2¢/2 ,3v/2 ,
llﬁ, ... ou da seqiiéneia V2 /2, V2 /3, v 2 /4, ..., podem facilmente ser marcados a
artir do ponto correspondente a v/ 2 . Todavia, ndo dispomos de uma construgio geométrica
que nos permita marcar sobre R pontos correspondentes aos niimeros irracionais e, 7 ¢ outros

ARETA - 5§

e nem de argumentos que nos possibilitem a provar que tais pontos existem. Isto se d4 porque,
a rigor; ndo definimos nimero irracional. A definicdo de nimero irracional, bem como sua
construgdo, em geral, é apresentada nos livros de Andlise Matematica. Para os propdsitos da

Geometria Analftica, ¢ suficiente o seguinte resultado:

A cada ponto da reta R corresponde um unice nimero (racional ou irracional),

que admitiremos como postulado. Os niimeros, cuja existéncia ¢ garantida por este postulado,
sio chamados ntimeros reas,

-2 -1 0 1 V2V3 2 3

Fig. 1.5

Para simplificagdo de linguagem, s vezes, nfo faremos distingdo entre nimero real e o
ponto que o representa na reta R, e designaremos o conjunto dos niimeros reais também por R.
Intuitivamente pensamos que a reta é “contfnua”, nao tem *“furos” ou “falta de pontos”. Esta
idéia levada para os ntimeros reais nos dd uma no¢io de como € o conjunto R dos nimeros
reais. Ela nos leva a indugir, de modo natural, uma relagdo de ordem no conjunto R dos nd-
meros reais, da seguinte maneira:

Fig. 1.6

Dizemos que ¢ um nimero menor que b se naretaR 4 estd 3 esquerda de 4. Indicamos
isto assim

a< b,

A notagdo ¢ < b significa que @ é um mimero que estd 2 esquerda de b ou é o proprio &. Utilj-

za-se também a notagdo b > significando o mesmo que 2 < b.

Vamos mostrar que tantos os niimeros racionais quantos os irracionais estdo “espalhados™
por toda a reta, no seguinte sentido:

19) entre dois nimeros reais distintos existem infinitos mimeros racionais bem como
infinitos ndmeros irracionais;

29) arbitrariamente préximo de um néimero irracional existe um nimero racional.

As afirmagBes acima estdo formalizadas nas proposigdes 1.1 e 1.2 seguintes.
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Proposi¢io 1.1 — Sejam a e b, a < b, numeros reais. Entre a e b existem infinitos nu-
meros irracionais bem como infinitos nizmeros racionais.

Prova. Conforme vimos anteriormente, existem nimeros irracionais arbitrariamente pe-
quenos. Seja, entdo, s >> 0 um nimero irracional, tal que

s<b-a.
Seja i o maior inteiro tal que
ns< 4.
Entdo, o mimero (n + 1} s satisfaz:
a< (mn+Ds<?d
pois, sendo » o maior inteiro tal que 715 < 2, segue-se que
a< (h+1)s
e também que

@+s=ns+s<at+(p-a)=b,

porque
ns<aes<b-—a.

Logo,
a< (n+1)s<b.

Portanto, o mimero irracional (# + 1)s (veja Exerc. 1.4b), estd entre @ e b. Fazendo-se
(n + 1) s = g, e repetindo o processo anterior, para os nimeros @; ¢ b, vamos encontrar 4,

tal que a, ¢ irracional e

a, < a,<b,
Conseqiientemente,
a< a, <b
¢
a, Fa,,

Do mesmo modo encontramos &;, diferente de @, e d,, entre @ e b, a4 d?ferente de‘al , 8,
e a5, entre @ ¢ b e assim por diante. Este processo nos possibilita construir tantos numeros
irrac;onais entre @ e b quantos quisermos, o que significa ‘precisamente que entre a e b existem
infinitos nimeros irracionais.

A RETA - 7

Para mostrarmos que entre z e b existem infinitos niimeros racionais tomamos s racional

‘e argumentamos como acima. A Fig. 1.7 ilustra os argumentos usados nesta demonstraggo.

0 s ns a (nm+ s b

Fig. 1.7

Proposi¢do 1.2 — Dado um niimero real b, arbitrariamente proximo de b existem nimeros
racionais e irracionais.

Prova. Escolhemos ¢ < b, a tdo préximo de & quanto desejarmos. Aplicando a proposi-
gdo 1.1 concluimos que entre a e b existem infinitos nimeros racionais ¢ infinjtos irracionais,
Tais nimeros estao mais préximo de & do que o proprio #; logo, arbitrariamente proximo de b.

Observagiio. Pode-se mostrar que existem tantos ntimeros racionais quantos s3o os na-
turais, isto é, h4 uma correspondéncia biunivoca entre N e Q. Porém, entre o conjunto N ¢ o
conjunto dos nimeros irracionais ndo se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca. De
fato, demonstra-se que qualquer fungdo injetiva definida em N com valores no conjunto dos
nimeros irracionais nio é sobrejetiva. Neste sentido, existern mais niimeros irracionais do que
racionais.

Com respeito i relagdo de ordem < definida em R, dois fatos merecem ser destacados.
O primeiro é a compatibilidade da relagdo < com a operagdo de adigdo, a qual pode ser dita
assim:

Sea< b entdoa+x< b+ x,VxeR.
Em particular, fazendo x = — b; obtemos que
a< béequivalentead —a =0.

O segundo fato diz que, em relagdo 4 operagdo de multiplicagio, a relagdo de ordem < nio
s¢ comporta tda bem, como em relagio 3 adi¢do. Precisamente, temos:

Sea< b e x>0 entfoax < bx,
mas

se x < 0, entdoax > bx.

L Exercicios

1.1. Justifique a construgdo feita na Fig. 1.2.

1.2. Represente na reta R os nitmeros v/ 5 , V6.,-3¢2,06ed4y3/7.
1.3. Demonstre que, se p ¢ um nimezo inteiro, entéo p e p* sio ambos pares ou ambos {mpares.
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1.4. Seae b sio nimeros racionais e s irracional, prove que:
g) ¢ + b e ab sio racionais; ™
by a +5s e as sdo irracionais, se @ # 0.

1.5. D& exemplos de nimeros irracignais §, , 55,8, €54 tais que:
a) §,98, seja racional;
b) 5,5, seja irracional.

1.6. Considere a figura abaixo

b
0 A M, 2 M, B R
o a m, m, m, b
Fig. 1.8
a) Demonstre que, se M, é o ponta médio de AB, entdo m, ¢ a média aritmética de a ¢ b.
) SejaM, o ponto médio de M, B, M, o ponto médio de M, B e assim por diante. Calcule a soma:
(m, —a)+ (m; —m) + (m, —my)+
1.7. Construir uma seqiiéncia de nimeros irracionais X, X4, ... . %0 satisfazendo 2 < x, < x, < ...
< X0 < 3.
1.8. Sea e b sio nimeros reais positivos mostre que ’
a+b
3 >/ ab.
1.9. A Fig. 1.9 mostra como construir uma fungio que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos do segmento AB e os pontos do segmento A' B'. Ache y em termos de X, isto ¢, ache a
expresso algébrica da fungdo
R
f:AB—~ A'B'
x—+ ¥
A
s |§\
AN
/ LN
/ IR
/’ [N
, [N
‘A (4] B
¥
A' o y B
Fig. 1.9

1.10. Mostre que a altura de um triingulo retingulo, relativamente a hipotenusa, é menor ou igual 2 metade
da hipotenusa.

A RETA - 9

1.5 VALORABSOLUTOL

Seja x um nitmero real. O nimero [x| definido assim

[xI= xsex =20
xI=-xse x <0,

¢é chamado wlor absoluto de x (ou mddulo de x}. Por exemplo,
I5I=5 e {—5l=—(—5=5.
Geometricamente, podemos interpretar [x| como sendo a distincia do ponto P, corres-

pondente a x, 3 origem O, isto ¢é, o comprimento do segmento OF.
Decorrem imediatamente, da defini¢do de valor absoluto, as seguintes propriedades:

x| >0,
X =0+ x=0,
x| =1- x|

Na proposi¢io seguinte estio reunidas outras propriedades importantes do valor absoluto
de um mimero real.

Proposigio 1.3 — Quaisquer que sejam 0s niimeros reais a, b e x, tem-se
1) [ab| = l|a} |51,

2) la+b|< |a| + 18],

3)Sea >0, Ix|<ae—a<< x< a,

4) [xl=+/x7.
Prova. Inicialmente, vamos mostrar que

2
x> = |x*|=x?,vxeR.

Sendo

x*>20,VxeR,

temos que
| =x?,
pela defini¢do de valor absoluto. Resta mostrar que
Ix|? =x%
Se x =0, temos

x| = x
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e, portanto,

e[ = x?;
sex< @,

Ix| = —x
e, portanto,

lxI? = (— x)* =x2.
Usando estas propriedades podemos provar a parte (1) da proposi¢ao assim:
b|? = (ab)? =a*b? = |af* |b|* =labl|= |a |B].

Parte (2). k2 + 5| < |a| +b| € chamada desigualdade triangular. Na sua prova, dada a
seguir, faremos uso do fato

x< x|, ¥x e R.
Temos
k2 + b1 =(a+by =a*>+b>+2b< la + b2 + 2lal - bl = (la| + b])>.
Ou seja,
2 +bI* < (lal + |B])?,
donde obtemos
g + b < la]+ |b|.
Parte (3). Suponhamos que |x| < 4. Se x >0, temos
x=|x|< a,
sendo x 22 0 é claro que x = — &, de modo que, neste caso,
—-4%< x< a;
sex< Q,entdox< ae
-x=|x|< a.
Mas — x < 2 é equivalente ax > — a, de modo que

—as X< q,

»

ARETA - 11
Portanto, provamos que
IxI<ga=-a< x< a.

Para provarmos a reciproca, também distinguiremos os casos x > Qe x < 0. Suponha-
mos que

—ax x< a
Esta dupla desigualdade pode ser desdobrada em
x<adex>—a,

Sex =0, |x| = x e a primeira desigualdade nos d4

x| < a.
Sex< 0,jxl=-xe, da segunda desigualdade, temos

x| < a.
Logo,

—e< x<a=k|< a.

O segmento destacado na Fig. 1.10 representa o intervalo de variagdo de x.

Fig. 1.10

Parte (4). Antes de provarmos esta parte, faremos uma observagdo sobre o simbolo+/ x ,
sendo X um nimero positivo. E comum usar v/ para indicar uma das rafzes de x, sem especi-
ficar qual delas, ou seja, colocar

Vi =x.(®

Tal notagde pode conduzir a uma contradigdo, senfo vejamos: usando a formula v/ x2 = x,
temos

V3 =3 e/ (3P =—3.

(Na primeira, temos x = 3 ¢ na segunda, x = — 3.)






