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PREFACIO

A idéia de se escrever este livio ocorreu por volta do ano de 1972, A proposta era a de
obter um texto de Geometria Analitica adequado aos estudantes dos cursos de Matemdtica,
Fisica e Engenharia, recém-ingressados na Universidade, isto é, cuja leitura pressupusesse
apenas conhecimentos basicos de Algebra e Geometria Elementar, a nivel colegial.

De maneira intuitiva e geométrica ifitroduzimos a reta real no Cap. 1. Em linguagem
vetorial, apresentamos a Geometria Analftica no plano nos Caps. 2 e 3, e no espago, nos Caps.
4 ¢ 5. No plano, iniciamos com sistemas de coordenadas e conchiimos com conicas. Além das
aplicages geométricas, damos virias aplicacdes 4 Fisica, especialmente as relacionadas com
movimento de particula e resultantes de forgas. Para o estudante que esteja cursando Célculo
Diferencial, indicamos também as solugOes com o emprego de derivadas, para o cdlculo de
velocidade e de tangentes. Na obtengdo das formas canénicas das conicas utilizamos rotagio
e translagio de eixos. No espago tridimensional (Caps. 4 e 5) estudamos a reta, o plano e as
superficies quddricas na forma canénica. No Cap. 6, introduzimos a Geometria Analitica no
plano complexo. As virias formas de equagSes de curvas (cartesianas, paramétricas, complexas
e polares) s30 aqui reunidas, para destacar as vantagens de umas ou de outras, conforme a curva
que se esteja estudando. No Cap. 7 apresentamos o espago de dimensdo quatro. Este capitulo
faz sentir a necessidade de uma teoria mais s6lida para o estudo de espagos de dimensBes su-
periores e serve como uma transi¢do natural para um curso de Algebra Linear. Alids, frizamos
que ao introduzir o Cdlculo Vetorial neste livio o fizemos com o propésito de enriquecer as
téenicas usadas em Geometria Analitica, sem preocupagdes diretas com a Algebra Linear. Final-
mente, 0 Cap. 8, além de sugestdes e respostas, contém comentdrios das questSes proposias.

Em nenhum momento tivemos a pretensdc de esgotar o assunto. Pelo contrério, propo-
sitadamente, procuramos nos restringir as idéias fundamentais e evitar excessos de nomenclatura
que poderiam desviar a atencdo dos alunos. Acreditamos, assim, que todo o conteado do livro
pode ser abordado num curso semestral de quatro aulas semanais.

Por fim, ndo poderfamos deixar de agradecer a todos os colegas e estudantes que direta
ou, indiretamente contribuiram para a elaboragdo deste livro. Antecipadamente, agradecemos
também aqueles que nos enviarem criticas construtivas.

Goidnia, novembro de 1983

Os autores.
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A RETA

1.1 NOMEROS INTEIROS [ ]

Os nimeros
0,1,2,3,...

s50 chamados nimeros naturais. O simbolo N serd usado para denatar o conjunto dos nimeros
naturais. Com o simbole Z indicaremos o conjunto dos numeros inteiros, que s3o:

,—3,-2,-1,0,1,2,3,...

Os nimeros inteiros podern ser convenientemente representados por pontos de uma reta,
como mostra a Fig. 1.1.

Fig. 1.1

Nesta figura o ponto O, chamado origem, foi escolhido arbitrariamente. O segmento 04,
de comprimento arbitrério, foi tomado como unidade de comprimento e convencionamos re-
presentar os nlimeros positivos por pontos & direita de O e os nimeros negativos por pontos a
esquerda de O. Sempre que usarmos a Teta com esias caracteristicas, isto ¢, com uma origem,
uma unidade de comprimento e um sentido (todos arbitrérios) a indicaremos por R.

1.2 NUMEROS RACIONAIS [ ]

Os niimeros que podem ser escritos na forma

?

q »
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onde p e g sdo inteires e § # 0, sdo chamados numeros racionais. Como

4 _ 3141 _1
4—1—,3,141————1000,0,33... 3
concluimos que 4, 3,141, 0,33 ... sdo todos nimeros racionais. Em particular, os nimeros

inteiros sio nimeros racionais.
Usando o sfmbolo Q para indicar o conjunto dos nimeros racionais, podemos escrever:

Q={x:x:%,p,qeleq¢0}.

Os numeros racionais também podem ser representados por pontos de uma reta. A seguir
representaremos na retaR da Fig. 1.2 o nimero racional r/q.

0 pjg A N R

Fig. 1.2

O processo consiste em tragar uma semi-reta qualquer, com origem em O, formando com
0A um angulo agudo, e nela marcar p e ¢, utilizando-se uma unidade de comprimento qual-
quer. Tragando-se pelo ponto correspondente a P uma reta paralela & reta determinada pelo
ponto A e o ponto correspondente a ¢, onde esta reta interceptar a reta R temos o ponto
correspondente ao nimero p/g. Se o nimero pfq for negativo, — p/q serd positivo e, usando o
processo anterior, podemos marcar sobre a reta R o niimero — p/q; tomando-se seu simétrico
em relagdio 4 origem O temos o ponto sobre R correspondente a p/q.

~3(5 A 35 9T R

Fig. 1.3

ARETA — 3

A Fig. 1.3 mostra os niimeros

w|w

representados por pontos na reta.

1.3 NUMEROS IRRACIONAIS | ]

O comprimento da diagonal de um quadrado, cujo lado mede uma unidade, € um nimero
que pode ser marcado na reta R, como mostra a Fig. 1.4. Pelo teorema de Pitdgoras, este
nimero é v/ 2. A seguir vamos mostrar que +/2 ndo é um niimero racional. A prova consiste
em supor que V2 seja racional e a partir dai obter uma contradigdo.

-1 0 12 2

Fig. 1.4

Se+/ 2 é racional, entdo existe uma fragdo p/q, com p ¢ q inteiros, tal que
p
v2=—,
q
sendo p e ¢ primos entre si. Temos, entao:
p? 2 2
2 i ou 2q°=p°.

Logo, p? é par ¢, portanto, P também é par (veja o exercicio 1.3). Conseqiientemente, podemos
escrever p = 2k sendo k inteiro. Temaos, entfo:

(2]&)2 =2g% ou q* = 2k%.

Assim, vemos que 47 também é par e, por conseguinte, ¢ é par. Resulta que p e ¢ sdo ambos
pares, o que contradiz a hipotese de que p e ¢ sao primos entre si. Esta contradi¢@o surgiu
por se supor \/5 racional. Logo, \/3 ndo é racional. Nimeros como este, ndo-racionais, sdo
chamados irracionais.

A partir do nimero irracional \/7 podemos construir uma infinidade de nimeros irra-
cionais. Com efeito, qualquer que seja o mimero inteiro 7, nZo-nulo, ny2 e~f2/n sio
niimeros irracionais, como facilmente podemos mostrar.
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Realmente, se para algum n, 7/ 2 ou /2 /n fosse racional deveriamos “er:

_P v2 _»p
n\/_i—q ou o= =

mas esta igualdade diz que+/ 2 é um niimero racional, o que é falso. Igualmente,

também ndo pode ser, pois terfamos

Assim, j4 dispomos de seqiigncias infinitas de nimeros irracionais, a saber:

e =W2 L -2, V2,22, W,
cea=N23, N2, =V2, V2, V21, V2,

Na primeira seqiiéncia figuram ndmeros irracionais arbitrariamente grandes, enquanto que
na segunda temos mimeros irracionais arbitrariamente pequenos.

Outros exemplos clissicos de nimeros irracionais sdo: o n da Geometria Elementar; o
mimero e, base dos logaritmos neperianos;ﬁ s L R \?/_2' etc. Em geral, se um nimero natural
ndo é um quadrado perfeito, suas raizes quadradas sdo nimeros irracionais. O mesmo argumen-
to, usado para mostrar que 74/ 2 § irracional, prova a seguinte afirmagéo:

O produto de um ndmero racional nfo-nulo por um irracional é um nimero irracional
(veja o Exerc. 1.4).

1.4 NUMEROS REAIS ]

O conjunto de todos os nimeros, racionais e irracionais, é chamado conjunto dos nime-

ros reais e indicado por R.
Vimos que a cada mimero racional podemos fazer corresponder um pontc sobre a reta.
Esta correspondéncia pode ser feita usando apenas a régua e o compasso, pelo processo des-
crito anteriormente, na Fig. 1.2. Vimos também como marcar um ponto na reta correspondente
a0 namero irracional v/ 2 . A Fig. 1.5 mostra como marcar na reta R o ponto correspondente 20
ntmero v/ 3 . Pontos sobre a reta R, correspondentes aos nimeros da seqiiéncia 2¢/2 ,3v/2 ,
llﬁ, ... ou da seqiiéneia V2 /2, V2 /3, v 2 /4, ..., podem facilmente ser marcados a
artir do ponto correspondente a v/ 2 . Todavia, ndo dispomos de uma construgio geométrica
que nos permita marcar sobre R pontos correspondentes aos niimeros irracionais e, 7 ¢ outros

ARETA - 5§

e nem de argumentos que nos possibilitem a provar que tais pontos existem. Isto se d4 porque,
a rigor; ndo definimos nimero irracional. A definicdo de nimero irracional, bem como sua
construgdo, em geral, é apresentada nos livros de Andlise Matematica. Para os propdsitos da

Geometria Analftica, ¢ suficiente o seguinte resultado:

A cada ponto da reta R corresponde um unice nimero (racional ou irracional),

que admitiremos como postulado. Os niimeros, cuja existéncia ¢ garantida por este postulado,
sio chamados ntimeros reas,

-2 -1 0 1 V2V3 2 3

Fig. 1.5

Para simplificagdo de linguagem, s vezes, nfo faremos distingdo entre nimero real e o
ponto que o representa na reta R, e designaremos o conjunto dos niimeros reais também por R.
Intuitivamente pensamos que a reta é “contfnua”, nao tem *“furos” ou “falta de pontos”. Esta
idéia levada para os ntimeros reais nos dd uma no¢io de como € o conjunto R dos nimeros
reais. Ela nos leva a indugir, de modo natural, uma relagdo de ordem no conjunto R dos nd-
meros reais, da seguinte maneira:

Fig. 1.6

Dizemos que ¢ um nimero menor que b se naretaR 4 estd 3 esquerda de 4. Indicamos
isto assim

a< b,

A notagdo ¢ < b significa que @ é um mimero que estd 2 esquerda de b ou é o proprio &. Utilj-

za-se também a notagdo b > significando o mesmo que 2 < b.

Vamos mostrar que tantos os niimeros racionais quantos os irracionais estdo “espalhados™
por toda a reta, no seguinte sentido:

19) entre dois nimeros reais distintos existem infinitos mimeros racionais bem como
infinitos ndmeros irracionais;

29) arbitrariamente préximo de um néimero irracional existe um nimero racional.

As afirmagBes acima estdo formalizadas nas proposigdes 1.1 e 1.2 seguintes.
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Proposi¢io 1.1 — Sejam a e b, a < b, numeros reais. Entre a e b existem infinitos nu-
meros irracionais bem como infinitos nizmeros racionais.

Prova. Conforme vimos anteriormente, existem nimeros irracionais arbitrariamente pe-
quenos. Seja, entdo, s >> 0 um nimero irracional, tal que

s<b-a.
Seja i o maior inteiro tal que
ns< 4.
Entdo, o mimero (n + 1} s satisfaz:
a< (mn+Ds<?d
pois, sendo » o maior inteiro tal que 715 < 2, segue-se que
a< (h+1)s
e também que

@+s=ns+s<at+(p-a)=b,

porque
ns<aes<b-—a.

Logo,
a< (n+1)s<b.

Portanto, o mimero irracional (# + 1)s (veja Exerc. 1.4b), estd entre @ e b. Fazendo-se
(n + 1) s = g, e repetindo o processo anterior, para os nimeros @; ¢ b, vamos encontrar 4,

tal que a, ¢ irracional e

a, < a,<b,
Conseqiientemente,
a< a, <b
¢
a, Fa,,

Do mesmo modo encontramos &;, diferente de @, e d,, entre @ e b, a4 d?ferente de‘al , 8,
e a5, entre @ ¢ b e assim por diante. Este processo nos possibilita construir tantos numeros
irrac;onais entre @ e b quantos quisermos, o que significa ‘precisamente que entre a e b existem
infinitos nimeros irracionais.

A RETA - 7

Para mostrarmos que entre z e b existem infinitos niimeros racionais tomamos s racional

‘e argumentamos como acima. A Fig. 1.7 ilustra os argumentos usados nesta demonstraggo.

0 s ns a (nm+ s b

Fig. 1.7

Proposi¢do 1.2 — Dado um niimero real b, arbitrariamente proximo de b existem nimeros
racionais e irracionais.

Prova. Escolhemos ¢ < b, a tdo préximo de & quanto desejarmos. Aplicando a proposi-
gdo 1.1 concluimos que entre a e b existem infinitos nimeros racionais ¢ infinjtos irracionais,
Tais nimeros estao mais préximo de & do que o proprio #; logo, arbitrariamente proximo de b.

Observagiio. Pode-se mostrar que existem tantos ntimeros racionais quantos s3o os na-
turais, isto é, h4 uma correspondéncia biunivoca entre N e Q. Porém, entre o conjunto N ¢ o
conjunto dos nimeros irracionais ndo se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca. De
fato, demonstra-se que qualquer fungdo injetiva definida em N com valores no conjunto dos
nimeros irracionais nio é sobrejetiva. Neste sentido, existern mais niimeros irracionais do que
racionais.

Com respeito i relagdo de ordem < definida em R, dois fatos merecem ser destacados.
O primeiro é a compatibilidade da relagdo < com a operagdo de adigdo, a qual pode ser dita
assim:

Sea< b entdoa+x< b+ x,VxeR.
Em particular, fazendo x = — b; obtemos que
a< béequivalentead —a =0.

O segundo fato diz que, em relagdo 4 operagdo de multiplicagio, a relagdo de ordem < nio
s¢ comporta tda bem, como em relagio 3 adi¢do. Precisamente, temos:

Sea< b e x>0 entfoax < bx,
mas

se x < 0, entdoax > bx.

L Exercicios

1.1. Justifique a construgdo feita na Fig. 1.2.

1.2. Represente na reta R os nitmeros v/ 5 , V6.,-3¢2,06ed4y3/7.
1.3. Demonstre que, se p ¢ um nimezo inteiro, entéo p e p* sio ambos pares ou ambos {mpares.
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1.4. Seae b sio nimeros racionais e s irracional, prove que:
g) ¢ + b e ab sio racionais; ™
by a +5s e as sdo irracionais, se @ # 0.

1.5. D& exemplos de nimeros irracignais §, , 55,8, €54 tais que:
a) §,98, seja racional;
b) 5,5, seja irracional.

1.6. Considere a figura abaixo

b
0 A M, 2 M, B R
o a m, m, m, b
Fig. 1.8
a) Demonstre que, se M, é o ponta médio de AB, entdo m, ¢ a média aritmética de a ¢ b.
) SejaM, o ponto médio de M, B, M, o ponto médio de M, B e assim por diante. Calcule a soma:
(m, —a)+ (m; —m) + (m, —my)+
1.7. Construir uma seqiiéncia de nimeros irracionais X, X4, ... . %0 satisfazendo 2 < x, < x, < ...
< X0 < 3.
1.8. Sea e b sio nimeros reais positivos mostre que ’
a+b
3 >/ ab.
1.9. A Fig. 1.9 mostra como construir uma fungio que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos do segmento AB e os pontos do segmento A' B'. Ache y em termos de X, isto ¢, ache a
expresso algébrica da fungdo
R
f:AB—~ A'B'
x—+ ¥
A
s |§\
AN
/ LN
/ IR
/’ [N
, [N
‘A (4] B
¥
A' o y B
Fig. 1.9

1.10. Mostre que a altura de um triingulo retingulo, relativamente a hipotenusa, é menor ou igual 2 metade
da hipotenusa.

A RETA - 9

1.5 VALORABSOLUTOL

Seja x um nitmero real. O nimero [x| definido assim

[xI= xsex =20
xI=-xse x <0,

¢é chamado wlor absoluto de x (ou mddulo de x}. Por exemplo,
I5I=5 e {—5l=—(—5=5.
Geometricamente, podemos interpretar [x| como sendo a distincia do ponto P, corres-

pondente a x, 3 origem O, isto ¢é, o comprimento do segmento OF.
Decorrem imediatamente, da defini¢do de valor absoluto, as seguintes propriedades:

x| >0,
X =0+ x=0,
x| =1- x|

Na proposi¢io seguinte estio reunidas outras propriedades importantes do valor absoluto
de um mimero real.

Proposigio 1.3 — Quaisquer que sejam 0s niimeros reais a, b e x, tem-se
1) [ab| = l|a} |51,

2) la+b|< |a| + 18],

3)Sea >0, Ix|<ae—a<< x< a,

4) [xl=+/x7.
Prova. Inicialmente, vamos mostrar que

2
x> = |x*|=x?,vxeR.

Sendo

x*>20,VxeR,

temos que
| =x?,
pela defini¢do de valor absoluto. Resta mostrar que
Ix|? =x%
Se x =0, temos

x| = x
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e, portanto,

e[ = x?;
sex< @,

Ix| = —x
e, portanto,

lxI? = (— x)* =x2.
Usando estas propriedades podemos provar a parte (1) da proposi¢ao assim:
b|? = (ab)? =a*b? = |af* |b|* =labl|= |a |B].

Parte (2). k2 + 5| < |a| +b| € chamada desigualdade triangular. Na sua prova, dada a
seguir, faremos uso do fato

x< x|, ¥x e R.
Temos
k2 + b1 =(a+by =a*>+b>+2b< la + b2 + 2lal - bl = (la| + b])>.
Ou seja,
2 +bI* < (lal + |B])?,
donde obtemos
g + b < la]+ |b|.
Parte (3). Suponhamos que |x| < 4. Se x >0, temos
x=|x|< a,
sendo x 22 0 é claro que x = — &, de modo que, neste caso,
—-4%< x< a;
sex< Q,entdox< ae
-x=|x|< a.
Mas — x < 2 é equivalente ax > — a, de modo que

—as X< q,

»
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Portanto, provamos que
IxI<ga=-a< x< a.

Para provarmos a reciproca, também distinguiremos os casos x > Qe x < 0. Suponha-
mos que

—ax x< a
Esta dupla desigualdade pode ser desdobrada em
x<adex>—a,

Sex =0, |x| = x e a primeira desigualdade nos d4

x| < a.
Sex< 0,jxl=-xe, da segunda desigualdade, temos

x| < a.
Logo,

—e< x<a=k|< a.

O segmento destacado na Fig. 1.10 representa o intervalo de variagdo de x.

Fig. 1.10

Parte (4). Antes de provarmos esta parte, faremos uma observagdo sobre o simbolo+/ x ,
sendo X um nimero positivo. E comum usar v/ para indicar uma das rafzes de x, sem especi-
ficar qual delas, ou seja, colocar

Vi =x.(®

Tal notagde pode conduzir a uma contradigdo, senfo vejamos: usando a formula v/ x2 = x,
temos

V3 =3 e/ (3P =—3.

(Na primeira, temos x = 3 ¢ na segunda, x = — 3.)
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Mas

VI =37 =V0.
Logo,
3 = — 3, contradiggo!

Para evitar este fato usaremos, sistematicamente, o simbolo v/ X para indicar a raiz quadrada
positiva de x. A raiz quadrada negativa de x serd indicada por —/x .

Isto posto, vamos & prova de (4).

Vx% ¢ a raiz quadrada positiva de x2, isto é, 6 o niimero positivo cujo quadrado é x*.
O ntmero x| satisfaz tais condigGes, ou seja,

xl =0,
x| = x%.

Logo,
Vat =1
Na parte (2) da proposigdo 1.3 ocorre a igualdade se, e somente se, @ & b forem ambos
> 0 ou ambos < 0 (veja o Exerc. 1.11).
Na parte (3) podemos, evidentemente, usar < no tugar de < ¢ entdo obtemos

xXI<ae—e< x<a.

Dado um nimero positivo @, qualquer que seja o nimero real x, vale somente uma das
duas alternativas:

x| < & ou Ix| =4a.

Como a primeira é equivalente a

—a< x<a,

segue que todo mimero real x que ndo satisfaz a condi¢do

—a< x<a
é tal que
x| =a.
Mas x nio satisfaz a condigdo
—a< x<a

se,  somente se, X >@ ou X < — a. Desta forma demonstramos o seguinte resultado:

Proposi¢iio 1.4 — Se a > 0 € x sdo numeros reais, entdo

x| 22+ x >a2 ou x< —a,

Veja, na Fig. 1.11, vma ilustragio da proposigio 1.4. O nimero x pode ser qualquer um dos

pontos das semi-retas destacadas.

A RETA - 13

Fig. 1.11

Exemplo. Encontre os valores de x para os quais se tem
[3x + 4} < 8.
Solugdo. Fazendo-se 3x + 4 =1, a desigualdade acima se transforma em
k1< 8
que, pela parte (3) da proposi¢io 1.3, & equivalente 2
-8B t< 8
que, em termos de x, é
—8< 3x+4< 8.
Somando-se — 4 a cada membro desta desigualdade temos
—12< 3x< 4.

Multiplicando-se cada membro desta desigualdade por 1/3, obtemos

4
3 >

-4< x<
que € a resposta.
Exemplo. Encontre todos os valores de x que satisfagam a desigualdade
x2 — 4| < 2.
Solupdo. ‘A desigualdade é equivalente a

-2<x*-4<2,
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ou
1€ < 6.
Como x? = |x|?, a Giltima desigualdade pode ser escrita assim
2< x]? < 6,
de onde temos
V2 xISV6.
A primeira parte desta dupla desigualdade ¢ equivalente a
x 22 ou x< —+/2 (Fig. 1.120),
easegundaa
—v6 < x< /6 (Fig. 1.12).

Na Fig. 1.12c estd indicado o conjunto solugdo de |x* — 4| < 2, que é a interse¢do do con-
junto solugdio de |x} >+/2 com o conjunto solugdo de |x| < V6.

— 72 0,2

a) valores de x tais que |x| > \/—5

—J6 0 Ve

¢) valores de x tais que 1x* — 4 < 2

Fig. 1.12

Usando-se a notagdo [a, b] para indicar o intervalo

{xeR:dQ x< b},

podemos escrever o conjunto solugdo de |x> — 41 < 2 assim

I-v6, —vZIUVZ, V6]

A RETA - 15

Exercicios

L11.
1.12.

1.13.

1.14.

J1.16.

Mostre que la + b = | + by se, € somente se, a4 e b forem ambos > 0 ou ambos < 0.

Encontre todos os valores de x que satisfacam a cada uma das desigualdades:

a) k-2 <1;
by k-2 > I;
€) x—2 = 1;
d) x* -4 > 2,
e) 13- :x* < 9;

Y —-H < x-2)

Determine b, para que se tenha:

a) 2x -3 < be(0< x< 3.

b) 5x+bhl < 2= 1€ x< — 178,
<) b —11=3b - 4.

Justifique ou dé contra-exemplo para as implicagdes seguintes:
a) a< b=ag* < B2,

by lel < 1b1=a* < b2:

) a< b=g? < p3,;

dya#b=lal#1by

e) lal # bl =g =),

. Demonstre que para qualquer niimero real x se tem:

a) |x| = |- x|;
b) —~xI< x< xI.
Demonstre que:

a) lal - bl < iz - b;
B) liat — 161 < |a - by

quaisquer que sejam os mimeros a ¢ b.

1.17.

1.18.

1.21.

Sejam a e b nameros reais positivos. Mostre que:
a) —b<x<a°m+b—ai<a+b;
b) —2b< x+a-b< 2a% x| <a+ b,

Encontre todos os valores de x que satisfagam as seguintes desigualdades:
a) 3x +5< 23;

B x-Dx-3)< g

¢) x} —Sx < —¢;

d) x* +x* > 0,

e)

> 1.
x -2 !

. Prove que as rafzes quadradas 7y er, de um mimero real positivo satisfazem:

a) try|=(r,l;
byry+r, =0,

. Que condi¢des devem satisfazera e para que se tenha

a—bl=b-a?

Resolva as seguintes equagdes:
a) x* —Sixi+6=0;

by x* + |4x| - 21=0;

¢) x* +4(x1+3=0;

Q - 3x1=2;

(&) txr® + 118x* 1+ D (x* — 1y =




O PLANO

2.1 SISTEMA DE COORDENADAS | 1

Consideremos o plano definido pelo par de retas perpendiculares x e ¥, tal como mostra
a Fig. 2.1. Tomemos a unidade OA igual 3 0A', e seja P um ponto qualquer do plano. Por P
podemos tragar uma uinica paralela x’ 4 reta X e uma tnica paralela ¥' a retay. Como se vé na
Fig. 2.1, estas paralelas interceptam as retas x e y, respectivamente, nos pontos Py eP,. Sejax
o miimero correspondente ao ponto P e ¥ o niimero correspondente a P,. Estes dois niimeros
X e y determinam o ponto P, no seguinte sentido: conhecendo-se x e ¥, podemos determinar
os pontos P, e P, e tracar as paralelas x' e ¥'. A intersecdo destas paralelas-é-g-ponto.P. Os
nimeros X e ¥ s§0 chamados, respectivamente, abscissa e ordenada do ponto P, eles constituem
as coordenadas de P. Para indicar que o ponto P tem abscissa x e ordenada y usamos a notagdo

P(x,»).
y Iy!
1
|
Py —————————— -:-f— —=x
I
|
I
|
|
411 :
f
1 X .
A P
Fig. 2.1

A construgio que acabamos de fazer nos permite estabelecer uma correspondéncia biu-
nfvoca entre os pontos do plano ¢ o conjunto de pares ordenados de niimeros reais (x, ).

&

2 ]
. ¥
' L)

4
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Na pritica, é comum omitirem-se varios elementos que aparecem na Fig. 2.1, deixando-os
. fe ol el
apenas subentendidos, para se obter uma figura mais simples, como a 2.2.

Pix,y)

I

Fig. 2.2

2.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS L |

Sejam P (x,,¥,) e @ (x,, ¥2) dois pontos do plano. Como mostra a Fig. 2.3, a partir de
P ¢ Q, podemos construir o tridngulo retdngulo PSQ. Em termos das coordengdas dePe Q_, as
medidas dos catetos deste tridngulo sio Ix; — x;le ¥y — ¥, | Logo, a medida de sua hipo
tenusa é :

\/(xl -x 2+ -t

Este niimero é chamado distdncia de P a Q ¢ indicado por d (P, Q), isto ¢, por defini¢do,

d(P,Q)=\/(X| —x) + (- r2) -

Ya 2

Ix, - x, I
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[ Exercicios

2.1. @) Construir um sistema de coordenadas de modo que na Fig. 2.4 se tenha P (5, 2) e 0 (- 4, - 1).

b) Determinar d (P, Q).
¢) d (P, Q) depende do sistema de coordenadas?

Tomar a unidade sobre os eixos igual 4 distancia comum entre as paralelas da figura. '

Fig. 2.4

2.2. Um campo de futebol tem 60 m de comprimento por 40 m de largura. Construir um sistema de coor-
denadas e dar as coordenadas dos seguintes pontos:
a) dos quatro cantos do campo;
b) do centro do campo. |

9
2.3 VETORES NO PLANO [ ] !
Vimos, na se¢io anterior, que a cada par ordenado de nimeros reais (x,¥) corrésponde
um ponto no plano. Além do ponto, podemos também fazer corresponder ao par (x, ¥) uma
seta como mostra a Fig. 2.5. Assim, podemos representar graficamente um par ordenado por :
um ponto no plano ou por uma seta. A representagdo por seta motiva a seguinte defini¢do: Py

Um vetor no plano ¢ um par ordenado de niimeros reais (X, y).

OPLANO - 19

(x, 3}

Fig. 2.5

Exemplo. A seta F da Fig. 2.6a, que pode ser in‘iaginada como sendo uma forga de
intensidade igual a cinco unidades, aplicada no ponto 0, é a representacdo grifica do vetor
(5 - \/3!2, 5 + 1/2). Como se v&, F fica perfeitamente determinada pelo par (532, 5/2).
Logo, dar o par ordenado (5+/3 /2, 5/2) equivale a dar a intensidade a diregdo e o sentido de F,
como se faz em Fisica. Na Fig. 6.6b estdo representados, graficamente, os vetores v =(2,3) e

w = (—-21, 1). Observe que o comprimento da seta que representa o vetor ¥ = (x, ¥) ¢ dado
pory/ x% +y? | Este niimero é chamado mddulo do vetor v = (x, ) e é indicado por ||Vl

(2) ) (b)
Fig. 2.6

.Exemplo‘ O médulo de v =(2,3) é
vl =27 + 37 =13,
O vetor
0=1(0,0

¢ chamado veror nulo e sua representagdo grifica coincide com a origem do sistema de coor-
denadas. Exceto no caso do vetor nulo, associaremos ao vetor (x, ) as idéias de direg@o e
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sentido da seta que o representa. Por exemplo, a dire¢do do vetor v = (2, 3) ¢ a diregdo da seta »
da Fig. 2.6b,

H4 casos em que representamos graficamente um vetor por uma seta que ndo parte ne-
cessariamente da origem. Por exemplo, os pontos 4 (x;,¥,) e B (x,,¥;) determinam o vetor

-
AB =(x3,¥,) — (x1,) = (x2 — X1, Y2 = ¥1).
-
Como mostra a Fig. 2.7, a seta que representa o vetor AB, partindo da origem, e a seta com

origem em A e extremidade em B, tém o mesmo mdédulo, dj;egio e sentido. Conforme a con-
veniéncia, utilizamos uma ou outra para representar o vetor AB.

T TP T

Y =W

Fig. 2.7

Outro exemplo que ilustra a representagdo grafica de um vetor, obtém-se com o movi-
mento de uma particula no plano. Neste caso, representamos a.vetor posigio da particula,
num determinado instante, por uma seta que parte da origem; e o vetor velocidade, por uma
seta tangente i trajetria da particula e com ponto inicial no lugar onde ela se encontra naquele
instante. Veja a Fig. 2.8.

Fig. 2.8

P
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Do que foi dito conclui-se que para-represeatas graficamente um vetor usa-se uma seta.

O lugar onde esta seta é colocada depende do problema que estd sendo considerado.

2.4 OPERACOES COM VETORES {

Sejam u = (x;,¥,), v = (x;, Y3 ) e k € R. Definimos:
@) Ut v=(x; +X,¥1 +y,);
b) ku = (kx;, ky1).
) A operagio que a cada par de vetores u € v faz corresponder o vetor u + v, definido
acima, chama-se adipdo de vetores. A lei de composigao que ao par k e ¥, onde k é um niimero
€ u um vetor, faz corresponder o vetor ku, definido acima, é chamada multiplicacdo de um

vetor por um numero.
A adigdo de vetores satisfaz as seguintes propriedades (4, ¥ e w s3o vetores quaisquer):

A )ut+tv=v+u,
A dut(v+wi=u+1)+w,
+ (A3)u+ O=u,onde O =(0,0)é o vetor nulo.

Se ky e k; sdo nlimeros reais quaisquer, verificam-se, para multiplicagdo de um vetor por
um ndmero, as propriedades:

M) ky (w+v)=kutk,
(My) (ky + k) u=ku+ kyu,
(M) k, (kzu) = (k1 ky) u,
M)l -u=uelu=0.

Na propriedade M, o primeiro zero da igualdade é o nimero zero e o segundo é o vetor
nulo (0, 0).

As propriedades 4,, 4,, A3, M,, M,, M3 e M, sio consequiéncias imediatas das defini-
¢bes dadas. Sugerimos a6 leitor demonstr-las.

O vetor (~ 1) u ¢ indicado por — u e chamado o oposto de u. Também, indicamos

v+ (—u) por v— u. NaFig. 2.9 esti representado um vetor u e seu oposto — u,

y

Fig. 2.9
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O vetor ku tem a mesma diregdo de u, isto é, u e ku sdo representados por setas paralelas,
Se k >0, os sentidos de u ¢ ku coincidem. Se kK < 0, o senndo de ku é o oposto de u. Além
disso, os modulos de u e ku estdo relacionados por
Hiul| = Ik llul|
pois sendo u = (x,¥) entdo ku = (kx, ky) e
kull = (kx)2 + Gy =82 (o2 + %) =Kk x? + 2 = ki ],
Para representar graficamente o vetor # + v, fazemos a construcdo indicada na Fig. 2.10.

A seta que representa u + v é uma das diagonais do paralelogramo cujos lados sao as setas que
representam ¥ ¢ ¥, Veja no Exerc. 2.3 uma indieagdo de como justificar esta representacio.

y
g5 v
A
u+ v
u
u &

Fig. 2.10

Proposicao 2.1 — Sejam u e v vetores € k um numero real. Entéo

a) ku=0=k=0 ou u=0;
B lull 20 e |lull=0=u=0;
c) llu+ vli < flull + (vl

Prova, Se u=(x,y),entdoku = 0¢ o mesmo que
(kx, k¥) = (0, 0).

Mas isto significa que
kx=0e ky=0,.

Se k +# 0, dividindo ambos os membros das igualdades acima por k, obtemos x = 0 e
0 e, portanto, & = 0. Se u # 0, entdo x + 0 ou » # 0 ¢, das igualdades acima, obtemos

e
|I
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Parte (b)

lull =~/ x* +y* 20
lulf=0e+x? +y? =0ex=y=0eu=0.

A parte (¢) desta proposi¢io é chamada desigualdade tricugular Fla expressa o conhecido

fato da Geometria Elementar de que, em um tridngulo, asoma dos comprimentos-de.dois lados

excede ao_comprimento do terceiro ladg. Sua prova serd dada depois que introduzirmos o con-
ceito de produto escalar, na Seg. 2.6.

2.5 APLICACOES [ )

2.5.1 Vetor Deslocamento

Na Fisica, 3 mudan¢a de posi¢do de uma particula é chamada deslocamento, Se uma par-

ticula move-se de um ponto 4 (x,,¥,) para um ponto B (x;, ¥,), o vetor

-
AB=(x; —x1,Y2 = V1)

é chamado vetor deslocamento da particula. Na Fig. 2.114 estd indicada a trajetoria de uma

1 partfcula, do ponto 4 ao ponto B. O vetor deslocamento da particula estd indicado pela seta
' dedaB.
= ¥y ¥y

: B

; o B
cC
A
A
i x >
(a) h)

Fig. 2.11

Suponhamos que uma particula mova-se do ponto 4 (x,, ¥;) para o ponto B (x;,¥;)e
. depois para C (x3,¥3). Veja a Fig. 2.115. Entdo, o vetor deslocamento total da particula é

o
AC=(x3 — Xxy,¥3 — V1)
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Por outro lado, somando-se os vetores deslocamentos parciais

- -

AB=(xy = x1,¥y —¥1) ¢ BC= (x5 —X3,¥3 - V2),
obtemos

- - -
AB+ BC= (X3 —Xxy,¥2 = V1) (X3 — X3,¥1 =¥, ) = AC,

mlwmmmmw 3 II.

Em geral, se 4, B ¢ C sdo trés pontos quaisquer do plano (veja a Fig. 2.12), entdo

— —- —-
AC=AB + BC.

Fig. 2.12

Exemplo. Um carro move-se, em linha reta, 5 km na dire¢ao norte ¢, em seguida, também
em linha reta, 5 km na diregfo leste. Qual foi o deslocamento do carro?

Solugdo. Consideramos na Fig. 2.13, um sistema de coordenadas com origem no ponto
de partida do carro e os eixos ¥ e X, respectivamente, nas diregoes norte e leste.

Norte

0 Leste

Fig. 2.13

(&1}

fa

at

Pa
al

ém

nto
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Em relagio ao sistema acima, as coordenadas dos pontos O, A e B sdo:
0(0,0),4(0,5),B(5,5).
Logo, o deslocamento do carro é
OB=(5-0,50)=(5,5),

- -
ou seja, 54/ 2 km (aproximadamente 7,05 km) na diregdo nordeste, pois [|OB|| = 5+/ 2 ¢ OB
faz com a direg3o leste um dngulo de 45°.

* 2.5.2 Resultante

Na Fig. 2.144 estdo representadas duas forgas Fy e F,, respectivamente, de 5 kgf e 3 kgf,
atuando no ponto O de uma barra. A resultante de F, e F, é a forga

F=F, +F,.

Para calcular F, escolhemos um sistema de coordenadas e decompomos F, e F, como mostra
a Fig. 2.14b.

F,

45° 30°

(@)

(e)

Fig. 2.14

As componentes de F, sdo

V3

X, =5¢0530°=5. —
2

y1=53en30°=50—é-~
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e as de F;, sdo
. V2
X, =—3c0os45 =-3. .
o V2
Y, = 3send§ = 3.-—:
2
Portanto,

F- (22 i) crne(2 T)

Logo, a resultante ¢

5 3) (3 ,_sg_)z(mz_wzgﬂiﬁ)‘

F=F, +F2=(-—— 5

Calculando ||Fl| encontramos

|1Fn=-12—\/§e—30(\/ﬁ-\/_2) ,

que é aproximadamente igual a 5,12. A tangente do angulo que F faz com a barra (o eixo x) é
dada por .
54+ 32
5V3 -3V2

que corresponde a um dngulo de aproximadamente 64°27". Portanto, como estd indicado na’

Fig. 2.14c, F é uma forca de aproximadamente 5,12 kgf e sua linha de agdo faz com a barra

um 4ngulo préximo de 64°27",
Observe que no problema anterior ndo se conheciam as componentes dos vetores £ e

F, . Estas componentes foram calculadas usando-se as relagoes

x=||¥|| cos &,
y=|v|lsen 8,

onde v = (x,¥) e 0 & o dngulo entre V & 0 €ixo x, como mostra a Fig. 2.15.

EayY
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2.5.3 Ponto Médio

Calculo d .
dasdedop as coordenadas do ponto médio M do segmento AB em fungdo das coordena-

Sejam A4 (x1, ¥1), B(x3,¥2) e M (x, »); -
* ’ : L, V): queremos calcular x m
x; e y;. Vejaa Fig. 2.16. ar x e y em fungdo de xy, ¥y,

¥
B
M
A
x
Fig. 2.16
Sendo M o ponto médio de AB, temos
24M = AB.
Mas,
AM=(x—-x,,¥ —p,) ¢ AB=(x, - x,,¥; - J}).
Logo,
2(x —x1,¥ =y )=(xz — X1, Y3 — Y1)
ol

(2~ 2%, 20 = 1) = (3 — X, 72 — V1),
donde temos

X —2xX =Xy ~X; e W -2, =¥, — 1.
Explicitando x e ¥, encontramos

_xtx o ity
2 2

gzr;ant;, as coordenadas do ponto médio de AB sdo as médias aritméticas das coordenadas
eB.
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-

2.5.4 Vetor Unitério
Um vetor de médulo 1 & chamado vefor unitdrio, Por exemplo,
(V2 V2
=\ .5
¢ unitdrio pois

SN capEa

Qutros exemplos de vetores unitdrios sio

u=(1,0),
v=(0,1),
- v=(0,_ ]))

1 1 1
=75 00 (75 )
No caso geral, qualquer que seja o vetor ndo-nulo v,
i
[vll
é unitdrio pois

y vl _
“W“= vl L.

Assim, para se obter um vetor unitdrio ¢ suficiente tomar um vetor ndo-nulo e multiplicd-lo
pelo inverso de sew médulo.

Exercicios

2.3. Para justificar a construgéo felta na Fig. 2.10, mostre que OABC é um paralelogramo ou seja, gue
AB=0C ¢ 0A =0B.
Determmexparaquesemenhafw CD sendo A (x, 1), 8 (4, x+ 3),Clx,x+ DeD(x,x + 6).

,rxf }A/ Determine a extremidade da sela que representa o vetor v = (3, — 7) sabendo-se que sua origem éo
ponto A4 (2, 1).
Dados A (2,y)e B (3, 3), determine  para que o modulo do vetor AB seja~/ 5.

— R

~——
e

v 2 Dacfo B (3, 4) e sendo |IAB|| = 2, qual ¢ o valor mdximo que a primeira coordenada de A pode assu-
i/k -/ mir? E o minima?

O PLANO - 29

\
1

G+ 2.8. SejamA (x,,y,)eB (x,,¥,) pontos do plano. Demonstre que

L /Zf Determine vetores 4 e v tais que

240, Determine grifica e algebricamente
a) u+ 2v
b) —u;
e) u —v,
d) 3u -2y +w,;
e) —u—v+ 2w
sendou =(2 3),v=(-1,)ew=(-2, - 1)
,-','&' 241, Dadososvetoresu =(2,~ 1) e v = (1, 3), determinar um vetor w tal que
v /w)”ii{u+w) 2v—-w)=0

b'{&l3(u+w}—4(v— Wil =5[u - 3w+ 4(3r — 2w)].

—
d (A, By =148l

el + pvir? = je = w2,

% Dados os vetores u e v, determinar os vetores z e w tais que

A
LJ( 2 +z)-3(r+w=
: Su—-2)+ 2(r—w)=w,

{)
’F 2.13. Mostre que se os vetores u e ¥ tém a mesma dirego, entdo existe um nimero & tal que ¥ = ku.

2.)4. Encontre um vetor
1 g»)’ com mesma diregdo e sentido do vetor (3, 4) e médulo igual a 6;
'/K' "B com mesma dire¢do e sentido contrdrio ac do vetor (- 1, 2) e médulo.igual a 5.

2/5/. Encontrar nmimeros k, e k, tais que
vl
/K

sendo v = (2,3 u=(-1,cw=(1,2).

v=Fku+ kw,

.
. }:{ Dados os pontes A (2, 3) ¢ B (5, 4), determine um ponto C tal que AC seja paralelo ao vetor 4 = (2, 1)

e lIAC1 = 4B,
A l}({ DadosA (- 1, — 1) e B (3, 5), determine C tal que
/k- f— ] -
afAC=?AB;
b) Ahc-"=i§-§;
4
) E'E=%A_§;
—- 3 e .
AC = —«84
| A AC=<

[_iv’?. . Dados os pontos A, B e C, exprimir o vetor CM cm fungdo dos vetores ca ¢ CB, sendo M
i a) o ponto médio de AB;
b) um ponto de AB tal que JAM = AR,
\ ",}'{6‘ Dados B (0, 4) e C (8, 2), determine o vértice A do tridngulo ABC sabendo-se que o ponto médio de
(J ABéM (3, 2).
2.20. Escreva o vetor (7, — 1) como soma de dois vetores, um paralelo ao vetor (1, — 1) e 0 outro paralelo
/ ao vetor (1, I).
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2.21. Represente graficamente os vetores da forma
(2,4y+ 1 (3, - 1),

| onde ¢ é um nimero real.
)K}‘ y{ Dados A (1, 3) ¢ B (2, 2), determine x para que a reta definida pelo ponto médio de AB e o ponto
X (x, 0) seja paralela ac vetor v = (1, 2).

2.23. Demonstre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao
terceiro lado e igual & sua metade.

2.24. Se ABCD é um quadrilatero e P, @, R e.§ sdo os pontos médios dos lados AB,"BC, CD e DA, respec-

tivamente, prove que PORS & um paralelogramo.

2.25. Qs pontos A (1, — 5), B (5,2) € C (3, 9) sio wrés vértices de um paralelogramo. Ache trés pontos, cada
um dos quais podendo ser o seu quarto vértice.

2.26. Calcule a resultante das forcas aplicadas ao ponto O da Fig. 2.17a, sabendo-se que WF =3,
WFy =1, 1F, 1l = 2.

"y
-

60° . 30°

30° 607 F,

(@)

Fig. 2.17

2.27. Determine como deve variar o médulo ¢ o sentido de F, e F, (isto ¢, por quais constantes se deve
multiplicar F, e F,) para que a resultante dessas forgas seja F, sendo 1IFIl = JILWF =2
IIF; 1l = 1. Veja a Fig. 2.17b.
2.28. Num ponto atuam trés forgas: F, = (—3, - 4), F,=(-1,2eF,=(21.
@) Elas estio em equilibrio? !
. b) Mantendo-se a diregdo ¢ o sentido de F, e F;, como podemos modifica-las de modo que o sistema

fique em equilibrio? )
¢) F possivel colocar o sistema em equilibrio mantendo-se F, e F, fixas e variando apenas 0 modulo
e o sentido de F,7
2.29, Calcule a resultante das forgas Fy, F, e F; sabendo-se que
i) WF,Il=1eF, & horizontal;
i) F,=F, +u,,ondell,|l =1eu, éperpendicularaF,;
iii) F, = F, + u,, onde |iu;1l = 1 eu, éperpendiculara F,.

2.30. Sejamu = (x,,¥;) ev = (x,,¥,). Demonstre que

Tl + 1wl = e = wi* =21 -y,

onde i + v &, por defini¢do, o nimgro X, X, + ¥, ;.

LT
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2.6 PRODUTO ESCALAR E ANGULO ENTRE VETORES | ]

Definimos o produto escalar dos vetores ¥ = (x,, y,) e ¥ = (x5, ¥,) como sendo o
nimero

U v=x;x; TV

Exemplo. Seu=(2,1)ev =(3, —5),entdo
u-v=2-34+1(-5)=1.

0 stmbolo u - v deve ser lido assim: “'& escalar V",
Decorrem imediatamente da definig@o as seguintes propriedades do produto escalar:

1w u=ull?;
NDu-v=v-u,
Nu-(v+rw)=u-v+u-w;
4) (k) - v =" - (ko) =k (u = 7).
Nas propriedades acima #, v e w sdo vetores quaisquer ¢ k é um niimero real. Faremos a de-

monstragio da propriedade (4). A demonstragdo das demais fica como exercicio.
Tomamos, como na definigdo, ¥ = (x;,¥,)e v = (¥;,»,). Sabemos que vale

(kxy) Xy + (ky ) ya = xy (kxa) + ¥y (kyy) =k (xyxp +3102),
e daf temos
(ku)-v=u-(kv)=k(u-v).

A desigualdade que aparece na proposigdo seguinte é chamada desigualdade de Cauchy-
Schwarz,

Proposicdo 2.2 — Sejam u e v vetores arbitrdrios. Fntdo

foe = v <l vl

Prova. Inicialmente vamos provar que se w e Z sio vetores unitarios, entio
jwez{< 1.

Usando este resultado, faremos a prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso geral.
Para provarmos o caso particular |w * z] < 1, observemos que

[w = 2|I* = [iw][? — 2wz +||zI*> >0.
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Logo,

2wz < lwl? + iz]]?.

Como |wli* = |izll* = I, temos
wez< 2 ouw-z= | (1)
Analogamente, partindo-se de
lw+zli2 = [Iwll®> + 2w+ z + |IzII* 20,
obtemos
—wez< 1, (2)
De (1) e (2), temos

w-z|< 1.

Sejam, agora, ¥ e v vetores arbitrarios. Se 4 # 0 ¢ v # 0, u/lJull e v/|IVl| s30 unitdrios e, por-
tanto, vale

u v
e !
TR

ou

- v
Tl 1]

donde

fer = vl < Hall LvII.
Como a desigualdade de Cauchy-Schwarz verifica se ¥ = 0 ou v = 0 a prova da proposicdo
estd completa.
A seguir, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vamos definir o angulo entre dois

vetores.
Se u e v sdo vetores nao-nulos, entdo

liel] 1Ml >0
" e, cOmMO

ju = v << ]l - vl
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segue que
el
[eal] 11wl ’
que € equivalente a
u-y
-1 0 < 1.
Ilaeli {lwil
Estando o mimero
Uy
[feell 11w

entre 1 e — 1, existe um dnico dngulo 6 (medido em radianos) entre 0 e 7, tal que

u-vy

08 6 = Tl ol (F)

Definimos o dngulo entre os vetores ndo-nulos u ¢ v como sendo o dngulo @ dado pela for:
mula (F). ) )

Exemplo. Se u= (0, 2)e v = (3, 3), 0 dngulo 8 entre estes vetores é

ospo . 0r3+2°3 V2 L .
mm = B—-—;mdlanos.(Ve]aaFlg,2.]841,)

Observe também que, a partir da formula (F), podemos escrever
U v=|lul []v]] cos 8.

Em algumas aplicagGes é mais conveniente calcular o produto escalar utilizando esta férmula.

(a) (b)
Fig. 2.18
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Usando a lei dos co-senos podemos mostrar que o dngulo 6§, entre os vetores 4 e v, dado
pela férmula

u-v

cosfl = ——
el 11wl

é exatamente o menor ingulo formado pelas setas que representam u ¢ v. Veja a Fig. 2.18b. De
fato, a lei dos co-senos, aplicada ao tridngulo cujos lados sdo as setas que representam u, ¥ ¢
u — v, nos d4

llu — v = {lull® + [[[1* — 2 |lul] |V]] cos 8,

de onde temos

llul > + [P — e — v|®

2 [l 191

cos @ =

Mas, conforme o Exerc. 2.30, temos
- Nl + v l? —fu—vI? =2u-v,

de modo que

u-y

©08 6 = il

como queriamos.
Como no caso de retas, se o angulo 0 entre dois vetores ¢ /2 radianos, eles sdo ditos

perpendiculares, Observe que, se ¥ e ¥ s3o perpendiculares, entdo

U=y )

T =cos {2 =0;
Tall T = 8 ™2 =03
mas u « v/|jul] |W| = 0, implica que & * v = 0. Logo, se ¥ e v sgo perpendiculares, entdo & - v =
= 0. Por outro lado, se & # 0 e v # 0 sdo tais que 4 - ¥ = 0, entdo cos § = 0 e, portanto, u ¢
perpendicular a v. Assim, para vetores ndo-nulos, temos

u é perpendicularaveu - v =10,

_ Ainda usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vamos demonstrar a parte (c) da pro-
posigdo 2.1, que é a desigualdade triangular

[z + vi[ < el | + [Nl

Prova. Usando as propriedades do produto escalar, temos

N + w|? u+v) - (u+v)
urutu-vtyv-utyv-y

[lull® + 2t = v + (Iv)|%.
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Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

u v < lull vl
de modo que
[l + w2 < [all® + 2 Jlaal] (191] + [[vi[?
ou
llee + v)I* < Cllael] + |Ivl])?
¢, finalmente,
[le + vl << [Julf + |IvIl.
2.7 PROJECAQ DE VETORES | |

Sejam u = (xy,¥,) e v = (x,, ;) vetores ndo-mulos ¢ P a projegdo ortogonal do ponto
(%1,1) sobre a reta definida por (0, 0) e (x,,¥;). Veja a Fig. 2.19.

Se o dngulo 6 entre os vetores u e v for menor que 90°, como é o caso da Fig. 2.19
entio |

OP = ||OP|| T:ﬂ

€, Como
O = llull cos 8,

temos

o v
OP = ”u“ cos @ W

Fig. 2.19
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ou

— u+vy v utv.
OP = ||u|| H”“ "l’" “'Ir'” _( - )1’-

No caso do angulo @ entre os vetores u e ¥ ser maior que 90°, conforme mostra a Fig. 2.20, com
um procedimento andlogo ao anterior, podemos mostrar que também se tem

- .
OP=(:‘:)V.

Pl
<

Fig. 2.20

5
Observe também que, se 8 = 90°, entdo OP = 0, mas mesmo assim, a formula

u-+v
v

oP=(2 )y

continua vilida. > .
Independentemente do dngulo entre ¥ e ¥, o vetor OP é chamado a projegdo de u sobre v.

Indicaremos OP por p¥. Portanto, quaisquer que sejam s vetores ndo-nulos # ¢ v, o vetor

u-v

puv=(v-v)v

& denominado a projegdo de u sobre v. )
Por exemplo, a projegdo do vetor ¥ = (2, 1) sobre v=1(4,—- 1) ¢

. - 7
P e ¢ D

-
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Exemplo. @) Verificar que o triangulo cujos vértices sao 4 (3, 3), B(0, 1) e C(1, 6) € retan-
gulo em 4.

b) Calcular a projegdo do cateto 4B sobre a hipotenusa BC.

¢) Determinar o pé da altura do triangulo relativa ao vértice A.

Solugdo, a)E suficiente verificar que
— —
AB-AC=0.
- —-
Como AB=(—3,—2)e AC =(— 2, 3), temos
- -
AB+AC=(-3)" (—2)+(—2)‘3=0.
b) A projegio do cateto AB sobre a hipotenusa BC ¢é o médulo do vetor
P2
BC
- -
Sendo BA = (3,2) e BC=(1, 5), temos

=¥ = —
B _BABC oy 13 oAl 53
B~ BC-BC 26 7 QT

Logo, a projegdo do cateto AB sobre a hipotenusa BC é
Bi, 1
"PEE“_ 5 4/ 26.

¢) Seja P (x,») o pé da altura relativa ao vértice 4. Entdo,

= BA
BP_PEE
ou
1
(x_osy—l)_-z{_(lvs)-
Logo,
Xt ey—l==
2 Y 2"
Donde

17
P (-2"-,-2-).

Exemplo, Calcule o angulo entre u + v e u — v, sabendu-se que |jufl = /3, || = le
o inguloentre u e v & 30°.
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Solupdo. Seja 6 o ingulo entre 4 + v ¢ 4 — v. Entdo, L

_(u+v)-u-v __uru—v-v
T M vl e = vl e+ vl - vl

cos 0

ueu= i =(v/3)? =3

vev=|pf? =12 =1.

Logo,

2

cos 0 = T ST —

Para calcular Jju + v|{ e |lu — V||, procedemos assim:

42 =(@+v)s u+v)=u-u+2u-v+v-v=|ul® +p>+2uv=4+2u"

Mas N
3 3 i
u+ v=iull ]l cos 30° =+/3 '1'—”2: 7
Logo,
2 3 _

llu+ vl =442 = =7. .
|

Portanto,

llu+ vl =+/7.

Procedendo da mesma forma encontramos

lu—wl=1.
Portanto,
] 2 2T "
sv=T 7
e

@ = arccos 7 .

Observe que u + v e ¥ — ¥ sio as diagonais do paralelogramo definido pelos vetorest e v.
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| | Exercfcios ]

2.31. Sejamu =(2,4)er =/— 3, 5). Determine:
@) o produto escalar de u por v;
b) odngulo entreu ¢ v;
) P3.

2.32. a) Dado o vetor u = (x, ), mostre que os vetores v = (~ y, X} e w = (y, — x) sdo perpendiculares
au.
b) Faga numa figura a representacdo dos vetoresu, v e w. A

i

2.33. a) Encontre um vetor de médulo § perpendicular ao vetor (2, — 1)
b) Determine o valor de X para que o vetor (2,x? — 1) seja perpendicular ao vetor (— 6, 4).

2.34. Dado o tridngulo cujos vértices sio 4 (1, 1), B (4, 0) e C (3, 4), determine:
a) osidngulosA, BeC;
b) as projecGes dos lados AC e BC sobre o lado AB;
¢) o pé da altura relativa ao vértice C;
d) adrea do tridingulo ABC:
€) a intersegdo da bissetriz do angulo B com o lado AC.

2.35. Determine a altura (ielativa ao lado AD) do paralelogramo cujos vértices so 4 (1, 0), B (2, 2), C (5, 3)
eD(4,1).

2.36. Calcule a drea do paralelogramo cujos vértices sdo os pontos médios dos lados do quadrilitero ABCD
sendo 4 (0, 1), B(-4,-1),C(5,-3)eD (7,0).

2.37. Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetoresu = (— 2, 3)e v = (5, 1).

2.38. Verifique que os pontas A4 (2, 7), B (2, — 6) e C (5, — 6) sdo os vértices de um tridngulo retangulo,

2.39. Sejau = (3, 1). Determine as coordenadas de um vetor v, de modulo 2, e que faz com ¥ um dngulo
de 30°.

2.40. Escreva o vetor (7, — 1) como soma de dois vetores, um dos quais é paralelo ¢ o outro ¢ perpendicular
ao vetor (1, — 1),

2.41. Sejamu e v vetores unitdrios ¢ perpendiculares, w =a,u + b, v ¢ z =a,u + b,v. Calcule:
a) |wlleliell;
b)) wez;
¢) odnguloentrew ez,

2.42, Sejam u e v vetores distintos. Mostre que, se u + v & perpendicular a u — v, entdo llull = |Ivil. A que
teorema sobre quadrildteros corresponde este resultado?

-2.43. Sejame, =(1,0),e, = (0, 1) ew = (x, ). Mostre que

a) w=xe, +ye,;
by w=(w-e, ,w-e,).

2.44. Calcule o dngulo entre os vetores ¥ ¢ w sabendo-se que:
lalt = lwil = 5 1l = 15l — v + wil = i + v + w]|;

odnguloentreu e v é /8,

245, Seu+v+w=0, |l =5, |¥ll =6 e lwll= 7, calcule:
a uv,bu-w, c)v-w,

. 2.46. SeP; =(2,1),u=(4,2) e |I7ll = 6, determine v

2.47. Demonstte que todo ingulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto. (Sugestdo. Demonstre que os
vetores P4 e PR, da Fig. 2.21 sdo perpendiculares.)
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/

A B

Fig. 2.21

2,48. Sejam u e v vetores nio-nulos. Demonstre que # ¢ perpendicularav — P :

2.8 EQUACGOES PARAMETRICAS DA RETA | |

Seja v = (g, b) um vetor ndo-nulo e A (x,, ¥,) um ponto do plano. Da Georr{etria Ele-
mentar sabemos que existe uma tnica reta 7 com a dirego de v e que contém A. Dizer que
tem a mesma diregdo de v significa que dois pontos quaisquer de * determinam um vetor com
a mesma diregdo de v.

/ / 2]

@ Fig. 2.22

Assim, um ponto P (x, ) pertence i reta  se, e somente se,
-
AP =1v,
parz algum nimero real £. Qu, em termos de coordenadas,

(x —x5,Y — o) = (ta, tb).

&
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Esta equagdo é equivalente ao sistema de equagges

x=x,+at
y=y,+bt,
chamadas equagdes paramétricas de r.
Exemplo.
x=1+2t
y=2_3t

s&0 equagBes paramétricas da reta 7 que passa pelo ponto (1, 2) € tem a diregdo do vetor (2, —3),
Isto significa que para cada valor do pardmetro t, o ponto

(a+2,2-31)

pertence A reta * e também que todo ponto de r é da forma (1 + 2t,2 — 3t), para algum valor
dez.

Exemplo. Uma particula estd animada de um movimento tal, que no instante ¢ ela se
encontra no ponto

(e, ¥)=(2+3¢,1+4r).

a) Determinar sua posigdo nos instantes? = 0,1 =l e = 2,

b) Determinar o instante no qual a particula atinge o ponto (11, 13).
€) A partfcula passa pelo ponto (5, 6)?

d) Descrever sua trajetOria.

€) Determinar sua velocidade no instante ¢,

Solugdo. a) Como a posigdo da particula é dada em fungdo do tempo por

y)=(@+3t,1+40),

suas posigOes nos instantesf = 0,7 = 1 e f = 2 sjo, respectivamente,

(x,)=(2+3.0,1+40)=(2,1),
x,)=(Q2+3.1,1+4.1)=(5,5),
(,»)=(2+32,1+42)=(8,9).

b) Basta determinar ¢ de modo que

(2+3r,1+4a=(11,13),

2+3r=11
1+4=13,

Logo, ¢ = 3, pois ambas as equagdes acima admitem esta soluggo.
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c) Para que a particula passe pelo ponto (5, 6) é necessirio que para algum valor de ¢
se tenha

(2+3t,1+4=(5,6),
0 que ndo ocorre pois as equaghes

2+3=5
1+4=6

sdo incompat{veis, isto é, n3o admitem solu¢fo comum.

d) A equagio
(,y)=(2+31,1+41)
é equivalente a
x=2+3t
y=1+ 4t

que sio equagdes paramétricas da reta paralela ao vetor (3, 4) e que contém o ponto 2, 1).
Logo, esta reta é da trajetéria da particula.

€) Vamos determinar a velocidade v da particula no instante t,. Se no instante 7, a par-
tfcula se encontra em P, (2 + 3¢,, 1 + 4¢,), ¢ no instante  se encontraem P (2 + 3¢, 1 + 41),
o vetor deslocamento no intervalo de tempo &f = — 1, ¢

B P=(2+36,1+4) = (2431, 1 +4,)=(t —1,) (3,4) = A1 (3, 4).
Logo, pela definigdo de velocidade, temos

PP Ar(3,4)
lim &%= li —=(3,4).
ar—o O aru?-o Ar 3.4)

V=

Como a velocidade, no instante t,, independe de f,,, conclufmos que a particula tem velocidade
constante. Observe que o nimero

Il =37 +42 =5,

expressa a velocidade escalar da particula.

2.9 EQUACOES CARTESIANAS DA RETA [ ]

_ Vimos, na Seg. 2.8, que as equagfes paramétricas de uma reta * paralela ao vetor ndo-nulo
v=(a, b) e que contém o ponto (x,,¥,) sdo dadas por

x=x, +at
y=v, +bt.

“d
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Podemos e‘lim.innr 0 pardmetro ¢ destas equagGes efetuando as seguintes operagBes: multipli-
cando a primeira equagdo por b e a scgunda por @, encontramos '

bx =bx, + bat )
ay = ay, + abt; )
subtraindo-se (1) de (2), temos
ay —bx=ay, - bx,.

Observemos que o segundo membro desta equagdo € constante. Charmando-se esta constante
de ¢, obtemos a equagio

ay —bx=¢

que ¢ chamada equapdo cartesiana da retar.

Se a primeira coordenada do vetor v = (g, b) & zero, isto é,a = 0, r é paralela ao eixo ¥
como mostra a Fig. 2.23a, e sua equagdo cartesiana reduz-se a x = X5,

(x5,%) v =(a,b) r

(a) @®)
Fig. 2.23

Se a # 0, podemos dividir a equagfo cartesiana de 7 por 2 ¢ obtermos

_b ¢
YETxt o

Fazendo-se, nesta equagdo, b/a = m e cla = k, temos

y=mx-+k,
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Como se vé na Fig. 2.23b,
b
m=—-= tgd,

onde 6 ¢ o angulo que * faz com o cixo x. O nlmero m é chamado declividade de r. A constan-
te k é a ordenada do ponto de intersegdo de 7 com o eixo ¥ pois (0, k) satisfaz a equagdo
y=mx+k.

Resumindo, demonstramos o seguinte:
Se r é uma reta paralela ao eixo y, sua equapdo cartesiana é da forma

X =Xg,
e se t nio & paralela ao eixo y, sua equagdo ¢ da forma
y=mx-+k,

onde m € a tangente do dngulo que r faz com o eixo X.
Observe que o vetor (1,m) é paralelo 2 reta 7 de equagdo y = mx + k. De fato, como

(L)1
{l,m)—(l, a ) - a (a'b):
(1, m) é multiplo de (a, b) e, conseqilentemente, tem também a dire¢ao der.

Exemplo. Determinar as equagOes paramétrica e cartesiana da reta r definida pelos pon-
tos(1,5)e(2,7.

SolupFo. Como as abscissas dos dois pontos dados sfo diferentes, a reta, por eles definida,
nio é paralela 20 eixo . Logo, sua equago cartesiana é da forma

y=mx+k. 1)

Para determinar m e & substituimos os pontos (1, 5) e (2, 7) em (1) e obtemos

5= m+k
T=2m+k.
Resolvendo-se este sistema encontramos
m=2 e k=3.
Logo, a equagdo procurada é
y=2+3.

Para escrever as equagdes paramétricas de r, tomamos o ponto (x4,¥,) como sendo (1, 5)
ev=(2,7)—(1,5)=(1,2) e obtemos

k.
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x=1+ 1 I
y=5+2 @

Uma mesma reta pode ser representada por pares de equages paramétricas diferentes.
De fato, depende da escolha do ponto (x,, ¥,) e do vetor ¥ = (@, b). Por exemplo, a reta do
exemplo anterior pode ser representada também pelas equagGes

x=2+2
y=7+4r (m

Embora o sistema (I) seja diferente do sistema (II), eles sfo equivalentes. Isto significa que
quando ¢ varia sobre o conjunto dos niimeros reais o conjunto de poritos dados por (1) é exa-
tamente o conjunto de pontos dados por (II).

Demonstramos anteriormente que toda reta F tem uma equagio da forma

bx —ay=c,

onde (a, b) é um vetor paralelo a r. Fazendo-se 4 = b, B = —a ¢ C = — ¢, podemos escrever
a equagfio de 7 assim

Ax+By+C=0. (111)
Observe que o vetor (4, B) é perpendicular i reta r, pois
(4,B)(@,b)=(b,—a):(a,b)y=ab-ab=0,

e(a,b) éparaleloar.
A reciproca também é verdadeira, isto ¢, toda equagdo da forma

Ax+By +C=0 1)
tem como grifico uma reta. Realmente, se (x,, ¥, ) é um ponto tal que

Ax, + By, + C=0, )

G, »)
(- B,4)

&o,yo)
4,8

Fig. 2.24
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subtraindo-se (2) de (1) encontramos
A(x-x,)+B(¥ -¥,)=0.
Interpretando-se este resultado como o produto escalar dos vetores (4, BYe(x— x5, 7 — Yo)s

j i é i tos (x, ¥) tais que os vetores
vemos que o conjunto solugdo de (IIT) é constituido de to::los os pontos
(x - xq,uy — ¥,) € (A, B) s#io perpendiculares. Isto significa que o grifico de (III) é a reta que

contém (X,, ¥,) € tem a diregdo do vetor (- B,4).

]

2.10 ANGULOS ENTRE RETAS [

Exemplo. Determinar o menor dos dngulos entre as retas 7' € §, cujas equagdes sdo, res-

pectivamente,
y..—_lx—z ey=—x+4.

Solugio. O vetor (1, 2) tem a diregdo de 7, assim como o vetor (1, — 1) tem a dirego
de s. Veja a Fig. 2.25.

0 ﬁngﬂoaentreosvetores(lﬂ)a(1,—1)6umdosﬁngnlosentm as retas 7 e 5. Efe-

tuando-se as contas, encontramos

V10

cosa=—~j5—
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a=arcoos(——~—'ul;]) JO0< a< 1.

Como cos o < 0, encontramos o dngulo maior entre as duas retas. O dngulo menor entre 7 e $
¢, evidentemente, 7 — a, cujo co-seno &

Vv 10
10

cos(m—a)= —cosa.

2,11 DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA | |

‘ ‘A distdncia do ponto P(x,, ¥,) 4 reta 7, de equagiio y = mx + k, é definida como sendo
a distancia de P a 4, onde 4 (x,,),) € o pé da perpendicular baixada de P a . (Veja a Fig.
2.26a,
Indicando-se pord (P, r) a distincia de P a r, temos

d(P,r) = |IPA|.

Como o vetor (1, m) tem a direg@o da reta 7, os vetores P_ﬁ = —x,, V1 - Y,)e(—=m, 1)
tém a mesma diregdo. Logo, existe um nimero real £ tal que

-3
PA=t(-m1)

. &, portanto,

d (®,7) = IIPAIl = it (= m, 1)l = |/ 7Z T 1.

gsta forma, d (P, r) estard determinada quando conhecermos f. A seguir, faremos o cdlculo
t.De

PA =(x, - X5, X1 "yo)=t(“ma 1)
obtemos

X1 =Jto —tm
Y11=y, +1,

Como (x,¥) pertence & retar, deve valer

Yo tt=mx, — tm) + k,
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donde

(= Yo tmx vk
1+m?

Sendod (P,r)=1t1\/1+ m? ,temos, finalmente,

— Yo tmx, +k

1+m? Iy l+m

d@,n=|

—:yo+mxo+k|
1+ m?

d(P.P’)=I

Esta férmula também pode ser obtida da Fig. 2.26b usando a semelhanga dos tridngulos
hachurados.

(x,, mx, + k)

W1+ m?

Imxg + k —yul
/ b 4 NP (g, ¥,
1 / 1 /

@ ®

Fig. 2.26

d Imxo'!-k_yo'
1

= J1+m?

Se a equagdo de r é da forma x =.c a formula deduzida acima ndo se a}plica. Neste caso, 2
distancia de P(x,, yo) ar édadapord(P,r)= |c—x,|. A férmula enunciada no Exerc. 2.58
aplica-se a todos os casos.
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2.12 EQUACOES DA CIRCUNFERENCIA (

Na Fig. 2.27 representamos uma circunferéncia de centro C (x,,¥,) ¢ raio r.

o),

Fig. 2.27

Seja P(x, ¥) um ponto qualquer da circunferéncia e ¢ o ingulo formado pelos vetores
CPe C4,onde 4 (x, +1,5,). Entio,

_co-d
Sl= == .
HCPILINCAN
- —- > -
Como CP= (x - x,, — ¥,),CA = (,0) ¢ ICPIl = ICA(| =, temos

x—x
cost = L

ou
X=Xx, +rcost.

N .
"Procedendo-se de maneira aniloga com os vetores CP e C:.';, onde B é o ponto (x,,¥, +7r),

e tendo-se em conta que o co-seno do dngulo #, formado por estes vetores, é igual ao seno do
angulo f, obtemos

Y=y, trsent.

Reciprocamente, se um ponto P (x, y) satisfaz as equagdes x =X, +rcostey =y, +rsent,
entdo P (x, ¥) pertence i circunferéncia, pois

dP,O)=V(x-x, )+ -y, =vrFcos?t+rsen’ t=r.

As equacBes
x=x,+Fcost
Y=y, trsent

s@o chamadas equagdes paramétricas da circunferéncia de centro C (x,,»,) ¢ raio 7.
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Como no caso da reta, eliminando-se f nas equagbes paramétricas, obtemos a equagdo
cartesiana da circunferéncia. Aqui procedemos assim: das equagGes paramétricas obternos

(x —x,) =r*cos’ t
-y, =r sen? ¢,

e daf,
(x—x,)2 + O —p,)" =17,
que é a equagdo cartesiana da ei'mmferéncﬁ de centro (x,,,) € raio7.

Exemplo. Escrever uma equagdo cartesiana da circunferéncia definida pelos pontos
A(LD,B(,-2)eC(2,3)

Solugdo. A equagdo procurada é da forma

(= x) + (=20 =72,

que também pode ser escrita assim
X2+ YT = 2px =2y + x5+ —r1=0.
Fazendo-se
— 2, =a,—W,=bexityl-r=c

obtemos

¥ +y*+ax+by+c=0,
que é outra forma de se escrever a equagdo cartesiana da circunferéncia.

Esta ultima equagdo deve ser verificada pelas coordenadas de cada um dos pontos 4, B
e C. Substituindo-se, pois, as coordenadas destes pontos nesta equagio, obtemos o sistema.

at+ b+e=—- 2
a-2b+c=—- 5
2+ 3b+c=—13,
cuja solugdo é
a=—13,b=1e c=10.
Logo,

x*+ P —13x+y +10=0,

é a equagdo procurada.
Por outro lado, sendo

a=-2x,, b=-2, ¢ .’:=:r:3,+)-rf)—1'2

e

[P

O PLANO - 51
segue-se que

NG RS B

2 2 27

Logo, a equagdo da circunferéncia pode também ser escrita na forma

13y LY _ 65
("_ 2) +(y+ 2) ~T2

Observe que as equagBes paramétricas desta circunferéncia sdo

13, V6
x= T \/-~
.1’=—— —-—sent
2 V7

Exemplo. Descrever a trajetéria de uma particula animada de um movimento tal, que no
instante ¢ ela se encontra no ponto

(x,y)=(2cos 31t 2sen3t).

V.4

v(t)

Fig. 2.28

Solugdo, A igualdade dada pode ser desdobrada em

x=72cos3t x=2coss
ou
¥y =2sen 3t y=2sens,
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onde s = 3t. Comparando

x=2co088
y=12sens

com as equacdes paramétricas da circunferéneia de centro (x,, ¥,,) e raio r, conclaimos que a
trajet6ria da particula & a circunferéncia de centro na origem e raio 2.
Observe que s = 3t é o dngulo descrito pela particula no tempo ?. O niimero 3 ¢ a veloci-
| dade angular da particula. Observe, ainda, que o vetor

1 v(#)=(~ 6 sen 3t,6 cos 31)

- ¢ perpendicular ao vetor OP (2 cos 3t, 2 sen 3t), pois v (f) - OP 0. Usando a definigdo de
i l velocidade e o conceito de derivada podemos mostrar que v (f) é, exatamente, a velocidade
da particula no instante .

I Exercfcios

2.49. Escreva as equagdes da reta que
a) contém o ponte (— 1, 1) e tem a direcdo do vetor (2, 3),
b) contém os pontosA (3,2)eB (- 3,1).
[M' /2,35 Dados os vetores u = (1, 5) e v = (4, 1), escreva as equagGes paramétricas e cartesianas das retas que
contém as diagonais do paralelogramo definido poru e v,

2,51, a) Mostre que

x=3+ 2
y=7-5t

530 equagdes paramétricas da reta definida pelos pontos A4 (3, 7) e B (5, 2).
b) Que valores se deve atribuir a ¢ para se obter os pontos 4 e B?
¢) Que valores de ¢ ddo os pontos entre 4 e B?
d) Localize na reta os pontos para osquais ¢t > let < 0.
\! 2.52. Escreva as equagdes paramétricas da reta que contém o ponto {1, 2) e faz comaretay = — 2x + 4um
ingulo de 60°,

/A{ Determine a projecdo ortogonal do ponto P (2, 4) sobre a reta
C% x= 1+ 2t

’JK ' }84/ Dado o ponto A (2, 3), ache o vetor AP onde P é o pé da perpendicular baixada de A d retay =
= Sx + 3.

\}‘: /{ Determine a intersegdo daretay = 2x — 1 com a reta definida pelos pontes (2, 1) e (0. 0).
Dados o ponto P (2, — 1) e a reta 7 de equagdo y = 3x — §, escreva uma equagdo da reta que contém
/’ opontoPe

o\ a) seja paralela a retar;
é\ ‘ b) seja perpendicular i reta 7.

- ——
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2.57. Determine o angulo menor entre as retas
a) Ix+y=1ley=-5+8;
Byx+y+1=0ex=1-2t,y=2+ 51

2.58. Mostre que a distincia do ponto P (x,,y,) aretadx + By + C=0¢ dada por
14x, + By, + C|

VA + B?

2.59. Mostre que se a distincia entre P (a, b) e a origem € ¢, entdo a reta definida porP e 4 (— ¢, 0) & per-
pendicular i reta definida por P ¢ B (¢, 0).

DK\ 2,40. Determine o comprimento do segmento OP da figura.

Y A
(2B 2 o 7
k) ';'/ {/'
1
A 1y
' c ()
- o 4
H 3 A -
L.'-’:_.' ) { _, A 1.
: Fig. 2.29
I .
b

ik)ﬁf Determine a distincia entre asretas2x —y =6e2x — y = — 1.

" 2.62. Escreva uma equacdo da circunferéncia que contém os pontos de intersegdo das retas y = x + 1
y=2+2ey=-2x+ 3.

2.63. Escreva as equagdes paramétricas das seguintes circunferéncias:
a) x* +y* -11=0;
by x* +y? —x+3y-2=0;
¢) x*+y? —6y=0;
d) x* +y? —2x -2y + 1=0.

2.64. Deduza uma equagdo da circunferéncia de centro na origem ¢ tangente i reta 3x — 4y + 20 = 0,

.

2.65. Determine uma equacdo da circunferéncia tangente s refas y = x e y = —x nos pontos (3, 3) e
(=3,3).

2.66. Determine um ponto na circunferéncia de centro (1, 2) e raio 3 que seja eqilidistante dos pontos
A(6,6)eB(2,10).

2.67. a) Determine a intersegdo das circunferéncias

x* 4y — 8¢ -2y +

7=0
X +y* —6x —dy+ 9=0

b) Escreva uma equagdo cartesiana da reta que contém a corda comum s circunferéncias do item (a),
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2.68. @) Uma particula percotre a reta definida pelos pontos A (1, 2) e B(3, — 1) com velocidade cons-
o tante. Sabendo-se que no instante r =02 partfcula se encontra em A ¢ queem = 2 se encontra
em B, determinar sua posi¢io no instante i ) X
b) Em que instante a particula se encontra mais préxima do ponto C (4, — 2)?

2.69. Num determinado instante t as posicdes de duas particulas P e Q sdo dadas, respectivamente, pot
A+2,1+t)e (4+1,—3+ 61)

Elas se chocam?

i = - instante em que um
ével M, parte do ponto 4 (0, 4) com velocidade v = (1, - 1) no mesmo ‘
270 :?VSTM, p:;tepde 0 (0, 0), também com velocidade constante. Qual deve ser a velocidade de M,
para que M, ¢ M, se choquem uma unidade de tempo depois?

2.71. Uma particula estd animada de um movimento tal, que no instante ¢ ela se encontra no ponto

G, yY=(1+ 2cost, 2+ 2sent).

a) Descrever sua trajetoria. .
b) Verificar que sua velocidade no instante ¢

y(#)=(—2senf,2cost).
2.72. Escreva as equagdes paramétricas da tangente a circunferéncia

X =X, + rcost
y =y, +rsent,
no ponto (xy,¥,).
2.73. A trajetéria de uma particula é dada por

x=2+ 2cost

y=l+zsenr,-4-;-4 t< 2m

Deteymine o menor valor de t para o quala particula se encontra a igual distincia dos pontos A (0, 4)
e B (1, 5).

2.74. Sejam 7 ¢ s duas refas cujas equagdes sio Ax + By + C=0ed x + B,y+ C,=0.
) ) Mostre que, qualquer que seja X,
‘ Ax+By+C+ A (A x + B y+ C)=0 m

do d reta que contém a intersegdo dere 5. _ i _ )
¢ equ;-gaose jt.:m-: B '-: A} + B, mostre que parad =+ 1 as retas dadas por (I) sdo as bissetrizes dos angu-
losentre 7 ¢ 5.

e |

CONICAS

3.1 ELIPSE [ ] ]
Dados dois pontos ¥ e ¥y e um nlimeror >d (F;, F), o conjunto dos pontos P do plano
tais que

d(P,F)+d (P,F\)=r

¢é chamado elipse de focos F; e F e eixo maior ”.

@ *)

Fig. 3.1

Graficamente podemos obter um ponto da elipse fazendo-se a seguinte construgdo: cen--
tramos o compasso em um dos focos e com abertura igual a s (s < r) tragamos um arco C,
depois, centramos no outro foco e com abertura igual ar — s tragamos o arco C; . A interse¢do
de Ce C; é um ponto da elipse. Veja a Fig. 3.1.

Utilizando-se esta construgdo podemos obter tantos pontos da elipse quantos desejarmos.
Ligando-se estes pontos obtemos a representagdo grifica-da elipse (Fig. 3.2).
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/’_N_
N Ly"
1

B

Fig. 3.2

Os pontos 4; ¢ A foram obtidos tomando-se s = (r — d (F, F)/2 e os pontos B e By

tomando-se s = r/2. Estes pontos s i . Observe. quea distﬁ;ciz(i) entre_
A,y € A é igual ao eixo-maior da elipse € que O segmento BB, € perpendicular a 4,4. O pon
10 Q, intersegdo de A14 e BB:, é.0 centzo daelipse.

#Na prética, podemos tragar uma elipse usando um lago compleu? de barbante ¢ dois
prego;. Fixam-se os pregos em dois pontos (focos) e faz-se um légis deslizar sobre 0 papel de
modo que o lago de barbante, apoiado nos pregos e na ponta do lapis, mantenha-se esticado..

Fig. 3.3

A seguir, vamos deduzir uma equagdo da elipse na situagio particular em que seu centr9
coincide. comn’a‘origem do sistema e os foces estdo sobre .0 eixos coordenados. Temos dois
casos, conforme ilustra a Fig. 3.4.

B (0,b)

0,
B(0, b) F0,0)

¥y
m‘m x i x
\i’/ 0
¢

A4,(-a,0) A@@,0) A (a0 A @0
(-4,

0 -
B,(0, -b) F.(0,-0)

B, (0, - b

@ ®
Fig. 3.4

Rt

i
i
|
i

—h—
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Quando os focos estdo sobre o eixo x, temos
d(P,F)+d(P,F)=d(4,,4),

onde P (¥, ) é um ponto qualquer da elipse.
Para maior simplicidade nas contas, estamos indicando o eixo maior por 24 ¢ a distincia
focal d (Fy, F) par 2¢. Com esta notagdo, em termos das coordenadas de F;, F e P, temos

VE+eP +y? +/ -+ =x
ou

VE+e)P+y =u—J(x-c)? +y? .
Elevando-se ambos os membros desta equagdo ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos

xc—a’=—a/(x— o) + % .
Novamente, elevando-se esta equagdo ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos
@ - c*)x* +a’y? =a® (@ - ). ¢))]
Na Fig. 3.4a, por defini¢do do ponto B, temos
dB,F)=aed(0,F)=c

Logo, do tridngulo OBF, deduzimos que 4% — ¢? = p?,

o c F

Fig. 3.5

Introduzindo-se este valor em (1), obtemos
b2x2 + a2y2 — a2b2
ou
x2 y2

= Tl

que € a equagio da elipse.
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Observagdo. Na verdade, demonstramos apenas que um ponto P(x, ¥) que satisfaz a
equagdo

VE+? +y? +(x—of +yP =2 €}
também satisfaz a equagio

2 2
S ereL ()
Seguindo os passos da demonstragdo apresentada, no.sentido inverso, pode-se mostrar que
todo ponto P (x, ») que satisfaz (2) também satisfaz (1). Assim, as Eqs. (1) e (2) sdo equiva-
lentes e (2)é, de fato, uma equagdo da elipse.

Quando os focos da elipse estdo sobre o eixo y, como na Fig. 3.4b, sua equagio &,
também,

Sendo agora 2b o seu eixo maior. Neste caso o vértice A € tal que d (F, 4) = b e, portanto,
vale b? — ¢* =a? (Fig. 3.6).

» v

I

Fig. 3.6

Resumindo, temos: em ambos os casos a equagdo da elipse é

2 2
ii..p_iv_:L
a b?

« Sea > b os focos da elipse estdo no eixo x e sdo F,(—c, 0) e F(c,0),onde c=~/a* — > .
> Sea < b os focos da elipse estdo no eixo » e sdo Fy (0, — ¢) ¢ F(0,¢), onde ¢ = /b —a? .

Exemplo, 9x? + 4y? = 36, que também pode ser escrita assim

x‘.’

2
22
4 9

r—
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€ uma equagfio da elipse de vértices

A1(—2,0),4(2,0),B(0,3),8,(0,—3)

e focos

F(0,v/5)e F1(0,—+/5).(Veja a Fig. 3.7a).
Em geral;-a-equaglio-de-uma-elipse ¢-do segundo-grau. Quando os vértices da elipse ndo

estdo sobre os eixos do sistema de coordenadas, além dos termos em x? ¢ ¥? a equagdo apre-
senta também termos em xy, x e .

Exemplo. Equagdo da elipse cujos focos s@o F;(— 3, 0) e F(0, 4) ¢ o eixo maior é 7.
(Fig. 3.7b.)

@ (
Fig. 3.7

Solugdo. Seja P (x,¥) um ponto da elipse. Entdo, por definigdo,
d(,F)+d(P,F) =17

ou

VEFIF T VT =T,

Na verdade ja obtivemos uma equagdo da elipse. Contudo, vamos transformar a equagdo acima
a fim de eliminar os radicais que nela figuram. Transpondo o termo

NEEToEw

para o segundo membro e elevando a equagdo resultante ao quadrado, obtemos

(x+3)? +y? =49 +x2 + (¥ -4)* — 14/x* + (y —4)?,
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que pode ser simplificada e escrita assim

3x +4y —28=_T/x? +(y —4)? .

Elevando-se ambos os membros desta equagfo ao quadrado e simplificando o resultado, obte-

mos, finalmente,

40x* + 33y% — 24xy + 168x — 168y — 200 = 0,

que ndo contém radicais e é do segundo grau.

3.2 HIPERBOLE [ N

Dados dois pontos £, e F e um nimero » < d (F,, F), o conjunto dos pontos F do
plano tais que

d(F,P)—d(Fy,P)=r

¢ chamado hipérbole de focos F; e Fe eixo 7.

F1 F F1 P\

(@) (b)
Fig. 3.8

Graficamente, para se obter um ponto da hipérbole é suficiente centrar o compasso em
um dos focos e com abertura s tragar um arco C; depois, centrar no outro foco ¢ com abertura
§ +r tragar o arco C;. A intersegdo de C e C; é um ponto da hipérbole. Unindo-se os pontos

assim obtidos temos o tragado da hipérbole.
F

S
—

Fig. 3.9
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Os pontos Ay e A, chamados vérrices da hipérbole, foram obtidos tomando-se
s =(d (Fy, F) —r)[2. Observe que d (4, A)=r e quese s <(d (F1, F) - r)/2 osarcos Ce Cy nio
se interceptam. Da construgdo, ¢ facil ver que a hipérbole é composta de dois ramos e simétrica
em relag3o i reta que contém os focos e em relag@o 4 mediatriz do segmento Fy F.

Com o objetivo de obter uma equagio mais simples para a hipérbole, vamos eleger um
sistema de coordenadas onde um dos eixos contém os focos e a origem seja o ponto médio do
segmento F; F. Como para a elipse, temos, também, dois casos.

y
A, 0) F0,0

A0, b

0 X

Fy(=c,0) > F(c,0) A A,(0,- )
F —_
Al(‘ a, O) ) (0, C)
@ @

Fig. 3.10

Quando os focos estdo sobre o eixo x, temos
'd (P:Fl)'-d(PaF)] =d(A;A1)’

onde P (%, ¥) é um ponto qualquer da hipérbole. Como mostra a Fig. 3.10a, estamos chamando
a distincia focal d (Fy, F) de 2c e a distancia entre os vértices de 2a. Logo,

WE+e+3? —V(x-cP +y? =2

ou

VE+eP +32 -/ (x—cf +y* =+ (1
Depois de eliminarmos os radicais de (1), podemos escrevé-la assim
(c? —a?) x* —a®y? =a*(c® —a?).
Fazendo-se

c? —a® =p?,
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obtemos
b2x? — a?y? =q?h?
ou
x2 y2
G

que ¢ equivalente a (1) e, portanto, é uma equagao da hipérbole.
Quando os focos da hipérbole estdo sobre o eixo y, como na Fig. 3.10b, sua equagdo é

X
i
onde 25 ¢ a distincia entre os vértices e a é tal que
¢t — bt =a?,

Mesmo quando os focos da hipérbole ndo estao sobre os eixos, ou ndo sdo simétricos em re-
lagio A origem, sua equagdo é também do segundo grau. Por exemplo, uma equagdo da hi-
pérbole de focos F1(—2,1)e F(1,3)eeixo2é

20x* + 48xy — 76x + 24y —79 =0,

como o leitor pode verificar.

Exemplo. Determine condi¢Bes sobre @, b ¢ m para que a reta y = mx intercepte a
hipérbole

Solugdo. Suponhamos que (x,, ¥, ) seja um ponto da intersegfo da reta com a hipérbole.
Veja a Fig. 3.11a.

Entdo, devemos ter

Yo Yo _y
02 b2 4
Yo =mx,.
Destas duas equagdes, obtemos
x2 B mixl .
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que, resolvida em x,,, nos d4

. ab b
x, =% =4t
° b? —a*m? b2
— -m

2
a

Para que x, tenha valor real, isto &, para que a reta intercepte a hipérbole, é necessdrio e sufi-
ciente que

b2 2 X
2 —m >0 ouque m? < o

Sendo a e b niimeros positivos, segue-se que

b

-—< m<i‘
a a

Assim, a reta ¥ = mx intercepta a hipérbole

2
L L

a2 b2

se, ¢ somente se, sua declividade estiver compreendida entre — b/a e b/z. A parte (b) da Fig.
3.11 mostra a hipérbole ¢ as retas de declividade b/3 e — b/a, que contém a origem.

xp:¥0)

@ ®)
Fig. 3.11

Cada uma das retas
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é chamada assintota da hipérbole. Portanto, as assintotas s3o posigdes extremas das secantes
a hipérbole, que contém a origem. Ainda mais, da expressdo

1

*
i
H+

o 2
D
vemos que, quando a declividade da secante tende para b/a, a abscissa x,, do ponto de inter-
secdo tende para mais ou menos infinito. Isto significa que a hipérbole (ambos os ramos) tende
para as assintotas, 2 medida-que se afasta da origem. Esta interpretagio geométrica sugere um
procedimento cdmodo para se esbogar uma hipérbole, a saber, primeiro tragamos as assintotas
e, depois, os ramos da hipérbole tendendo as assintotas, como mostra a Fig. 3.115.
Procedendo-se de forma andloga, em relagdo A reta y = mx e a hipérbole

yz
FEr it

podemos deduzir que a reta intercepta a hipérbole se, e somente se, m > bja ou m < — b/a.
Portanto, as retas

também ocupam as posigGes extremas das secantes & hipérbole, que contém a origem, isto &,
a hipérbole

o7 " Tl
tende ao par de retasy = bx/a e y = — bx/a que sdo as assintotas.
Exemplo. As assintotas da hipérbole
x2 2
- _ L =1
9 4
sdo (Fig. 3.12a)
=2 yey=—2x
y Y 3
¢ as da hipérbole
2 2
AN A
16 4
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sdo (Fig. 3.12b)

y=2xey=-—2x

@ (b)
Fig. 3.12

3.3 PARABOLA | J

Dados um ponto F e uma reta 7, chama-se paribola de foco F e diretriz 7 ao conjunto de
pontos P do plano tais que

d(®,F)=d(P,r).

Construgdo. Pelo foco F tragamos a perpendicular 4 diretriz 7 e tomamos sobre esta per-
pendicular (chamada eixo da pardbola) um ponto C. Por C tragamos uma paralela a 7 e com
abertura igual a d(C, r) e centro em F determinamos nesta paralela os pontos P e P’ da pardbo-
la. Unindo-se os pontos assim construidos obtemos a pardbola (Fig. 3.13).

@) (b)
Fig. 3.13
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Observe que se escolhermos o ponto C, sobre o eixo, de modo qued (C,n)<d(C,F),o
arco tragado com centro em F e raio d (C, F) nio intercepta a paralela 4 diretriz tragado }’)or’C
O ponto da pardbola mais proximo de r é o ponto 0 (veja a Fig. 3.13b) tal que, d (0, €) =
=d (0, F). Este ponto é chamado vértice da pardbola. , ’

, Em geral, a equagdo de uma pardbola é do segundo grau, isto ¢, contém termos em x>
Yo, xy, x gy. Porém, quando o sistema de eixos é escolhido de modo que a origem coincide,
com o vértice e um dos eixos do sistema coincide com o eixo da pardbola, como veremos, su
equagdo & muito simples. Existem quatro casos. ’ o

y
y
F r
d x
r F
(@ ®
y y
14
r
X x
K ’
(c) @
Fig. 3.14

Na Fig. 3.142 o foco est4 sobre o eixo y e a diretriz é paral i
ela ao x.Sed =
entdo o foco € F (0, a) e a equagdo da diretriz é P oo Fn=2,

y=-—a,
Um ponto P (x, ¥) pertence  parabola se, e somente se,
d(P,F)=d(P,r)

ou

Ve +@-ay =1y +al.
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Eliminando-se o radical desta equagdo e simplificando o resultado, obtemos a sua equivalente
4ay = x? ou y=Lx2
4a »

que ¢ a equagdo da pardbola.
Nos demais casos, efetuando-se contas semelhantes, obtemos

— 1 2
YE @t
N N
x=—a¥

que sdo, respectivamente, as equagdes das pardbolas das Figs. 3.14b, c e d. Em todos os casos

1
=-—"—d(F
a > (F,r).

Exemplo. O grifico da equagdo

= 2
x=—-y,

_é a paribola de foco F (— 1/4, 0) e diretriz x = 1/4 pois, neste caso, 1/42 = 1, donde a = 1/4.
Veja a Fig. 3.15. .

Fig. 3.15

r Exercicios J

S {/f’ » yi .
6.1; O que acontece com a elipse da Fig. 3.3 quando os. pregos sio fixados cada vez mais proximo um do
- outro? Que curva s¢ obtém se fixarmos os dois pregos no mesmo ponto?

N~
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3.2. Utilizando-se régua e compasso construir: : 5
a) uma elipse conhecendo-se seus quatro vértices;
b) uma parabola conhecendo-se seu foco e seu vértice;
¢) uma hipérbole conhecendo-se seus dois vértices e um de seus focos.

\
7}6'//3/ Esboce e determine os elementos principais (focos, vértices, assintotas, diretriz) das curvas cujas equa- K; ‘\
¢oes sdo 4

x? yt x? y? Fig. 3.16
— +—=1 by — + —=1
LTI ) 25
o Xy 1 ) y:oox? 1. 3.12. Determine os valores de m para os quais a rcta
35 9 ’ 25
=3 x +
e x=y% N y=xt rEzEm
g 4x? + 9y? = 36; h) x*—y? +4=0. " é tangente a hipérbole
/}4 Deduzir uma equagio x_z — y_’ =1
a) daelipse cujos focos sdo Fy (=1, — 1) e F (1, 1) e 0 eixo maior € 44/ 2 ; 9 36 ’
b) da hipérbole cujos focossio F, (~ 1, - 1) e F(1,1)eoeixo é/ 2;
¢) da paribola de foco F (0, 0) e diretriz y = 2. 3.13. Seja P o pé da perpendicular baixada do foco F da hipérbole
X . Deduza uma equagdo da parabola com vértice em V (6, — 3) e cuja diretriz é areta 3x — Sy + 1 =0. " .
- 2
3.6. Determine uma equagio da hipérbole cujas assfntotas sfo y = x e y = - x, sabendo-se que um de ; x: - _y_z =1
seus vértices é o ponto (2, 0). T . ¢ b
3.7. Escrever uma equagio da elipse cujos focos sdo F, (— 2, 1) e F (2, 3) e o eixo menor mede 4. \‘\\\ t : a uma das assintotas. Demonstre quePT =bePO= a, onde O é a origem do sistema de coordenadas.
3;> Demonstre que a reta T b 3.14. Prove que toda parabola cujo eixo ¢ paralelo ao ¢ixo y tem uma equagdo da forma
xa"+yo”Al . y=ax® +bx + ¢,
2 2
a b /Qup! ¢ a forma geral das equagdes das parabolas cujo eixo € paralelo ao eixo x?
é tangente a elipse {3.15." Deduzir uma equacdo da paribola que contém o ponto (1, 4), sabendo-se que seu eixo é paralelo ao
— eixo y e que seu vértice é o ponto (2, 3).
2 2
x_2 n % =1 b 3.16. Deduza uma equagdo da pardbola que contém os pontos (— 1, 12), (1, 2) e (2, 0) e tem eixo paralelo
a ; ao eixo y.

3.17. Prove que numa paribola o comprimento da corda que contém o foco e é perpendicular ao eixo é

noponto P (x,,¥,). « \
duas vezes a distincia do foco d diretriz.

.

£ 3. : k . N c
. 3.9/ Determine o valor de k para que a reta 3.18. a) Prove que aretax — 2ay,y + x, = 0 ¢ tangente a pardbola x =ay? no ponto P X5,0)

. b) M?stte que a perpendicular a tangente em P (x,,, Yo) € bissetriz do dngulo formado por PF (onde
< =1 o F ¢é o foco da pardbola) e a paralela ao eixo da pardbola, que contém P Xo,Yo)-
3.19. Mostre que, qualquer que seja o valor de 7, o ponto

seja tangente a elipse
(@acost,bsent)

x2 y2
+— =1 ’ ertence i eli
9 2 p 3 elipse
N t x? y?
3. 0 Determine o ponto da elipse ey + i 1.
7 x* oyt i ¢
+ =1 - Observaggo, Quando ¢ varia de 0 a 27 o ponto (@ cos?, b sen f) percorre a elipse, a partir do vértice
18 8 A (a, 0), uma vez.
mais préximo dareta 2x — 3y + 25 =0. i x =acost
L y=bsent

3.11. Considere uma semi-elipse e uma semi-reta como mostra a Fig. 3.16. Se girarmos a semi-reta no sentido

horério, em torno de P, em qual ponto da elipse ela tocara? N .
s30 equagdes paramétricas da elipse.
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3.20. Uma partfcula se move de modo que no instante ¢ seu vetor posigdo é
-
OP (1) = (t, 4t — t?).

Determine:
@) uma equagdo czrtesiana da trajetGria da particula;
b) o instante em que a particula se encontra mais préxima daretay = 5.

3.4/ROTACAO E TRANSLACAO DE EIXOS | )

Nos pardgrafos anteriores vimos que a equagdo de uma conica (elipse, hipérbole ou
pardbola) é sempre do segundo grau, isto é, é da forma

ax2 +by?: +exy+dx+ey +f=0.

Vimos, ainda, que quando o sistema de coordenadas é convenientemente escothido a equagdo
da cdnica reduz-se a uma das formas

x2 y2
F ®)
x2 y2 yz x2
Ty e ! )
y= x2 y=_,1—x2 x= yz ou x—_LyZ (P)
4a ’ 4a ’ 4a 4a :

Dizemos que estas equacBes estdo na forma reduzida ou candnica.

Na Se¢. 3.5 provaremos que, exceto em certos casos particulares, o gréfico de uma equa-
¢do do segundo grau, em duas varidveis, ¢ uma cénica. Em geral, a técnica utilizada para iden-
tificar ¢ esbogar esta conica consiste em simplificar sua equagio efetuando-se mudancgas do
sistema de coordenadas. Estas mudangas s3o translagdo e rotagdo de eixos e serdo introduzidas
a seguir.

TRANSLACAO DE EIXOS

Na Fig. 3.17a estdo representados dois sistemas de coordenadas: o sistema xOy, como
de costume, e o sistema x,0,¥;, que pode ser imaginado como uma translagio de xOy tal que
a origem 0 coincide com o ponto 0, .

Se P é um ponto do plano, podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos
dois sistemas. Como mostra a Fig. 3.17b, se (x, ») sdo as coordenadas de P em relagdo ao sis-
tema x0y e (x4,),) sdo as coordenadas de P em relagdo ao sistema x;0,¥, , temos

x=xy +a ©
y=yy +b,

g
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onde (a, b) sdo as coordenadas de 0, em relagdo ao sistema x0y. Explicitando-se x; e y; em
(s) obtemos

x=x-—a
y1=y—b.

Estas equagBes permitem passar das coordenadas de um ponto P, dadas no sistema xCOy, para
as coordenadas de P com relagdo ao sistema x,0,¥,.

P R . ot

X,

(a) )
Fig. 3.17

Exemplo. Seja o ponto P (4, — 1). Efetuando-se uma translagdo tal que a nova origem
¢ 0, (-2, 3), em rela¢do ao novo sistema, as coordenadas de P passam a ser

x, =4 —(— 2) =6
Yy=-1-3=-4,
ou seja, P (6, — 4). Veja a Fig. 3.18.

Yy y

Xy
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Neste caso, as equagGes de mudanga de coordenadas sgo: ’ i Escrevendo-se a tiliima equag#o acima na forma
;
X =x+2 x=x; —2 ' * i
ou , L BT
yi=y-3 y=yi+3. ' 9 +4'1’
Se, relativamente ao sistema x0p, a equagio de uma reta é vemos que seu grifico é uma elipse cujos vértices, no sistema x;0,¥, , onde 0, (1, 2), s3o
y=mx+b, ) | 41(=3,0),4(3,0),8(0,2)¢ 5:(0,-2).
no sistema x, 0, ¥, sua equagdo é Esta elipse estd mostrada na Fig. 3.19.
Yi+t3=m@x -+b
ou r y
r

Yy=mx; +b-2m—3.

Observe que a declividade da reta ndo se alterou.

b
, Exemplo. Usando uma translagdo conveniente elimine os termos do primeiro grau da / \ x,
equag¢do . 0,
1] /
4x? —8x + 9? —36p+4=0 . x

Solugdo. Completando os quadrados, em x e ¥, na equagdo dada, obtemos

4("2—2"+J)+9U’2—4Y+i)+4=4'1+9'4 Fig. 3.19
o ‘ .

4(x—1)? +9(p» —2)* = 36. Observe qﬁe a elipse acima é também o grifico da equagdo
Observe que para obtermos um quadrado perfeito no interior dos parénteses, somamos 1 - _ ’ 4x? +9y? —8x - 36y +4=0.

no primeiro ¢ 4 no segundo. Para mantermos a igualdade, estas mesmas parcelas, multiplicadas
pelo coeficiente do paréntese, foram somadas no segundo membro. Depois disto, efetuamos a
translagdo de eixos definidas pelas equagdes

em relagdo ao sistema x0y, pois quando se efetua uma translagdo o grifico ndo se altera, apenas
a equacdo muda.

xy=x-1 P
Y=y 2 ROTACAO DE EIX0OS

¢ escrevemos a equagdo ! ' Consideremos o sistema de coordenadas x0y, e seja x,0y; o sistema de coordenadas
' obtido de x0y por uma rotagdo de um éngulo 9, no sentido anti-hordrio, como mostra a

4(x—1)2+9(y —2)* =36 ) Fig. 3.20.
: Sejam (x, ¥) e (%1, Y1) as coordenadas de um ponto P do plano, em relagdo aos sistemas
assim x0y e x,0y,, respectivamente. Nosso objetivo é escrever x; e ¥, em fungdo de x,y e do 4n-

2 gulo 6.

2 2 — PR : .
4x1 +9y1 =36, - Uma rotagdo de um dngulo 0 transforma os vetores

que é a solugdo do problema. e, =(1,0ee, =(0,1)
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nos vetores u; e U4, , onde

u; =(cosf,sen @) =cos fe, +senb e,
U, =(—sen@,cos6)=—senb e, +cosbe,,

-
Para o vetor OP temos
>

OP = (x,y) = xe, +ye,,

onde x e ¥ s3o as coordenadas de P em relagdo ao sistema x0y. Por outro lado, como u, e u,
sdo unitirios e perpendiculares, temos também

-
OP=(xy,Y1)=xu, Tyl’-‘z,

sendo X, eV, as coordenadas de P em relagdo ao sistema x, 0y, .

y
Y
________ P
/’I\\ *1
e 7N
2 P |
w;\ e {
]
i, !
0 ! |
1
[} 1 1 X
M
0 €
Fig. 3.20
Temos, entdo, a igualdade

xey +ye, = x uy +y u,

ou
xe, tye; =x;(cosfe; +senfe;)+y,(—senfe; +coshe,)

de onde obtemos

x=x, ¢cos0 —y, send
y=x18en8+y; cosd

ou
Xy = Xxcos8+ysenb
Yi=—xsené8 +ycosf.
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Exemplo. Seja o ponto P (6, 4). Efetuando-se uma rotagdo de um angulo de #/3 radianos
nos eixos, em relag@o ao novo sistema, suas coordenadas passam a ser

x,=6-—;—+4l/5_§- =3+2V3

1

y,=—6i2§— +4-—;—=—3\/'§ +2,

ou seja,

P(3+2V3 ,2-3V3).

Exemplo. Usando uma rotag@o de eixos convenientes transforme a equagio
42 +y? +4xy+x—-20=0
em uma que ndo contenha o termo em X).
Solugdo. Substituindo x e ¥ na equagdo dada por

x=x,cos —y,senf
y=x,senf +y, cosb,

obtemos

4(xy cos8 — y, sen ) + (x; sen § + ¥, cos 0) +
+4(x;cosf—yysenf)(xysend + y, cos )+
+(xy cos 0 —y;senf)—2(x, senf +y, cos ) =0,

que é a equivalente da equagdo inicial em relagdo ao sistemna x; 0y; , obtido do sistema x0y por
uma rotagao de um angulo 6. Desenvolvendo-a, obtemos

4 (cos? 0 +sen? 0 + 4 cos @ sen ) x} + (4sen? § + cos® 6 — 4 sen 0 cos A) ¥} +
(—6cos 8 senf +4cos® 8 —4sen® ) x, ¥, +(cosf —sen 0) x, + (1)
+(—senf —2cos8)y, =0.

Como nosso objetivo é obter uma equagdo que ndo contenha o produto das varidveis, iguala-
mos o coeficiente de x;¥, a zero, ou seja, impomos para § a condigdo

—6cos0senl +4cos’ 0 —4sen® §=0.
Lembrando que cos 8 sen & = 1/2 sen 2 6 e que cos® 8 — sen” § = cos 20, obtemos
—3sen260 +4c0s20=0

€, portanto,

=4
tg 20 = 3"
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A partir desta igualdade deduzimos que -

(0 ¢ aproximadamente 26°33').
Substituindo-se os valores de sen 8 e cos 8 na Eq. (1) e efetuando-se as contas, obtemos

Y1 =\/S_x}.

O grifico desta equagfo, como ji vimos, é uma pardbola. Ela est4 representada, juntamente
com os dois sistemas de coordenadas, na Fig. 3.21.

Yy

Xy

Fig. 321

Observe que esta pardbola é também o grifico da equagfo
4x2 +y* +4y+x-20=0
em relagdo ao sistema xy.

Como vimos nos exemplos anteriores, dada uma equacio do segundo grau nas variiveis
x e y, usando uma rotagfo de eixos podemos eliminar o termo em xy. O dngulo desta rotagdo é

-1 £
f= 2 arctga_b ,

onde ¢ é o coeficiente de xy, @ o coeficiente de x* e b o coeficiente de 2, desde que @ # b.

Sea=5b,08 é45°. (Veja o Exerc. 3.30.) Apés eliminarmos o termo em xy, completamos os
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quadrados na equagfio resultante para determinarmos a translagio que elimina os termos do
primeiro grau. Vejamos mais um exemplo.
Considere a equagdo

3x2 + 3y —10xp +12¢/2 x—4/2 y +32=0.
Como o coeficiente de x* & igual ao de ¥?, a rotagdo é de 45° e suas equagdes sdo

3 M

y= Tyb

—"22 Xy + ﬁ

Substituindo-se estes valores na equagdo dada e simplificando-a, obtemos
x} -4yt —4x, + 8, —16=0.

Depois de completarmos os quadrados em x; e ¥, podemos escrever esta iiltima equagio assim

(xl_2)2 _(yl—l)z =1
16 4

que se transforma em

ap6s efetuarmos a translagdo de eixos definida por

X =Xy —2
Y2=y1 -1

O gréfico desta equagdo é uma hipérbole. Ela estd representada na Fig. 3.22, juntamente com
o0s trés sistemas de coordenadas.

A construgdo da Fig. 3.22 obedeceu & seguinte ordem: primeiro desenhamos o sistema de
coordenadas xy; girando-se tal sistema de 45° obtivemos o sistema x,¥,; o sistema x,y, foi
obtido conforme a translagdo definida pelas equages

Xy =X —2
Y2 =Vt _l’

isto é, é uma translagdo de x,;¥; onde o ponto (2, 1), relativamente ao sistema x,¥,, é anova
origem. O esbogo da hipérbole foi feito no sistema x,y,.

Observe que com a rotagdo o eixo x; ficou paralelo ao eixo da hipérbole e com a transla-
¢d0 a origem do novo sistema x, ¥, coincidiu com o centro da hipérbole.
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a=G%

[

AU ©

Fig. 3.22

r Exercicios J

\. 37]. Efetua-se uma translagio de eixos de modo que a nova origem seja o ponto (— 2, 3).
a) Determine as coordenadas dos pontos (3, 2) e (5, 7) com respeito ao novo sistema. »
b) Escrever uma equagdo da retay = 2x + 7 com respeito ao novo sistemna.

2. Efetuar uma translacdo de eixos tal, que em rela¢do ao novo sistema, as equacdes das retas y = 2x — 1
e x + 3y = 11 nfo contenham o termo constante. Escreva as equages destas retas em relagdo ao
novo sistema.

\‘%3/. Seja x,0,y, um sistema obtido de x(y por uma translacio. Determine a nova origem 0, , sabendo-se
" que um determinado ponto tem coordenadas (3, 4) no sistema x0y ¢ (- 2, 3) no sistema x, 0,y .

3.24. Seja x,0,y, uma translagao de x0y cuja a nova origem é 0, (4, 1) e x,0,y, uma translagdo de x,0,¥,
cuja nova origem (no sistema x,0,y,) €0, (1, 2).

2) Determine as coordenadas de 00, , 8,0, ¢ 00, em relagdo a cada um dos trés sistemas.
b) Verifique que 00, =00, +0,0,, em qualquer um dos trés sistemas.

-
:y( Mostre que guando se efctua uma transtagdo de eixos as coordenadas de um vetor AB (sendo A ¢ B
dois pontos quaisquer) ndo se alteram.

"I 326, Efetua-se uma rotagio de eixos de um 4ngulo ¢ no sistema x0y. Sabendo-se que, em relagdo ao siste-

. ma x0y, o ponto P é dado por (5, / 3) e que, em relagio ao novo sistema, ¢ dado por (4, — 23y,

) determinat o angulo 6. '

<" /1. Determine as coordenadas do ponto P (2, 5) em relagdo ao sistema obtido do sistema x0y por uma
rotagdo de um dngulo-6 tal que tg 8 = 1/3.

3.28. Seja X, 0¥, o sistema obtido de xOy por uma rotagdo de 30° no sentido anti-horario, e x,0,y, ©
sistema obtido de x,(y, por uma translagdo tal que a nova origem (no sistema x, 0y ,) é o ponto
0,(3,2). ) :

CONICAS — 79

) 1 ordenadas do ponto P nos y PLIPS 2% sabendo-se que no sistermna
a) Determine as co sistemas x(y e x,0 N N
\ x.”}, ele é dadOPOI (2; 1.
b) Determine as coordenadas do ponto Q no sistema x0 , sabendo-se que no sistema xzogy; ele ¢
dado por (1; 2). g

% 3,29. Se x0y ex,0 Y, sdo os sistemas de coordenadas mostrado ’ q
19 ), mOstr: s na F 1B. 3.23, determine as e juagoes de
% ///2.““ da"Qa de .fﬂb para xlol) 1+

s

Vi
\ . %,

Fig. 3.23

3.30. Dada a equagao

Ax* + By + Cxy + Dx + Ey + F =0,

»

demonstre que s¢ pode eliminar o termo em Xy com uma rotaca i a 4
q p y tagao de eixos de um in i ja-
. " gl gulo igual a n/4 radia

! ¢ A
——ar _
3 ctgA_B seA+B,

3.31. Esboce o grafico das seguintes equagdes:
4(x— 1+ 92 =36;
/)/x’—y’— 2% =0;
/x’ —16y? — 32y — 32 =0;
/@’16y=x’ + 8 + 32;
e) xy =1;
N xy-2p~4x=0;
X AT X +y? +xy =3
g B X4y +dxy +12x — 6y = 0; ey
/n” 41x* +41y® — 18xy — 384x — 384y + 1 504 = 0.

3.32. Calcule a drea do tridngulo formado pelas retasx =1,y = 2 ¢ a tangente a cdnica

RIRTS N

x4+ 4y —2x — 16y + 13=0
4+\/3)
5 .

no ponto (2,
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@EQUACAO GERAL DO SEGUNDO GRAU [ ]

J4 vimos que as conicas (elipse, hipérbole e pardbola) sdo subconjuntos do plano cujas
equagdes sio do segundo grau. Nos exemplos seguintes apresentaremos outros subconjuntos
do plano cujas equagdes sao, também, do segundo grau.

Exemplo. Determine uma equagdo do segundo grau cujo gréfico seja o subconjunto
constitufdo das retas

riax+by+c=0
stayx +byy+¢4=0.

Solugio. Indiquemos por r U s o subconjunto constituido das retas r e s. Como um
ponto (x,,¥,) pertence ar U s se, e somente se,

ax, +by, +¢=0

ou
a,x, +by,+e1 =0

¢ uma destas equagdes se anula se, e somente se,
(@x, +byy + ) (@1%, + b1y, + ) =0,
segue que 7 U s é o grifico de
(ax +by + )@ x +by +¢1) =0,

que, evidentemente, é uma equagdo do segundo grau em x e y. Por exemplo, o grifico da
equagio

x+y+D@2x-y+4=0

ou
2% —y? +xy+6x+3y+4=0

é o par de retas mostrado na Fig. 3.24a.
Observe que seax +by +c=0ea;x +byy +c1 = 0 sdo equagdes da mesma reta,

(ax +by +cy(@,x +byy +c¢,)=0
¢ uma equagdo do segundo grau cujo gréfico é uma \inica reta. Por exemplo, o grifico.de
x+y-1)Q@x+2w-2)=0

ou

w2+t +4xy —4x -4y +2=0

& a reta representada na Fig. 3.24b.
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@ *)
Fig. 3.24

Pode também acontecer que o grifico de uma equagdo do segundo grau seja um unico \
ponto ou o conjunto vazio. Por exemplo, o grifico de

(x-1*+(p+37=0

ou
x* +y? —2x+6y+10=0
¢ o ponto (1, — 3) e o grifico de
4x? +9y2 +5=0

_é o conjunto vazio.
Portanto, até agora, vimos que o grifico de uma equagdo do segundo grau pode ser:

uma elipse,

uma hipérbole,
uma pardbola,
um par de retas,
uma tlnica reta,
um ponto ou

o conjunto vazio.

Nas paginas seguintes, demonstraremos que o grifico de qualquer equagdo do segundo
grau, com duas varidveis, ¢ um destes subconjuntos. Eles, exceto o subconjunto vazio, sdo as
possfveis intersegBes de um cone (veja Cone de Revolugdo, Seg. |, Cap. 5) com um plano e,
por isto, sdo chamados cdnicas. Veja a Fig. 3.25. '
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Fig. 3.25

No caso das Figs. 3.25d, e e fa cOnica ¢ dita degenerada.
Observagdo. O estudo das cdnicas sob este ponto de vista, isto é, como interse¢do de um

plano e um cone, data do Séc. Il a.c. e precede a propria Geometria Analitica que s6 surgiu
no Séc. XVII.

Proposigao 3.1 — O grdfico de uma equacio do segundo grau, isto €, o grdfico de uma
equagdo da forma

ax* +by? +cxy +dx+ey +f=0,a,bouc#0,

¢ uma conica.
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Demonstragdo. Inicialmente efetuamos uma rotagfo de eixos de um édngulo 4, onde

1 ¢
G—Tarctg a_j ,sea#b,

=45 sea=0>b.

De acordo com o Exerc. 3.30, apds esta rotagdo a equagdo dada se transforma numa equagio
da forma -

Axi + Byt +Dx, +Ey, + F1 =0, ]

onde 4 #0ouB #0.
Sed #¥0e B =0, temos

Ax% +Dxl +Ey1 +F=0. (II)
Neste caso, se E = 0, esta equagao se reduz a
Ax} +Dx, + F=0,

cujo grafico € um par de retas paralelas ao eixo ¥, , uma reta paralela ao eixo ¥, ou o conjunto
vazio, conforme D? — 4AF seja, respectivamente, maior, igual ou menor que zero. Se £ # 0,
temos, de (1),

A, D F
b 41 =——Ex% “FNTE

cujo gréfico é (veja Exerc. 3.14) uma pardbola. Portanto, a proposi¢ao esta provada no caso
A+#0eB=0.Aprovadocasod =0eB #0¢ andloga.

Continuando, suponhamos A e B n3o-nulos. Completando-se os quadrados em x; € ¥,
na Eq. (I), obtemos

2 2 2 2
A(XHAM_D_) +B(yg+§;;y,+ £ )=_F+L+_E_

A 44? 45*

ou

D \? E \? D* | E
- ) + +=—) =—F+-—-— +
A(x‘+u) B(y‘ 213) % T am @)

Efetuando a transla¢do de eixos definida pelas equagdes

D
Xy = Xy + g
E
YVa=y + 7B
reduzimos a Eq. (1) a
Ax% + By} = A, (2)
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r onde 3.35. Mostre que o grifico de ‘
x2 2
pe_pi D B -5 =0
44 4B a®  b?
. Se A =0, o grifico de (2) é um par de retas concorrentes, se 4 e B tiverem sinais con- ¢ par de asintotas da Rpéxbole
trarios ou um ponto, se 4 e A tiverem o mesmo sinal. o
Se A #0, obtemos, de (2) P

3.36. Dada a equagdo
Ax? + Bxy + Cy?* + Dx +Ey + F=0

o[

Ya

+22 -
-y b
B

demonstre que o nimero

cll]O g[ﬂlCO é uma ﬂlpse, se A,B e A tiverem o0 mesmo mal‘ Oou um hlpel Ole 5 sina
a b l s 5€ O ﬁ 18

é invariante por rotagdo ou translagdo, isto ¢, se

AxI+B,x,y, +Cyyi + Dyx, +Ey, +F, =0

I Exercfcios "
é a equagdo que se obtém de (1) efetuando-se uma rotagio ou translagio de eixos, entdo

A=B? —44,C, = B* — 4AC. ,

3.33. a) Eaeil:asu;;a equagdo do segundo grau cujo grifico seja o subconjunto formado pelas retas 7 ¢ s
- . i
Demonstre, ainda, que conforme A seja menor, maior ou igual a zero, o grifico de (I) é, respectiva-

mente, uma elipse ou um ponto, uma hipérbole ou um par de retas concorrentes, uma parabola ou
um par de retas paralelas ou uma tnica reta.

4 3.6 DEFINICAO UNIFICADA DAS CONICAS [

Exemplo. Dados uma reta d e um ponto F ndo pertencente a d, determinar o conjunto
dos pontos P do plano tais que

/ ! '
3 x onde € é um nimero positivo.

Solugdo. Como mostra a Fig. 3.27, introduzimos um sistema de coordenadas onde o
Fig. 3.26 eixo ¥ coincide com a reta d e o eixo x é a perpendicular tragada de F & reta d. O ponto F
" tem coordenadas (p, 0), onde p = d (F,d). Relativamente a este sistema, o conjunto de pontos

procurado é caracterizado pela equagio

d(P,F)=ed(P,d),

b) Deduza duas equagdes do segundo grau, (E,} e (E,), cujos grificos sejam, respectivamente, as <
retasres. (x=py +y* =elx,
€) Multiplique (E,) por {£,) e obtenha uma equagdo do quarto grau em x e ¥ cujo grafico € o par

de retas formado porr e s.
que é equivalente a

34. Deé exemplo de uma equagdo da forma Ax* + Bxy + Cy* + Dx +Ey + F =0, onde os coeficiente:
A,B,C,D,E e F sejam todos ndo-nulos, cujo grifico seja o conjunto vazio. C(1—e)xt+y* —2px+p? =0 (1)

R
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O gréfico de (1), independentemente dos valores (positivos) de e e p, é uma conica no dege-
nerada (veja Seg. 3.5). Se e < 1, os coeficientes de x* e y* sdo ambos positivos e a conica,
cuja equagdo ¢ (1), é uma elipse. Se e = 1, o coeficiente de x* é zero e o gréfico ¢ uma pa-
rabola. Por tiltimo, se ¢ > 1, os coeficientes de x? e ¥* tém sinais contrérios e o grifico ¢ uma
hipérbole.

Fig. 3.27

Em vista dos resultados acima podemos unificar a definigdo de conica da seguinte forma:

Dados uma reta d e um ponto F ndo pertencente a d, e um nimero positivo e, chama-se
cbnica de diretriz 4, foco F e excentricidade e, 0 conjunto dos pontos P, do plano defi-
nido por d e F, tais que

d(P,F)=ed (P,d).

A cbnica é uma elipse, hipérbole ou pardbola, conforme o niimero e seja, respectivamente,
menor, maior ou iguala 1.

—

Exemplo. Equagio da conica (elipse) de foco F (1, 0), excentricidade 1/2 ¢ que tem por
diretriz a reta de equagdo x = 4.

Solugdo. Seja P (x,y) um ponto da cdnica. Aplicando a defini¢do unificada, temos
V-1 +y? =% b — 4,

que € equivalente a

3x% + 4% =12
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que é a equagdo procurada. Observe que reescrevendo-se a iiltima equagdo assim

PR
= 4+ =
4 3 L

vemos que a cdnica €, de fato, uma elipse e que seu outro foco é Fy (— 1, 0). Veja a Fig. 3.28.
A retad’, de equagio x = — 4, ¢ também uma diretriz da elipse.

d d

il B

Fig. 3.28

Exercicios

3.27. Deduzir uma equagdo da conica de foco F (2, 0) com excentricidade e diretriz
1
a) e= —4—, x =8;

1
b) e =4, =
) e x 3
¢)e=1, x=-2.

3.38. Demonstie que a elipse

xi yz
Tt
a b

=1, b<a

¢ a conica de foco F (¢, 0), excentricidade ¢ = ¢/a e diretriz x = a/e ou a conica de foco F,(—¢,0),
excentricidade € = c/a e diretriz x = — a/e, onde ¢ =~/ a? — b? .
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3.39. Demonstre que a hipérbole

3.40.

¢ a conica de foco F (c, 0), excentricidade e = ¢/a e diretriz X = a/e ou a conica de foco F, (— ¢, 0).

excentricidade e = ¢/a e diretriz x = — afe, onde ¢ =/ @* + b? .
Demonstre que a pardbola

r

2

é a conica de foco F (0, @), excentricidade ¢ = 1 e diretrizy = — a.

O ESPACO

4.1 SISTEMA DE COORDENADAS | ]

Inicialmente nosso objetivo € estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
do espago e as ternas ordenadas (x, ¥, z) de mimeros reais. Para isto, tomamos trés retas x,v e z
perpendiculares entre si e concorrentes no ponto O como mostra a Fig. 4.14.

z z
PZ
AN
N
N
N
N
N
} P
1 ’

4 ]

g |

d |

7/ 0 !
_____ y y

0 1 :

I !

|
1 | ip ]
x | x
@ )
Fig. 4.1

Considerando O como origem, tomemos sobre x, ¥ e Z unidades iguais e arbitremos em
cada uma um sentido positivo. Observe que os eixos x, ¥ ¢ 2z definem trés planos cada um
munido de um sistema de coordenadas. Os eixos x e ¥, por exemplo, definem o plano hori-
zontal XOy. Seja P um ponto qualquer do espago. Tragando-s¢ por P perpendiculares a Z e ao
plano horizontal xOy determinamos os pontos P, ¢ P,, veja Fig. 4.15. O ponto P,, por sua
vez, determina nos eixos x e ¥ os pontos P, e P, veja Fig. 4.24. Sejam x, e 2 as coordenadas
de Px,Py e P,. Ao ponto P associaremos a terna (x, ¥, 2).
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z
Pz\\\
~
\\
\\
\IP
|
|
|
|
|
! Ty
t , y
| s
Iy
Px _________ l s A
Py x Y
x
(@) (b)
Fig. 4.2
'C
z |
|
|
|
|
|
| 14
| |
1 s 4 1P
Voo l
, I I
/ 1 J
e e —— e ——
Ve 1,/ v 7
// /r // Ve
[ // [ //
] M A
i [ S 5 //
F pd e
// 7
/ /
s //
————— —
B //
/
___________ —F
x
Fig. 4.3
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Para indicarmos que P tem coordenadas x, Y e Z usaremos a notagdo
P(x,y,2).

Como a construgdo que acabamos de descrever pode ser feita no sentido inverso, isto é,
partindose do termno ordenado determinar o ponto, estabelecemos uma correspondéncia biu-

- nfvoca entre os pontos do espago e os ternos ordenados de nimeros reais, como queriamos.

A Fig. 4.2b é uma simplificagfo da Fig. 4.2a. Nela aparecem somente os elementos essenciais
na representagdo de P. Na Fig. 4.3, estdo representados os pontos 4 (2, 3, 4), B (4, 2, 0),
C(_ 13 Oa 5)’D(0y 4: 1)’E(5’ 4’ O)eF(l’ - 19 - 1)'

Exemplo. Uma sala tem 6 m de largura por 8 m de comprimento e 4 m de altura. Esta-
belecer um sistema e dar as coordenadas dos seguintes pontos:

a) dos oito cantos da sala;

b) do ponto de interse¢do das diagonais do piso;

¢) de um ponto situado a 2 m de altura ¢ sobre a vertical que contém a intersegdo das
diagonais do piso.

8
/IQ’ e
© | 1
| !
| ]
I P |
S S
Qs //Q:\ i Q°///// 2 7
// \\| 4
4 Ve 2
/ DN
s o AN
//// N\
a, o,
x
Fig. 4.4

Solugio. a) Embora tenhamos total liberdade para eleger o sistema de coordenadas, por
uma questdo de simplicidade, nossa escolha deve recair sobre um que tenha um dos cantos da
sala como origem. Outra condi¢do, que também simplificara bastante as coordenadas, é que
as arestas da sala coincidem com os eixos do sistema. Um sistema que satisfaz estas duas con-
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] % Escreva na forma dos conjuntos 4, B,C, . . ., do Exerc. 4.3, os pontos pertencentes
@) a um plano paralelo ao plano xOy e duas unidades acima deste;
b) a uma reta paralela ao eixo x e que intercepta o plano yOz no ponto (0, 2, 3).

@ Um tanque de base retangular tem, em metros, as seguintes dimensdes: base § X 6, altura 3. Dois
tergos do volume do tanque sdo ocupados por dgua. Na superficie superior da 4gua forma-se uma
pequena bolha de ar. A bolha esta a igual distancia das superficies das paredes de 5 m de base, e em
relagdo as paredes de 6 m de base, sua posigdo é tal, que a distancia a uma das paredes é o dobro da
distincia a outra. Estabelecer um sistema de coordenadas, tendo como origem um dos cantos infe-
riores do tanque e como um dos planos de coordenadas a parede, de base 6 m, mais proxima da
bolha, e dar, em relagdo a este sistema, as coordenadas do ponto onde se encontra a bolha.

dicoes estd mostrado na Fig. 4.4. Em relagdo a tal sistema temos as seguintes coordenadas
para os cantos da sala:

0:(0,0,0),0,(6,0,0),03(6, 8,0),04(0,8,0), 05 (6,0, 4),
Q6 (6, 8’ 4)! Q7 (0’ 8’ 4)! Qﬂ (Oa 03 4)

b) Como o ponto D pertence ao plano xy, sua terceira coordenada é nula, isto ¢,z = 0.
As coordenadas x e ¥ de D sio, respectivamente, 3 ¢ 4, como mostra a Fig. 4.5. Logo,

D (3,4 0) 4/6. Determine as coordenadas dos pontos de interse¢io dos conjuntos
A={x,p.2):z2=- 1}eB={(x,y,z) ix=2,y=- 1},
Q, y
\\ 4 } /// Q‘
~
3 o | ///
~ | .
______ \_J(/ 6 =
DN 4.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS [ ]
~N
- ~
e N
P \\\\ Sejam P(x,, ¥y, 21) e Q(x;, V2, 2;) pontos do espago e P, e Q, suas proje¢des no
0, -~ - o, plano xOy. Tragando-se por P o segmento PS paralelo a P,Q,, obtemos o triangulo retingulo
 PSQ. A hipotenusa PQ deste tridngulo é dada por
I,‘ X - =
| Fi 4 V'SP + 5807 . )
ig. 4.

¢) As duas primeiras coordenadas de P coincidem com as de D, pois P e D estdo numa
mesma vertical, A terceira coordenada de P é 2 porque P estd duas unidades acima do plano xy.

e
|
Logo, P (3,4,2). |
I
1
S
i
I Exercicios _ l
P I
! |
4A. Representar graficamente os seguintes pontos: 4 (1, 3, 2), B(0, -1, 0, C(-1. -2, = 3), : :
D(0,-3,-5),E(0,0,8eF(-2,0,1). | "y ¥
4,2. Representar graficamente i B > : P
a) areta definida pelos pontos 4 (2,1,3)eB (4,5, - 2); | . i //
b) o plano definido pelos pontos 4 (0, 0,3),8(2,3,1) e C (0,3, 4). | s i //
7{. Descreva e represente graficamente os seguintes conjuntos de pontos: _4 o

A ={(x,y,z) x =y = 0},
~N B ={(x,y,z) x=2ey =3}.
C={(x,y,z):z =1},
N D={x,y,2):x =0},
E ={(x,y,2):x* + y*

It
—
—
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Como o quadrilitero SQ,P,P é urn retingulo, temos que

§0* = (2, — 2,

e que

572=QTP§=(X2—X1)2+02—J’1)2. (3)

A 1iltima igualdade foi obtida aplicando-se o teorema de Pitdgoras ao tridngulo P, HQ,. Subs-
tituindo-se (2) e (3) em (1), obtemos

VG - P+, =Y+ (2 2).

Este mimero, que é a medida da hipotenusa do tridngulo PSQ, é chamado distincia entce Pe Q
e indicado por d (P, Q). Isto é, por definigio,

d(P:Q)=\/(xz —x) + -y (2 -2

Exemplo. A distincia entre os pontos P (2, — 1,0) e @ (— 3,4,2) é

dP,Q)=vV(=3-22+(@+1 +(2-0) =54,
A distincia entre o ponto 4 (x, , z) e a origem O (0, 0, 0) é

d(,A)=+ x2+y* +2% .

4.3 ESFERA | ' : ]

Uma esfera de centro em € (x,, y,, Z,) e raio ¥ > 0 é o conjunto de pontos P (x, y, z)
do espago tais que

dP,C)=r.

Comod (P, C)=~/(x — x,)*> + (# — ¥,)* + (z — 2,)* , temos que um ponto P (x, ¥, z)
pertence 2 esfera de centro C (x,,¥,, Z,) € 1aio # se, e somente se,

Vix-— x, ) + (v =¥+ (z—z,) =7
Esta igualdade € equivalente a
(x—x0)2 +(y—y0)2 + (z _20)2 =7‘2

1e é chamada equagdo cartesiana da esfera de centro C(x,, ¥,, Z,) e raio 7. Par exemplo,
na equagdo da esfera de centroem (2, 1, — 3) e raio 3 é

(x=222+(@-1D)*+@E+3)*=9.
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PREFACIO

A idéia de se escrever este livio ocorreu por volta do ano de 1972, A proposta era a de
obter um texto de Geometria Analitica adequado aos estudantes dos cursos de Matemdtica,
Fisica e Engenharia, recém-ingressados na Universidade, isto é, cuja leitura pressupusesse
apenas conhecimentos basicos de Algebra e Geometria Elementar, a nivel colegial.

De maneira intuitiva e geométrica ifitroduzimos a reta real no Cap. 1. Em linguagem
vetorial, apresentamos a Geometria Analftica no plano nos Caps. 2 e 3, e no espago, nos Caps.
4 ¢ 5. No plano, iniciamos com sistemas de coordenadas e conchiimos com conicas. Além das
aplicages geométricas, damos virias aplicacdes 4 Fisica, especialmente as relacionadas com
movimento de particula e resultantes de forgas. Para o estudante que esteja cursando Célculo
Diferencial, indicamos também as solugOes com o emprego de derivadas, para o cdlculo de
velocidade e de tangentes. Na obtengdo das formas canénicas das conicas utilizamos rotagio
e translagio de eixos. No espago tridimensional (Caps. 4 e 5) estudamos a reta, o plano e as
superficies quddricas na forma canénica. No Cap. 6, introduzimos a Geometria Analitica no
plano complexo. As virias formas de equagSes de curvas (cartesianas, paramétricas, complexas
e polares) s30 aqui reunidas, para destacar as vantagens de umas ou de outras, conforme a curva
que se esteja estudando. No Cap. 7 apresentamos o espago de dimensdo quatro. Este capitulo
faz sentir a necessidade de uma teoria mais s6lida para o estudo de espagos de dimensBes su-
periores e serve como uma transi¢do natural para um curso de Algebra Linear. Alids, frizamos
que ao introduzir o Cdlculo Vetorial neste livio o fizemos com o propésito de enriquecer as
téenicas usadas em Geometria Analitica, sem preocupagdes diretas com a Algebra Linear. Final-
mente, 0 Cap. 8, além de sugestdes e respostas, contém comentdrios das questSes proposias.

Em nenhum momento tivemos a pretensdc de esgotar o assunto. Pelo contrério, propo-
sitadamente, procuramos nos restringir as idéias fundamentais e evitar excessos de nomenclatura
que poderiam desviar a atencdo dos alunos. Acreditamos, assim, que todo o conteado do livro
pode ser abordado num curso semestral de quatro aulas semanais.

Por fim, ndo poderfamos deixar de agradecer a todos os colegas e estudantes que direta
ou, indiretamente contribuiram para a elaboragdo deste livro. Antecipadamente, agradecemos
também aqueles que nos enviarem criticas construtivas.

Goidnia, novembro de 1983

Os autores.



SUMARIO

. ARETA, 1

1.1.  Numeros Inteiros, 1
1.2. Numeros Racionais, 1
1.3.  Numeros Itracionais, 3
1.4. Numeros Reais, 4

1.5. Valor Absoluto, 9

. OPLANO, 16
2.1. Sistema de Coordenadas, 16
2.2. Distancia entre Dois Pontos, 17
2.3. Vetores no Plano, 18
2.4. -Operagdes com Vetores, 21
2.5.  AplicagBes, 23
2.5.1. Vetor Deslocamento, 23
2,5.2, Resultante, 25
2.5.3. Ponto Médio, 27
2.5.4. Vetor Unitirio, 28
2.6. Produto Escalar e Angulo entre Vetores, 31
2,7. Projegio de Vetores, 35
2.8. Equagdes Paramétricas da Reta, 40
29. Eguagbes Cartesianas da Reta, 42
2.10. Angulos entre Retas, 46
2,11, Distincia de Um Ponto a Uma Reta, 47
2.12. Equagbes da Circunferdncia, 49

. CONICAS, 55

3.1. Elpse, 55

3.2. Hipérbole, 60

3.3. Pardbola, 65

3.4,  Rotagdo e Translagao de Eixos, 70
3.5. Equagfio Geral do Segundo Grau, 80
3.6. Defini¢cio Unificada das Cdnicas, 85

. O ESPACO, 89

4.1. Sistema de Coordenadas, 89
4.2, Distincia entre Dois Pontos, 93
4.3. Esfera, 94

4.4. Vetores no Espago, 96



e

VIIl — SUMARIO

4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9,

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.

Produto Vetoerial, 98

Produto Misto, 103

Equagdo do Plano, 107

Equagdes Paramétricas do Plano, 112
Equagdes Paramétricas da Reta, 113
Interse¢io de Planos, 117

Intersecdo de Retas e Planos, 118
Intersegio de Retas, 119

Distancia de Um Ponto 2 Um Plano, 120
Distancia de Um Ponto a Uma Reta, 121
Distincia entre Retas Reservas, 122

5. QUADRICAS, 127

5.1.
5.2.
5.3.

Superficies de Revolugdo, 127
Formas Candnicas, 135
Curvas no Espago, 151

6. NOMEROS COMPLEX0S E COORDENADAS POLARES, 162

6.1.
6.2.
6.3
6.4.

Numetos Complexos, 162

Geometria Analitica no Plano Complexo, 165
Coordenadas Polares, 170

Curvas em Coordenadas Polares, 175

7. O ESPAGO DE QUATRO DIMENSOES, 183

O Espago R*, 183

A Rctaem R4, 185

O Plano em R4, 187

O Hiperplano em R*, 188

IntersegGes de Vanedades Lineares, 189

Como Retirar Um Ponto de Uma Caixa Tridimensional Fechada, 189
Por Que o Esquema da Segio Anterior Funciona, 191

A Respeito do Produto Vetorial, 191

8. SUGESTOES E RESPOSTAS, 195

BIBLIOGRAFIA, 229

. - .

A RETA

1.1 NOMEROS INTEIROS [ ]

Os nimeros
0,1,2,3,...

s50 chamados nimeros naturais. O simbolo N serd usado para denatar o conjunto dos nimeros
naturais. Com o simbole Z indicaremos o conjunto dos numeros inteiros, que s3o:

,—3,-2,-1,0,1,2,3,...

Os nimeros inteiros podern ser convenientemente representados por pontos de uma reta,
como mostra a Fig. 1.1.

Fig. 1.1

Nesta figura o ponto O, chamado origem, foi escolhido arbitrariamente. O segmento 04,
de comprimento arbitrério, foi tomado como unidade de comprimento e convencionamos re-
presentar os nlimeros positivos por pontos & direita de O e os nimeros negativos por pontos a
esquerda de O. Sempre que usarmos a Teta com esias caracteristicas, isto ¢, com uma origem,
uma unidade de comprimento e um sentido (todos arbitrérios) a indicaremos por R.

1.2 NUMEROS RACIONAIS [ ]

Os niimeros que podem ser escritos na forma

?

q »
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onde p e g sdo inteires e § # 0, sdo chamados numeros racionais. Como

4 _ 3141 _1
4—1—,3,141————1000,0,33... 3
concluimos que 4, 3,141, 0,33 ... sdo todos nimeros racionais. Em particular, os nimeros

inteiros sio nimeros racionais.
Usando o sfmbolo Q para indicar o conjunto dos nimeros racionais, podemos escrever:

Q={x:x:%,p,qeleq¢0}.

Os numeros racionais também podem ser representados por pontos de uma reta. A seguir
representaremos na retaR da Fig. 1.2 o nimero racional r/q.

0 pjg A N R

Fig. 1.2

O processo consiste em tragar uma semi-reta qualquer, com origem em O, formando com
0A um angulo agudo, e nela marcar p e ¢, utilizando-se uma unidade de comprimento qual-
quer. Tragando-se pelo ponto correspondente a P uma reta paralela & reta determinada pelo
ponto A e o ponto correspondente a ¢, onde esta reta interceptar a reta R temos o ponto
correspondente ao nimero p/g. Se o nimero pfq for negativo, — p/q serd positivo e, usando o
processo anterior, podemos marcar sobre a reta R o niimero — p/q; tomando-se seu simétrico
em relagdio 4 origem O temos o ponto sobre R correspondente a p/q.

~3(5 A 35 9T R

Fig. 1.3

ARETA — 3

A Fig. 1.3 mostra os niimeros

w|w

representados por pontos na reta.

1.3 NUMEROS IRRACIONAIS | ]

O comprimento da diagonal de um quadrado, cujo lado mede uma unidade, € um nimero
que pode ser marcado na reta R, como mostra a Fig. 1.4. Pelo teorema de Pitdgoras, este
nimero é v/ 2. A seguir vamos mostrar que +/2 ndo é um niimero racional. A prova consiste
em supor que V2 seja racional e a partir dai obter uma contradigdo.

-1 0 12 2

Fig. 1.4

Se+/ 2 é racional, entdo existe uma fragdo p/q, com p ¢ q inteiros, tal que
p
v2=—,
q
sendo p e ¢ primos entre si. Temos, entao:
p? 2 2
2 i ou 2q°=p°.

Logo, p? é par ¢, portanto, P também é par (veja o exercicio 1.3). Conseqiientemente, podemos
escrever p = 2k sendo k inteiro. Temaos, entfo:

(2]&)2 =2g% ou q* = 2k%.

Assim, vemos que 47 também é par e, por conseguinte, ¢ é par. Resulta que p e ¢ sdo ambos
pares, o que contradiz a hipotese de que p e ¢ sao primos entre si. Esta contradi¢@o surgiu
por se supor \/5 racional. Logo, \/3 ndo é racional. Nimeros como este, ndo-racionais, sdo
chamados irracionais.

A partir do nimero irracional \/7 podemos construir uma infinidade de nimeros irra-
cionais. Com efeito, qualquer que seja o mimero inteiro 7, nZo-nulo, ny2 e~f2/n sio
niimeros irracionais, como facilmente podemos mostrar.
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Realmente, se para algum n, 7/ 2 ou /2 /n fosse racional deveriamos “er:

_P v2 _»p
n\/_i—q ou o= =

mas esta igualdade diz que+/ 2 é um niimero racional, o que é falso. Igualmente,

também ndo pode ser, pois terfamos

Assim, j4 dispomos de seqiigncias infinitas de nimeros irracionais, a saber:

e =W2 L -2, V2,22, W,
cea=N23, N2, =V2, V2, V21, V2,

Na primeira seqiiéncia figuram ndmeros irracionais arbitrariamente grandes, enquanto que
na segunda temos mimeros irracionais arbitrariamente pequenos.

Outros exemplos clissicos de nimeros irracionais sdo: o n da Geometria Elementar; o
mimero e, base dos logaritmos neperianos;ﬁ s L R \?/_2' etc. Em geral, se um nimero natural
ndo é um quadrado perfeito, suas raizes quadradas sdo nimeros irracionais. O mesmo argumen-
to, usado para mostrar que 74/ 2 § irracional, prova a seguinte afirmagéo:

O produto de um ndmero racional nfo-nulo por um irracional é um nimero irracional
(veja o Exerc. 1.4).

1.4 NUMEROS REAIS ]

O conjunto de todos os nimeros, racionais e irracionais, é chamado conjunto dos nime-

ros reais e indicado por R.
Vimos que a cada mimero racional podemos fazer corresponder um pontc sobre a reta.
Esta correspondéncia pode ser feita usando apenas a régua e o compasso, pelo processo des-
crito anteriormente, na Fig. 1.2. Vimos também como marcar um ponto na reta correspondente
a0 namero irracional v/ 2 . A Fig. 1.5 mostra como marcar na reta R o ponto correspondente 20
ntmero v/ 3 . Pontos sobre a reta R, correspondentes aos nimeros da seqiiéncia 2¢/2 ,3v/2 ,
llﬁ, ... ou da seqiiéneia V2 /2, V2 /3, v 2 /4, ..., podem facilmente ser marcados a
artir do ponto correspondente a v/ 2 . Todavia, ndo dispomos de uma construgio geométrica
que nos permita marcar sobre R pontos correspondentes aos niimeros irracionais e, 7 ¢ outros
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e nem de argumentos que nos possibilitem a provar que tais pontos existem. Isto se d4 porque,
a rigor; ndo definimos nimero irracional. A definicdo de nimero irracional, bem como sua
construgdo, em geral, é apresentada nos livros de Andlise Matematica. Para os propdsitos da

Geometria Analftica, ¢ suficiente o seguinte resultado:

A cada ponto da reta R corresponde um unice nimero (racional ou irracional),

que admitiremos como postulado. Os niimeros, cuja existéncia ¢ garantida por este postulado,
sio chamados ntimeros reas,

-2 -1 0 1 V2V3 2 3

Fig. 1.5

Para simplificagdo de linguagem, s vezes, nfo faremos distingdo entre nimero real e o
ponto que o representa na reta R, e designaremos o conjunto dos niimeros reais também por R.
Intuitivamente pensamos que a reta é “contfnua”, nao tem *“furos” ou “falta de pontos”. Esta
idéia levada para os ntimeros reais nos dd uma no¢io de como € o conjunto R dos nimeros
reais. Ela nos leva a indugir, de modo natural, uma relagdo de ordem no conjunto R dos nd-
meros reais, da seguinte maneira:

Fig. 1.6

Dizemos que ¢ um nimero menor que b se naretaR 4 estd 3 esquerda de 4. Indicamos
isto assim

a< b,

A notagdo ¢ < b significa que @ é um mimero que estd 2 esquerda de b ou é o proprio &. Utilj-

za-se também a notagdo b > significando o mesmo que 2 < b.

Vamos mostrar que tantos os niimeros racionais quantos os irracionais estdo “espalhados™
por toda a reta, no seguinte sentido:

19) entre dois nimeros reais distintos existem infinitos mimeros racionais bem como
infinitos ndmeros irracionais;

29) arbitrariamente préximo de um néimero irracional existe um nimero racional.

As afirmagBes acima estdo formalizadas nas proposigdes 1.1 e 1.2 seguintes.
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Proposi¢io 1.1 — Sejam a e b, a < b, numeros reais. Entre a e b existem infinitos nu-
meros irracionais bem como infinitos nizmeros racionais.

Prova. Conforme vimos anteriormente, existem nimeros irracionais arbitrariamente pe-
quenos. Seja, entdo, s >> 0 um nimero irracional, tal que

s<b-a.
Seja i o maior inteiro tal que
ns< 4.
Entdo, o mimero (n + 1} s satisfaz:
a< (mn+Ds<?d
pois, sendo » o maior inteiro tal que 715 < 2, segue-se que
a< (h+1)s
e também que

@+s=ns+s<at+(p-a)=b,

porque
ns<aes<b-—a.

Logo,
a< (n+1)s<b.

Portanto, o mimero irracional (# + 1)s (veja Exerc. 1.4b), estd entre @ e b. Fazendo-se
(n + 1) s = g, e repetindo o processo anterior, para os nimeros @; ¢ b, vamos encontrar 4,

tal que a, ¢ irracional e

a, < a,<b,
Conseqiientemente,
a< a, <b
¢
a, Fa,,

Do mesmo modo encontramos &;, diferente de @, e d,, entre @ e b, a4 d?ferente de‘al , 8,
e a5, entre @ ¢ b e assim por diante. Este processo nos possibilita construir tantos numeros
irrac;onais entre @ e b quantos quisermos, o que significa ‘precisamente que entre a e b existem
infinitos nimeros irracionais.
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Para mostrarmos que entre z e b existem infinitos niimeros racionais tomamos s racional

‘e argumentamos como acima. A Fig. 1.7 ilustra os argumentos usados nesta demonstraggo.

0 s ns a (nm+ s b

Fig. 1.7

Proposi¢do 1.2 — Dado um niimero real b, arbitrariamente proximo de b existem nimeros
racionais e irracionais.

Prova. Escolhemos ¢ < b, a tdo préximo de & quanto desejarmos. Aplicando a proposi-
gdo 1.1 concluimos que entre a e b existem infinitos nimeros racionais ¢ infinjtos irracionais,
Tais nimeros estao mais préximo de & do que o proprio #; logo, arbitrariamente proximo de b.

Observagiio. Pode-se mostrar que existem tantos ntimeros racionais quantos s3o os na-
turais, isto é, h4 uma correspondéncia biunivoca entre N e Q. Porém, entre o conjunto N ¢ o
conjunto dos nimeros irracionais ndo se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca. De
fato, demonstra-se que qualquer fungdo injetiva definida em N com valores no conjunto dos
nimeros irracionais nio é sobrejetiva. Neste sentido, existern mais niimeros irracionais do que
racionais.

Com respeito i relagdo de ordem < definida em R, dois fatos merecem ser destacados.
O primeiro é a compatibilidade da relagdo < com a operagdo de adigdo, a qual pode ser dita
assim:

Sea< b entdoa+x< b+ x,VxeR.
Em particular, fazendo x = — b; obtemos que
a< béequivalentead —a =0.

O segundo fato diz que, em relagdo 4 operagdo de multiplicagio, a relagdo de ordem < nio
s¢ comporta tda bem, como em relagio 3 adi¢do. Precisamente, temos:

Sea< b e x>0 entfoax < bx,
mas

se x < 0, entdoax > bx.

L Exercicios

1.1. Justifique a construgdo feita na Fig. 1.2.

1.2. Represente na reta R os nitmeros v/ 5 , V6.,-3¢2,06ed4y3/7.
1.3. Demonstre que, se p ¢ um nimezo inteiro, entéo p e p* sio ambos pares ou ambos {mpares.
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1.4. Seae b sio nimeros racionais e s irracional, prove que:
g) ¢ + b e ab sio racionais; ™
by a +5s e as sdo irracionais, se @ # 0.

1.5. D& exemplos de nimeros irracignais §, , 55,8, €54 tais que:
a) §,98, seja racional;
b) 5,5, seja irracional.

1.6. Considere a figura abaixo

b
0 A M, 2 M, B R
o a m, m, m, b
Fig. 1.8
a) Demonstre que, se M, é o ponta médio de AB, entdo m, ¢ a média aritmética de a ¢ b.
) SejaM, o ponto médio de M, B, M, o ponto médio de M, B e assim por diante. Calcule a soma:
(m, —a)+ (m; —m) + (m, —my)+
1.7. Construir uma seqiiéncia de nimeros irracionais X, X4, ... . %0 satisfazendo 2 < x, < x, < ...
< X0 < 3.
1.8. Sea e b sio nimeros reais positivos mostre que ’
a+b
3 >/ ab.
1.9. A Fig. 1.9 mostra como construir uma fungio que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos do segmento AB e os pontos do segmento A' B'. Ache y em termos de X, isto ¢, ache a
expresso algébrica da fungdo
R
f:AB—~ A'B'
x—+ ¥
A
s |§\
AN
/ LN
/ IR
/’ [N
, [N
‘A (4] B
¥
A' o y B
Fig. 1.9

1.10. Mostre que a altura de um triingulo retingulo, relativamente a hipotenusa, é menor ou igual 2 metade
da hipotenusa.
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1.5 VALORABSOLUTOL

Seja x um nitmero real. O nimero [x| definido assim

[xI= xsex =20
xI=-xse x <0,

¢é chamado wlor absoluto de x (ou mddulo de x}. Por exemplo,
I5I=5 e {—5l=—(—5=5.
Geometricamente, podemos interpretar [x| como sendo a distincia do ponto P, corres-

pondente a x, 3 origem O, isto ¢é, o comprimento do segmento OF.
Decorrem imediatamente, da defini¢do de valor absoluto, as seguintes propriedades:

x| >0,
X =0+ x=0,
x| =1- x|

Na proposi¢io seguinte estio reunidas outras propriedades importantes do valor absoluto
de um mimero real.

Proposigio 1.3 — Quaisquer que sejam 0s niimeros reais a, b e x, tem-se
1) [ab| = l|a} |51,

2) la+b|< |a| + 18],

3)Sea >0, Ix|<ae—a<< x< a,

4) [xl=+/x7.
Prova. Inicialmente, vamos mostrar que

2
x> = |x*|=x?,vxeR.

Sendo

x*>20,VxeR,

temos que
| =x?,
pela defini¢do de valor absoluto. Resta mostrar que
Ix|? =x%
Se x =0, temos

x| = x
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e, portanto,

e[ = x?;
sex< @,

Ix| = —x
e, portanto,

lxI? = (— x)* =x2.
Usando estas propriedades podemos provar a parte (1) da proposi¢ao assim:
b|? = (ab)? =a*b? = |af* |b|* =labl|= |a |B].

Parte (2). k2 + 5| < |a| +b| € chamada desigualdade triangular. Na sua prova, dada a
seguir, faremos uso do fato

x< x|, ¥x e R.
Temos
k2 + b1 =(a+by =a*>+b>+2b< la + b2 + 2lal - bl = (la| + b])>.
Ou seja,
2 +bI* < (lal + |B])?,
donde obtemos
g + b < la]+ |b|.
Parte (3). Suponhamos que |x| < 4. Se x >0, temos
x=|x|< a,
sendo x 22 0 é claro que x = — &, de modo que, neste caso,
—-4%< x< a;
sex< Q,entdox< ae
-x=|x|< a.
Mas — x < 2 é equivalente ax > — a, de modo que

—as X< q,

»
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Portanto, provamos que
IxI<ga=-a< x< a.

Para provarmos a reciproca, também distinguiremos os casos x > Qe x < 0. Suponha-
mos que

—ax x< a
Esta dupla desigualdade pode ser desdobrada em
x<adex>—a,

Sex =0, |x| = x e a primeira desigualdade nos d4

x| < a.
Sex< 0,jxl=-xe, da segunda desigualdade, temos

x| < a.
Logo,

—e< x<a=k|< a.

O segmento destacado na Fig. 1.10 representa o intervalo de variagdo de x.

Fig. 1.10

Parte (4). Antes de provarmos esta parte, faremos uma observagdo sobre o simbolo+/ x ,
sendo X um nimero positivo. E comum usar v/ para indicar uma das rafzes de x, sem especi-
ficar qual delas, ou seja, colocar

Vi =x.(®

Tal notagde pode conduzir a uma contradigdo, senfo vejamos: usando a formula v/ x2 = x,
temos

V3 =3 e/ (3P =—3.

(Na primeira, temos x = 3 ¢ na segunda, x = — 3.)
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Mas

VI =37 =V0.
Logo,
3 = — 3, contradiggo!

Para evitar este fato usaremos, sistematicamente, o simbolo v/ X para indicar a raiz quadrada
positiva de x. A raiz quadrada negativa de x serd indicada por —/x .

Isto posto, vamos & prova de (4).

Vx% ¢ a raiz quadrada positiva de x2, isto é, 6 o niimero positivo cujo quadrado é x*.
O ntmero x| satisfaz tais condigGes, ou seja,

xl =0,
x| = x%.

Logo,
Vat =1
Na parte (2) da proposigdo 1.3 ocorre a igualdade se, e somente se, @ & b forem ambos
> 0 ou ambos < 0 (veja o Exerc. 1.11).
Na parte (3) podemos, evidentemente, usar < no tugar de < ¢ entdo obtemos

xXI<ae—e< x<a.

Dado um nimero positivo @, qualquer que seja o nimero real x, vale somente uma das
duas alternativas:

x| < & ou Ix| =4a.

Como a primeira é equivalente a

—a< x<a,

segue que todo mimero real x que ndo satisfaz a condi¢do

—a< x<a
é tal que
x| =a.
Mas x nio satisfaz a condigdo
—a< x<a

se,  somente se, X >@ ou X < — a. Desta forma demonstramos o seguinte resultado:

Proposi¢iio 1.4 — Se a > 0 € x sdo numeros reais, entdo

x| 22+ x >a2 ou x< —a,

Veja, na Fig. 1.11, vma ilustragio da proposigio 1.4. O nimero x pode ser qualquer um dos

pontos das semi-retas destacadas.
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Fig. 1.11

Exemplo. Encontre os valores de x para os quais se tem
[3x + 4} < 8.
Solugdo. Fazendo-se 3x + 4 =1, a desigualdade acima se transforma em
k1< 8
que, pela parte (3) da proposi¢io 1.3, & equivalente 2
-8B t< 8
que, em termos de x, é
—8< 3x+4< 8.
Somando-se — 4 a cada membro desta desigualdade temos
—12< 3x< 4.

Multiplicando-se cada membro desta desigualdade por 1/3, obtemos

4
3 >

-4< x<
que € a resposta.
Exemplo. Encontre todos os valores de x que satisfagam a desigualdade
x2 — 4| < 2.
Solupdo. ‘A desigualdade é equivalente a

-2<x*-4<2,
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ou
1€ < 6.
Como x? = |x|?, a Giltima desigualdade pode ser escrita assim
2< x]? < 6,
de onde temos
V2 xISV6.
A primeira parte desta dupla desigualdade ¢ equivalente a
x 22 ou x< —+/2 (Fig. 1.120),
easegundaa
—v6 < x< /6 (Fig. 1.12).

Na Fig. 1.12c estd indicado o conjunto solugdo de |x* — 4| < 2, que é a interse¢do do con-
junto solugdio de |x} >+/2 com o conjunto solugdo de |x| < V6.

— 72 0,2

a) valores de x tais que |x| > \/—5

—J6 0 Ve

¢) valores de x tais que 1x* — 4 < 2

Fig. 1.12

Usando-se a notagdo [a, b] para indicar o intervalo

{xeR:dQ x< b},

podemos escrever o conjunto solugdo de |x> — 41 < 2 assim

I-v6, —vZIUVZ, V6]
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Exercicios

L11.
1.12.

1.13.

1.14.

J1.16.

Mostre que la + b = | + by se, € somente se, a4 e b forem ambos > 0 ou ambos < 0.

Encontre todos os valores de x que satisfacam a cada uma das desigualdades:

a) k-2 <1;
by k-2 > I;
€) x—2 = 1;
d) x* -4 > 2,
e) 13- :x* < 9;

Y —-H < x-2)

Determine b, para que se tenha:

a) 2x -3 < be(0< x< 3.

b) 5x+bhl < 2= 1€ x< — 178,
<) b —11=3b - 4.

Justifique ou dé contra-exemplo para as implicagdes seguintes:
a) a< b=ag* < B2,

by lel < 1b1=a* < b2:

) a< b=g? < p3,;

dya#b=lal#1by

e) lal # bl =g =),

. Demonstre que para qualquer niimero real x se tem:

a) |x| = |- x|;
b) —~xI< x< xI.
Demonstre que:

a) lal - bl < iz - b;
B) liat — 161 < |a - by

quaisquer que sejam os mimeros a ¢ b.

1.17.

1.18.

1.21.

Sejam a e b nameros reais positivos. Mostre que:
a) —b<x<a°m+b—ai<a+b;
b) —2b< x+a-b< 2a% x| <a+ b,

Encontre todos os valores de x que satisfagam as seguintes desigualdades:
a) 3x +5< 23;

B x-Dx-3)< g

¢) x} —Sx < —¢;

d) x* +x* > 0,

e)

> 1.
x -2 !

. Prove que as rafzes quadradas 7y er, de um mimero real positivo satisfazem:

a) try|=(r,l;
byry+r, =0,

. Que condi¢des devem satisfazera e para que se tenha

a—bl=b-a?

Resolva as seguintes equagdes:
a) x* —Sixi+6=0;

by x* + |4x| - 21=0;

¢) x* +4(x1+3=0;

Q - 3x1=2;

(&) txr® + 118x* 1+ D (x* — 1y =




O PLANO

2.1 SISTEMA DE COORDENADAS | 1

Consideremos o plano definido pelo par de retas perpendiculares x e ¥, tal como mostra
a Fig. 2.1. Tomemos a unidade OA igual 3 0A', e seja P um ponto qualquer do plano. Por P
podemos tragar uma uinica paralela x’ 4 reta X e uma tnica paralela ¥' a retay. Como se vé na
Fig. 2.1, estas paralelas interceptam as retas x e y, respectivamente, nos pontos Py eP,. Sejax
o miimero correspondente ao ponto P e ¥ o niimero correspondente a P,. Estes dois niimeros
X e y determinam o ponto P, no seguinte sentido: conhecendo-se x e ¥, podemos determinar
os pontos P, e P, e tracar as paralelas x' e ¥'. A intersecdo destas paralelas-é-g-ponto.P. Os
nimeros X e ¥ s§0 chamados, respectivamente, abscissa e ordenada do ponto P, eles constituem
as coordenadas de P. Para indicar que o ponto P tem abscissa x e ordenada y usamos a notagdo

P(x,»).
y Iy!
1
|
Py —————————— -:-f— —=x
I
|
I
|
|
411 :
f
1 X .
A P
Fig. 2.1

A construgio que acabamos de fazer nos permite estabelecer uma correspondéncia biu-
nfvoca entre os pontos do plano ¢ o conjunto de pares ordenados de niimeros reais (x, ).

&

2 ]
. ¥
' L)

4

OPLANO — 17

Na pritica, é comum omitirem-se varios elementos que aparecem na Fig. 2.1, deixando-os
. fe ol el
apenas subentendidos, para se obter uma figura mais simples, como a 2.2.

Pix,y)

I

Fig. 2.2

2.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS L |

Sejam P (x,,¥,) e @ (x,, ¥2) dois pontos do plano. Como mostra a Fig. 2.3, a partir de
P ¢ Q, podemos construir o tridngulo retdngulo PSQ. Em termos das coordengdas dePe Q_, as
medidas dos catetos deste tridngulo sio Ix; — x;le ¥y — ¥, | Logo, a medida de sua hipo
tenusa é :

\/(xl -x 2+ -t

Este niimero é chamado distdncia de P a Q ¢ indicado por d (P, Q), isto ¢, por defini¢do,

d(P,Q)=\/(X| —x) + (- r2) -

Ya 2

Ix, - x, I
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[ Exercicios

2.1. @) Construir um sistema de coordenadas de modo que na Fig. 2.4 se tenha P (5, 2) e 0 (- 4, - 1).

b) Determinar d (P, Q).
¢) d (P, Q) depende do sistema de coordenadas?

Tomar a unidade sobre os eixos igual 4 distancia comum entre as paralelas da figura. '

Fig. 2.4

2.2. Um campo de futebol tem 60 m de comprimento por 40 m de largura. Construir um sistema de coor-
denadas e dar as coordenadas dos seguintes pontos:
a) dos quatro cantos do campo;
b) do centro do campo. |

9
2.3 VETORES NO PLANO [ ] !
Vimos, na se¢io anterior, que a cada par ordenado de nimeros reais (x,¥) corrésponde
um ponto no plano. Além do ponto, podemos também fazer corresponder ao par (x, ¥) uma
seta como mostra a Fig. 2.5. Assim, podemos representar graficamente um par ordenado por :
um ponto no plano ou por uma seta. A representagdo por seta motiva a seguinte defini¢do: Py

Um vetor no plano ¢ um par ordenado de niimeros reais (X, y).
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(x, 3}

Fig. 2.5

Exemplo. A seta F da Fig. 2.6a, que pode ser in‘iaginada como sendo uma forga de
intensidade igual a cinco unidades, aplicada no ponto 0, é a representacdo grifica do vetor
(5 - \/3!2, 5 + 1/2). Como se v&, F fica perfeitamente determinada pelo par (532, 5/2).
Logo, dar o par ordenado (5+/3 /2, 5/2) equivale a dar a intensidade a diregdo e o sentido de F,
como se faz em Fisica. Na Fig. 6.6b estdo representados, graficamente, os vetores v =(2,3) e

w = (—-21, 1). Observe que o comprimento da seta que representa o vetor ¥ = (x, ¥) ¢ dado
pory/ x% +y? | Este niimero é chamado mddulo do vetor v = (x, ) e é indicado por ||Vl

(2) ) (b)
Fig. 2.6

.Exemplo‘ O médulo de v =(2,3) é
vl =27 + 37 =13,
O vetor
0=1(0,0

¢ chamado veror nulo e sua representagdo grifica coincide com a origem do sistema de coor-
denadas. Exceto no caso do vetor nulo, associaremos ao vetor (x, ) as idéias de direg@o e
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sentido da seta que o representa. Por exemplo, a dire¢do do vetor v = (2, 3) ¢ a diregdo da seta »
da Fig. 2.6b,

H4 casos em que representamos graficamente um vetor por uma seta que ndo parte ne-
cessariamente da origem. Por exemplo, os pontos 4 (x;,¥,) e B (x,,¥;) determinam o vetor

-
AB =(x3,¥,) — (x1,) = (x2 — X1, Y2 = ¥1).
-
Como mostra a Fig. 2.7, a seta que representa o vetor AB, partindo da origem, e a seta com

origem em A e extremidade em B, tém o mesmo mdédulo, dj;egio e sentido. Conforme a con-
veniéncia, utilizamos uma ou outra para representar o vetor AB.

T TP T

Y =W

Fig. 2.7

Outro exemplo que ilustra a representagdo grafica de um vetor, obtém-se com o movi-
mento de uma particula no plano. Neste caso, representamos a.vetor posigio da particula,
num determinado instante, por uma seta que parte da origem; e o vetor velocidade, por uma
seta tangente i trajetria da particula e com ponto inicial no lugar onde ela se encontra naquele
instante. Veja a Fig. 2.8.

Fig. 2.8

P
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Do que foi dito conclui-se que para-represeatas graficamente um vetor usa-se uma seta.

O lugar onde esta seta é colocada depende do problema que estd sendo considerado.

2.4 OPERACOES COM VETORES {

Sejam u = (x;,¥,), v = (x;, Y3 ) e k € R. Definimos:
@) Ut v=(x; +X,¥1 +y,);
b) ku = (kx;, ky1).
) A operagio que a cada par de vetores u € v faz corresponder o vetor u + v, definido
acima, chama-se adipdo de vetores. A lei de composigao que ao par k e ¥, onde k é um niimero
€ u um vetor, faz corresponder o vetor ku, definido acima, é chamada multiplicacdo de um

vetor por um numero.
A adigdo de vetores satisfaz as seguintes propriedades (4, ¥ e w s3o vetores quaisquer):

A )ut+tv=v+u,
A dut(v+wi=u+1)+w,
+ (A3)u+ O=u,onde O =(0,0)é o vetor nulo.

Se ky e k; sdo nlimeros reais quaisquer, verificam-se, para multiplicagdo de um vetor por
um ndmero, as propriedades:

M) ky (w+v)=kutk,
(My) (ky + k) u=ku+ kyu,
(M) k, (kzu) = (k1 ky) u,
M)l -u=uelu=0.

Na propriedade M, o primeiro zero da igualdade é o nimero zero e o segundo é o vetor
nulo (0, 0).

As propriedades 4,, 4,, A3, M,, M,, M3 e M, sio consequiéncias imediatas das defini-
¢bes dadas. Sugerimos a6 leitor demonstr-las.

O vetor (~ 1) u ¢ indicado por — u e chamado o oposto de u. Também, indicamos

v+ (—u) por v— u. NaFig. 2.9 esti representado um vetor u e seu oposto — u,

y

Fig. 2.9
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O vetor ku tem a mesma diregdo de u, isto é, u e ku sdo representados por setas paralelas,
Se k >0, os sentidos de u ¢ ku coincidem. Se kK < 0, o senndo de ku é o oposto de u. Além
disso, os modulos de u e ku estdo relacionados por
Hiul| = Ik llul|
pois sendo u = (x,¥) entdo ku = (kx, ky) e
kull = (kx)2 + Gy =82 (o2 + %) =Kk x? + 2 = ki ],
Para representar graficamente o vetor # + v, fazemos a construcdo indicada na Fig. 2.10.

A seta que representa u + v é uma das diagonais do paralelogramo cujos lados sao as setas que
representam ¥ ¢ ¥, Veja no Exerc. 2.3 uma indieagdo de como justificar esta representacio.

y
g5 v
A
u+ v
u
u &

Fig. 2.10

Proposicao 2.1 — Sejam u e v vetores € k um numero real. Entéo

a) ku=0=k=0 ou u=0;
B lull 20 e |lull=0=u=0;
c) llu+ vli < flull + (vl

Prova, Se u=(x,y),entdoku = 0¢ o mesmo que
(kx, k¥) = (0, 0).

Mas isto significa que
kx=0e ky=0,.

Se k +# 0, dividindo ambos os membros das igualdades acima por k, obtemos x = 0 e
0 e, portanto, & = 0. Se u # 0, entdo x + 0 ou » # 0 ¢, das igualdades acima, obtemos

e
|I
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Parte (b)

lull =~/ x* +y* 20
lulf=0e+x? +y? =0ex=y=0eu=0.

A parte (¢) desta proposi¢io é chamada desigualdade tricugular Fla expressa o conhecido

fato da Geometria Elementar de que, em um tridngulo, asoma dos comprimentos-de.dois lados

excede ao_comprimento do terceiro ladg. Sua prova serd dada depois que introduzirmos o con-
ceito de produto escalar, na Seg. 2.6.

2.5 APLICACOES [ )

2.5.1 Vetor Deslocamento

Na Fisica, 3 mudan¢a de posi¢do de uma particula é chamada deslocamento, Se uma par-

ticula move-se de um ponto 4 (x,,¥,) para um ponto B (x;, ¥,), o vetor

-
AB=(x; —x1,Y2 = V1)

é chamado vetor deslocamento da particula. Na Fig. 2.114 estd indicada a trajetoria de uma

1 partfcula, do ponto 4 ao ponto B. O vetor deslocamento da particula estd indicado pela seta
' dedaB.
= ¥y ¥y

: B

; o B
cC
A
A
i x >
(a) h)

Fig. 2.11

Suponhamos que uma particula mova-se do ponto 4 (x,, ¥;) para o ponto B (x;,¥;)e
. depois para C (x3,¥3). Veja a Fig. 2.115. Entdo, o vetor deslocamento total da particula é

o
AC=(x3 — Xxy,¥3 — V1)
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Por outro lado, somando-se os vetores deslocamentos parciais

- -

AB=(xy = x1,¥y —¥1) ¢ BC= (x5 —X3,¥3 - V2),
obtemos

- - -
AB+ BC= (X3 —Xxy,¥2 = V1) (X3 — X3,¥1 =¥, ) = AC,

mlwmmmmw 3 II.

Em geral, se 4, B ¢ C sdo trés pontos quaisquer do plano (veja a Fig. 2.12), entdo

— —- —-
AC=AB + BC.

Fig. 2.12

Exemplo. Um carro move-se, em linha reta, 5 km na dire¢ao norte ¢, em seguida, também
em linha reta, 5 km na diregfo leste. Qual foi o deslocamento do carro?

Solugdo. Consideramos na Fig. 2.13, um sistema de coordenadas com origem no ponto
de partida do carro e os eixos ¥ e X, respectivamente, nas diregoes norte e leste.

Norte

0 Leste

Fig. 2.13

(&1}

fa

at

Pa
al

ém

nto
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Em relagio ao sistema acima, as coordenadas dos pontos O, A e B sdo:
0(0,0),4(0,5),B(5,5).
Logo, o deslocamento do carro é
OB=(5-0,50)=(5,5),

- -
ou seja, 54/ 2 km (aproximadamente 7,05 km) na diregdo nordeste, pois [|OB|| = 5+/ 2 ¢ OB
faz com a direg3o leste um dngulo de 45°.

* 2.5.2 Resultante

Na Fig. 2.144 estdo representadas duas forgas Fy e F,, respectivamente, de 5 kgf e 3 kgf,
atuando no ponto O de uma barra. A resultante de F, e F, é a forga

F=F, +F,.

Para calcular F, escolhemos um sistema de coordenadas e decompomos F, e F, como mostra
a Fig. 2.14b.

F,

45° 30°

(@)

(e)

Fig. 2.14

As componentes de F, sdo

V3

X, =5¢0530°=5. —
2

y1=53en30°=50—é-~



r
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e as de F;, sdo
. V2
X, =—3c0os45 =-3. .
o V2
Y, = 3send§ = 3.-—:
2
Portanto,

F- (22 i) crne(2 T)

Logo, a resultante ¢

5 3) (3 ,_sg_)z(mz_wzgﬂiﬁ)‘

F=F, +F2=(-—— 5

Calculando ||Fl| encontramos

|1Fn=-12—\/§e—30(\/ﬁ-\/_2) ,

que é aproximadamente igual a 5,12. A tangente do angulo que F faz com a barra (o eixo x) é
dada por .
54+ 32
5V3 -3V2

que corresponde a um dngulo de aproximadamente 64°27". Portanto, como estd indicado na’

Fig. 2.14c, F é uma forca de aproximadamente 5,12 kgf e sua linha de agdo faz com a barra

um 4ngulo préximo de 64°27",
Observe que no problema anterior ndo se conheciam as componentes dos vetores £ e

F, . Estas componentes foram calculadas usando-se as relagoes

x=||¥|| cos &,
y=|v|lsen 8,

onde v = (x,¥) e 0 & o dngulo entre V & 0 €ixo x, como mostra a Fig. 2.15.

EayY
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2.5.3 Ponto Médio

Calculo d .
dasdedop as coordenadas do ponto médio M do segmento AB em fungdo das coordena-

Sejam A4 (x1, ¥1), B(x3,¥2) e M (x, »); -
* ’ : L, V): queremos calcular x m
x; e y;. Vejaa Fig. 2.16. ar x e y em fungdo de xy, ¥y,

¥
B
M
A
x
Fig. 2.16
Sendo M o ponto médio de AB, temos
24M = AB.
Mas,
AM=(x—-x,,¥ —p,) ¢ AB=(x, - x,,¥; - J}).
Logo,
2(x —x1,¥ =y )=(xz — X1, Y3 — Y1)
ol

(2~ 2%, 20 = 1) = (3 — X, 72 — V1),
donde temos

X —2xX =Xy ~X; e W -2, =¥, — 1.
Explicitando x e ¥, encontramos

_xtx o ity
2 2

gzr;ant;, as coordenadas do ponto médio de AB sdo as médias aritméticas das coordenadas
eB.



-

( 28"~ GEOMETRIA ANALITICA

-

2.5.4 Vetor Unitério
Um vetor de médulo 1 & chamado vefor unitdrio, Por exemplo,
(V2 V2
=\ .5
¢ unitdrio pois

SN capEa

Qutros exemplos de vetores unitdrios sio

u=(1,0),
v=(0,1),
- v=(0,_ ]))

1 1 1
=75 00 (75 )
No caso geral, qualquer que seja o vetor ndo-nulo v,
i
[vll
é unitdrio pois

y vl _
“W“= vl L.

Assim, para se obter um vetor unitdrio ¢ suficiente tomar um vetor ndo-nulo e multiplicd-lo
pelo inverso de sew médulo.

Exercicios

2.3. Para justificar a construgéo felta na Fig. 2.10, mostre que OABC é um paralelogramo ou seja, gue
AB=0C ¢ 0A =0B.
Determmexparaquesemenhafw CD sendo A (x, 1), 8 (4, x+ 3),Clx,x+ DeD(x,x + 6).

,rxf }A/ Determine a extremidade da sela que representa o vetor v = (3, — 7) sabendo-se que sua origem éo
ponto A4 (2, 1).
Dados A (2,y)e B (3, 3), determine  para que o modulo do vetor AB seja~/ 5.

— R

~——
e

v 2 Dacfo B (3, 4) e sendo |IAB|| = 2, qual ¢ o valor mdximo que a primeira coordenada de A pode assu-
i/k -/ mir? E o minima?
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\
1

G+ 2.8. SejamA (x,,y,)eB (x,,¥,) pontos do plano. Demonstre que

L /Zf Determine vetores 4 e v tais que

240, Determine grifica e algebricamente
a) u+ 2v
b) —u;
e) u —v,
d) 3u -2y +w,;
e) —u—v+ 2w
sendou =(2 3),v=(-1,)ew=(-2, - 1)
,-','&' 241, Dadososvetoresu =(2,~ 1) e v = (1, 3), determinar um vetor w tal que
v /w)”ii{u+w) 2v—-w)=0

b'{&l3(u+w}—4(v— Wil =5[u - 3w+ 4(3r — 2w)].

—
d (A, By =148l

el + pvir? = je = w2,

% Dados os vetores u e v, determinar os vetores z e w tais que

A
LJ( 2 +z)-3(r+w=
: Su—-2)+ 2(r—w)=w,

{)
’F 2.13. Mostre que se os vetores u e ¥ tém a mesma dirego, entdo existe um nimero & tal que ¥ = ku.

2.)4. Encontre um vetor
1 g»)’ com mesma diregdo e sentido do vetor (3, 4) e médulo igual a 6;
'/K' "B com mesma dire¢do e sentido contrdrio ac do vetor (- 1, 2) e médulo.igual a 5.

2/5/. Encontrar nmimeros k, e k, tais que
vl
/K

sendo v = (2,3 u=(-1,cw=(1,2).

v=Fku+ kw,

.
. }:{ Dados os pontes A (2, 3) ¢ B (5, 4), determine um ponto C tal que AC seja paralelo ao vetor 4 = (2, 1)

e lIAC1 = 4B,
A l}({ DadosA (- 1, — 1) e B (3, 5), determine C tal que
/k- f— ] -
afAC=?AB;
b) Ahc-"=i§-§;
4
) E'E=%A_§;
—- 3 e .
AC = —«84
| A AC=<

[_iv’?. . Dados os pontos A, B e C, exprimir o vetor CM cm fungdo dos vetores ca ¢ CB, sendo M
i a) o ponto médio de AB;
b) um ponto de AB tal que JAM = AR,
\ ",}'{6‘ Dados B (0, 4) e C (8, 2), determine o vértice A do tridngulo ABC sabendo-se que o ponto médio de
(J ABéM (3, 2).
2.20. Escreva o vetor (7, — 1) como soma de dois vetores, um paralelo ao vetor (1, — 1) e 0 outro paralelo
/ ao vetor (1, I).
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2.21. Represente graficamente os vetores da forma
(2,4y+ 1 (3, - 1),

| onde ¢ é um nimero real.
)K}‘ y{ Dados A (1, 3) ¢ B (2, 2), determine x para que a reta definida pelo ponto médio de AB e o ponto
X (x, 0) seja paralela ac vetor v = (1, 2).

2.23. Demonstre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao
terceiro lado e igual & sua metade.

2.24. Se ABCD é um quadrilatero e P, @, R e.§ sdo os pontos médios dos lados AB,"BC, CD e DA, respec-

tivamente, prove que PORS & um paralelogramo.

2.25. Qs pontos A (1, — 5), B (5,2) € C (3, 9) sio wrés vértices de um paralelogramo. Ache trés pontos, cada
um dos quais podendo ser o seu quarto vértice.

2.26. Calcule a resultante das forcas aplicadas ao ponto O da Fig. 2.17a, sabendo-se que WF =3,
WFy =1, 1F, 1l = 2.

"y
-

60° . 30°

30° 607 F,

(@)

Fig. 2.17

2.27. Determine como deve variar o médulo ¢ o sentido de F, e F, (isto ¢, por quais constantes se deve
multiplicar F, e F,) para que a resultante dessas forgas seja F, sendo 1IFIl = JILWF =2
IIF; 1l = 1. Veja a Fig. 2.17b.
2.28. Num ponto atuam trés forgas: F, = (—3, - 4), F,=(-1,2eF,=(21.
@) Elas estio em equilibrio? !
. b) Mantendo-se a diregdo ¢ o sentido de F, e F;, como podemos modifica-las de modo que o sistema

fique em equilibrio? )
¢) F possivel colocar o sistema em equilibrio mantendo-se F, e F, fixas e variando apenas 0 modulo
e o sentido de F,7
2.29, Calcule a resultante das forgas Fy, F, e F; sabendo-se que
i) WF,Il=1eF, & horizontal;
i) F,=F, +u,,ondell,|l =1eu, éperpendicularaF,;
iii) F, = F, + u,, onde |iu;1l = 1 eu, éperpendiculara F,.

2.30. Sejamu = (x,,¥;) ev = (x,,¥,). Demonstre que

Tl + 1wl = e = wi* =21 -y,

onde i + v &, por defini¢do, o nimgro X, X, + ¥, ;.

LT

SR S
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2.6 PRODUTO ESCALAR E ANGULO ENTRE VETORES | ]

Definimos o produto escalar dos vetores ¥ = (x,, y,) e ¥ = (x5, ¥,) como sendo o
nimero

U v=x;x; TV

Exemplo. Seu=(2,1)ev =(3, —5),entdo
u-v=2-34+1(-5)=1.

0 stmbolo u - v deve ser lido assim: “'& escalar V",
Decorrem imediatamente da definig@o as seguintes propriedades do produto escalar:

1w u=ull?;
NDu-v=v-u,
Nu-(v+rw)=u-v+u-w;
4) (k) - v =" - (ko) =k (u = 7).
Nas propriedades acima #, v e w sdo vetores quaisquer ¢ k é um niimero real. Faremos a de-

monstragio da propriedade (4). A demonstragdo das demais fica como exercicio.
Tomamos, como na definigdo, ¥ = (x;,¥,)e v = (¥;,»,). Sabemos que vale

(kxy) Xy + (ky ) ya = xy (kxa) + ¥y (kyy) =k (xyxp +3102),
e daf temos
(ku)-v=u-(kv)=k(u-v).

A desigualdade que aparece na proposigdo seguinte é chamada desigualdade de Cauchy-
Schwarz,

Proposicdo 2.2 — Sejam u e v vetores arbitrdrios. Fntdo

foe = v <l vl

Prova. Inicialmente vamos provar que se w e Z sio vetores unitarios, entio
jwez{< 1.

Usando este resultado, faremos a prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso geral.
Para provarmos o caso particular |w * z] < 1, observemos que

[w = 2|I* = [iw][? — 2wz +||zI*> >0.
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Logo,

2wz < lwl? + iz]]?.

Como |wli* = |izll* = I, temos
wez< 2 ouw-z= | (1)
Analogamente, partindo-se de
lw+zli2 = [Iwll®> + 2w+ z + |IzII* 20,
obtemos
—wez< 1, (2)
De (1) e (2), temos

w-z|< 1.

Sejam, agora, ¥ e v vetores arbitrarios. Se 4 # 0 ¢ v # 0, u/lJull e v/|IVl| s30 unitdrios e, por-
tanto, vale

u v
e !
TR

ou

- v
Tl 1]

donde

fer = vl < Hall LvII.
Como a desigualdade de Cauchy-Schwarz verifica se ¥ = 0 ou v = 0 a prova da proposicdo
estd completa.
A seguir, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vamos definir o angulo entre dois

vetores.
Se u e v sdo vetores nao-nulos, entdo

liel] 1Ml >0
" e, cOmMO

ju = v << ]l - vl
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segue que
el
[eal] 11wl ’
que € equivalente a
u-y
-1 0 < 1.
Ilaeli {lwil
Estando o mimero
Uy
[feell 11w

entre 1 e — 1, existe um dnico dngulo 6 (medido em radianos) entre 0 e 7, tal que

u-vy

08 6 = Tl ol (F)

Definimos o dngulo entre os vetores ndo-nulos u ¢ v como sendo o dngulo @ dado pela for:
mula (F). ) )

Exemplo. Se u= (0, 2)e v = (3, 3), 0 dngulo 8 entre estes vetores é

ospo . 0r3+2°3 V2 L .
mm = B—-—;mdlanos.(Ve]aaFlg,2.]841,)

Observe também que, a partir da formula (F), podemos escrever
U v=|lul []v]] cos 8.

Em algumas aplicagGes é mais conveniente calcular o produto escalar utilizando esta férmula.

(a) (b)
Fig. 2.18



- 34 — GEOMETRIA ANALITICA

Usando a lei dos co-senos podemos mostrar que o dngulo 6§, entre os vetores 4 e v, dado
pela férmula

u-v

cosfl = ——
el 11wl

é exatamente o menor ingulo formado pelas setas que representam u ¢ v. Veja a Fig. 2.18b. De
fato, a lei dos co-senos, aplicada ao tridngulo cujos lados sdo as setas que representam u, ¥ ¢
u — v, nos d4

llu — v = {lull® + [[[1* — 2 |lul] |V]] cos 8,

de onde temos

llul > + [P — e — v|®

2 [l 191

cos @ =

Mas, conforme o Exerc. 2.30, temos
- Nl + v l? —fu—vI? =2u-v,

de modo que

u-y

©08 6 = il

como queriamos.
Como no caso de retas, se o angulo 0 entre dois vetores ¢ /2 radianos, eles sdo ditos

perpendiculares, Observe que, se ¥ e ¥ s3o perpendiculares, entdo

U=y )

T =cos {2 =0;
Tall T = 8 ™2 =03
mas u « v/|jul] |W| = 0, implica que & * v = 0. Logo, se ¥ e v sgo perpendiculares, entdo & - v =
= 0. Por outro lado, se & # 0 e v # 0 sdo tais que 4 - ¥ = 0, entdo cos § = 0 e, portanto, u ¢
perpendicular a v. Assim, para vetores ndo-nulos, temos

u é perpendicularaveu - v =10,

_ Ainda usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vamos demonstrar a parte (c) da pro-
posigdo 2.1, que é a desigualdade triangular

[z + vi[ < el | + [Nl

Prova. Usando as propriedades do produto escalar, temos

N + w|? u+v) - (u+v)
urutu-vtyv-utyv-y

[lull® + 2t = v + (Iv)|%.
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Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

u v < lull vl
de modo que
[l + w2 < [all® + 2 Jlaal] (191] + [[vi[?
ou
llee + v)I* < Cllael] + |Ivl])?
¢, finalmente,
[le + vl << [Julf + |IvIl.
2.7 PROJECAQ DE VETORES | |

Sejam u = (xy,¥,) e v = (x,, ;) vetores ndo-mulos ¢ P a projegdo ortogonal do ponto
(%1,1) sobre a reta definida por (0, 0) e (x,,¥;). Veja a Fig. 2.19.

Se o dngulo 6 entre os vetores u e v for menor que 90°, como é o caso da Fig. 2.19
entio |

OP = ||OP|| T:ﬂ

€, Como
O = llull cos 8,

temos

o v
OP = ”u“ cos @ W

Fig. 2.19
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ou

— u+vy v utv.
OP = ||u|| H”“ "l’" “'Ir'” _( - )1’-

No caso do angulo @ entre os vetores u e ¥ ser maior que 90°, conforme mostra a Fig. 2.20, com
um procedimento andlogo ao anterior, podemos mostrar que também se tem

- .
OP=(:‘:)V.

Pl
<

Fig. 2.20

5
Observe também que, se 8 = 90°, entdo OP = 0, mas mesmo assim, a formula

u-+v
v

oP=(2 )y

continua vilida. > .
Independentemente do dngulo entre ¥ e ¥, o vetor OP é chamado a projegdo de u sobre v.

Indicaremos OP por p¥. Portanto, quaisquer que sejam s vetores ndo-nulos # ¢ v, o vetor

u-v

puv=(v-v)v

& denominado a projegdo de u sobre v. )
Por exemplo, a projegdo do vetor ¥ = (2, 1) sobre v=1(4,—- 1) ¢

. - 7
P e ¢ D

-
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Exemplo. @) Verificar que o triangulo cujos vértices sao 4 (3, 3), B(0, 1) e C(1, 6) € retan-
gulo em 4.

b) Calcular a projegdo do cateto 4B sobre a hipotenusa BC.

¢) Determinar o pé da altura do triangulo relativa ao vértice A.

Solugdo, a)E suficiente verificar que
— —
AB-AC=0.
- —-
Como AB=(—3,—2)e AC =(— 2, 3), temos
- -
AB+AC=(-3)" (—2)+(—2)‘3=0.
b) A projegio do cateto AB sobre a hipotenusa BC ¢é o médulo do vetor
P2
BC
- -
Sendo BA = (3,2) e BC=(1, 5), temos

=¥ = —
B _BABC oy 13 oAl 53
B~ BC-BC 26 7 QT

Logo, a projegdo do cateto AB sobre a hipotenusa BC é
Bi, 1
"PEE“_ 5 4/ 26.

¢) Seja P (x,») o pé da altura relativa ao vértice 4. Entdo,

= BA
BP_PEE
ou
1
(x_osy—l)_-z{_(lvs)-
Logo,
Xt ey—l==
2 Y 2"
Donde

17
P (-2"-,-2-).

Exemplo, Calcule o angulo entre u + v e u — v, sabendu-se que |jufl = /3, || = le
o inguloentre u e v & 30°.
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Solupdo. Seja 6 o ingulo entre 4 + v ¢ 4 — v. Entdo, L

_(u+v)-u-v __uru—v-v
T M vl e = vl e+ vl - vl

cos 0

ueu= i =(v/3)? =3

vev=|pf? =12 =1.

Logo,

2

cos 0 = T ST —

Para calcular Jju + v|{ e |lu — V||, procedemos assim:

42 =(@+v)s u+v)=u-u+2u-v+v-v=|ul® +p>+2uv=4+2u"

Mas N
3 3 i
u+ v=iull ]l cos 30° =+/3 '1'—”2: 7
Logo,
2 3 _

llu+ vl =442 = =7. .
|

Portanto,

llu+ vl =+/7.

Procedendo da mesma forma encontramos

lu—wl=1.
Portanto,
] 2 2T "
sv=T 7
e

@ = arccos 7 .

Observe que u + v e ¥ — ¥ sio as diagonais do paralelogramo definido pelos vetorest e v.
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| | Exercfcios ]

2.31. Sejamu =(2,4)er =/— 3, 5). Determine:
@) o produto escalar de u por v;
b) odngulo entreu ¢ v;
) P3.

2.32. a) Dado o vetor u = (x, ), mostre que os vetores v = (~ y, X} e w = (y, — x) sdo perpendiculares
au.
b) Faga numa figura a representacdo dos vetoresu, v e w. A

i

2.33. a) Encontre um vetor de médulo § perpendicular ao vetor (2, — 1)
b) Determine o valor de X para que o vetor (2,x? — 1) seja perpendicular ao vetor (— 6, 4).

2.34. Dado o tridngulo cujos vértices sio 4 (1, 1), B (4, 0) e C (3, 4), determine:
a) osidngulosA, BeC;
b) as projecGes dos lados AC e BC sobre o lado AB;
¢) o pé da altura relativa ao vértice C;
d) adrea do tridingulo ABC:
€) a intersegdo da bissetriz do angulo B com o lado AC.

2.35. Determine a altura (ielativa ao lado AD) do paralelogramo cujos vértices so 4 (1, 0), B (2, 2), C (5, 3)
eD(4,1).

2.36. Calcule a drea do paralelogramo cujos vértices sdo os pontos médios dos lados do quadrilitero ABCD
sendo 4 (0, 1), B(-4,-1),C(5,-3)eD (7,0).

2.37. Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetoresu = (— 2, 3)e v = (5, 1).

2.38. Verifique que os pontas A4 (2, 7), B (2, — 6) e C (5, — 6) sdo os vértices de um tridngulo retangulo,

2.39. Sejau = (3, 1). Determine as coordenadas de um vetor v, de modulo 2, e que faz com ¥ um dngulo
de 30°.

2.40. Escreva o vetor (7, — 1) como soma de dois vetores, um dos quais é paralelo ¢ o outro ¢ perpendicular
ao vetor (1, — 1),

2.41. Sejamu e v vetores unitdrios ¢ perpendiculares, w =a,u + b, v ¢ z =a,u + b,v. Calcule:
a) |wlleliell;
b)) wez;
¢) odnguloentrew ez,

2.42, Sejam u e v vetores distintos. Mostre que, se u + v & perpendicular a u — v, entdo llull = |Ivil. A que
teorema sobre quadrildteros corresponde este resultado?

-2.43. Sejame, =(1,0),e, = (0, 1) ew = (x, ). Mostre que

a) w=xe, +ye,;
by w=(w-e, ,w-e,).

2.44. Calcule o dngulo entre os vetores ¥ ¢ w sabendo-se que:
lalt = lwil = 5 1l = 15l — v + wil = i + v + w]|;

odnguloentreu e v é /8,

245, Seu+v+w=0, |l =5, |¥ll =6 e lwll= 7, calcule:
a uv,bu-w, c)v-w,

. 2.46. SeP; =(2,1),u=(4,2) e |I7ll = 6, determine v

2.47. Demonstte que todo ingulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto. (Sugestdo. Demonstre que os
vetores P4 e PR, da Fig. 2.21 sdo perpendiculares.)
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/

A B

Fig. 2.21

2,48. Sejam u e v vetores nio-nulos. Demonstre que # ¢ perpendicularav — P :

2.8 EQUACGOES PARAMETRICAS DA RETA | |

Seja v = (g, b) um vetor ndo-nulo e A (x,, ¥,) um ponto do plano. Da Georr{etria Ele-
mentar sabemos que existe uma tnica reta 7 com a dirego de v e que contém A. Dizer que
tem a mesma diregdo de v significa que dois pontos quaisquer de * determinam um vetor com
a mesma diregdo de v.

/ / 2]

@ Fig. 2.22

Assim, um ponto P (x, ) pertence i reta  se, e somente se,
-
AP =1v,
parz algum nimero real £. Qu, em termos de coordenadas,

(x —x5,Y — o) = (ta, tb).

&

OPLANO - 41

Esta equagdo é equivalente ao sistema de equagges

x=x,+at
y=y,+bt,
chamadas equagdes paramétricas de r.
Exemplo.
x=1+2t
y=2_3t

s&0 equagBes paramétricas da reta 7 que passa pelo ponto (1, 2) € tem a diregdo do vetor (2, —3),
Isto significa que para cada valor do pardmetro t, o ponto

(a+2,2-31)

pertence A reta * e também que todo ponto de r é da forma (1 + 2t,2 — 3t), para algum valor
dez.

Exemplo. Uma particula estd animada de um movimento tal, que no instante ¢ ela se
encontra no ponto

(e, ¥)=(2+3¢,1+4r).

a) Determinar sua posigdo nos instantes? = 0,1 =l e = 2,

b) Determinar o instante no qual a particula atinge o ponto (11, 13).
€) A partfcula passa pelo ponto (5, 6)?

d) Descrever sua trajetOria.

€) Determinar sua velocidade no instante ¢,

Solugdo. a) Como a posigdo da particula é dada em fungdo do tempo por

y)=(@+3t,1+40),

suas posigOes nos instantesf = 0,7 = 1 e f = 2 sjo, respectivamente,

(x,)=(2+3.0,1+40)=(2,1),
x,)=(Q2+3.1,1+4.1)=(5,5),
(,»)=(2+32,1+42)=(8,9).

b) Basta determinar ¢ de modo que

(2+3r,1+4a=(11,13),

2+3r=11
1+4=13,

Logo, ¢ = 3, pois ambas as equagdes acima admitem esta soluggo.
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c) Para que a particula passe pelo ponto (5, 6) é necessirio que para algum valor de ¢
se tenha

(2+3t,1+4=(5,6),
0 que ndo ocorre pois as equaghes

2+3=5
1+4=6

sdo incompat{veis, isto é, n3o admitem solu¢fo comum.

d) A equagio
(,y)=(2+31,1+41)
é equivalente a
x=2+3t
y=1+ 4t

que sio equagdes paramétricas da reta paralela ao vetor (3, 4) e que contém o ponto 2, 1).
Logo, esta reta é da trajetéria da particula.

€) Vamos determinar a velocidade v da particula no instante t,. Se no instante 7, a par-
tfcula se encontra em P, (2 + 3¢,, 1 + 4¢,), ¢ no instante  se encontraem P (2 + 3¢, 1 + 41),
o vetor deslocamento no intervalo de tempo &f = — 1, ¢

B P=(2+36,1+4) = (2431, 1 +4,)=(t —1,) (3,4) = A1 (3, 4).
Logo, pela definigdo de velocidade, temos

PP Ar(3,4)
lim &%= li —=(3,4).
ar—o O aru?-o Ar 3.4)

V=

Como a velocidade, no instante t,, independe de f,,, conclufmos que a particula tem velocidade
constante. Observe que o nimero

Il =37 +42 =5,

expressa a velocidade escalar da particula.

2.9 EQUACOES CARTESIANAS DA RETA [ ]

_ Vimos, na Seg. 2.8, que as equagfes paramétricas de uma reta * paralela ao vetor ndo-nulo
v=(a, b) e que contém o ponto (x,,¥,) sdo dadas por

x=x, +at
y=v, +bt.

“d
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Podemos e‘lim.innr 0 pardmetro ¢ destas equagGes efetuando as seguintes operagBes: multipli-
cando a primeira equagdo por b e a scgunda por @, encontramos '

bx =bx, + bat )
ay = ay, + abt; )
subtraindo-se (1) de (2), temos
ay —bx=ay, - bx,.

Observemos que o segundo membro desta equagdo € constante. Charmando-se esta constante
de ¢, obtemos a equagio

ay —bx=¢

que ¢ chamada equapdo cartesiana da retar.

Se a primeira coordenada do vetor v = (g, b) & zero, isto é,a = 0, r é paralela ao eixo ¥
como mostra a Fig. 2.23a, e sua equagdo cartesiana reduz-se a x = X5,

(x5,%) v =(a,b) r

(a) @®)
Fig. 2.23

Se a # 0, podemos dividir a equagfo cartesiana de 7 por 2 ¢ obtermos

_b ¢
YETxt o

Fazendo-se, nesta equagdo, b/a = m e cla = k, temos

y=mx-+k,
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Como se vé na Fig. 2.23b,
b
m=—-= tgd,

onde 6 ¢ o angulo que * faz com o cixo x. O nlmero m é chamado declividade de r. A constan-
te k é a ordenada do ponto de intersegdo de 7 com o eixo ¥ pois (0, k) satisfaz a equagdo
y=mx+k.

Resumindo, demonstramos o seguinte:
Se r é uma reta paralela ao eixo y, sua equapdo cartesiana é da forma

X =Xg,
e se t nio & paralela ao eixo y, sua equagdo ¢ da forma
y=mx-+k,

onde m € a tangente do dngulo que r faz com o eixo X.
Observe que o vetor (1,m) é paralelo 2 reta 7 de equagdo y = mx + k. De fato, como

(L)1
{l,m)—(l, a ) - a (a'b):
(1, m) é multiplo de (a, b) e, conseqilentemente, tem também a dire¢ao der.

Exemplo. Determinar as equagOes paramétrica e cartesiana da reta r definida pelos pon-
tos(1,5)e(2,7.

SolupFo. Como as abscissas dos dois pontos dados sfo diferentes, a reta, por eles definida,
nio é paralela 20 eixo . Logo, sua equago cartesiana é da forma

y=mx+k. 1)

Para determinar m e & substituimos os pontos (1, 5) e (2, 7) em (1) e obtemos

5= m+k
T=2m+k.
Resolvendo-se este sistema encontramos
m=2 e k=3.
Logo, a equagdo procurada é
y=2+3.

Para escrever as equagdes paramétricas de r, tomamos o ponto (x4,¥,) como sendo (1, 5)
ev=(2,7)—(1,5)=(1,2) e obtemos

k.
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x=1+ 1 I
y=5+2 @

Uma mesma reta pode ser representada por pares de equages paramétricas diferentes.
De fato, depende da escolha do ponto (x,, ¥,) e do vetor ¥ = (@, b). Por exemplo, a reta do
exemplo anterior pode ser representada também pelas equagGes

x=2+2
y=7+4r (m

Embora o sistema (I) seja diferente do sistema (II), eles sfo equivalentes. Isto significa que
quando ¢ varia sobre o conjunto dos niimeros reais o conjunto de poritos dados por (1) é exa-
tamente o conjunto de pontos dados por (II).

Demonstramos anteriormente que toda reta F tem uma equagio da forma

bx —ay=c,

onde (a, b) é um vetor paralelo a r. Fazendo-se 4 = b, B = —a ¢ C = — ¢, podemos escrever
a equagfio de 7 assim

Ax+By+C=0. (111)
Observe que o vetor (4, B) é perpendicular i reta r, pois
(4,B)(@,b)=(b,—a):(a,b)y=ab-ab=0,

e(a,b) éparaleloar.
A reciproca também é verdadeira, isto ¢, toda equagdo da forma

Ax+By +C=0 1)
tem como grifico uma reta. Realmente, se (x,, ¥, ) é um ponto tal que

Ax, + By, + C=0, )

G, »)
(- B,4)

&o,yo)
4,8

Fig. 2.24
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subtraindo-se (2) de (1) encontramos
A(x-x,)+B(¥ -¥,)=0.
Interpretando-se este resultado como o produto escalar dos vetores (4, BYe(x— x5, 7 — Yo)s

j i é i tos (x, ¥) tais que os vetores
vemos que o conjunto solugdo de (IIT) é constituido de to::los os pontos
(x - xq,uy — ¥,) € (A, B) s#io perpendiculares. Isto significa que o grifico de (III) é a reta que

contém (X,, ¥,) € tem a diregdo do vetor (- B,4).

]

2.10 ANGULOS ENTRE RETAS [

Exemplo. Determinar o menor dos dngulos entre as retas 7' € §, cujas equagdes sdo, res-

pectivamente,
y..—_lx—z ey=—x+4.

Solugio. O vetor (1, 2) tem a diregdo de 7, assim como o vetor (1, — 1) tem a dirego
de s. Veja a Fig. 2.25.

0 ﬁngﬂoaentreosvetores(lﬂ)a(1,—1)6umdosﬁngnlosentm as retas 7 e 5. Efe-

tuando-se as contas, encontramos

V10

cosa=—~j5—
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a=arcoos(——~—'ul;]) JO0< a< 1.

Como cos o < 0, encontramos o dngulo maior entre as duas retas. O dngulo menor entre 7 e $
¢, evidentemente, 7 — a, cujo co-seno &

Vv 10
10

cos(m—a)= —cosa.

2,11 DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA | |

‘ ‘A distdncia do ponto P(x,, ¥,) 4 reta 7, de equagiio y = mx + k, é definida como sendo
a distancia de P a 4, onde 4 (x,,),) € o pé da perpendicular baixada de P a . (Veja a Fig.
2.26a,
Indicando-se pord (P, r) a distincia de P a r, temos

d(P,r) = |IPA|.

Como o vetor (1, m) tem a direg@o da reta 7, os vetores P_ﬁ = —x,, V1 - Y,)e(—=m, 1)
tém a mesma diregdo. Logo, existe um nimero real £ tal que

-3
PA=t(-m1)

. &, portanto,

d (®,7) = IIPAIl = it (= m, 1)l = |/ 7Z T 1.

gsta forma, d (P, r) estard determinada quando conhecermos f. A seguir, faremos o cdlculo
t.De

PA =(x, - X5, X1 "yo)=t(“ma 1)
obtemos

X1 =Jto —tm
Y11=y, +1,

Como (x,¥) pertence & retar, deve valer

Yo tt=mx, — tm) + k,
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donde

(= Yo tmx vk
1+m?

Sendod (P,r)=1t1\/1+ m? ,temos, finalmente,

— Yo tmx, +k

1+m? Iy l+m

d@,n=|

—:yo+mxo+k|
1+ m?

d(P.P’)=I

Esta férmula também pode ser obtida da Fig. 2.26b usando a semelhanga dos tridngulos
hachurados.

(x,, mx, + k)

W1+ m?

Imxg + k —yul
/ b 4 NP (g, ¥,
1 / 1 /

@ ®

Fig. 2.26

d Imxo'!-k_yo'
1

= J1+m?

Se a equagdo de r é da forma x =.c a formula deduzida acima ndo se a}plica. Neste caso, 2
distancia de P(x,, yo) ar édadapord(P,r)= |c—x,|. A férmula enunciada no Exerc. 2.58
aplica-se a todos os casos.

OPLANO — 49

2.12 EQUACOES DA CIRCUNFERENCIA (

Na Fig. 2.27 representamos uma circunferéncia de centro C (x,,¥,) ¢ raio r.

o),

Fig. 2.27

Seja P(x, ¥) um ponto qualquer da circunferéncia e ¢ o ingulo formado pelos vetores
CPe C4,onde 4 (x, +1,5,). Entio,

_co-d
Sl= == .
HCPILINCAN
- —- > -
Como CP= (x - x,, — ¥,),CA = (,0) ¢ ICPIl = ICA(| =, temos

x—x
cost = L

ou
X=Xx, +rcost.

N .
"Procedendo-se de maneira aniloga com os vetores CP e C:.';, onde B é o ponto (x,,¥, +7r),

e tendo-se em conta que o co-seno do dngulo #, formado por estes vetores, é igual ao seno do
angulo f, obtemos

Y=y, trsent.

Reciprocamente, se um ponto P (x, y) satisfaz as equagdes x =X, +rcostey =y, +rsent,
entdo P (x, ¥) pertence i circunferéncia, pois

dP,O)=V(x-x, )+ -y, =vrFcos?t+rsen’ t=r.

As equacBes
x=x,+Fcost
Y=y, trsent

s@o chamadas equagdes paramétricas da circunferéncia de centro C (x,,»,) ¢ raio 7.
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Como no caso da reta, eliminando-se f nas equagbes paramétricas, obtemos a equagdo
cartesiana da circunferéncia. Aqui procedemos assim: das equagGes paramétricas obternos

(x —x,) =r*cos’ t
-y, =r sen? ¢,

e daf,
(x—x,)2 + O —p,)" =17,
que é a equagdo cartesiana da ei'mmferéncﬁ de centro (x,,,) € raio7.

Exemplo. Escrever uma equagdo cartesiana da circunferéncia definida pelos pontos
A(LD,B(,-2)eC(2,3)

Solugdo. A equagdo procurada é da forma

(= x) + (=20 =72,

que também pode ser escrita assim
X2+ YT = 2px =2y + x5+ —r1=0.
Fazendo-se
— 2, =a,—W,=bexityl-r=c

obtemos

¥ +y*+ax+by+c=0,
que é outra forma de se escrever a equagdo cartesiana da circunferéncia.

Esta ultima equagdo deve ser verificada pelas coordenadas de cada um dos pontos 4, B
e C. Substituindo-se, pois, as coordenadas destes pontos nesta equagio, obtemos o sistema.

at+ b+e=—- 2
a-2b+c=—- 5
2+ 3b+c=—13,
cuja solugdo é
a=—13,b=1e c=10.
Logo,

x*+ P —13x+y +10=0,

é a equagdo procurada.
Por outro lado, sendo

a=-2x,, b=-2, ¢ .’:=:r:3,+)-rf)—1'2

e

[P
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segue-se que

NG RS B

2 2 27

Logo, a equagdo da circunferéncia pode também ser escrita na forma

13y LY _ 65
("_ 2) +(y+ 2) ~T2

Observe que as equagBes paramétricas desta circunferéncia sdo

13, V6
x= T \/-~
.1’=—— —-—sent
2 V7

Exemplo. Descrever a trajetéria de uma particula animada de um movimento tal, que no
instante ¢ ela se encontra no ponto

(x,y)=(2cos 31t 2sen3t).

V.4

v(t)

Fig. 2.28

Solugdo, A igualdade dada pode ser desdobrada em

x=72cos3t x=2coss
ou
¥y =2sen 3t y=2sens,
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onde s = 3t. Comparando

x=2co088
y=12sens

com as equacdes paramétricas da circunferéneia de centro (x,, ¥,,) e raio r, conclaimos que a
trajet6ria da particula & a circunferéncia de centro na origem e raio 2.
Observe que s = 3t é o dngulo descrito pela particula no tempo ?. O niimero 3 ¢ a veloci-
| dade angular da particula. Observe, ainda, que o vetor

1 v(#)=(~ 6 sen 3t,6 cos 31)

- ¢ perpendicular ao vetor OP (2 cos 3t, 2 sen 3t), pois v (f) - OP 0. Usando a definigdo de
i l velocidade e o conceito de derivada podemos mostrar que v (f) é, exatamente, a velocidade
da particula no instante .

I Exercfcios

2.49. Escreva as equagdes da reta que
a) contém o ponte (— 1, 1) e tem a direcdo do vetor (2, 3),
b) contém os pontosA (3,2)eB (- 3,1).
[M' /2,35 Dados os vetores u = (1, 5) e v = (4, 1), escreva as equagGes paramétricas e cartesianas das retas que
contém as diagonais do paralelogramo definido poru e v,

2,51, a) Mostre que

x=3+ 2
y=7-5t

530 equagdes paramétricas da reta definida pelos pontos A4 (3, 7) e B (5, 2).
b) Que valores se deve atribuir a ¢ para se obter os pontos 4 e B?
¢) Que valores de ¢ ddo os pontos entre 4 e B?
d) Localize na reta os pontos para osquais ¢t > let < 0.
\! 2.52. Escreva as equagdes paramétricas da reta que contém o ponto {1, 2) e faz comaretay = — 2x + 4um
ingulo de 60°,

/A{ Determine a projecdo ortogonal do ponto P (2, 4) sobre a reta
C% x= 1+ 2t

’JK ' }84/ Dado o ponto A (2, 3), ache o vetor AP onde P é o pé da perpendicular baixada de A d retay =
= Sx + 3.

\}‘: /{ Determine a intersegdo daretay = 2x — 1 com a reta definida pelos pontes (2, 1) e (0. 0).
Dados o ponto P (2, — 1) e a reta 7 de equagdo y = 3x — §, escreva uma equagdo da reta que contém
/’ opontoPe

o\ a) seja paralela a retar;
é\ ‘ b) seja perpendicular i reta 7.

- ——
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2.57. Determine o angulo menor entre as retas
a) Ix+y=1ley=-5+8;
Byx+y+1=0ex=1-2t,y=2+ 51

2.58. Mostre que a distincia do ponto P (x,,y,) aretadx + By + C=0¢ dada por
14x, + By, + C|

VA + B?

2.59. Mostre que se a distincia entre P (a, b) e a origem € ¢, entdo a reta definida porP e 4 (— ¢, 0) & per-
pendicular i reta definida por P ¢ B (¢, 0).

DK\ 2,40. Determine o comprimento do segmento OP da figura.

Y A
(2B 2 o 7
k) ';'/ {/'
1
A 1y
' c ()
- o 4
H 3 A -
L.'-’:_.' ) { _, A 1.
: Fig. 2.29
I .
b

ik)ﬁf Determine a distincia entre asretas2x —y =6e2x — y = — 1.

" 2.62. Escreva uma equacdo da circunferéncia que contém os pontos de intersegdo das retas y = x + 1
y=2+2ey=-2x+ 3.

2.63. Escreva as equagdes paramétricas das seguintes circunferéncias:
a) x* +y* -11=0;
by x* +y? —x+3y-2=0;
¢) x*+y? —6y=0;
d) x* +y? —2x -2y + 1=0.

2.64. Deduza uma equagdo da circunferéncia de centro na origem ¢ tangente i reta 3x — 4y + 20 = 0,

.

2.65. Determine uma equacdo da circunferéncia tangente s refas y = x e y = —x nos pontos (3, 3) e
(=3,3).

2.66. Determine um ponto na circunferéncia de centro (1, 2) e raio 3 que seja eqilidistante dos pontos
A(6,6)eB(2,10).

2.67. a) Determine a intersegdo das circunferéncias

x* 4y — 8¢ -2y +

7=0
X +y* —6x —dy+ 9=0

b) Escreva uma equagdo cartesiana da reta que contém a corda comum s circunferéncias do item (a),
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2.68. @) Uma particula percotre a reta definida pelos pontos A (1, 2) e B(3, — 1) com velocidade cons-
o tante. Sabendo-se que no instante r =02 partfcula se encontra em A ¢ queem = 2 se encontra
em B, determinar sua posi¢io no instante i ) X
b) Em que instante a particula se encontra mais préxima do ponto C (4, — 2)?

2.69. Num determinado instante t as posicdes de duas particulas P e Q sdo dadas, respectivamente, pot
A+2,1+t)e (4+1,—3+ 61)

Elas se chocam?

i = - instante em que um
ével M, parte do ponto 4 (0, 4) com velocidade v = (1, - 1) no mesmo ‘
270 :?VSTM, p:;tepde 0 (0, 0), também com velocidade constante. Qual deve ser a velocidade de M,
para que M, ¢ M, se choquem uma unidade de tempo depois?

2.71. Uma particula estd animada de um movimento tal, que no instante ¢ ela se encontra no ponto

G, yY=(1+ 2cost, 2+ 2sent).

a) Descrever sua trajetoria. .
b) Verificar que sua velocidade no instante ¢

y(#)=(—2senf,2cost).
2.72. Escreva as equagdes paramétricas da tangente a circunferéncia

X =X, + rcost
y =y, +rsent,
no ponto (xy,¥,).
2.73. A trajetéria de uma particula é dada por

x=2+ 2cost

y=l+zsenr,-4-;-4 t< 2m

Deteymine o menor valor de t para o quala particula se encontra a igual distincia dos pontos A (0, 4)
e B (1, 5).

2.74. Sejam 7 ¢ s duas refas cujas equagdes sio Ax + By + C=0ed x + B,y+ C,=0.
) ) Mostre que, qualquer que seja X,
‘ Ax+By+C+ A (A x + B y+ C)=0 m

do d reta que contém a intersegdo dere 5. _ i _ )
¢ equ;-gaose jt.:m-: B '-: A} + B, mostre que parad =+ 1 as retas dadas por (I) sdo as bissetrizes dos angu-
losentre 7 ¢ 5.

e |

CONICAS

3.1 ELIPSE [ ] ]
Dados dois pontos ¥ e ¥y e um nlimeror >d (F;, F), o conjunto dos pontos P do plano
tais que

d(P,F)+d (P,F\)=r

¢é chamado elipse de focos F; e F e eixo maior ”.

@ *)

Fig. 3.1

Graficamente podemos obter um ponto da elipse fazendo-se a seguinte construgdo: cen--
tramos o compasso em um dos focos e com abertura igual a s (s < r) tragamos um arco C,
depois, centramos no outro foco e com abertura igual ar — s tragamos o arco C; . A interse¢do
de Ce C; é um ponto da elipse. Veja a Fig. 3.1.

Utilizando-se esta construgdo podemos obter tantos pontos da elipse quantos desejarmos.
Ligando-se estes pontos obtemos a representagdo grifica-da elipse (Fig. 3.2).
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/’_N_
N Ly"
1

B

Fig. 3.2

Os pontos 4; ¢ A foram obtidos tomando-se s = (r — d (F, F)/2 e os pontos B e By

tomando-se s = r/2. Estes pontos s i . Observe. quea distﬁ;ciz(i) entre_
A,y € A é igual ao eixo-maior da elipse € que O segmento BB, € perpendicular a 4,4. O pon
10 Q, intersegdo de A14 e BB:, é.0 centzo daelipse.

#Na prética, podemos tragar uma elipse usando um lago compleu? de barbante ¢ dois
prego;. Fixam-se os pregos em dois pontos (focos) e faz-se um légis deslizar sobre 0 papel de
modo que o lago de barbante, apoiado nos pregos e na ponta do lapis, mantenha-se esticado..

Fig. 3.3

A seguir, vamos deduzir uma equagdo da elipse na situagio particular em que seu centr9
coincide. comn’a‘origem do sistema e os foces estdo sobre .0 eixos coordenados. Temos dois
casos, conforme ilustra a Fig. 3.4.

B (0,b)

0,
B(0, b) F0,0)

¥y
m‘m x i x
\i’/ 0
¢

A4,(-a,0) A@@,0) A (a0 A @0
(-4,

0 -
B,(0, -b) F.(0,-0)

B, (0, - b

@ ®
Fig. 3.4

Rt

i
i
|
i

—h—
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Quando os focos estdo sobre o eixo x, temos
d(P,F)+d(P,F)=d(4,,4),

onde P (¥, ) é um ponto qualquer da elipse.
Para maior simplicidade nas contas, estamos indicando o eixo maior por 24 ¢ a distincia
focal d (Fy, F) par 2¢. Com esta notagdo, em termos das coordenadas de F;, F e P, temos

VE+eP +y? +/ -+ =x
ou

VE+e)P+y =u—J(x-c)? +y? .
Elevando-se ambos os membros desta equagdo ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos

xc—a’=—a/(x— o) + % .
Novamente, elevando-se esta equagdo ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos
@ - c*)x* +a’y? =a® (@ - ). ¢))]
Na Fig. 3.4a, por defini¢do do ponto B, temos
dB,F)=aed(0,F)=c

Logo, do tridngulo OBF, deduzimos que 4% — ¢? = p?,

o c F

Fig. 3.5

Introduzindo-se este valor em (1), obtemos
b2x2 + a2y2 — a2b2
ou
x2 y2

= Tl

que € a equagio da elipse.
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Observagdo. Na verdade, demonstramos apenas que um ponto P(x, ¥) que satisfaz a
equagdo

VE+? +y? +(x—of +yP =2 €}
também satisfaz a equagio

2 2
S ereL ()
Seguindo os passos da demonstragdo apresentada, no.sentido inverso, pode-se mostrar que
todo ponto P (x, ») que satisfaz (2) também satisfaz (1). Assim, as Eqs. (1) e (2) sdo equiva-
lentes e (2)é, de fato, uma equagdo da elipse.

Quando os focos da elipse estdo sobre o eixo y, como na Fig. 3.4b, sua equagio &,
também,

Sendo agora 2b o seu eixo maior. Neste caso o vértice A € tal que d (F, 4) = b e, portanto,
vale b? — ¢* =a? (Fig. 3.6).

» v

I

Fig. 3.6

Resumindo, temos: em ambos os casos a equagdo da elipse é

2 2
ii..p_iv_:L
a b?

« Sea > b os focos da elipse estdo no eixo x e sdo F,(—c, 0) e F(c,0),onde c=~/a* — > .
> Sea < b os focos da elipse estdo no eixo » e sdo Fy (0, — ¢) ¢ F(0,¢), onde ¢ = /b —a? .

Exemplo, 9x? + 4y? = 36, que também pode ser escrita assim

x‘.’

2
22
4 9

r—
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€ uma equagfio da elipse de vértices

A1(—2,0),4(2,0),B(0,3),8,(0,—3)

e focos

F(0,v/5)e F1(0,—+/5).(Veja a Fig. 3.7a).
Em geral;-a-equaglio-de-uma-elipse ¢-do segundo-grau. Quando os vértices da elipse ndo

estdo sobre os eixos do sistema de coordenadas, além dos termos em x? ¢ ¥? a equagdo apre-
senta também termos em xy, x e .

Exemplo. Equagdo da elipse cujos focos s@o F;(— 3, 0) e F(0, 4) ¢ o eixo maior é 7.
(Fig. 3.7b.)

@ (
Fig. 3.7

Solugdo. Seja P (x,¥) um ponto da elipse. Entdo, por definigdo,
d(,F)+d(P,F) =17

ou

VEFIF T VT =T,

Na verdade ja obtivemos uma equagdo da elipse. Contudo, vamos transformar a equagdo acima
a fim de eliminar os radicais que nela figuram. Transpondo o termo

NEEToEw

para o segundo membro e elevando a equagdo resultante ao quadrado, obtemos

(x+3)? +y? =49 +x2 + (¥ -4)* — 14/x* + (y —4)?,
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que pode ser simplificada e escrita assim

3x +4y —28=_T/x? +(y —4)? .

Elevando-se ambos os membros desta equagfo ao quadrado e simplificando o resultado, obte-

mos, finalmente,

40x* + 33y% — 24xy + 168x — 168y — 200 = 0,

que ndo contém radicais e é do segundo grau.

3.2 HIPERBOLE [ N

Dados dois pontos £, e F e um nimero » < d (F,, F), o conjunto dos pontos F do
plano tais que

d(F,P)—d(Fy,P)=r

¢ chamado hipérbole de focos F; e Fe eixo 7.

F1 F F1 P\

(@) (b)
Fig. 3.8

Graficamente, para se obter um ponto da hipérbole é suficiente centrar o compasso em
um dos focos e com abertura s tragar um arco C; depois, centrar no outro foco ¢ com abertura
§ +r tragar o arco C;. A intersegdo de C e C; é um ponto da hipérbole. Unindo-se os pontos

assim obtidos temos o tragado da hipérbole.
F

S
—

Fig. 3.9
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Os pontos Ay e A, chamados vérrices da hipérbole, foram obtidos tomando-se
s =(d (Fy, F) —r)[2. Observe que d (4, A)=r e quese s <(d (F1, F) - r)/2 osarcos Ce Cy nio
se interceptam. Da construgdo, ¢ facil ver que a hipérbole é composta de dois ramos e simétrica
em relag3o i reta que contém os focos e em relag@o 4 mediatriz do segmento Fy F.

Com o objetivo de obter uma equagio mais simples para a hipérbole, vamos eleger um
sistema de coordenadas onde um dos eixos contém os focos e a origem seja o ponto médio do
segmento F; F. Como para a elipse, temos, também, dois casos.

y
A, 0) F0,0

A0, b

0 X

Fy(=c,0) > F(c,0) A A,(0,- )
F —_
Al(‘ a, O) ) (0, C)
@ @

Fig. 3.10

Quando os focos estdo sobre o eixo x, temos
'd (P:Fl)'-d(PaF)] =d(A;A1)’

onde P (%, ¥) é um ponto qualquer da hipérbole. Como mostra a Fig. 3.10a, estamos chamando
a distincia focal d (Fy, F) de 2c e a distancia entre os vértices de 2a. Logo,

WE+e+3? —V(x-cP +y? =2

ou

VE+eP +32 -/ (x—cf +y* =+ (1
Depois de eliminarmos os radicais de (1), podemos escrevé-la assim
(c? —a?) x* —a®y? =a*(c® —a?).
Fazendo-se

c? —a® =p?,
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obtemos
b2x? — a?y? =q?h?
ou
x2 y2
G

que ¢ equivalente a (1) e, portanto, é uma equagao da hipérbole.
Quando os focos da hipérbole estdo sobre o eixo y, como na Fig. 3.10b, sua equagdo é

X
i
onde 25 ¢ a distincia entre os vértices e a é tal que
¢t — bt =a?,

Mesmo quando os focos da hipérbole ndo estao sobre os eixos, ou ndo sdo simétricos em re-
lagio A origem, sua equagdo é também do segundo grau. Por exemplo, uma equagdo da hi-
pérbole de focos F1(—2,1)e F(1,3)eeixo2é

20x* + 48xy — 76x + 24y —79 =0,

como o leitor pode verificar.

Exemplo. Determine condi¢Bes sobre @, b ¢ m para que a reta y = mx intercepte a
hipérbole

Solugdo. Suponhamos que (x,, ¥, ) seja um ponto da intersegfo da reta com a hipérbole.
Veja a Fig. 3.11a.

Entdo, devemos ter

Yo Yo _y
02 b2 4
Yo =mx,.
Destas duas equagdes, obtemos
x2 B mixl .
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que, resolvida em x,,, nos d4

. ab b
x, =% =4t
° b? —a*m? b2
— -m

2
a

Para que x, tenha valor real, isto &, para que a reta intercepte a hipérbole, é necessdrio e sufi-
ciente que

b2 2 X
2 —m >0 ouque m? < o

Sendo a e b niimeros positivos, segue-se que

b

-—< m<i‘
a a

Assim, a reta ¥ = mx intercepta a hipérbole

2
L L

a2 b2

se, ¢ somente se, sua declividade estiver compreendida entre — b/a e b/z. A parte (b) da Fig.
3.11 mostra a hipérbole ¢ as retas de declividade b/3 e — b/a, que contém a origem.

xp:¥0)

@ ®)
Fig. 3.11

Cada uma das retas
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é chamada assintota da hipérbole. Portanto, as assintotas s3o posigdes extremas das secantes
a hipérbole, que contém a origem. Ainda mais, da expressdo

1

*
i
H+

o 2
D
vemos que, quando a declividade da secante tende para b/a, a abscissa x,, do ponto de inter-
secdo tende para mais ou menos infinito. Isto significa que a hipérbole (ambos os ramos) tende
para as assintotas, 2 medida-que se afasta da origem. Esta interpretagio geométrica sugere um
procedimento cdmodo para se esbogar uma hipérbole, a saber, primeiro tragamos as assintotas
e, depois, os ramos da hipérbole tendendo as assintotas, como mostra a Fig. 3.115.
Procedendo-se de forma andloga, em relagdo A reta y = mx e a hipérbole

yz
FEr it

podemos deduzir que a reta intercepta a hipérbole se, e somente se, m > bja ou m < — b/a.
Portanto, as retas

também ocupam as posigGes extremas das secantes & hipérbole, que contém a origem, isto &,
a hipérbole

o7 " Tl
tende ao par de retasy = bx/a e y = — bx/a que sdo as assintotas.
Exemplo. As assintotas da hipérbole
x2 2
- _ L =1
9 4
sdo (Fig. 3.12a)
=2 yey=—2x
y Y 3
¢ as da hipérbole
2 2
AN A
16 4
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sdo (Fig. 3.12b)

y=2xey=-—2x

@ (b)
Fig. 3.12

3.3 PARABOLA | J

Dados um ponto F e uma reta 7, chama-se paribola de foco F e diretriz 7 ao conjunto de
pontos P do plano tais que

d(®,F)=d(P,r).

Construgdo. Pelo foco F tragamos a perpendicular 4 diretriz 7 e tomamos sobre esta per-
pendicular (chamada eixo da pardbola) um ponto C. Por C tragamos uma paralela a 7 e com
abertura igual a d(C, r) e centro em F determinamos nesta paralela os pontos P e P’ da pardbo-
la. Unindo-se os pontos assim construidos obtemos a pardbola (Fig. 3.13).

@) (b)
Fig. 3.13
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Observe que se escolhermos o ponto C, sobre o eixo, de modo qued (C,n)<d(C,F),o
arco tragado com centro em F e raio d (C, F) nio intercepta a paralela 4 diretriz tragado }’)or’C
O ponto da pardbola mais proximo de r é o ponto 0 (veja a Fig. 3.13b) tal que, d (0, €) =
=d (0, F). Este ponto é chamado vértice da pardbola. , ’

, Em geral, a equagdo de uma pardbola é do segundo grau, isto ¢, contém termos em x>
Yo, xy, x gy. Porém, quando o sistema de eixos é escolhido de modo que a origem coincide,
com o vértice e um dos eixos do sistema coincide com o eixo da pardbola, como veremos, su
equagdo & muito simples. Existem quatro casos. ’ o

y
y
F r
d x
r F
(@ ®
y y
14
r
X x
K ’
(c) @
Fig. 3.14

Na Fig. 3.142 o foco est4 sobre o eixo y e a diretriz é paral i
ela ao x.Sed =
entdo o foco € F (0, a) e a equagdo da diretriz é P oo Fn=2,

y=-—a,
Um ponto P (x, ¥) pertence  parabola se, e somente se,
d(P,F)=d(P,r)

ou

Ve +@-ay =1y +al.
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Eliminando-se o radical desta equagdo e simplificando o resultado, obtemos a sua equivalente
4ay = x? ou y=Lx2
4a »

que ¢ a equagdo da pardbola.
Nos demais casos, efetuando-se contas semelhantes, obtemos

— 1 2
YE @t
N N
x=—a¥

que sdo, respectivamente, as equagdes das pardbolas das Figs. 3.14b, c e d. Em todos os casos

1
=-—"—d(F
a > (F,r).

Exemplo. O grifico da equagdo

= 2
x=—-y,

_é a paribola de foco F (— 1/4, 0) e diretriz x = 1/4 pois, neste caso, 1/42 = 1, donde a = 1/4.
Veja a Fig. 3.15. .

Fig. 3.15

r Exercicios J

S {/f’ » yi .
6.1; O que acontece com a elipse da Fig. 3.3 quando os. pregos sio fixados cada vez mais proximo um do
- outro? Que curva s¢ obtém se fixarmos os dois pregos no mesmo ponto?

N~
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3.2. Utilizando-se régua e compasso construir: : 5
a) uma elipse conhecendo-se seus quatro vértices;
b) uma parabola conhecendo-se seu foco e seu vértice;
¢) uma hipérbole conhecendo-se seus dois vértices e um de seus focos.

\
7}6'//3/ Esboce e determine os elementos principais (focos, vértices, assintotas, diretriz) das curvas cujas equa- K; ‘\
¢oes sdo 4

x? yt x? y? Fig. 3.16
— +—=1 by — + —=1
LTI ) 25
o Xy 1 ) y:oox? 1. 3.12. Determine os valores de m para os quais a rcta
35 9 ’ 25
=3 x +
e x=y% N y=xt rEzEm
g 4x? + 9y? = 36; h) x*—y? +4=0. " é tangente a hipérbole
/}4 Deduzir uma equagio x_z — y_’ =1
a) daelipse cujos focos sdo Fy (=1, — 1) e F (1, 1) e 0 eixo maior € 44/ 2 ; 9 36 ’
b) da hipérbole cujos focossio F, (~ 1, - 1) e F(1,1)eoeixo é/ 2;
¢) da paribola de foco F (0, 0) e diretriz y = 2. 3.13. Seja P o pé da perpendicular baixada do foco F da hipérbole
X . Deduza uma equagdo da parabola com vértice em V (6, — 3) e cuja diretriz é areta 3x — Sy + 1 =0. " .
- 2
3.6. Determine uma equagio da hipérbole cujas assfntotas sfo y = x e y = - x, sabendo-se que um de ; x: - _y_z =1
seus vértices é o ponto (2, 0). T . ¢ b
3.7. Escrever uma equagio da elipse cujos focos sdo F, (— 2, 1) e F (2, 3) e o eixo menor mede 4. \‘\\\ t : a uma das assintotas. Demonstre quePT =bePO= a, onde O é a origem do sistema de coordenadas.
3;> Demonstre que a reta T b 3.14. Prove que toda parabola cujo eixo ¢ paralelo ao ¢ixo y tem uma equagdo da forma
xa"+yo”Al . y=ax® +bx + ¢,
2 2
a b /Qup! ¢ a forma geral das equagdes das parabolas cujo eixo € paralelo ao eixo x?
é tangente a elipse {3.15." Deduzir uma equacdo da paribola que contém o ponto (1, 4), sabendo-se que seu eixo é paralelo ao
— eixo y e que seu vértice é o ponto (2, 3).
2 2
x_2 n % =1 b 3.16. Deduza uma equagdo da pardbola que contém os pontos (— 1, 12), (1, 2) e (2, 0) e tem eixo paralelo
a ; ao eixo y.

3.17. Prove que numa paribola o comprimento da corda que contém o foco e é perpendicular ao eixo é

noponto P (x,,¥,). « \
duas vezes a distincia do foco d diretriz.

.

£ 3. : k . N c
. 3.9/ Determine o valor de k para que a reta 3.18. a) Prove que aretax — 2ay,y + x, = 0 ¢ tangente a pardbola x =ay? no ponto P X5,0)

. b) M?stte que a perpendicular a tangente em P (x,,, Yo) € bissetriz do dngulo formado por PF (onde
< =1 o F ¢é o foco da pardbola) e a paralela ao eixo da pardbola, que contém P Xo,Yo)-
3.19. Mostre que, qualquer que seja o valor de 7, o ponto

seja tangente a elipse
(@acost,bsent)

x2 y2
+— =1 ’ ertence i eli
9 2 p 3 elipse
N t x? y?
3. 0 Determine o ponto da elipse ey + i 1.
7 x* oyt i ¢
+ =1 - Observaggo, Quando ¢ varia de 0 a 27 o ponto (@ cos?, b sen f) percorre a elipse, a partir do vértice
18 8 A (a, 0), uma vez.
mais préximo dareta 2x — 3y + 25 =0. i x =acost
L y=bsent

3.11. Considere uma semi-elipse e uma semi-reta como mostra a Fig. 3.16. Se girarmos a semi-reta no sentido

horério, em torno de P, em qual ponto da elipse ela tocara? N .
s30 equagdes paramétricas da elipse.
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3.20. Uma partfcula se move de modo que no instante ¢ seu vetor posigdo é
-
OP (1) = (t, 4t — t?).

Determine:
@) uma equagdo czrtesiana da trajetGria da particula;
b) o instante em que a particula se encontra mais préxima daretay = 5.

3.4/ROTACAO E TRANSLACAO DE EIXOS | )

Nos pardgrafos anteriores vimos que a equagdo de uma conica (elipse, hipérbole ou
pardbola) é sempre do segundo grau, isto é, é da forma

ax2 +by?: +exy+dx+ey +f=0.

Vimos, ainda, que quando o sistema de coordenadas é convenientemente escothido a equagdo
da cdnica reduz-se a uma das formas

x2 y2
F ®)
x2 y2 yz x2
Ty e ! )
y= x2 y=_,1—x2 x= yz ou x—_LyZ (P)
4a ’ 4a ’ 4a 4a :

Dizemos que estas equacBes estdo na forma reduzida ou candnica.

Na Se¢. 3.5 provaremos que, exceto em certos casos particulares, o gréfico de uma equa-
¢do do segundo grau, em duas varidveis, ¢ uma cénica. Em geral, a técnica utilizada para iden-
tificar ¢ esbogar esta conica consiste em simplificar sua equagio efetuando-se mudancgas do
sistema de coordenadas. Estas mudangas s3o translagdo e rotagdo de eixos e serdo introduzidas
a seguir.

TRANSLACAO DE EIXOS

Na Fig. 3.17a estdo representados dois sistemas de coordenadas: o sistema xOy, como
de costume, e o sistema x,0,¥;, que pode ser imaginado como uma translagio de xOy tal que
a origem 0 coincide com o ponto 0, .

Se P é um ponto do plano, podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos
dois sistemas. Como mostra a Fig. 3.17b, se (x, ») sdo as coordenadas de P em relagdo ao sis-
tema x0y e (x4,),) sdo as coordenadas de P em relagdo ao sistema x;0,¥, , temos

x=xy +a ©
y=yy +b,

g
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onde (a, b) sdo as coordenadas de 0, em relagdo ao sistema x0y. Explicitando-se x; e y; em
(s) obtemos

x=x-—a
y1=y—b.

Estas equagBes permitem passar das coordenadas de um ponto P, dadas no sistema xCOy, para
as coordenadas de P com relagdo ao sistema x,0,¥,.

P R . ot

X,

(a) )
Fig. 3.17

Exemplo. Seja o ponto P (4, — 1). Efetuando-se uma translagdo tal que a nova origem
¢ 0, (-2, 3), em rela¢do ao novo sistema, as coordenadas de P passam a ser

x, =4 —(— 2) =6
Yy=-1-3=-4,
ou seja, P (6, — 4). Veja a Fig. 3.18.

Yy y

Xy
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Neste caso, as equagGes de mudanga de coordenadas sgo: ’ i Escrevendo-se a tiliima equag#o acima na forma
;
X =x+2 x=x; —2 ' * i
ou , L BT
yi=y-3 y=yi+3. ' 9 +4'1’
Se, relativamente ao sistema x0p, a equagio de uma reta é vemos que seu grifico é uma elipse cujos vértices, no sistema x;0,¥, , onde 0, (1, 2), s3o
y=mx+b, ) | 41(=3,0),4(3,0),8(0,2)¢ 5:(0,-2).
no sistema x, 0, ¥, sua equagdo é Esta elipse estd mostrada na Fig. 3.19.
Yi+t3=m@x -+b
ou r y
r

Yy=mx; +b-2m—3.

Observe que a declividade da reta ndo se alterou.

b
, Exemplo. Usando uma translagdo conveniente elimine os termos do primeiro grau da / \ x,
equag¢do . 0,
1] /
4x? —8x + 9? —36p+4=0 . x

Solugdo. Completando os quadrados, em x e ¥, na equagdo dada, obtemos

4("2—2"+J)+9U’2—4Y+i)+4=4'1+9'4 Fig. 3.19
o ‘ .

4(x—1)? +9(p» —2)* = 36. Observe qﬁe a elipse acima é também o grifico da equagdo
Observe que para obtermos um quadrado perfeito no interior dos parénteses, somamos 1 - _ ’ 4x? +9y? —8x - 36y +4=0.

no primeiro ¢ 4 no segundo. Para mantermos a igualdade, estas mesmas parcelas, multiplicadas
pelo coeficiente do paréntese, foram somadas no segundo membro. Depois disto, efetuamos a
translagdo de eixos definidas pelas equagdes

em relagdo ao sistema x0y, pois quando se efetua uma translagdo o grifico ndo se altera, apenas
a equacdo muda.

xy=x-1 P
Y=y 2 ROTACAO DE EIX0OS

¢ escrevemos a equagdo ! ' Consideremos o sistema de coordenadas x0y, e seja x,0y; o sistema de coordenadas
' obtido de x0y por uma rotagdo de um éngulo 9, no sentido anti-hordrio, como mostra a

4(x—1)2+9(y —2)* =36 ) Fig. 3.20.
: Sejam (x, ¥) e (%1, Y1) as coordenadas de um ponto P do plano, em relagdo aos sistemas
assim x0y e x,0y,, respectivamente. Nosso objetivo é escrever x; e ¥, em fungdo de x,y e do 4n-

2 gulo 6.

2 2 — PR : .
4x1 +9y1 =36, - Uma rotagdo de um dngulo 0 transforma os vetores

que é a solugdo do problema. e, =(1,0ee, =(0,1)
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nos vetores u; e U4, , onde

u; =(cosf,sen @) =cos fe, +senb e,
U, =(—sen@,cos6)=—senb e, +cosbe,,

-
Para o vetor OP temos
>

OP = (x,y) = xe, +ye,,

onde x e ¥ s3o as coordenadas de P em relagdo ao sistema x0y. Por outro lado, como u, e u,
sdo unitirios e perpendiculares, temos também

-
OP=(xy,Y1)=xu, Tyl’-‘z,

sendo X, eV, as coordenadas de P em relagdo ao sistema x, 0y, .

y
Y
________ P
/’I\\ *1
e 7N
2 P |
w;\ e {
]
i, !
0 ! |
1
[} 1 1 X
M
0 €
Fig. 3.20
Temos, entdo, a igualdade

xey +ye, = x uy +y u,

ou
xe, tye; =x;(cosfe; +senfe;)+y,(—senfe; +coshe,)

de onde obtemos

x=x, ¢cos0 —y, send
y=x18en8+y; cosd

ou
Xy = Xxcos8+ysenb
Yi=—xsené8 +ycosf.
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Exemplo. Seja o ponto P (6, 4). Efetuando-se uma rotagdo de um angulo de #/3 radianos
nos eixos, em relag@o ao novo sistema, suas coordenadas passam a ser

x,=6-—;—+4l/5_§- =3+2V3

1

y,=—6i2§— +4-—;—=—3\/'§ +2,

ou seja,

P(3+2V3 ,2-3V3).

Exemplo. Usando uma rotag@o de eixos convenientes transforme a equagio
42 +y? +4xy+x—-20=0
em uma que ndo contenha o termo em X).
Solugdo. Substituindo x e ¥ na equagdo dada por

x=x,cos —y,senf
y=x,senf +y, cosb,

obtemos

4(xy cos8 — y, sen ) + (x; sen § + ¥, cos 0) +
+4(x;cosf—yysenf)(xysend + y, cos )+
+(xy cos 0 —y;senf)—2(x, senf +y, cos ) =0,

que é a equivalente da equagdo inicial em relagdo ao sistemna x; 0y; , obtido do sistema x0y por
uma rotagao de um angulo 6. Desenvolvendo-a, obtemos

4 (cos? 0 +sen? 0 + 4 cos @ sen ) x} + (4sen? § + cos® 6 — 4 sen 0 cos A) ¥} +
(—6cos 8 senf +4cos® 8 —4sen® ) x, ¥, +(cosf —sen 0) x, + (1)
+(—senf —2cos8)y, =0.

Como nosso objetivo é obter uma equagdo que ndo contenha o produto das varidveis, iguala-
mos o coeficiente de x;¥, a zero, ou seja, impomos para § a condigdo

—6cos0senl +4cos’ 0 —4sen® §=0.
Lembrando que cos 8 sen & = 1/2 sen 2 6 e que cos® 8 — sen” § = cos 20, obtemos
—3sen260 +4c0s20=0

€, portanto,

=4
tg 20 = 3"
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A partir desta igualdade deduzimos que -

(0 ¢ aproximadamente 26°33').
Substituindo-se os valores de sen 8 e cos 8 na Eq. (1) e efetuando-se as contas, obtemos

Y1 =\/S_x}.

O grifico desta equagfo, como ji vimos, é uma pardbola. Ela est4 representada, juntamente
com os dois sistemas de coordenadas, na Fig. 3.21.

Yy

Xy

Fig. 321

Observe que esta pardbola é também o grifico da equagfo
4x2 +y* +4y+x-20=0
em relagdo ao sistema xy.

Como vimos nos exemplos anteriores, dada uma equacio do segundo grau nas variiveis
x e y, usando uma rotagfo de eixos podemos eliminar o termo em xy. O dngulo desta rotagdo é

-1 £
f= 2 arctga_b ,

onde ¢ é o coeficiente de xy, @ o coeficiente de x* e b o coeficiente de 2, desde que @ # b.

Sea=5b,08 é45°. (Veja o Exerc. 3.30.) Apés eliminarmos o termo em xy, completamos os
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quadrados na equagfio resultante para determinarmos a translagio que elimina os termos do
primeiro grau. Vejamos mais um exemplo.
Considere a equagdo

3x2 + 3y —10xp +12¢/2 x—4/2 y +32=0.
Como o coeficiente de x* & igual ao de ¥?, a rotagdo é de 45° e suas equagdes sdo

3 M

y= Tyb

—"22 Xy + ﬁ

Substituindo-se estes valores na equagdo dada e simplificando-a, obtemos
x} -4yt —4x, + 8, —16=0.

Depois de completarmos os quadrados em x; e ¥, podemos escrever esta iiltima equagio assim

(xl_2)2 _(yl—l)z =1
16 4

que se transforma em

ap6s efetuarmos a translagdo de eixos definida por

X =Xy —2
Y2=y1 -1

O gréfico desta equagdo é uma hipérbole. Ela estd representada na Fig. 3.22, juntamente com
o0s trés sistemas de coordenadas.

A construgdo da Fig. 3.22 obedeceu & seguinte ordem: primeiro desenhamos o sistema de
coordenadas xy; girando-se tal sistema de 45° obtivemos o sistema x,¥,; o sistema x,y, foi
obtido conforme a translagdo definida pelas equages

Xy =X —2
Y2 =Vt _l’

isto é, é uma translagdo de x,;¥; onde o ponto (2, 1), relativamente ao sistema x,¥,, é anova
origem. O esbogo da hipérbole foi feito no sistema x,y,.

Observe que com a rotagdo o eixo x; ficou paralelo ao eixo da hipérbole e com a transla-
¢d0 a origem do novo sistema x, ¥, coincidiu com o centro da hipérbole.
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a=G%

[

AU ©

Fig. 3.22

r Exercicios J

\. 37]. Efetua-se uma translagio de eixos de modo que a nova origem seja o ponto (— 2, 3).
a) Determine as coordenadas dos pontos (3, 2) e (5, 7) com respeito ao novo sistema. »
b) Escrever uma equagdo da retay = 2x + 7 com respeito ao novo sistemna.

2. Efetuar uma translacdo de eixos tal, que em rela¢do ao novo sistema, as equacdes das retas y = 2x — 1
e x + 3y = 11 nfo contenham o termo constante. Escreva as equages destas retas em relagdo ao
novo sistema.

\‘%3/. Seja x,0,y, um sistema obtido de x(y por uma translacio. Determine a nova origem 0, , sabendo-se
" que um determinado ponto tem coordenadas (3, 4) no sistema x0y ¢ (- 2, 3) no sistema x, 0,y .

3.24. Seja x,0,y, uma translagao de x0y cuja a nova origem é 0, (4, 1) e x,0,y, uma translagdo de x,0,¥,
cuja nova origem (no sistema x,0,y,) €0, (1, 2).

2) Determine as coordenadas de 00, , 8,0, ¢ 00, em relagdo a cada um dos trés sistemas.
b) Verifique que 00, =00, +0,0,, em qualquer um dos trés sistemas.

-
:y( Mostre que guando se efctua uma transtagdo de eixos as coordenadas de um vetor AB (sendo A ¢ B
dois pontos quaisquer) ndo se alteram.

"I 326, Efetua-se uma rotagio de eixos de um 4ngulo ¢ no sistema x0y. Sabendo-se que, em relagdo ao siste-

. ma x0y, o ponto P é dado por (5, / 3) e que, em relagio ao novo sistema, ¢ dado por (4, — 23y,

) determinat o angulo 6. '

<" /1. Determine as coordenadas do ponto P (2, 5) em relagdo ao sistema obtido do sistema x0y por uma
rotagdo de um dngulo-6 tal que tg 8 = 1/3.

3.28. Seja X, 0¥, o sistema obtido de xOy por uma rotagdo de 30° no sentido anti-horario, e x,0,y, ©
sistema obtido de x,(y, por uma translagdo tal que a nova origem (no sistema x, 0y ,) é o ponto
0,(3,2). ) :
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) 1 ordenadas do ponto P nos y PLIPS 2% sabendo-se que no sistermna
a) Determine as co sistemas x(y e x,0 N N
\ x.”}, ele é dadOPOI (2; 1.
b) Determine as coordenadas do ponto Q no sistema x0 , sabendo-se que no sistema xzogy; ele ¢
dado por (1; 2). g

% 3,29. Se x0y ex,0 Y, sdo os sistemas de coordenadas mostrado ’ q
19 ), mOstr: s na F 1B. 3.23, determine as e juagoes de
% ///2.““ da"Qa de .fﬂb para xlol) 1+

s

Vi
\ . %,

Fig. 3.23

3.30. Dada a equagao

Ax* + By + Cxy + Dx + Ey + F =0,

»

demonstre que s¢ pode eliminar o termo em Xy com uma rotaca i a 4
q p y tagao de eixos de um in i ja-
. " gl gulo igual a n/4 radia

! ¢ A
——ar _
3 ctgA_B seA+B,

3.31. Esboce o grafico das seguintes equagdes:
4(x— 1+ 92 =36;
/)/x’—y’— 2% =0;
/x’ —16y? — 32y — 32 =0;
/@’16y=x’ + 8 + 32;
e) xy =1;
N xy-2p~4x=0;
X AT X +y? +xy =3
g B X4y +dxy +12x — 6y = 0; ey
/n” 41x* +41y® — 18xy — 384x — 384y + 1 504 = 0.

3.32. Calcule a drea do tridngulo formado pelas retasx =1,y = 2 ¢ a tangente a cdnica

RIRTS N

x4+ 4y —2x — 16y + 13=0
4+\/3)
5 .

no ponto (2,
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@EQUACAO GERAL DO SEGUNDO GRAU [ ]

J4 vimos que as conicas (elipse, hipérbole e pardbola) sdo subconjuntos do plano cujas
equagdes sio do segundo grau. Nos exemplos seguintes apresentaremos outros subconjuntos
do plano cujas equagdes sao, também, do segundo grau.

Exemplo. Determine uma equagdo do segundo grau cujo gréfico seja o subconjunto
constitufdo das retas

riax+by+c=0
stayx +byy+¢4=0.

Solugio. Indiquemos por r U s o subconjunto constituido das retas r e s. Como um
ponto (x,,¥,) pertence ar U s se, e somente se,

ax, +by, +¢=0

ou
a,x, +by,+e1 =0

¢ uma destas equagdes se anula se, e somente se,
(@x, +byy + ) (@1%, + b1y, + ) =0,
segue que 7 U s é o grifico de
(ax +by + )@ x +by +¢1) =0,

que, evidentemente, é uma equagdo do segundo grau em x e y. Por exemplo, o grifico da
equagio

x+y+D@2x-y+4=0

ou
2% —y? +xy+6x+3y+4=0

é o par de retas mostrado na Fig. 3.24a.
Observe que seax +by +c=0ea;x +byy +c1 = 0 sdo equagdes da mesma reta,

(ax +by +cy(@,x +byy +c¢,)=0
¢ uma equagdo do segundo grau cujo gréfico é uma \inica reta. Por exemplo, o grifico.de
x+y-1)Q@x+2w-2)=0

ou

w2+t +4xy —4x -4y +2=0

& a reta representada na Fig. 3.24b.
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@ *)
Fig. 3.24

Pode também acontecer que o grifico de uma equagdo do segundo grau seja um unico \
ponto ou o conjunto vazio. Por exemplo, o grifico de

(x-1*+(p+37=0

ou
x* +y? —2x+6y+10=0
¢ o ponto (1, — 3) e o grifico de
4x? +9y2 +5=0

_é o conjunto vazio.
Portanto, até agora, vimos que o grifico de uma equagdo do segundo grau pode ser:

uma elipse,

uma hipérbole,
uma pardbola,
um par de retas,
uma tlnica reta,
um ponto ou

o conjunto vazio.

Nas paginas seguintes, demonstraremos que o grifico de qualquer equagdo do segundo
grau, com duas varidveis, ¢ um destes subconjuntos. Eles, exceto o subconjunto vazio, sdo as
possfveis intersegBes de um cone (veja Cone de Revolugdo, Seg. |, Cap. 5) com um plano e,
por isto, sdo chamados cdnicas. Veja a Fig. 3.25. '
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Fig. 3.25

No caso das Figs. 3.25d, e e fa cOnica ¢ dita degenerada.
Observagdo. O estudo das cdnicas sob este ponto de vista, isto é, como interse¢do de um

plano e um cone, data do Séc. Il a.c. e precede a propria Geometria Analitica que s6 surgiu
no Séc. XVII.

Proposigao 3.1 — O grdfico de uma equacio do segundo grau, isto €, o grdfico de uma
equagdo da forma

ax* +by? +cxy +dx+ey +f=0,a,bouc#0,

¢ uma conica.
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Demonstragdo. Inicialmente efetuamos uma rotagfo de eixos de um édngulo 4, onde

1 ¢
G—Tarctg a_j ,sea#b,

=45 sea=0>b.

De acordo com o Exerc. 3.30, apds esta rotagdo a equagdo dada se transforma numa equagio
da forma -

Axi + Byt +Dx, +Ey, + F1 =0, ]

onde 4 #0ouB #0.
Sed #¥0e B =0, temos

Ax% +Dxl +Ey1 +F=0. (II)
Neste caso, se E = 0, esta equagao se reduz a
Ax} +Dx, + F=0,

cujo grafico € um par de retas paralelas ao eixo ¥, , uma reta paralela ao eixo ¥, ou o conjunto
vazio, conforme D? — 4AF seja, respectivamente, maior, igual ou menor que zero. Se £ # 0,
temos, de (1),

A, D F
b 41 =——Ex% “FNTE

cujo gréfico é (veja Exerc. 3.14) uma pardbola. Portanto, a proposi¢ao esta provada no caso
A+#0eB=0.Aprovadocasod =0eB #0¢ andloga.

Continuando, suponhamos A e B n3o-nulos. Completando-se os quadrados em x; € ¥,
na Eq. (I), obtemos

2 2 2 2
A(XHAM_D_) +B(yg+§;;y,+ £ )=_F+L+_E_

A 44? 45*

ou

D \? E \? D* | E
- ) + +=—) =—F+-—-— +
A(x‘+u) B(y‘ 213) % T am @)

Efetuando a transla¢do de eixos definida pelas equagdes

D
Xy = Xy + g
E
YVa=y + 7B
reduzimos a Eq. (1) a
Ax% + By} = A, (2)
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r onde 3.35. Mostre que o grifico de ‘
x2 2
pe_pi D B -5 =0
44 4B a®  b?
. Se A =0, o grifico de (2) é um par de retas concorrentes, se 4 e B tiverem sinais con- ¢ par de asintotas da Rpéxbole
trarios ou um ponto, se 4 e A tiverem o mesmo sinal. o
Se A #0, obtemos, de (2) P

3.36. Dada a equagdo
Ax? + Bxy + Cy?* + Dx +Ey + F=0

o[

Ya

+22 -
-y b
B

demonstre que o nimero

cll]O g[ﬂlCO é uma ﬂlpse, se A,B e A tiverem o0 mesmo mal‘ Oou um hlpel Ole 5 sina
a b l s 5€ O ﬁ 18

é invariante por rotagdo ou translagdo, isto ¢, se

AxI+B,x,y, +Cyyi + Dyx, +Ey, +F, =0

I Exercfcios "
é a equagdo que se obtém de (1) efetuando-se uma rotagio ou translagio de eixos, entdo

A=B? —44,C, = B* — 4AC. ,

3.33. a) Eaeil:asu;;a equagdo do segundo grau cujo grifico seja o subconjunto formado pelas retas 7 ¢ s
- . i
Demonstre, ainda, que conforme A seja menor, maior ou igual a zero, o grifico de (I) é, respectiva-

mente, uma elipse ou um ponto, uma hipérbole ou um par de retas concorrentes, uma parabola ou
um par de retas paralelas ou uma tnica reta.

4 3.6 DEFINICAO UNIFICADA DAS CONICAS [

Exemplo. Dados uma reta d e um ponto F ndo pertencente a d, determinar o conjunto
dos pontos P do plano tais que

/ ! '
3 x onde € é um nimero positivo.

Solugdo. Como mostra a Fig. 3.27, introduzimos um sistema de coordenadas onde o
Fig. 3.26 eixo ¥ coincide com a reta d e o eixo x é a perpendicular tragada de F & reta d. O ponto F
" tem coordenadas (p, 0), onde p = d (F,d). Relativamente a este sistema, o conjunto de pontos

procurado é caracterizado pela equagio

d(P,F)=ed(P,d),

b) Deduza duas equagdes do segundo grau, (E,} e (E,), cujos grificos sejam, respectivamente, as <
retasres. (x=py +y* =elx,
€) Multiplique (E,) por {£,) e obtenha uma equagdo do quarto grau em x e ¥ cujo grafico € o par

de retas formado porr e s.
que é equivalente a

34. Deé exemplo de uma equagdo da forma Ax* + Bxy + Cy* + Dx +Ey + F =0, onde os coeficiente:
A,B,C,D,E e F sejam todos ndo-nulos, cujo grifico seja o conjunto vazio. C(1—e)xt+y* —2px+p? =0 (1)

R
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O gréfico de (1), independentemente dos valores (positivos) de e e p, é uma conica no dege-
nerada (veja Seg. 3.5). Se e < 1, os coeficientes de x* e y* sdo ambos positivos e a conica,
cuja equagdo ¢ (1), é uma elipse. Se e = 1, o coeficiente de x* é zero e o gréfico ¢ uma pa-
rabola. Por tiltimo, se ¢ > 1, os coeficientes de x? e ¥* tém sinais contrérios e o grifico ¢ uma
hipérbole.

Fig. 3.27

Em vista dos resultados acima podemos unificar a definigdo de conica da seguinte forma:

Dados uma reta d e um ponto F ndo pertencente a d, e um nimero positivo e, chama-se
cbnica de diretriz 4, foco F e excentricidade e, 0 conjunto dos pontos P, do plano defi-
nido por d e F, tais que

d(P,F)=ed (P,d).

A cbnica é uma elipse, hipérbole ou pardbola, conforme o niimero e seja, respectivamente,
menor, maior ou iguala 1.

—

Exemplo. Equagio da conica (elipse) de foco F (1, 0), excentricidade 1/2 ¢ que tem por
diretriz a reta de equagdo x = 4.

Solugdo. Seja P (x,y) um ponto da cdnica. Aplicando a defini¢do unificada, temos
V-1 +y? =% b — 4,

que € equivalente a

3x% + 4% =12
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que é a equagdo procurada. Observe que reescrevendo-se a iiltima equagdo assim

PR
= 4+ =
4 3 L

vemos que a cdnica €, de fato, uma elipse e que seu outro foco é Fy (— 1, 0). Veja a Fig. 3.28.
A retad’, de equagio x = — 4, ¢ também uma diretriz da elipse.

d d

il B

Fig. 3.28

Exercicios

3.27. Deduzir uma equagdo da conica de foco F (2, 0) com excentricidade e diretriz
1
a) e= —4—, x =8;

1
b) e =4, =
) e x 3
¢)e=1, x=-2.

3.38. Demonstie que a elipse

xi yz
Tt
a b

=1, b<a

¢ a conica de foco F (¢, 0), excentricidade ¢ = ¢/a e diretriz x = a/e ou a conica de foco F,(—¢,0),
excentricidade € = c/a e diretriz x = — a/e, onde ¢ =~/ a? — b? .




[ L )
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3.39. Demonstre que a hipérbole

3.40.

¢ a conica de foco F (c, 0), excentricidade e = ¢/a e diretriz X = a/e ou a conica de foco F, (— ¢, 0).

excentricidade e = ¢/a e diretriz x = — afe, onde ¢ =/ @* + b? .
Demonstre que a pardbola

r

2

é a conica de foco F (0, @), excentricidade ¢ = 1 e diretrizy = — a.

O ESPACO

4.1 SISTEMA DE COORDENADAS | ]

Inicialmente nosso objetivo € estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
do espago e as ternas ordenadas (x, ¥, z) de mimeros reais. Para isto, tomamos trés retas x,v e z
perpendiculares entre si e concorrentes no ponto O como mostra a Fig. 4.14.

z z
PZ
AN
N
N
N
N
N
} P
1 ’

4 ]

g |

d |

7/ 0 !
_____ y y

0 1 :

I !

|
1 | ip ]
x | x
@ )
Fig. 4.1

Considerando O como origem, tomemos sobre x, ¥ e Z unidades iguais e arbitremos em
cada uma um sentido positivo. Observe que os eixos x, ¥ ¢ 2z definem trés planos cada um
munido de um sistema de coordenadas. Os eixos x e ¥, por exemplo, definem o plano hori-
zontal XOy. Seja P um ponto qualquer do espago. Tragando-s¢ por P perpendiculares a Z e ao
plano horizontal xOy determinamos os pontos P, ¢ P,, veja Fig. 4.15. O ponto P,, por sua
vez, determina nos eixos x e ¥ os pontos P, e P, veja Fig. 4.24. Sejam x, e 2 as coordenadas
de Px,Py e P,. Ao ponto P associaremos a terna (x, ¥, 2).
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Para indicarmos que P tem coordenadas x, Y e Z usaremos a notagdo
P(x,y,2).

Como a construgdo que acabamos de descrever pode ser feita no sentido inverso, isto é,
partindose do termno ordenado determinar o ponto, estabelecemos uma correspondéncia biu-

- nfvoca entre os pontos do espago e os ternos ordenados de nimeros reais, como queriamos.

A Fig. 4.2b é uma simplificagfo da Fig. 4.2a. Nela aparecem somente os elementos essenciais
na representagdo de P. Na Fig. 4.3, estdo representados os pontos 4 (2, 3, 4), B (4, 2, 0),
C(_ 13 Oa 5)’D(0y 4: 1)’E(5’ 4’ O)eF(l’ - 19 - 1)'

Exemplo. Uma sala tem 6 m de largura por 8 m de comprimento e 4 m de altura. Esta-
belecer um sistema e dar as coordenadas dos seguintes pontos:

a) dos oito cantos da sala;

b) do ponto de interse¢do das diagonais do piso;

¢) de um ponto situado a 2 m de altura ¢ sobre a vertical que contém a intersegdo das
diagonais do piso.

8
/IQ’ e
© | 1
| !
| ]
I P |
S S
Qs //Q:\ i Q°///// 2 7
// \\| 4
4 Ve 2
/ DN
s o AN
//// N\
a, o,
x
Fig. 4.4

Solugio. a) Embora tenhamos total liberdade para eleger o sistema de coordenadas, por
uma questdo de simplicidade, nossa escolha deve recair sobre um que tenha um dos cantos da
sala como origem. Outra condi¢do, que também simplificara bastante as coordenadas, é que
as arestas da sala coincidem com os eixos do sistema. Um sistema que satisfaz estas duas con-
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] % Escreva na forma dos conjuntos 4, B,C, . . ., do Exerc. 4.3, os pontos pertencentes
@) a um plano paralelo ao plano xOy e duas unidades acima deste;
b) a uma reta paralela ao eixo x e que intercepta o plano yOz no ponto (0, 2, 3).

@ Um tanque de base retangular tem, em metros, as seguintes dimensdes: base § X 6, altura 3. Dois
tergos do volume do tanque sdo ocupados por dgua. Na superficie superior da 4gua forma-se uma
pequena bolha de ar. A bolha esta a igual distancia das superficies das paredes de 5 m de base, e em
relagdo as paredes de 6 m de base, sua posigdo é tal, que a distancia a uma das paredes é o dobro da
distincia a outra. Estabelecer um sistema de coordenadas, tendo como origem um dos cantos infe-
riores do tanque e como um dos planos de coordenadas a parede, de base 6 m, mais proxima da
bolha, e dar, em relagdo a este sistema, as coordenadas do ponto onde se encontra a bolha.

dicoes estd mostrado na Fig. 4.4. Em relagdo a tal sistema temos as seguintes coordenadas
para os cantos da sala:

0:(0,0,0),0,(6,0,0),03(6, 8,0),04(0,8,0), 05 (6,0, 4),
Q6 (6, 8’ 4)! Q7 (0’ 8’ 4)! Qﬂ (Oa 03 4)

b) Como o ponto D pertence ao plano xy, sua terceira coordenada é nula, isto ¢,z = 0.
As coordenadas x e ¥ de D sio, respectivamente, 3 ¢ 4, como mostra a Fig. 4.5. Logo,

D (3,4 0) 4/6. Determine as coordenadas dos pontos de interse¢io dos conjuntos
A={x,p.2):z2=- 1}eB={(x,y,z) ix=2,y=- 1},
Q, y
\\ 4 } /// Q‘
~
3 o | ///
~ | .
______ \_J(/ 6 =
DN 4.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS [ ]
~N
- ~
e N
P \\\\ Sejam P(x,, ¥y, 21) e Q(x;, V2, 2;) pontos do espago e P, e Q, suas proje¢des no
0, -~ - o, plano xOy. Tragando-se por P o segmento PS paralelo a P,Q,, obtemos o triangulo retingulo
 PSQ. A hipotenusa PQ deste tridngulo é dada por
I,‘ X - =
| Fi 4 V'SP + 5807 . )
ig. 4.

¢) As duas primeiras coordenadas de P coincidem com as de D, pois P e D estdo numa
mesma vertical, A terceira coordenada de P é 2 porque P estd duas unidades acima do plano xy.

e
|
Logo, P (3,4,2). |
I
1
S
i
I Exercicios _ l
P I
! |
4A. Representar graficamente os seguintes pontos: 4 (1, 3, 2), B(0, -1, 0, C(-1. -2, = 3), : :
D(0,-3,-5),E(0,0,8eF(-2,0,1). | "y ¥
4,2. Representar graficamente i B > : P
a) areta definida pelos pontos 4 (2,1,3)eB (4,5, - 2); | . i //
b) o plano definido pelos pontos 4 (0, 0,3),8(2,3,1) e C (0,3, 4). | s i //
7{. Descreva e represente graficamente os seguintes conjuntos de pontos: _4 o

A ={(x,y,z) x =y = 0},
~N B ={(x,y,z) x=2ey =3}.
C={(x,y,z):z =1},
N D={x,y,2):x =0},
E ={(x,y,2):x* + y*

It
—
—
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Como o quadrilitero SQ,P,P é urn retingulo, temos que

§0* = (2, — 2,

e que

572=QTP§=(X2—X1)2+02—J’1)2. (3)

A 1iltima igualdade foi obtida aplicando-se o teorema de Pitdgoras ao tridngulo P, HQ,. Subs-
tituindo-se (2) e (3) em (1), obtemos

VG - P+, =Y+ (2 2).

Este mimero, que é a medida da hipotenusa do tridngulo PSQ, é chamado distincia entce Pe Q
e indicado por d (P, Q). Isto é, por definigio,

d(P:Q)=\/(xz —x) + -y (2 -2

Exemplo. A distincia entre os pontos P (2, — 1,0) e @ (— 3,4,2) é

dP,Q)=vV(=3-22+(@+1 +(2-0) =54,
A distincia entre o ponto 4 (x, , z) e a origem O (0, 0, 0) é

d(,A)=+ x2+y* +2% .

4.3 ESFERA | ' : ]

Uma esfera de centro em € (x,, y,, Z,) e raio ¥ > 0 é o conjunto de pontos P (x, y, z)
do espago tais que

dP,C)=r.

Comod (P, C)=~/(x — x,)*> + (# — ¥,)* + (z — 2,)* , temos que um ponto P (x, ¥, z)
pertence 2 esfera de centro C (x,,¥,, Z,) € 1aio # se, e somente se,

Vix-— x, ) + (v =¥+ (z—z,) =7
Esta igualdade € equivalente a
(x—x0)2 +(y—y0)2 + (z _20)2 =7‘2

1e é chamada equagdo cartesiana da esfera de centro C(x,, ¥,, Z,) e raio 7. Par exemplo,
na equagdo da esfera de centroem (2, 1, — 3) e raio 3 é

(x=222+(@-1D)*+@E+3)*=9.













































































































































































































