Logica Formal

Objetivos do Capitulo

ApOs estudar este capitulo, o leitor deve ser capaz de:
« Reconhecer e trabalhar com os simbolos formais que séo usados
nas légicas proposicional e de predicados

» Achar o valor-verdade de uma expressdo na légica proposicional

« Achar o valor-verdade de alguma interpretacdao de uma
expressao na logica de predicados

* Usar a logica de predicados para representar sentencas da lingua
portuguesa

+ Construir demonstracgdes formais nas logicas proposicional e de
predicados, e usa-las para determinar a validade de um
argumento da lingua portuguesa

* Entender como a linguagem de programacéao Prolog €
constituida em funcéo da légica de predicados

« Provar matematicamente a correcdo de programas que usam
comandos de atribuicdo e comandos condicionais

A exemplo de qualquer outra ciéncia, a Ciéncia da Computacéo
depende da Matematica para obter um vocabulario preciso, uma no-
tacdo poderosa, abstracfes Uteis e um raciocinio rigoroso. O objetivo
deste livro € melhorar nosso entendimento da linguagem, das ferramen-
tas e dos processos de raciocinio da Matematica que sdo usados na
Ciéncia da Computacéo.

Este capitulo introduz a Légica Formal, que delineia o método or-
ganizado e cuidadoso de pensar que caracteriza qualquer investiga-
cao cientifica ou qualquer outra atividade de raciocinio. Além disso, a
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l6gica formal tem aplicagdes diretas na Ciéncia da Computacdo. A
Ultima secado deste capitulo explora uma linguagem baseada na 16gi-
ca e no uso da Légica Formal objetivando verificar a correcao de pro-
gramas de computadores. Ainda, a l6égica de circuitos (a logica que
rege os circuitos de computadores) € um analogo direto da légica de
sentencas deste capitulo. Estudaremos este tipo de l6gica no Cap. 7.

Sentencas, Representacdo Simbdlica e Tautologias

Geralmente nos expressamos, em portugués, através de interrogactes e exclamagdes, mas, para comu-
nicar fatos ou informagdes, usamos sentengas. Tecnicamente, uma sentenga (ou proposi¢ao) € uma frase que
pode ser apenas verdadeira ou fasa.

Considere 0 seguinte:

a. Dez é menor do que sete.

b. Como vai vocé?

c. Elaé muito talentosa.

d. Existem formas de vida em outros planetas do universo.

A frase (a) é uma sentenca porque é falsa. Como o item (b) € uma pergunta, ndo pode ser considerado nem
verdadeiro nem falso. Nao tem valor-verdade e, portanto, ndo é uma sentenca. Nafrase (c) apalavraela € uma
variavel e afrase ndo é verdadeira nem falsa, pois ela ndo esta especificada; portanto, (€) ndo € uma sentenca.
A frase (d) € uma sentenca porque é verdadeira ou fasa; independentemente de sermos capazes de decidir
qual dos dois.

Conectivos e Valores-Verdade

Para enriquecermos nossas conversas ndo nos limitamos ao uso de simples sentencas. Ao contrario, as combi-
namos com o uso de conectivos afim de criarmos sentencas compostas, cujo valor-verdade depende dos valo-
res-verdade de cada sentenca que o compde e dos conectivos usados. Um conectivo comum € a palavra e.
(Palavras como mas e também expressam diferentes significados, mas tém o mesmo efeito sobre os valores-
verdade.) Se combinarmos as duas sentencas verdadeiras "Elefantes sfo grandes' e "Bolas sfo redondas”
devemos considerar a sentenca resultante " Elefantes sdo grandes e bolas sdo redondas’ como verdadeira. Na
I6gica, usamos o simbolo A para denotar o conectivo [égico e e letras maiGscul as para denotar as sentengas (a0
que chamaremos de simbolos proposicionais). Valores-verdade sdo atribuidos aos simbolos proposicionais.
Concordamos, entdo, que se A eB sdo verdadeiras, A A B (leiase "A e B") deve ser considerada verdadeira.

a. SeA évedadeirae B é fasa, que valor vocé atribuiriaa A » B?
b. Se A éfdsae B é verdadeira, que valor vocé atribuiriaaA » B?

¢. SeA e B sfo ambas fasas, que valor vocé atribuiriaaA » B?
(As respostas aos exer cicios praticos estdo no fimdo livro.) .

A expressdo A A B é chamada a conjuncéo de A e B; e A e B s8o chamados os fator es da expresséo.
Podemos resumir os efeitos das conjungdes através do uso da tabela-ver dade apresentada na Tabela 1.1. Em
cada linha da tabela-verdade os valores-verdade sdo atribuidos aos simbolos proposicionais e o valor-verdade
resultante da composi¢éo da expressdo €, entdo, mostrado.

A ‘ B ‘ A"B A ‘ B ‘ AB
V V V V \/ V
V F | F V | F

Fl V| F F |V

F | F | F F | F

Tabela 1.1



PRATICA 2

EXEMPLO 2

PRATICA 3

Secdo 11 Sentencas, Representacdo Simbolica e Tautologias 3

Outro conectivo é a palavra ou, denotada pelo simbolo v. A expresséo A v B (leiase "A ou B") é chamada
disuncdo de A e B e Ae B sdo chamados de par celas da expressdo. Se A e B forem ambos verdadeiros, A v
B devera ser considerada verdadeira, nos dando a primeira linha da tabela-verdade para a disuncéo (vga a
Tabela 1.2).

Use o0 que entendeu da palavra ou para completar a tabela-verdade para a disuncéo, isto  a Tabela 12 -

As sentencas podem ainda ser combinadas na forma "se sentenca 1, entdo sentenca 2". Se A denota a
sentenca 1 e B denota a sentenca 2, a sentenca composta deve ser denotada por A — B (leia-se"A implicaB").
O conectivo légico aqui € aimplicagdo e indica que a verdade de A implica ou leva a verdade de B. Existem
outras maneiras de expressar A — B na linguagem quotidiana, tal como "A é condigdo suficiente paraB", "A
somente se B", "B é conseqiiénciade A". Na expressdo A — B, A congtitui a sentenca antecedente e B a sen-
tenca consequente.

A sentenca "Fogo é uma condigdo necessaria para fumacga' pode ser reformulada como "Se ha fumaga, entdo
hafogo". O antecedente é "ha fumaga', e o consegliente é "hafogo". .

Indique o antecedente e o conseqgllente em cada uma das seguintes sentencas. (Dica: reescreva as frases na
forma se-entéo.) .

a Se achuva continuar, o rio va transbordar.

b. Uma condigdo suficiente para a falha de uma rede é que a chave gera pare de funcionar.

c. Os abacates sO estdo maduros quando estdo escuros € macios.

d. Uma boa dieta € uma condic&o necesséria para um gato saudavel. .

A tabela-verdade para aimplicacdo € menos 6bvia do que para a conjuncdo e disjuncdo. Para compreen-
dermos sua defini¢do, vamos supor que seu colega de quarto diga " Se eu me formar nesta primavera, vou tirar
férias naFlérida." Se ele, de fato, se formar na primaverae tirar suas férias naFlérida, a sentenca foi verdadei-
ra. Se A e B forem ambas verdadeiras, consideraremos a implicagdo A — B verdadeira. Se 0 seu colega se
formar e ndo tirar as férias na Florida, seu comentario consistiu em uma sentencafalsa. Quando A é verdadeira
e B éfalsa, consideramos A — B falsa. Suponhamos agora que seu colega ndo se formou. Independentemente
de éle tirar ou ndo férias na Flérida, ndo poderemos acusé-lo de ter formulado uma sentenca falsa e Ihe dare-
mos o beneficio da duivida. Por convencao, aceitamos A — B como verdadeira se A for falsa, independente-
mente do valor-verdade de B.

PRATICA 4 Resuma a explanagdo acima, escrevendo a tabela-verdade de A - B. .

‘ A—B ‘ B—A ‘ (A—B) A(B—A)

T | »
<< | ™
<<m< ||
<n<< ||
<TTn<

Tabela 1.3

Suponhamosque A — B sgja verdadeira. Entdo, de acordo com atabela-verdade da implicacéo, B pode
ser verdadeiraou A pode ser falsa. Portanto, a despeito do fato de A ser verdadeira implicar que B também o
sga, B ser verdadeira ndo implicaque A o sga. A frase "S é uma condicéo suficiente para A" para denotar A
— B apenas significa que, se A for verdadeira, B também o sera

O conectivo de equivaléncia é denotado pelo simbolo <. A expressdo A < B éaabreviacdo de (A —
B) A (B —A). Podemos escrever a tabela-verdade para a equivaléncia construindo, parte por parte, a tabela
para(A — B) A (B — A), como na Tabela 1.3. Perceba, nesta tabela, que A «B € verdadeira exatamente
quando A e B tém o mesmo valor-verdade. A expressdo A «» B é normamente lidacomo "A se, e somente se.
B".

Os conectivos que vimos até agora s80 chamados de conectivos binarios pois eles unem duas expres-
soes a fim de produzir umaterceira. Vamos agora considerar um conectivo unario, isto € um conectivo que
atua em uma Unica expressao para produzir umaoutra. A negagao € um conectivo undrio. A negagdo de A, A"
€ lidacomo "ndo A", "A éfalsa' ou "A ndo é verdade'. Isto ndo quer dizer que A' sempre tenha um valor-

verdade falso, mas que o valor-verdade de A' é o contrario do de A. (Alguns textos denotam A ' como A.)
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PRATICA 5 Escreva a tabela-verdade para A'. (Seréo necessarias apenas duas linhas.) .
EXEMPLO 3 SeA éasentenca"Vai chover amanhd', a sentencaA' € "N&o é verdade que vai chover amanhd', que pode ser
reescrita como "N&o vai chover amanhd'. .
Achar anegativa de uma sentenca composta pode exigir algum esforgo. Se P for a sentenca "Peter € alto
e magro", entdo a sentenca P' serd"E faso que Peter sgaalto e magro”, que pode ser reformulada como " Peter
ndo € alto ou nd é magro”. Perceba que esta sentenca ndo € a mesma que "Peter € baixo e gordo”. Se P for a
sentenca"O rio éraso ou poluido”, entdo P' é asentenca"E faso que o rio sgaraso ou poluido”, que pode ser
reescritacomo " O rio nem éraso nem € poluido” ou ainda"O rio é profundo e despoluido”. No entanto, P' nédo
éequivalente a"O rio ndo éraso ou ndo € poluido”.
PRATICA 6 Qual das frases a seguir representa A’ se A € a sentenca "Julie adora manteiga mas detesta nata'?
a. Julie detesta manteiga e nata.
b. Julie ndo gosta de manteiga ou nata.
¢. Julie ndo gosta de manteiga mas adora nata.
d. Julie detesta manteiga ou adora nata. .
Podemos encadear sentencas, seus conectivos e 0s parénteses (ou colchetes) para obtermos novas ex-
pressdes, tal como em
(A— B) " (B —A)
Natural mente, como nas linguagens de programacao, regem algumas regras de sintaxe (regras sob as quais as
cadeias sdo vélidas); por exemplo,
A)) ~ ~ —sBC
nao deve ser considerada uma cadeia vdlida. Expressdes que formam cadeias validas sdo chamadas de for mu-
las bem-for muladas ou wffs (de well-formed formulas). A fim de reduzir o nimero de parénteses necessarios
em uma wff, estipulamos uma ordem na qual os conectivos sfo aplicados. Esta "ordem de precedéncia’ &
1. Conectivos dentro de parénteses, dos mais internos para 0s mais externos
2.
3.8, v
4, —
5 &
Isto Significaque aexpressdo A v B' significaA v (B')e ndo(Av B)'. Analogamente, A v B — C significa (A
vB)— C endo A (B - C).
Wifs compostas de letras representativas de sentencas e conectivos tém valores-verdade que dependem
dos vaores-verdade atribuidos aos simbol os proposicionais. Escrevemos as tabel as-verdade para qual quer wif
montando as partes que as compdem, como fizemos para (A — B) A (B— A).
EXEMPLO 4 A tabelaverdade para a wif A vB'— (A v B)' é dadana Tabela 1.4. .
A ‘ B ‘ B' ‘ AVE AvB (AvB)Y AvB —(AvBY
\% \% F \% \% F F
\% F \% \% \% F F
F \% F F \% F \%
F F \% \% F \% \%
Tabela 14

Se estivermos montando uma tabel a-verdade para uma wff que contenha n simbolos proposicionais di-
ferentes, quantas linhas terd a tabela? Das tabel as feitas até agora, sabemos que uma wff com apenas um sim-
bolo proposicional tem duas linhas em sua tabela-verdade e uma wff com dois simbolos proposicionais tem
quatro linhas. O niimero de linhas € igua ao nimero de combinagdes verdadeiro-falso possiveis entre as letras
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Letras de afirmagBes  Possibilidades
1 2= 2" nés

2 4 =22 nés

@

Letras de afirmagdes Possibilidades

1 2= 2! nés
2 4 =22 nos
3 8 = 2% nés
n @ nds)

(b)
Figura 1.1

das combinagdes. O primeiro simbolo proposicional tem dois valores possiveis, V e F. Para cada um desses
valores, 0 segundo simbolo proposicional também tem dois valores possiveis. A Fig. Llailustraisto naforma
deuma"arvore" de dois niveis com quatro folhas, que mostram as quatro combinagdes possiveisde V e F para
dois simbolos proposicionais. Paran simbolos proposicionais estendemos a &rvore a n niveis, como naFig.
11 .b. O ndmero total de folhas serdigual, portanto, a2" O nimero total de linhas em umatabel a-verdade para
n simbolos proposicionais sera também 2",

Essa estrutura de &rvore nos mostra como enumerar todas as combinagdes V-F dentre os n simbolos
proposicionais quando precisamos montar uma tabela-verdade. Se lermos cada nivel da &vore de baixo para
cima, veremos que os vaores V-F para o simbolo proposiciona n (a que compde a Ultima coluna da tabela-
verdade) desdobracadavalor dalinhan — 1 em dois valores e osdalinhan — 2 em quatro valores e assm por
diante. Portanto, uma tabela-verdade para trés simbolos proposicionais comegaria como mostrado na Tabela
15. Os vaores para a sentenca C variam, para os valores da sentenca B em grupos de dois e para os valores da
sentenca A em grupos de quatro, resultando em uma versdo horizontal de uma érvore. (Lendo as linhas de cima
parabaixo e usando 1 paraosV e0 paraos F veremos que estamos apenas contando apartir de zero em binario.)

Al B|C
VI Vv Vv
V V|F
V| F|V
V| F|F
Fl VvV vV
FlVv|F
F| F |V
F| F| F
Tabela 15

Construa as tabelas-verdade para as seguintes wifs.

a A—-Bo(B-A) (lembre-se que C « D s6 é verdadeiraquando C e D tém o mesmo valor- ver-
dade)

b. (AvVA)—(BAB")

¢ [(ArBHY—C"

d (A->B e (B >A) .
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Tautologias

Uma wiff como a (d) da Prética 7, cujos valores-verdade sdo sempre verdadeiros, € chamada umatautologia.
Uma wff como a do item (b), cujos valores-verdade so sempre falsos, é chamada uma contradi¢do. Quando
uma wff composta na forma P «- Q é umatautologia, como na Prética 7(d), os valores-verdade de P e Q con-
ferem paratodas as colunas da tabela-verdade. Neste caso, P e Q sdo chamadas de wffs equivalentes e deno-
tadas por P <= Q. Destaforma, P < Q indica um fato, a saber: a wif particular P «» Q é uma tautologia.

Vamos listar algumas equivaléncias basicas, provar uma ou duas delas através da construcdo das tabe-
las-verdade e deixar as demais como exercicios. Representaremos qualquer contradicacrpor 0 e qual quer tau-
tologia por 1.

Algumas Equivaléncias Tautol6gicas

la,. AvBobBvVA lb. ANBSBAA (propriedades comutativas)

2a. (AvBIv(C & 2b. ABYACe (propriedades associativas)
AviBvO). An(BAQ)

3a. Av(BAO) = 3b. ANBVO e (propriedades distributivas)
AvBIAAVD AABVI{AAC

da, AvDieo A db. Anl = A (propriedades de identidade)

5a. AvA = | 5bh. AnA'=0 (propriedades complementativas)

(Perceba que 2a nos leva a escrever A v B v C sem a necessidade
de parénteses; analogamente, 2b nos levaaescrever A ~AB A C.)

A tabela-verdade da Tabela 16 verifica aequivaléncia 1 a, a propriedade comutativa da disuncdo, eada Ta
bela 17 verifica a4b, a propriedade da identidade para a conjungdo. Perceba que foram necessé&rias apenas

duas linhas para a Tabela 17 porque 1 (umatautologia) ndo pode assumir valores falsos. .
Al B8 |AB | BvA | AVBoSVA
Vv = Vv Vv Vv A 1 Arl | Al A
F |V Y Y \ V|V Vv \Y,
F| F F F v Fl Vv F v
Tabela 16 Tabela 1.7
Veifique a equivaléncia 5a .

As equivaléncias em nossa lista s8o grupadas em cinco pares. Em cada par, uma equivaléncia pode ser
obtida da outra substituindo-se os A por v, v por A, O por 1 e 1 por 0. Cadaequivalénciaem um par € chamada
adual daoutra. Esta lista de equivaléncia aparece de uma forma mais geral no Cap. 7.

Duas outras equivaléncias muito Uteis s8o as leis de De M organ, assim chamadas devido ao mateméti-
co inglés do século XIX Augustus De Morgan, que primeiro as formulou. Essas leis sdo:

AvBYeA'AB e (AABY oA 'VE

Cadaqua é adua daoutra. As leis de De Morgan nos gudam a representar a negagdo de sentengas compos-
tas, como na Prética 6.

Suponha que P e Q sfo equivalentes e que P aparece como uma componente de uma wff R grande. O
que acontece se substituirmos Q por P? Por mais que os valores-verdade mudem, ndo havera qualquer altera-
¢&o0. Denotemos por Ry a wif obtida pela substituicéio de P por Q em R. Se construirmos as tabel as-verdade
paraR e paraRg , a cadalinha os valores de Q e P coincidem; logo, a cada linha, os valores de R e Ry também
coincidem. Portanto. Rq € equivalente a wff original R.

SgaR (A — B)— B esgaP A — B. DaPrética7(d), sabemos que Péequivaentea) = B' — A’. Substituin-
do P por Q. obtemos &, = (B’ — A") — B. As tabelas-verdade para R e Rq podem ser vistas nas Tabelas 18
e 19 Os valores-verdadedeA — Be B> — A’ coincidem para todas as linhas, portanto os valores-verdade de
R e Rq coincidem para todas as linhas. Logo R e Ry sdo equivalentes. .
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B A | (B—A)B

A‘ B ‘A—>B ‘(A—»B)—>B Al B | A B
V|V \% % V|V | F | F % \%
V| F F % V | F F |V F %
F |V % % F| V|V F % Y%
FIF % F FIF | Vv |V % F
Tabela 18 Tabela 19
Equivaléncias Tautolégicas
Propriedades Comutativas: AvBe BvA AAB&S BAA
Propriedades Associativas: AvBv(is AABYACe
Av(Bv () AABAQ
Propriedades Distributivas: Av(iBAO) & ArnBvO o
AvBya(Av () AABVAAD
Propriedades de |dentidade: AvOioA Arnle=A
Propriedades Complementativas: AvA o1 ArA =0
Leis de De Morgan: (AvBY @A AR (AABY A VE
Propriedades |dempotentes: AvAe A AnASA
Dupla Negativa: (AY <A
Reescrevendo a Implicacéo: (A—-B<=AVE
Contraposi ¢éo: A—=Bo (B —A)
Prova Condiciona A-(B—-0CO o
AAB)y—=C

Apesar de existirem infinitas tautologias, o quadro anterior resume as equivaléncias mais Uteis (que ex-
pressam certas tautol ogias), incluindo aquel as que ja haviamos listado anteriormente. Essas equivaléncias podem
ser usadas, como vimos, parareescrever wffs. Como antes, 0 € qualquer contradicdo e 1 é qualquer tautologia.

Conectivos Légicos e Programacéao

Os conectivos légicos E, OU e NAO (ou, mais comumente seus equivalentes em inglés AND, OR e NOT) sfo
oferecidos pela maioria das linguagens de programacdo. Esses conectivos, de acordo com as tabelas-verdade
que definimos, agem sobre combinagdes de expressdes verdadeiras e falsas afim de produzir um valor-verda-
de final. Desses vaores provém a capacidade de tomada de decisdo fundamenta ao controle do fluxo de pro-
gramas de computadores. Destaforma, em um desvio condicional de um programa, se o valor-verdade de uma
determinada expressdo for verdadeiro, o programa ira executar um trecho de seu cédigo; se o vaor for falso,
0 programa executa, em seguida, outro trecho de seu codigo. Se a expressdo condiciona for substituida por
uma expressdo mais simples equivalente, o valor-verdade da expressdo e, portanto, o controle do fluxo do
programa néo serdo afetados, mas 0 novo codigo torna-se mais smples de ser entendido e podera ser executa
do mais rapidamente.

Veamos o seguinte comando na linguagem de programac&o Pascal:
if (fluxoext > fluxoint)
and not ((fluxoext > fluxoint) and (pressio < 1000)) then
UmProcedimento(listade parémetros)
ese
OutroProcedimento(lista de parametros);
A expressdo condicional aqui tem a seguinte forma

A A A By

ondeA é fluxoext > fluxoint e B épressdo < 1000. Esta expressao pode ser simplificada substituindo-se agu-
mas subexpressdes por suas expressies equivalentes.
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AAAABY ©SAAA'VE) (Iei de De Morgan)
S ((AnAYV(AAB)  (propriedade distributiva)

S>0v(AAR) (propriedade complementativa)
S(AABYVO (propriedade comutativa)
SAAB (propriedade de identidade)

O comando pode entdo ser reescrito como

if (fluxoext > fluxoint) and not (pressdo < 1000) then
UmProcedimento(lista de parametros)
else
OutroProcedimento(lista de parémetros); .

Um Algoritmo

Se tivermos uma wif da forma P — Q, onde P e Q sdo wffs compostas, podemos usar um procedimento mais
rapido para construir uma tabela-verdade para determinar quando P — Q € uma tautologia. Assumimos que
P — Q nado é umatautologia— isto &, que possa assumir valores falsos — e vejamos se isto nos leva a agu-
ma situacdo impossivel. P —Q é falsa gpenas quando P é verdadeira e Q é fdsa. Se atribuirmos verdadeira
aP efdsaaQ, determinamos valores-verdade para os wifs reunindo P e Q. Continuamos atribuindo os va-
lores-verdade até que todas as ocorréncias de simbolos proposicionais tenham um valor-verdade. Se tiver-
mos atribuido a alguma letra ambos os valores verdadeiro e falso, temos uma situagdo impossivel, logo
P — Q é umatautologia. Caso contrério, temos uma maneirade tornar P —» Q falso, entdo ndo é uma tautolo-
gia.

O que descrevemos foi um conjunto de instrugdes, um procedimento, para se encarregar da determina-
¢cdodeseP-— Q é ou ndo umatautologia. Este procedimento pode ser executado através da execugdo mecé
nica dessas instrucdes; em um periodo finito de tempo teremos aresposta. Em termos da ciéncia da computa:
¢do, o procedimento é um algoritmo.

Definicdo: Algoritmo
Um algoritmo € um conjunto de instrucdes que pode ser executado mecanicamente em uma quantidade
finita de tempo e que resolve algum problema.

Os algoritmos constituem o coracao da Ciéncia da Computagdo, e temos mais a dizer sobre eles através
deste livro. Vocé provavelmente ja sabe que a principal tarefa ao se escrever um programa para computador
consiste em arquitetar um algoritmo (procedimento) para produzir a solucéo.

Os agoritmos sdo normalmente descritos em uma forma intermediaria entre uma descricéo puramente
verbal na forma de parégrafos (tal como a que demos para decidir se P — @ € ou ndo umatautologia) e um
programa de computador (que, se executado, iriarealizar os passos do agoritmo) escrito em uma linguagem
de programagdo. Esta forma intermediéria para descri¢do de algoritmos é chamada de pseudocddigo. Um al-
goritmo escrito em pseudocddigo néo deve ser dificil de entender, mesmo que vocé ndo saiba nada a respeito
de programacdo de computadores. (Os algoritmos apresentados neste livro vao desde de pseudoctdigos des-
critivos até codigos executaveis em Pascal.) Apresentamos a seguir um pseudocddigo na forma do de Pascal
para determinar se P — (2 € ou ndo umatautologia

ALGORITMO TestaTautologia

procedur e TestaTautologia (P,Q: wffs compostas);
{ determina se a wif P — { € ou ndo umatautologia }

begin

j atribui valores-verdadeaPeQ }
P .= true;
Q: = falsg

repeat
for cada wff queja tenha um valor-verdade atribuido, atribua os val ores-verdade determinados para
suas componentes

until todas as ocorréncias de simbolos proposicionais tém val ores-verdade;
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if lguma letra tem dois valores-verdade then
write ('Verdadeiro') { P-> Q é umatautologia }
else
write (‘Falso'); { P-> Qndo éumatautologia }

end;

Este algoritmo inclui um lago de repetico, dentro do qual as atribuictes dos valores-verdade sfo rea
lizadas para componentes cadavez menores dos P e Q originais, até que acondic¢éo de saida do lago — todas
as ocorréncias de simbolos proposicionais tenham val ores-verdade atribuidos — sgja satisfeita. Em seguida
0 algoritmo procede com o comando condicional, onde é decidido se P — Q congtitui ou ndo uma tauto-
logia.

Considere uma wff da forma{4a — B) — (B’ — A’).Aqui PéA —- Be QéB'— A'. Seguindo o agoritmo
TestaTautologia, atribuimos valores

A— Bverdadeira e B' - A fdsa
0 que significaque (A — B)— (B’ — A’) ndo é umatautologia. Caminhando no lago, a atribuicdo de faso a
wif compostaBA’ S A requer as atribuicles futuras.

B' verdadeira e A fdsa
ou

Bfdsa e A verdadeira
A combinacdo de A verdadeiraeA — B verdadeira requer a atribuicdo

B verdadeira

Neste ponto todas as ocorréncias de simbolos proposicionais tém val ores-verdade como mostrado a seguir;

AN—Bgv— BE—=4A)-v

\ F

Isto terminao lago. No passo fina do agoritmo, B tem atribuicdes tanto de V como de F. Estasituacio impos-
sivel indica que nossa suposicéo estava errada e, portanto, (A — B) — (B’ — A ™) € umatautologia. Podemos
verificar isso construindo a tabela-verdade. .

O agoritmo TestaTautologia determina se wffs de determinadas formas sdo ou ndo tautologias. No en-
tanto, o processo de construcdo da tabela-verdade e 0 exame dos valores-verdade em sua Ultima coluna cons-

tituem um algoritmo que determina se uma wff arbitraria é ou ndo umatautologia. Este segundo algoritmo &,
portanto, mais poderoso, uma vez que resolve problemas mais gerais.

Revisdo da Secédo 11
Técnicas
» Construcdo de tabelas-verdade para wffs compostas
* Reconhecimento de tautologias e contradictes
Principais Conceitos
As wifs sa0 representagdes simbdlicas de sentencas.

Os valores-verdade de wffs compostas dependem dos valores-verdade de seus componentes e do tipo dos
conectivos usados.
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As respostas dos itens com estrelas ao lado sdo dadas ao find do livro.

*1. Quais das frases a seguir s30 sentengas?

a A luaé feita de queijo verde. b. Ele € um homem alto.
c. Dois é um nimero primo. d. O jogo terminara logo?
e. Astaxas do ano que vemn seréo maiores. f. As taxas do ano que vem serédo menores.
g x-4=0
2. Dados os valores-verdade A verdadeiro, B faso e C verdadeiro, qua o valor-verdade de cada uma das
seguintes wffs?
a Aan{Bv O b (AABYVC
C (AnBYyvC d A'v (B ACY
3. Qua os vaores-verdade das seguintes sentengas?
a. 8 éparoubéimpar. b. 8 é par e 6 é impar.
C. 8 éimpar ou 6 é impar. d. 8 éimpar e 6 € impar.
e. Se 8 éimpar, entéo 6 é impar. f. Se 8 é par, entdo 6 é impar.
0. Se 8 é impar, entéo 6 é par. h. Se 8 éimpare6 é par, entdo 8 < 6.

»4. Indique o antecedente e o conseqiiente de cada uma das seguintes sentengas:
a. O crescimento sadio das plantas é conseqiiéncia de quantidade suficiente de agua.
b. O crescimento da oferta de computadores € uma condi¢do necessaria para 0 desenvolvimento cienti-
fico.
c. Havera novos erros apenas se o programa for alterado.
d. A economiade combustivel implica um bom isolamento, ou todas asjanel as sdo janel as para tempes-
tades.

5. Diversas negativas so dadas para cada uma das seguintes afirmagfes. Quais sfo as certas?
a A respostaé?2ou 3.
1. Nem 2 nem 3 s80 aresposta.
2. A respostando é 2 ou ndo é 3.
3. Arespostandoé2endo é3.
b. Pepinos 5o verdes e tém sementes.
1. Pepinos ndo sfo verdes e ndo tém sementes.
2. Pepinos ndo sfo verdes ou ndo tém sementes.
3. Pepinos s3o verdes e ndo tém sementes.
C. 2<7e3éimpar.
12>7e3épa.
2.2=7e3épa.
3.2= 70u3éimpar.
4.2=7o0u3épa.

6. Sgam A, B e C as seguintes sentencas.

A Rosas sfo vermelhas.
B: Violetas sfo azuis.
C: Aclcar édoce.

Traduza as seguintes sentencas compostas para notacdo simbdlica.

a Rosas sdo vermelhas e violetas S50 azuis.

b. Rosas s8o vermelhas e, ou bem violetas 8o azuis ou bem aglcar é doce.

. Sempre que violetas sfo azuis, as rosas s vermelhas e o aglcar € doce.

d. Rosas sdo vermelhas apenas se as violetas ndo forem azuis e se 0 aglicar for azedo.

e. Rosas sfo vermelhas e, se 0 aglicar for azedo, ent&o as violetas ndo sdo azuis ou o aglcar é doce.

7. Com A, B e C como os definidos no Exercicio 6. traduza as seguintes wffs para o portugués:

a.Bv C’ b. B v {4 — C)
. (CAA)Y— B d. CA(A" & B)
e BACTHY —=A . Av(BAC)

g (AvEYAC
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+8. Com 0 uso de letras para denotar as sentencas componentes, traduza as seguintes sentencas compostas

para notagdo simbdlica:

a Se os precos subirem, as construces ficardo mais caras, mas se as construcdes ndo forem caras, elas
serdo muitas.

b. Tanto ir para cama como nadar € condicéo suficiente paratrocar de roupa; no entanto, trocar de roupa
ndo significaque se vai nadar.

c. Ouva chover ou vai nevar, mas ndo ambos.

d. Se Janet vencer ou perder, €a estara cansada.

e. Ou Janet ird vencer ou, se perder, ficara cansada.

9. Congtrua as tabelas-verdade para as seguinteswffs. Indique as tautologias e as contradicoes.

*a. (A —>B)— A vEB *bh. (AABYVOC = AABYV(O)
c. An(A'vB'Y d. A~AB— A

e. (A= B)—=[(Av () — (Bv ()] f. A= (B—A)

g.AABO B VA’ h. (AvB)Ya(AABY

i [AVB)AC]—=A'VC

#10. Um chip damemériade um microcomputador tem 2* elementos de dois estados (LIGA-DESLIGA). Qua
0 nimero total de configuracdes LIGA-DESLIGA?

11. Considere o seguinte fragmento de um programa Pascal:
for contador : =1to5do
begin
read(a);
if (a < 5.0)and(2*a < 10.7)) or (sgrt(5.0*a) > 5.1) then writeln(a);
end;
Os valores de entrada paraa sfo 10, 5.1, 2.4, 7.2 € 5.3. Quais sao os vaores de saida?

12. Verifique as equivaléncias na lista da pagina 8 através da construgéo de suas tabelas-verdade. (J& verifi-
camos as |.a 4b e 5a).

13. Veifique, através da construcdo das tabelas-verdade que as wffs a seguir sfo tautologias:

w*a. A VA b. (A) A
*c.A~rnB— B d. A—>AvE
e (AvBY oA AR L AAB) oA VE

14. Suponhaque A, B e C representam condi¢des que seréo verdadeiras e fasas quando um programa € exe-
cutado. Suponha ainda que desgjamos que este programa realize alguma tarefa somente quando A ou B
forem verdadeiras (mas ndo ambas) e C for falsa Usando A, B e C e os conectivos E, OU e NOT, escreva
uma sentenca que sera verdadeira apenas nestas condicoes.

15. Reescreva o programa Pasca a seguir com uma expressdo condicional simplificada:

if not ((Valorl < Valor2) or odd(Numero))

or {not(Valorl < Valor2) and odd(Numero)) then
comando 1

else
comando?2;

16. a. Verifiqueque A — B é equivalente aA’ v B,
b. Usando a parte (a) e outras equivaléncias, escreva a hegacdo da sentenca " Se Sam passar em seu curso
de Fisica, entdo ele se formara.”

17. Use 0 dgoritmo TestaTautologia para provar que as expressies a seguir sfo tautologias:

*a. [B'A{(A— B)— A’ b. [(A—=B)AA =B
c. (AvBYyAA'—> B d. (AABYAB — A
18. Em cada caso, construa as wffs compostas P e Q a fim de que a sentenca dada sgja uma tautol ogia.
a. P~ Q
bh. P P

c. PA(Q—P)
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19. A tabela-verdade de A v B mostraque o valor de A v B é verdadeiro se A for verdadeira, se B for verda
deiraou ainda se ambos o forem. O uso dapalavraou quando o resultado é verdadeiro, se ambos os com-
ponentes forem verdadeiros, € chamado de ou inclusivo. E este ou inclusivo que € entendido na frase
"Teremos chuva ou garoa amanha." Outro uso dapalavraou nalingua portuguesa é o ou exclusivo, algu-
mas vezes chamado de XOU (ou XOR, em inglés) no qud o resultado é falso quando ambos os compo-
nentes sdo verdadeiros. O ou exclusivo é entendido nafrase "No cruzamento, devemos seguir para o nor-
te ou para o sul". O ou exclusivo é simbolizado por A & B.

a. Escreva atabela-verdade para o ou exclusivo.
b. Mostreque A & B < (A < B)' é umatautologia

20. Toda wff é equivalente a uma sentenca que use apenas 0s conectivos da conjuncdo e negacdo. Para garan-
tirmos isto devemos achar wiffs equivalentes paraA v B e As B que usem apenas » €'. Estas novas wffs
poderdo substituir, respectivamente, quaisquer ocorréncias de A v BeA — B. (O conectivo <+ ja foi de-
finido em termos dos outros conectivos, portanto ja sabemos que pode ser substituido em uma wif.)

a. Mostre que A v B éequivalentea(A' A B
b. Mostre que A — B éequivalentea(A ~ B')".

21. Mostre que qualquer wif composta é equivalente a uma wif que sb contenha os conectivos de:
ave' b.—e"
(Dica: Veao exercicio 20.)

22. Prove que ha algumas wffs compostas que ndo sdo equivalentes a qualquer wff que use apenas os
conectivos — e v,

*23. O conectivo hindrio | é definido pela tabela-verdade a seguir. Mostre que qualquer wif composta é equi-
valente a uma wff que use apenas o conectivo |. (Dica: Use 0 Exercicio 20 e ache wffs equival entes para
A A BeA'entermosde .)

A \ B \ AB A | B | AlB
\Y V F V V F
\Y F V \ F F
F vV |V F |V F
F F |V F | F %
Exercicio 23 Exercicio 24

24. O conectivo binrio | é definido pela tabela-verdade dada. Mostre que qualquer wif composta é equiva-
lente a uma Wif que use apenas o conectivo . (Dica: Vga o Exercicio 23).

25. Em um determinado pais, todos os habitantes s8o ou um contador de verdade que sempre fda a verdade
ou mentirosos que sempre mentem. Vigjando neste pais, vocé encontra dois habitantes, Percival e Llewe-
[lyn. Percival diz "Se eu for um contador de verdades, Llewellyn também é um contador de verdades'.
Percival € um mentiroso ou um contador de verdade? E Llewellyn?

Quantificadores, Predicados e Validade
Quantificadores e Predicados

O que podemos expressar através das wifs que vimos na Segdo 11 é muito limitado. Por exemplo, considera-
riamos a sentenca "Paratodo x, x > 0" como uma sentenca verdadeira sobre inteiros positivos, no entanto ela
ndo pode ser simbolizada adequadamente através de simbolos proposicionais, parénteses e conectivos |6gi-
cos. Ela contém dois novos elementos, um quantificador e um predicado. Os quantificadores sdo frases como
"paratodo”, "paracada’ ou "paraagum", que indicam de alguma forma quantos objetos tém uma determina
da propriedade. O quantificador universal é simbolizado por um A de cabega-para-baixo, ¥, e élido "para

todo", "para todos', "para cada' ou para "para qualquer”. Portanto, a sentenca acima pode ser smbolizada
como

(Vx)(x > Q)

Um quantificador e sua varidvel s sempre colocados entre parénteses. O segundo par de parénteses indica
que o quantificador age sobre a expressdo interna, que no caso é "x > 0",
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A frase "x > 0" descreve a propriedade da varidvel x, que é ser positiva. Uma propriedade também é
chamada de predicado; usamos a notagdo P(X) pararepresentar algum predicado ndo especificado ou proprie-
dade que x possater. Portanto, a sentenca original € um exemplo da forma mais geral

(Vx)P(x)

O vaor-verdade da expresso (vVx)(x = () depende do dominio dos objetos sob 0s quais estamos "inter-
pretando” esta expressdo. Isto é, acolecdo de objetos dos quais x pode ser escolhido. Esta colegéo de objetos
€ chamada de dominio de interpretacdo. Ja haviamos visto que se 0 dominio de interpretacdo consistisse em
inteiros positivos, aexpressdo teria o valor-verdade verdadeiro pois qualquer valor possivel parax teriaa pro-
priedade necesséria de ser maior que zero. Se o dominio de interpretagdo consistisse de todos os inteiros, a
expressao teria o valor-verdade falso, pois nem todo x teria a propriedade necessaria. |mpomos a condicdo de
gue o dominio de interpretacdo tenha pelo menos um elemento a fim de que n&o nos preocupemos com 0 €aso
trivial.

Uma interpretagdo para a expresséo (Vx)P(x) poderia consistir ndo apenas na colegdo de objetos dos
quais x pode tirar seus va ores mas também da propriedade que P(x) representaem seu dominio. Portanto, uma
interpretacdo para (Vx)P(x) poderia ser a seguinte: O dominio consiste em todos os livros em sua biblioteca
local, e P(x) é apropriedade de que x deve ter capavermelha. {Vx}P(x), netainterpretacdo, diz que todo livro
em nossa bibliotecaloca tem capa vermelha. O val or-verdade desta expressdo nesta interpretacdo é, sem du-
vida, faso.

PRATICA 9 Qua o vaor-verdade da expressio (¥.x)P(x) em cada uma das seguintes interpretactes?

PRATICA 10

EXEMPLO 9

a P(x) é apropriedade de quex sgaamarelo e o dominio de interpretacdo € o conjunto de todos os canarios-
da-terra

b. P(x) é apropriedade de que x sgaamarelo e o dominio de interpretacdo € o conjunto de todos os passaros.

¢. P(x) éapropriedade de que x sgja uma ave e 0 dominio de interpretagdo é o conjunto de todos 0s passaros.

d. P(x) é apropriedade de que x sga positivo ou negativo e o dominio de interpretagdo consiste em todos 0s
inteiros. .

O quantificador existencial é simbolizado por um E espelhado, 3, e € lido como "existe um", "para
pelo menos um™ ou "paraagum”. Portanto, a expressio

(Fx)x >0

deve ser lida como "existe um x tal que x é maior que zero."

Novamente, o vaor-verdade desta expressdo depende da interpretacgo. Se o dominio de interpretagdo
contiver um nimero positivo, a expressdo tera valor-verdadeiro; caso contrario, elatera vaor falso. O vaor-
vadade (#eP(x), seodominio for todos oslivros de nossabibliotecaloca e P(x) for apropriedade de x ter aca
pa vermelha, sera verdadeiro, desde que tenhamos pelo menos um livro na biblioteca com a capa vermelha.

a Construaumainterpretacéo (i.e., dé o dominio e o significado de P(x)) naqual (¥x)P{x) tenhao vaor ver-
dadeiro.

b. Construa uma interpretacdo naqua (V.x)P(x) tenha o valor faso.

C. E possivel achar umainterpretagdo naqual tanto (V.x)P(x) sgja verdadeiro e (3x)P(x) sgja falso?

d. E possivel achar uma interpretacdo na qud tanto (Vx)P(x) quanto (3x)}P{x) sgam verdadeiros? .

Os predicados que vimos até agora, envolvendo propriedades de uma Unica varidvel, sdo predicados
unarios. Eles podem sar binarios, quando envolvem propriedades de duas variave's; ternarios, quando en-
volvem propriedades de trés variaveis; ou, de forma mais geral, n-arios, quando envolvem propriedades de n
varidvels. Quantificadores universais podem ser incluidos a expressdes com esses predicados de ordens atas.

A expressdo (¥x)(Ay)Qix, v) é lida como "paratodo x existe um y tal que Q(x, y)". Na interpretagdo onde o
dominio consiste em inteiros e Q(x, y) € a propriedade de x <y, isto apenas indica que, para qualquer inteiro,
existe um inteiro ainda maior. O valor-verdade desta expressao é verdadeiro. Na mesma interpretacéo, a ex-
pressdo (Av)(¥x)Q(x, ¥) indica que existe um inteiroy que é maior que qualquer inteiro x. Seu vaor-verdade
éfaso.

O Exemplo 9 mostra que a ordem naqua os quantificadores aparecem é importante.

Em expressdes como (Vx)£(x) ou {Ix}P(x), X € uma varidvel muda; isto é, os valores-verdade das ex-
pressfes permanecem 0s mesmos em uma dada interpretacdo, mesmo que escrevamos a expressao, digamos
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como (¥y}P(yy ou (32)P(z), respectivamente. Analogamente, o vaor-verdade de (Vx)(3v)Q(x, v) € 0 mesmo
de (W2)(Aw)Q(z, w) para qualquer interpretacdo. No entanto, (Vx)(3x)Q(x, x) indica adgo bem diferente. Na
interpretacéo do Exemplo 9, por exemplo, (¥ x)(Ax)¥.x, x) indicaria que para todo inteiro x, existe um inteiro
xta quex < x. Esta sentenca é fasa, a despeito de (¥.x)(3y)Q(x, v) ser verdadeiro para a interpretagdo. Néo
podemos misturar variaveis diferentes ssam mudar a natureza da expressdo obtida.

Também sdo permitidas constantes nas expressdes. Um simbolo de constante (a, b, ¢, etc.) € interpreta-
do como um objeto especifico no dominio. Esta especificagéo é parte da interpretacéo. Por exemplo, aexpres-
S0 (Vx)Q(x,a) é fdsa nainterpretagdo naqua o dominio consistaem inteiros, Q(X, y) € a propriedade x < y,
e a contém o valor 7; ndo é verdade que todo inteiro sga menor que 7.

Agora temos tudo o0 que é necessario em uma interpretacdo.

Definicdo: Interpretacdo

Umainter pretacdo de uma expressdo envolvendo predicados consiste no seguinte:

a. um conjunto de objetos chamados o dominio dainterpretacéo, que deve conter pelo menos um elemen-
to;

b. aatribuicdo de uma propriedade dos objetos do dominio para cada predicado na expresséo; e

c. aatribuicdo de um objeto particular no dominio a cada simbolo constante na expresséo.

As expressdes podem ser obtidas da combinagdo de predicados, quantificadores, simbolos de agrupa
mento (parénteses ou colchetes) e dos conectivos l6gicos da Secdo 1.1. Como antes, uma expressao precisa
obedecer regras sintéticas a fim de ser considerada uma formula bem-formulada ou wif. A expressao P(x)(Vx)
)3y N é uma formula bem-formulada. Exemplos de formulas bem-formuladas s3o:

P(x) v Q(y) @)

(YO[Pix) — O(x)] (%)

(CNEV)[P(x, v} A Qlx, V)] = R(x)) 3
e

(3x)Sx) v (FV)T(Y) @)

Os simbolos de agrupamento gudam a identificar o escopo de um quantificador, a secdo da wff a qua os
guantificadores se aplicam. (Isto é andogo ao escopo de um identificador de um programa como a se¢éo do
programa na qua o identificador tem significado.) Ndo h& quantificadores na wiff (1). Na (2), o escopo do
quantificador (¥x) é P(x) — ((x). Na(3), oescopodo (Iy} é P(x, ¥) » Q(x, ¥}, enquanto que o escopo de {7'x)
€ toda a expressdo nos parénteses que o segue. Na (4), o escopo de (Jx) € S(X) e 0 escopo de (V) é T(y).

Sabemos que o valor-verdade de uma wif é determinado em relacdo a uma dada interpretacdo. Em d-
guns casos, como veremos em breve, uma wif pode n&o ter valor-verdade para uma particular interpretacéo.
De forma que, para considerarmos o valor-verdade de uma wff, precisamos considerar 0 escopo de seus
quantificadores.

Considere a wff

(VI[P ¥ ~ Qx, W]

Aqui 0 escopode (yy €étodo 0 P(x, y) A Q{x, v). O escopo de (¥x} é {Iy)[ P(x, ¥} ~ Q(x, ¥)];; OSparéntesese 0s
colchetes podem ser eliminados quando o escopo estiver claro. Na interpretacdio onde o dominio consista em
inteiros positivos, P(X, y) sgaapropriedade “x = y™ e Q(X, y) s§jaa propriedade "x divide y", awff é verdadei-
ra. Para qualquer X que sgja um inteiro positivo, existe um inteiro positivo y, por exemplo, y = 2x, tal quex =
y exdividev.

Suponhamos agora que a wff é

{(V0l(3y)Plx, y) A Olx, ¥)]

Agora 0 escopo de (3y) € apenas P(x, V). Se usarmos a mesmainterpretacdo de antes, ndo havera valor-verda-
de determinado para esta wff. Dado qualquer x podemos escolher um'y (tal como y = 2x) de forma que (3y1P(x,
V) sgjaverdadeira, mas em Q(X, y), y et livre paratomar qualquer valor no dominio de interpretacdo, exceto
0s que escolhemos paray satisfazer (Jv)P(x, v). Defato, lembremos quey em (3y)P(X, y) € umavariavel muda.
Paravalores dey que sgjam mitiplos dex, Q(X, y) € verdadeiro e, portanto, toda a expressdo também o & para
outros vaores de y, Q(x, y) é fdso e, portanto, toda a expressdo também o é. .
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Na segunda wff do Exemplo 10, avariave y ocorre trés vezes:

(YOIEYP, ¥) A Q(XT. 53]

A ocorréncia de uma variavel em uma wif € chamada de uma ocorréncia ligada em duas condicdes:

1. Setratar de umavariavel identificando o que o quantificador quantifica, ou
2. edtar fora do escopo de um quantificador envolvendo esta variavel.

Portanto, a primeira ocorréncia de v no exemplo acima € uma ocorréncia ligada do primeiro tipo e a segunda
ocorréncia € uma ocorréncia ligada do segundo tipo. A terceira ocorréncia é umaocorréncia livre — que néo
€ ligada. Elando é umavaridvel que sgaparte diretade um quantificador, nem é umavaridvel dentro do esco-
po de um quantificador que aenvolva. Umavariavel que tenha pelo menos uma ocorréncia limite em uma wif
€ umavariavd ligada nawff, e uma varidvel com pelo menos uma ocorréncia livre € umavariave livre na
wiff. (Perceba que pode ocorrer a situagdo um tanto o quanto estranha de uma varidvel ser @ mesmo tempo
ligada e livre na mesma expresséo.)

Como no Exemplo 10, uma wff com variaveis livres freglientemente — mas nem sempre — ndo terdo
valores-verdade para uma dada interpretacdo. De fato, a wff serd verdadeira para alguns valores das variaveis
livres e falsa para outros. Portanto, as wffs com predicados diferem das wffs da Secgo 1.1, que eram compos-
tas apenas por simbolos proposicionais e conectivos |égicos, e que sempre tinham valores-verdade. No entan-
to, uma wff com predicados e sem varidveis livres tem valor-verdade em qualquer interpretacdo, congquanto
este valor possa dterar-se de uma interpretacdo para outra.

Qud o valor-verdade da wif
FHAW) A (IY)[B(x, y) = CM])

nainterpretacdo onde o dominio consiste em todos osinteiros, A(x) €"x> 0", B(x,yv) é"x> y"' eC(y) &"y = 0"?
Construa outra interpretacdo com o mesmo dominio, no qual a sentenca tenha o valor-verdade oposto. ¢

Muitas sentencas em portugués podem ser expressas como wffs contendo predicados e quantificadores.
Por exemplo, a sentenca "todo papagaio € feio" estd, na verdade, dizendo que qualquer coisa que sga um pa-
pagaio éfela. Fazendo P(x) denotar "x € um papagaio” e U(x) denotar "x éfeio" vemaos que a sentenca pode ser
simbolizada como

(VX)[P(x}— Ulx)]

Outras variantes com 0 mesmo significado na lingua portuguesa séo " Qualquer papagaio € feio" e "Cada pa
pagaio é feio".
Da mesma forma, "Existe um papagaio feio" é denotado como

(A} P(x) A Ulx)]

As variantes aqui sdo "Alguns papagaios sfo feios' e "Existem papagaios feios'.

Ao representar essas sentengas da lingua portuguesa como wffs usamos {¥x} paraaimplicacéo e (3x)
para a conjuncdo. As duas outras combinagdes possiveis quase nuncaexpressam o que se desgadizer. A wif
(Yx)[P(x) ~ U(x}] indica que todos os elementos no dominio — entendido aqui como todo o mundo —
s80 um papagaio feio; a wif (3x)[P(x) — U(x)] é verdadeira na medida em que haja algum elemento no
dominio, chamado x, que ndo sga um papagaio, pois neste caso, P(x) assume falso e aimplicacdo é verda
deira

Usando os simbolos predicados S(x), 1(X) e M(X), escreva wffs que expressem o pedido. (O dominio é acole-
¢80 de todas as pessoas.)

a. Todos os estudantes sfo inteligentes.
b. Alguns estudantes inteligentes gostam de musica.
¢. Todos que gostam de mUsica sfo estudantes estdpidos. .
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EXEMPLO 11

Negar sentengas com quantificadores, assm como negar sentencas compostas, requer um certo cuida
do. A negacdo da sentenca "Tudo € bonito" é "N&o é verdade que tudo é bonito" ou "Algo ndo é bonito".
Simbolicamente,

(V0)A)]" & (A0lA0]

évélido. Percebaque "Tudo ndo € bonito", ou (®xj[A(x)] ', diz algo maisforte que anegagdo da sentenca ori-
gina.
A negacdo de "Algo é bonito" € "Nada é bonito" ou "Tudo ndo é bonito". Simbolicamente,

[(FAW)]" & (VoA

é vdlido. Em inglés, a sentenca "Algo ndo € bonito" pode ser erroneamente interpretada como "Nem tudo é
bonito" ou "Ha algo que ndo sgabonito”. No entanto, esta interpretacdo errada, simbolizada por (3x)[A(x)]’
nao é téo forte quanto a negacdo da sentenca original.

Validade

A fim de distinguirmos as wffs que contém apenas simbol os proposicionais e conectivos l6gicos (descritas na
Secdo 11) das que contém predicados e varidveis, chamaremos as primeiras de wffs proposicionais e as Ulti-
mas de wffs predicativas. Como vimos antes, uma wff proposicional sempre tem vaor-verdade, enquanto
que uma wif predicativa pode ndo ter valor-verdade.

O vaor-verdade de uma wif proposicional depende dos valores-verdade atribuidos aos simbolos
proposicionais. O valor-verdade (ou falta dele) de umawff predicativa depende da interpretaco. Escolher uma
interpretacdo para uma wif predicativa € andogo a escolher valores-verdade para wifs proposicionais, exceto
por haver um ndmero infinito de interpretacBes possiveis para as wifs predicativas e apenas 2" linhas possiveis
para wffs proposicionais com n simbolos proposicionais.

Uma tautologia € uma wif proposicional que é verdadeira em todas as linhas da tabela-verdade. O an&
logo atautologia para as wffs predicativas é a validade — uma wff predicativa é valida se for verdadeira para
qualquer interpretacdo possivel. A validade de uma wiff deve ser obtida apenas da forma da wff, uma vez que
deve ser independente de qualquer interpretacdo em particular.

Sabemos que ao construirmos a tabela-verdade para uma wff proposicional e examinarmos todas as atri-
buicbes aos simbolos proposicionais, temos um algoritmo para determinar um "tautologismo”. No entanto,
como obviamente ndo podemos testar todas as interpretactes possiveis, como podemos determinar a validade
de uma wif predicativa? Como veremos, ndo existe algoritmo para determinar uma validade. (Isto ndo signi-
fica smplesmente que ainda ndo foi encontrado um agoritmo — o que estamos dizendo é que esta provado
gue ndo existe um agoritmo deste tipo.) Precisamos usar o raciocinio para determinar quando aformade uma
wif atorna verdadeira para qualquer interpretacao. Naturalmente, podemos provar que uma wif € invaida ao
encontramos uma Unica interpretacdo na qua a wif tenha valor-verdade falso ou ndo tenha valor-verdade.

A tabela a seguir compara as wifs proposicionais e predicativas.

Wffs Proposicionais Wffs Predicativas
1. Verdadeira ou falsa, de acordo com os valores 1. Verdadeira, falsa ou sem valor-verdade,
atribuidos aos simbolos proposicionais dependendo da interpretagcdo
2. Tautologia— verdadeira para todas as 2. Wif vdlida— verdadeira para todas as
atribuicdes de valores-verdade interpretagdes
3. Algoritmo (tabela-verdade) para determinar se 3. N&o ha adgoritmo para determinar se uma
uma wiff é ou ndo uma tautologia wif € ou ndo vdida

Agora vamos pdr méos a obra para determinar a validade.

a A wif (Vx)P(x) — (3x)P{x) é vdlida. Em qualquer interpretagdo, se qualquer elemento do dominio tiver
umacerta propriedade, entéo existiraum elemento do dominio que tenha esta propriedade. (Usamos aqui o
fato de que o dominio de qualquer interpretacao tem que conter pelo menos um elemento.) Portanto, sem-
pre que o antecedente for verdadeiro, o consegiiente também o serg, e aimplicacdo é, portanto, verdadeira.

b. A wif (Vx)P(x) — P{a) é vdlidaporque, em qualquer interpretacéo, a € um membro particular do dominio
e, portanto, goza da propriedade que é compartilhada por todos os elementos do dominio.

c. A wiff

(V)| P(x) A Q)] > (V0)P(x) A (VX)O(X)
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évdida. Setanto P como Q forem verdadeiras paratodos os elementos do dominio, entdo P serd verdadeira
para todos os elementos e Q sera verdadeira para todos os elementos e vice-versa.

d A wif P(x) — [Q(x) — P(x)] € vlida, apesar de conter umavariave livre. Paracomprovarmos isto, consi-
deremos qualquer interpretacdo, e sgax qualquer membro do dominio. Ent&o x tem ou ndo tem a proprie-
dade P. Sex ndo ativer, entdo P(x) serafalsa; como P(x) é o antecedente da implicacdo, esta serd verdadei-
ra. Se, por outro lado, x tiver a propriedade P, entéo P(x) é verdadeira e, a despeito do vaor-verdade de
Q(x), aimplicagdo Q(x) — P(X) serd verdadeira, e a implicagdo principal também serd verdadeira. .

A wif (0)Pix) — (¥x)P(x) ndo é vdlida. Por exemplo, na interpretacdo onde o dominio consista em inteiros
e P(x) signifique que x é par, é verdade que existe um inteiro par, mas € falso que todo inteiro sga par. O
antecedente da implicaco é verdadeiro e o consequente é falso, e portanto o vaor daimplicagéo € falso.

Naturalmente ndo somos obrigados a usar um contexto matemético para construir uma interpretacéo na

qua uma wif sga fasa, mas freqlientemente é mais simples fazé-lo pelo fato de as relagbes entre os objetos
serem mais claras.

A wif
(VxX)[Pix) v Q(x)] = (Vx}P) v (V)Q(x)

é vdida ou invdlida? Justifique. .

Revisdo da Secao 12
Técnicas

» Determinacdo do valor-verdade de uma wif predicativa em uma dada interpretacdo

» Tradug8o de sentencas na lingua portuguesa para wffs e vice-versa

» Reconhecimento de uma wff vélida e ajustificagdo

 Reconhecimento de wffs ndo-védidas e a construcdo de uma interpretacdo na qual €la sga falsa ou
ndo tenha valor-verdade

Idéias Principais

O vaor-verdade de wffs predicativas depende da interpretagdo considerada.
Wifs vélidas so wffs predicativas que sdo verdadeiras para qualquer interpretago e, portanto, a validade é
uma propriedade inerente a forma da wff propriamente dita.

Exercicios 12

1. Qua o vaor-verdade de cada uma das wffs a seguir na interpretacdo onde o dominio consiste em inteiros,
O(x) é"x é impar", L(x) €"x < 10" e G(x) é"x > 9"?
a (@00x) b. (VX)[L{x) = O(x)]
c. (AL A G(x)) d. (Vx)[L{x) v G(x))

2. Qua o vaor-verdade de cada uma das wiffs nainterpretagdo onde o dominio consiste nos nimeros intei-
ros?

*a, (Vo)(3vix + vy = x) *b, (FyHVaxlx + y = x)

*c, (V) y)x + vy =10) wd. (A} VaXx +y=0)
e (VXHUx<yvy<x) f. (VOlx<0—= 3G >0ax+y=0)]
g (@)@ =) h. (Vx)(x*>0)

3. Indique o vaor-verdade de cada uma das wffs a seguir na interpretacéo onde o dominio consiste nos es-
tados do Brasil, Q(x, y) é" x é ao norte de y", P(x) € "x comeca com aletraP' e a é "Parand’.
a (V0P(x) b. (V) (YyUVIQx y) A Oy, 7) — Qlx, 2)]
c. @MENQy. x}  d. (V)EVPY) A Qlx, ¥)]
e. 3Qa »



18 Ldgica Formal

4. Paraas wifs a seguir, ache uma interpretacdo na qual sgam verdadeiras e outra na qual sgjam falsas.
*a. (VX)(1A(x) v BO)A [A(x) A B(0)] b. (Vx}{(Vy)[Px, y) — P(y, x)]
¢ (Vx)[Px) — (3nQix yi] d. (A0[AX) A (V¥B(x, y)]
e. [(V)A(x) — (Vx)B(x)] — (Vx)[A(x) — B(x)]

5. Identifique o escopo de cada um dos quantificadores nas wffs a seguir e indique quaisquer variaveis li-

Vres.
a. (VolP(x) — Q) b. (@Ax)A(x) A (V¥)B( »)]
c. (TP, v) A Ox, ¥)] d. (3Ax)3y)Alx, v) A By, 2) = Ala, 7)]

6. Com o uso de simbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva cada sentenga na
lingua portuguesa como uma wif predicativa. (O dominio é todo o mundo.)

D(x) é"x éumdia." Sé "segunda-feira”
S(x) é"x éensolarado." T é "tercafeira"
R(x) é"x é chuvoso."

xa Todos os dias sfo ensolarados.
*b. Alguns dias nfo sdo chuvosos.
*C. Todo dia que é ensolarado ndo é chuvoso.
d. Alguns dias so ensolarados e chuvosos.
e. Nenhum dia é ensolarado e chuvoso.
f. Sempre é dia ensolarado se, e somente se, € um dia chuvoso.
g. Nenhum dia é ensolarado.
h. Segunda-feira foi ensolarada, portanto todo dia sera ensolarado.
i. Tanto segunda-feira quanto terca-feira foram chuvosos.
j. Seadgum diafor chuvoso, entdo todos os dias seréo ensolarados.

7. Com o uso de simbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escrevacada sentenca
da lingua portuguesa como uma wif predicativa. (O dominio é todo o mundo.)

JX) é"x éumjuiz." Q(X) é"x éum quimico."
A(X) € "x éum advogado.” A(X, y) é"x admiray."
M(X) é"x é umamulher.”

a. Existem algumas mulheres advogadas que sdo quimicas.
b. Nenhuma mulher é advogada e quimica.
*C. Alguns advogados sd admiram juizes.
d. Todos osjuizes admiram apenasjuizes.
e. Apenasjuizes admiram juizes.
f. Todas as mulheres advogadas admiram algum juiz.
g. Algumas mulheres ndo admiram advogados.

8. Usando os simbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva as sentencas
na lingua portuguesa como wffs predicativas. (O dominio é todo 0 mundo.)

C(x) é"x & uma Corvette." P(x) é "x é um Porsche."
F{x) é"x é umaFerrari." L(x, y) €"x é mais lento que v."

xa. Nada é, ao mesmo tempo, uma Corvette e uma Ferrari.
*b. Alguns Porsches s0 apenas mais lentos que as Ferraris.
c. Apenas Corvettes sBo mais lentas que Porsches.
d. Todas as Ferraris s8o mais lentas que alguma Corvette.
e. Nenhum Porsche é mais lento que a Corvette.
f. Seexistir umaCorvette que sgja mais lentaque uma Ferrari, entdo todas as Corvettes serdo mais lentas

que todas as Ferraris.

9. Usando os simbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva as sentengas na lin-
gua portuguesa como wffs predicativas. (O dominio é todo 0 mundo.)

A(X) é"x € uma abelha."
F(x) é"x é umaflor."
G(x) é"x gostadey."
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Todas as abelhas gostam de todas as flores.
Todas as abelhas gostam de algumas flores

Apenas abelhas gostam de flores.
Nenhuma abelha gosta s de flores.

~TQ oo

Toda abelha odeia todas as flores.

10. Se

B(x) for "x é bonito."

E(x) for "x é elegante.”
G(x, y) for "x gostade y."
H(x) for "x € um homem."
M(x) for "x é uma mulher."
j for "John."

k for "Kathy."

Algumas abelhas gostam apenas de flores.

b.
d.
f.
h.
i

Algumas abelhas gostam de todas as flores.
Toda abelha s6 odeia flores.

Toda abelha s6 gosta de flores.

Algumas abelhas gostam de algumas flores.
Toda abelha odeia algumas flores.

1. Nenhuma abelha odeia todas as flores.

dé as tradugdes para a lingua portuguesa das wffs a seguir:

wa. E() A G, )
*h. (YOlH{x) — E)

C. {(Y)M(x) — (VN[Glx, y) — H(y) » E(y)])

d. (A0[Hx) A Elx) A Glx, k)]

e. (T} M(x) A B A (V3)[Gx. y) — E(¥) ~ H)D

f. (VOlMx) A Blx) — G(j, )]
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11. Diversas formas de negag@o s8o apresentadas para cada uma das sentencas a seguir. Qual é a correta?

12.

a. Algumas pessoas gostam de Matemética.

1. Algumas pessoas ndo gostam de Matemética.
2. Todo o mundo néo gosta de Matematica.

3. Todo o mundo gosta de Matemética.
b. Todo o mundo gosta de sorvete.
1. Ninguém gosta de sorvete.
2. Todo o mundo n&o gosta de sorvete.
3. Alguém ndo gosta de sorvete.
¢. Todo 0 mundo é ato e magro.
1. Alguém é baixo e gordo.
2. Ninguém é ato e magro.
3. Alguém é baixo ou gordo.
d. Alguns retratos estdo velhos ou apagados.
1. Nenhum retrato esté velho ou apagado.

2. Alguns retratos ndo estdo velhos ou apagados.

3. Todos os retratos ndo estdo velhos ou ndo estdo apagados.

Explique por que as wifs sao vélidas.
a (VO yAL, vy < (Vy)VOA, y)
b. (AOE@WALL ¥) < (AENA, )
c. (ANWPx ¥) — (¥E0PL ¥)
d. Ala) — (Jx)Ax)

e (VXA — B(x)] — (VXA — (Yx)B{x))

13. Fornega interpretagdes que provem que as wffs a seguir ndo sio vélidas:

xa (GDAC) A GO)B) — (A0[AR) A B(x)]

b. (VXMI¥IP(x, ¥) — (THV¥)P(x, ¥)

c. (VXHP) — Q)] — [{(F)Px) — (V)]

d. (V[A] > [(VAX)]

14. Determine quais wffs sao vdlidas ou invaidas. Justifique sua resposta.

a (A0A} & (Volaw)])’
b. (Vx)P(x) v (30)Q(x) — (VOIPx) v Q(x)]
c. (VAW & (30[A)])
d. (VO[PL) v Q)] — (VaP(x) v (3y)0(y)
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Secao 13 Loégica Proposicional

Sistemas Formais

Resultados mateméticos s8o normalmente chamados teoremas. Os sistemas da [6gica forma manipulam for-
mulas como as das Secdes 11 e 12 e atribuem um significado preciso a palavra teorema. Nestes sistemas,
certas wffs s80 aceitas como axiomas-wffs que ndo precisam ser provadas. Um axioma deve, portanto, ser
uma wif cuja "verdade" sgja evidente. Ent&o, pelo menos, um axioma deve ser uma tautologia ou, se envol-
ve predicados, uma wff vélida. Além dos axiomas, sistemas formais contém regras de inferéncia. Umare-
gra de inferéncia é uma convencdo que permite a uma nova wff de uma certa forma ser inferida, ou deduzi-
da, de uma a duas outras wffs de uma certa forma. Uma sequiéncia de wffs na qual cada wff sga ou um axi-
oma ou o resultado da aplicacdo de uma das regras de inferéncia as wifs anteriores na seqiiéncia € chamada
de segliéncia de prova. Um teorema é o Ultimo componente desta sequiéncia; a seqiiéncia € a prova do te-
orema.
O esbogo a seguir € uma prova tipica de um teorema

wif 1 (um axioma)

wff2  (um axioma)

wff3  (inferida da wff 1 e da wff2 por uma regra de inferéncia)
wff4  (um axioma)

wff5  (inferida da wff4 por uma regra de inferéncia)

wff6  (inferida da wff3 e wff5 por uma regra de inferéncia)

A Ultima wff na seqiiéncia, wff6, € o teorema, e a seqiiénciatoda constitui sua prova. (Naturalmente as outras
wffs também podem ser teoremas — bastaria termos parado a seqiiéncia nelas.)

Outra condigdo que incluimos em nosso sistema, aém da que os axiomas devam ser tautologias ou wffs
vélidas é que hga 0 minimo de axiomas e de regras quanto for possivel. Convém minimizar o nimero de sen-
tencas que devemos aceitar sem prova, mesmo quando essas sentencas parecem Obvias.

A escolha do conjunto de axiomas e das regras de inferéncia deve ser cuidadosa. Se escolhermos poucos
axiomas, poucas regras de inferéncia ou regras de inferéncias fracas, ndo seremos capazes de provar algumas
wifs que sdo "verdadeiras’ e que, portanto, podem ser teoremas. Por outro lado, se escolhermos muitos axio-
mas, muitas regras de inferéncia ou regras de inferéncia muito fortes, seremos capazes de chegar a pratica-
mente qualquer wif e provar que é um teorema, inclusive wffs que ndo sdo "verdadeiras' e, portanto, ndo po-
dem ser teoremas. Como conseguimos exatamente 0 necessario para os teoremas?

Para termos idéia da palavra intuitiva verdadeiro, consideramos dois sistemas 16gicos formais — um
para as wffs proposicionais e outro para as wffs predicativas. O sistema formal que usa as wffs proposicionais
€ chamado ldgica proposicional, l6gica de sentencas ou calculo proposicional. O sistema forma que usa
wffs predicadas é chamado logica predicada ou calculo predicado. (A palavra calculo é usada aqui no sen-
tido mais geral de "avaliacdo" ou "raciocinio”, e ndo no sentido de "diferenciacao" ou "integracdo”.) Estuda-
remos logica proposicional a seguir e ldgica de predicados na Segédo 14.

Légica Proposicional

Na logica proposicional, as wffs sdo formadas de simbolos proposicionais, conectivos 16gicos e simbolos de
agrupamento. Neste sistema, uma wff "verdadeira" significa uma tautologia. Desegjamos, portanto, 0s axio-
mas e as regras de inferéncia que nos permitirdo provar todas as tautologias, e apenas as tautologias, como
teoremas.

Tomemos as seguintes wffs como axiomas, onde P, Q e R representam wffs proposicionais:

1L P—-(Q—P)
2P (Q—-R]—=[(P—>0)— P —R)]
(' > P)=> (P>

Podemos mostrar que cada uma delas € uma tautologia, propriedade que desejamos para nossos axiomas.
N&o esta claro por que esses axiomas em particular devem ser escolhidos ou como devem ser usados; por
enquanto, podemos ver que eles dizem algo sobre o processo de raciocinio. O axioma 1 diz que, dado P,
qualquer coisa implica P. O axioma 2 diz que dada uma certa implicacdo que segue de P, ent8o se o ante-
cedente desta implicagdo também segue de P, o conseqliente também o fard (Este € um tipo de regra de
"transitividade", um pouco parecidacom: Sea > b > c, entdo sea > b, segue que a > ¢.) O axioma 3
que se "ndo Q" implica"ndo P", entdo P implica Q, pois, do contrario, "ndo Q" valeria, e isto implicaria
"ndo P".
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Como P, Q e R podem ser wffs compostas, cada axioma dado acima é, na verdade, um padrdo, ou es-
guema, para um nimero finito de wffs. Portanto,

A—B)—= [(CAD)— (A— B)

€ um axioma, pois se encaixa no esquema do axioma l, onde P é awff A— BeQéawff Ca D. Masao
contrério de um pequeno nimero de axiomas, isto ndo indica que temos um ndmero infinito de axiomas? Sim,
mas existem apenas trés formas para 0 0s axiomas.

Na légica proposicional, existe apenas umaregra de inferéncia Das wffs P eP — Q, podemos inferir a
wif Q. (Esta regrade inferéncia é conhecida pelo seu nome latino de modus ponens, que significa"método de
afirmacéo”.)

A wif A — A, onde A é um simbolo proposicional, € uma tautologia. Portanto, usando nossos axiomas
e aregrade inferéncia, esperamos ser capazes de provar que ela é um teorema. O exemplo a seguir nos da a
sequiénciade prova desta wff. Apesar de awff ser bem simples, aprova é dificil; em particular, ndo fica abso-
lutamente claro por onde comegar. N&o se &flija quanto aisto, pois logo teremos uma técnica que nos gudard
a contornar esta dificuldade. O objetivo do Exemplo 13 é téo-somente ilustrar o uso dos varios axiomas e da
regra de inferénciaem uma seqiiéncia de prova. A justificativa dada para cada passo elucida seu uso, mas elas
ndo congtituem parte da seqiiéncia de prova propriamente dita.

A wif A — A é um teorema. Uma seqiiéncia de prova é a seguinte:

LLA=[A—=A)—A))— (AxiomaZ2comP=A,0=A—=A R=A)
A — (A= A)] = (A — A)]
2. A= [(A— A) > A (AxiomalcomP=A Q=A— A)
LA [A-A>A] > A=A (de 1 e 2 pelo modus ponens)
4 A—=(A—A) (AxiomalcomP=A Q=A)
5. A—> A (de 3 e 4 pelo modus ponens) .

Uma seguiéncia de prova semel hante poderia mostrar que P — P é um teorema para qualquer wif P; portanto,
0 que temos é um esquema de teorema. Em geral, o que faremos é provar esquemas de teoremas ao invés de
teoremas individuais.

Os axiomas que escolhemos envolvem apenas implicacdo e negacdo. Para wiffs que contenham os
conectivos de diguncdo e conjuncdo, usamos as equivaléncias

AvB&oSA - B e ArnBsS(A—BY

€ nos contentamos em provar as wifs equivalentes que resultam. De fato, poderiamos ter definido a diuncéo
e conjuncdo em termos da implicacdo e negacdo. Entdo todas as nossas wifs teriam envolvido apenas os
conectivos de implicagéo e negacéo.

Apesar de ndo provarmos isto aqui, este sistema de axiomas e uma regra de inferéncia fazem exatamen-
te 0 que desgiamos — toda tautologia € um teorema (i.e., tem uma prova), e vice-versa. Esta propriedade é
descrita dizendo que nosso sistema forma é completo (tudo o que deveria ser um teorema, o é) e correto
(nada que ndo deveria ser um teorema néo o é).

Permitimos abreviagdes nas seqliéncias de provas através do uso de teoremas ja provados. Umavez que
T jatenha sido provada por um teorema, entdo T pode servir como passo em outra sequiéncia de prova. Isto
porque T tem sua prépria seqiiéncia de prova, que poderia ser substituida na seqiiéncia de prova que estamos
construindo.

Deducdes

FregUentemente desejamos provar, como teoremas, wffs da formaP — Q, onde P e Q séo wffs compostas. P
€ chamada de hipétese do teorema e Q, detese. P— Q é também uma implicagdo, onde, de acordo com a
terminologia usada, P é o antecedente e Q o conseqiiente. No entanto, nem toda implicacdo € um teorema.
Para que 0 sga, 0 antecedente e o0 conseqliente precisam estar relacionados estruturalmente, de forma que a
implicagdo como um todo sga uma tautologia. A implicacdo A — B para os simbolos proposicionais A e B,
por exemplo, ndo € uma tautol ogia e portanto ndo € um teorema. Portanto A, neste caso, € um antecedente mas
n&o uma hipdtese; 6 é um consegiiente, mas ndo uma tese. No entanto, aimplicagdo.A ~ B — B A A éuma
tautologia e, portanto, € um teorema. Neste caso, A A B é tanto um antecedente como uma hipbtesee B A A é
tanto um conseqliente quanto uma concluso.

SeP — Q é um teorema, ele deve ser umatautologia e sempre que P for verdadeira, Q também o deve
ser. Intuitivamente, imaginamos ser possivel deduzir Q a partir de P. Formalmente, definimos uma dedugéo
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de Q apartir de P como uma seqiiéncia de wffs terminando em Q onde cada wff € um axioma ou é awff P ou
ainda é derivada das wffs anteriores através das regras de inferéncia. De fato, esta é a prova de um teorema,
onde aceitamos P como um axioma. Podemos mostrar que £ — () constitui umteorema se, e somente se, Qfor
dedutivel a partir de P. Nossa técnica para demonstrar teoremas da forma P — Q €, portanto, incluir a hip6te-
se como uma das wifs na seqiiéncia e concluir a sequiéncia com Q.

Para mostrar a potencialidade do método de deducéo, refaremos a prova do teorema do Exemplo 13,
usando uma wif P arbitréria

Usando a l6gica proposicional, prove o teorema P — P.
1. P (hipttese)

Como P ndo é apenas a hipltese, mas também a tese, a prova estd completa. Uma prova confusa de cinco
linhas se resumiu a uma prova de uma Unica linhal .

Naturalmente, mesmo com 0 método dedutivo, a maioria das demonstragfes ndo sera tdo trivial como
no Exemplo 14, mas sempre temos um inicio ao incluirmos a hipétese.

Usando a l6gica proposicional, prove o teorema

[P (P —O)—(P—>Q)
A hipbtese é P — (P — (), portanto, cité-la serd o primeiro passo da demonstracgo.

1.P= (P> (hipdtese)
Agora, consideremos 0 que precisamos fazer para sair deste ponto e chegar atese desgiada, P — Q. Seintro-
duzissemos P como um passo da demonstragdo, 0 modus ponens e 0 passo 1 nos permitiria concluir 7 — Q.
No entanto, neste ponto ainda n&o temos razéo para este passo. Por isso procuraremos um axioma que nos
permita usar o passo 1 e 0 modus ponens. O Axioma 2 tem uma hipdtese que se assemelha ao passo 1, desde
que fagamos, no Axioma2, P = P, Q = PeR = Q. O segundo passo da demonstragdo &, portanto

2. [P (P> Q)= [(P—=P)— (P Q) (Axioma 2)
e, entdo

(PP (P> Q) (1,2, modus ponens)
Agora, se pudéssemos introduzir £ —» £ como um passo da demonstracdo, o modus ponens e 0 passo 3 nos

dariam a conclusio P — (@. M Pa-»SP € o teorema provado no Exemplo 14 e, portanto, pode ser inserido
aqui. A prova completa é a seguinte:

LP—=(P—=Q) (hipétese)

2.[P= (P> [(P=Pr—= (P> )] (Axioma 2)

J(P-P=>(P—=0) (1,2, modus ponens)

4.P—P (Exemplo 14)

5P (3, 4, modus ponens) .

Usando a l6gica proposicional, demonstre o teorema
PP—=(P—->0)
(Dica: Useos Axiomas 1 e 3) .

O método de deducéo pode ser estendido a fim de ser tornado ainda mais poderoso. Se a hip6tese do
teorema for uma série de conjuncdes P, A P, A ... ~ P,, Simplesmente incluimos cada fator da hipGtese como
uma wif na seqiiéncia da demonstragéo e deduzimos a tese dela. Por Ultimo, se a tese for, €la propria, uma
implicagdo R — S, podemos incluir R na sequiéncia da demonstragéo, tornando-a parte da hipotese, e apenas
deduzir S (Isto é coerente com nosso entendimento daimplicacdo, mas vejao Exercicio 18 ao fim desta secdo
para umajustificativa formal.)
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Para resumir, 0 método de deducdo permite as seguintes abordagens:
1. Paraprovar o teorema P — (2, deduzimos Q a partir de P.

2. Paraprovar o teorema P, A P, A ... A P,. — Q, deduzimos Q a partir de Py: Pz, ... P
3. Paraprovar o teorema P, A P, A ... A P,— (R — 8}, deduzimos Sde £\, P, -, P.. R

Uma prova para o teorema
P —=0IAP—=-5—>@—=9

usando a ldgica proposiciona €

LP - (hipdtese)

2.P—S (hipdtese)

RN (hipétese)

4.(P" = 0)—=(Q—P) (Axioma3)

5.0—P (1,4, modus ponens)

6. P (3, 5, modus ponens)

7.8 (2, 6, modus ponens) .

Um teoremadaformaP A P, a ... A P,— @ indicaque Q pode ser deduzido de P, P,..., P,. Portanto,
por exemplo, em uma segiiéncia de demonstragdo contendo as wffs P’ — Q' e P — S, podemos inserir a sen-
tenca 2 — S e citar o teorema do Exemplo 16 como justificativa

Encontre uma demonstragcdo mais curta para o teorema do Exemplo 15. .

Use a légica proposicional para provar o teorema

(P> NA(@Q—R)—(P—=R) .
Argumentos Validos
Em portugués, um argumento (a acusacdo de um advogado, uma propaganda ou um discurso de um politico) €
normal mente apresentado como uma série de sentencas que podem ser smbolizadas por Py, P,..., P, seguidas de

umaconclusdo Q. O argumento € um argumento valido se aconclusdo puder ser deduzida, do ponto de vista
daldgica, da conjuncdo P, A P, A ... » P, — em outras palavras, e P, A P, A ... o P, — Q for um teorema.

O argumento a seguir é vaido? "Meu cliente é canhoto, mas o di&rio ndo desapareceu, entdo meu cliente ndo
€ canhoto; portanto, o di&rio desapareceu.” Existem apenas duas sentengas envolvidas aqui, que ssmbolizare-
mOoS como:

C: Meu cliente é canhoto.
D: O diério desapareceu.

O argumento &, portanto,
[CA(D'—=C)]—=D

A validade do argumento € estabelecida pela seguinte prova:

1. C (hipétese)

2D ¢ (hipbtese)

(DS CY=(C—D) (Axioma 3)

4. C—D (2, 3, modus ponens)
5D (1,4, modus ponens)

Perceba que a validade do argumento € uma funggo apenas de sua forma ldgica, e ndo tem nada a ver com o
fato de seus componentes serem ou ndo verdadeiros. Continuamos a ndo ter qualquer idéia sobre se o diario
esta realmente desaparecido ou ndo. Além disso, 0 argumento " Skoozes Ao rosa, mas se Gingoos ndo gosta-
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rem de perskees, 0s skoozes ndo serdo rosa; portanto, Gingoos ndo gostam de perkees', que tém a mesmafor-
ma, € também vélido, apesar de ndo fazer qualquer sentido. .

Como qual quer tautologia também é um teorema na | égica proposicional, podemos inserir uma tautolo-
gia em qualquer passo de uma demonstracdo. Isto também congtitui uma simplificacgo vaida para resumir
diversos passos de uma demonstracdo em um Unico passo, desde que estejabem claro que ndo foram violadas
quaisquer regras. Por exemplo, ao invés de

1. PA O (hipbtese)
2. PAQ—0Q (tautologia)
30 (1,2, modus ponens)

poderiamos escrever

LPAQ (hipotese)
2. Q (1, tautologiaA A B — B, modus ponens)

Tautologias da forma P A ¢ — R nos dizem que R pode ser deduzida das hipéteses P e Q, de forma que
a demonstracdo possa incluir passos como

1P (hipbtese)
2.Q (hipttese)
3R (tautologia P A~ Q — R)

Considere 0 argumento " Se a taxa para importacdo diminuir, o comércio interno aumentard. Ou ataxafederd
de desconto diminuira ou o comércio interno ndo ird aumentar. A taxa paraimportacdo vai diminuir. Portanto
ataxa federd de desconto vai diminuir'. Usando
I: A taxa para importagdo vai diminuir.

M: O mercado interno vai aumentar.

F: A taxafedera de desconto vai diminuir.
0 argumento é

[({=M)YA(FvM)YAIl = F

Uma demonstracdo para estabelecer a validade €

1Li-M (hipbtese)

2. FvM' (hipétese)

3.1 (hipotese)

4. M (1, 3, modus ponens)

5 F (tautologia (F v MY A M — F) .

A tautologia dada como justificativa do passo 5 mostra que F pode ser deduzidade F v M’ e M. Umatabela-
verdade separada pode ser usada para provar que (F v M’} A M — F &, de fato, umatautologia, mas suavera-
cidade € intuitivamente clara— eladiz que se F ou ndo M forem verdadeiros, e M for verdadeiro (portanto néo
M ndo é verdadeiro), entdo a outra afirmativa, F, precisa ser verdadeira. .

A tautologiaA A B — A A B é particularmente Util em demonstragdes, na medida em que justifica a
deducdo de A A B das hipbteses A e B que apareceram antes na demonstracao. Isto € mostrado no passo 6 do
préximo exemplo.

Mostre que 0 seguinte argumento é valido " Se usamos a linguagem assembly, ent&o 0 programa serd executa
do mais rapidamente. Se usamos a linguagem assembly, o programa terd mais linhas de cédigo. Portanto, se
usamos a linguagem assembly, entéo o0 programa serd executado mais rapi damente e terd mais linhas de codi-
go." Usando

A: Usamos alinguagem assembly.
R: O programa sera executado mais rapidamente.
L: O programatera mais linhas de cédigo.
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O argumento é(4A — R A (4 — L) — [A — (R A L) eaprovaé

1. A—=R (hipbtese)

2. A= L (hipStese}

3 A (hipdtese)

4. R (1, 3, modus ponens)

5. L (2, 3, modus ponens)

6. RaL (4,5, A A B pode ser deduzido de A e B) .

Mostre que 0 argumento a seguir € valido usando as letras P,M e C: "Se o produto for confiavel, a parcelado
mercado ird aumentar. Ou o produto é confiavel ou os custos irdo subir. A parcela de mercado ndo ira aumen-
tar. Portanto os custos irdo subir.” .

Nossa versao da l6gica proposicional inclui apenas uma regra de inferéncia, a modus ponens, que per-
mite que Q sga inserida como uma wff na demonstracdo a partir da verificagdo anterior de Pe P — Q. Esta
regra de inferéncia permite que se criem seqiiéncias de demonstracdo da seguinte forma:

1. P>Q (hipGtese)

2. Q (hipétese)

BP0 (1,2A ~Bpode ser deduzida de A e B)

4. P (3, tautologia{A — B) A B’ — A’, modus ponens)

Algumas versdes dalégicaproposicional incluem umaoutraregra de inferéncia que reproduz este processo. A
modus tollens ("método de negagéo”) diz: das wifs P — @ e Q', podemos inferir awff P'. O sistemaforma
pode ser estendido para incluir outras regras de inferéncia. O quadro a seguir ilustra algumas regras de infe-
réncias e os nomes usualmente atribuidos a elas. N6s delineamos a | égica proposicional com 0 uso apenas do
modus ponens porque qua quer coisa deduzida com 0 uso das demais regras de inferéncia listadas no quadro
pode ser deduzida em nosso sistema usando as tautologias apropriadas € 0 modus ponens, da mesma forma

que a dedugdo acima poderia ser substituida por uma aplicacdo do modus tollens.

Regras de Interferéncia para L 6gica Proposicional

De: Podemos inferir Nome
PeP—(Q Q M odus ponens
(nossa Unica regra de inferéncia)
P—>QeQ P Modus tollens
PyQe p Silogismo disuntivo
P—>QeQ—R P—R Silogismo hipotético
Pe( P Simplificagdo conjuntiva
P Pye Amplicacdo diguntiva

Uma Preliminar

Podemos ter tido 0 seguinte pensamento: Se teoremas sdo como tautologias, entdo para mostrar que uma wff
€ um teorema, por que, para mostrar que uma wff € um teorema, nd mostramos apenas que é uma tautologia?
A determinacdo de se uma wff € uma tautologia pode ser feita através da construggo da tabela-verdade ou do
agoritmo TestaTautologia da Se¢do 1.1. Isto seria umatarefa mais mecanica do que construir uma demons-
tragdo. Entdo por que fdamos de provas?

Se féssemos nos restringir a logica proposicional, ndo teriamos a necessidade do conceito de provas
formais. No entanto, sabemos que nem todas as sentengas podem ser simbolizadas dentro da |6gica proposici-
onal, e que ndo ha procedimento mecanico (como aconstrugdo da tabela-verdade) para determinar avalidade
de wffs predicativas. Uma técnica de provaforma precisa ser usada; e o que fizemos aqui para | 6gica propo-
siciona pode servir como base para o0 que sera feito naldgica de predicados.
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Técnicas
» Prova de teoremas na légica proposiciona
» Uso daldgica proposicional para provar a validade de um argumento na lingua portuguesa

Idéias Principais

A provade sistemas formais consiste em seqiiéncias de hipéteses, axiomas ou wifs inferidas das wffs anteri-
ores da sequéncia.

Todo teorema na |6gica proposicional é uma tautologia, e toda tautologia € um teorema.

Em argumentos validos, atese pode ser deduzida da conjuncéo das demais sentencas.

Exercicios 13
« 1. Judtifique cada um dos passos na demonstracdo de (P — Q) A [P — (@ — R)] — (P — R) a seguir:

P—)Q

P—{Q—R)
[F(Q—>R])—=[(P>—(P—R)
P> —=(P->R)

P—R

o ey =

2. Jugtifique cada passo ha demonstracdo de [(P — () — P]— [(P — () — Q] a seguir:

LP=>Q—(F—0)
2. (P>Q)— (P— )]

(P> QD> Pl= (P> — Q)
LMP=>Q)—>FPl—(P—Q)— 0]

Nos Exercicios de 3 a 12, demonstre que cada wff € um teorema da | 6gica proposicional. VVocé pode usar qual-
quer teorema demonstrado anteriormente, incluindo os exercicios anteriores.

30" —=>PYAPA(Q—=R)]—R
*d PPAPVO)—(Q
S5 (P>{(Q—=RIAPVvIEIAQ]—=(S5—R)
6. P=(Pv(Q)
»*7. (PY — P
8. P (PY
9. PO —(Q — P
*10. PvQ—>QvP
11. PA(Q—>P)— O
12, [P—>{(Q—> R —>(Q—= (P> R

Usando alégica proposicional, prove que os argumentos dos Exercicios 13 a 17 sdo vdidos. Use os simbolos
proposicionais indicados.

13. Se o programa é eficiente, ele executara rapidamente: Ou o programa é eficiente ou ele tem um erro. No
entanto, 0 programa ndo executa rapidamente. Portanto o programatem um erro. (E, R, B)

14. A colheita é boa, mas ndo ha agua suficiente. Se tivesse bastante agua ou ndo tivesse bastante sol, entdo
haveria &gua suficiente. Portanto, a colheita é boa e h& bastante sol. (C, A, H, S

«15. Russiatinha um poder superior, e ou aFranga ndo eraforte ou Napoledio cometeu um erro. Napoledo ndo
cometeu um erro, mas se 0 exército ndo tivesse falhado, a Franga seriaforte. Portanto, o exército fahou e
a Russiatinhaum poder superior. (R, F, N, E)

16. N&bo é verdade que se as taxas de e etricidade subirem, o consumo diminuira, nem é verdade que novas
usinas de energia serdo construidas ou as contas ndo serdo atrasadas. Portanto o consumo ndo diminuirde
as contas serdo atrasadas. (T, C, U, Co)
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17. SeJose pegou asjdias ou asra. Krasov mentiu, entdo ocorreu um crime. O 5. Krasov ndo estava na cida-
de. Se ocorreu um crime, entdo o 5. Krasov estava na cidade. Portanto José néo pegou asjoias, (J, M, C,
E)

*18. a Use uma tabela-verdade para verificar que A — (B — C) < (A A B) — € é umatautologia
b. Proveque A — (B — () & (A A B) — € usando uma série de equivaléncias.
¢. Explique como esta equivalénciajustifica a extensdo do método de deducdo que diz para provar P, A
Pin...AP,—(R— S5, bastadeduzir SdeP,, P,, ..., P,e R.

Secdo 14 Logica de Predicados

Na logica de predicados, as wifs sdo formadas de predicados, quantificadores, conectivos légicos e simbolos
de grupamento. Neste sistema, uma wff "verdadeira" significa uma wff valida— uma wiff que sga vélidaem
qualquer interpretacdo possivel. Desgjamos obter 0s axiomas e as regras de inferéncia que nos permitam pro-
var todas as wiffs validas, e apenas as vdidas, como teoremas.

Axiomas e Regras de Inferéncia

Wifs predicativas que tém a mesma forma l6gica que tautologias sfo validas. Por exemplo, no Exemplo 11
mostramos que a wif

P(x) = [Qx) = P(x)]

é vdida. Elatem aformado axiomaP — (@ — P} no célculo proposicional, apesar de ndo ser uma wif pro-
posiciona . Se permitirmos as formas dos axiomas e aregra de inferéncia dalégica proposicional, onde as wffs
sdo wffs predicativas, continuaremos a obter como teoremas todas as wifs predicativas que tenham aformade
tautologias. No entanto, existem algumas wifs predicativas que ndo tém formas tautol dgicas, mas aindaassm
sdo véidas devido a sua estrutura e a0 significado dos quantificadores universal e existencial (veja o Exemplo
11). Para os termos como teoremas, nosso sistemaformal usaré novos axiomas e uma novaregrade inferéncia
que lanca mé&o do significado dos quantificadores. Os axiomas para a l6gica de predicados sdo mostrados a
seguir, onde P,Q e R representam wffs predicativas:

Axiomas para a Logica de Predicados

TP (0= P)

(P—= Q> RI—[(P—> Q) — (P—R)

(@ —PY= (P>

- (V[P — Q)] — [(Vx)Px} — (V[ Q(0)]

. (Vx) P(x) — P(x)you (VX)P(x) — P(a) onde ¢ é uma constante

. (Ax)P(x) — P(r) onde f é uma constante ou nome de uma varidvel ainda nio usada no decorrer da
demonstragio.

« P(x) = (x)P(x) ou P(a) — (Jx)P(x) onde a € uma constante e x nio ocorre em Pla)

- (AP & (YOLPU]

AU R W e

=t |

Aqui anotagdo P(x) indica que x ocorre na wff, mas outras variaveis também podem ocorrer. Portanto,
(Vx)}(3y)S(x, ¥y — (I)S(a, y)

onde a é umaconstante, € umainsténciado Axioma 5 (tome P(x) como sendo (3y)5(x, v)).

Como na légica proposicional, € 6bvio que estes axiomas particulares poderiam ser usados, mas pode-
mos ver que eles sfo intuitivamente vélidos. O Axioma4 diz que se todos os el ementos do dominio que tive-
rem apropriedade P também tiverem a propriedade Q, e se todos os elementos do dominio, de fato, tiverem a
propriedade P, entdo todos os elementos do dominio tém a propriedade Q. O Axioma5 diz que se uma propri-
edade for verdadeira para todos os elementos do dominio, ela sera verdadeira para um x arbitrério ou uma
constante a. O Axioma 6 diz que se existe um objeto para o qua a propriedade P é verdadeira, podemos dar
um nome a este objeto; no entanto, este nome deve ser arbitrério mas diferente de qualquer outro que ja tenha
mos usado na seqliéncia da demonstracdo. (Esta necessidade faz com que queiramos usar o Axioma 6 o quan-
to antes possivel na demonstragdo a fim de que os outros axiomas ndo tenham essas restri¢des.) O Axioma 7
diz que se P for verdadeira para um valor particular, entdo hd dgum membro do dominio parao qua elaé
verdadeira. O Axioma 8 confirma nossa compreensdo intuitiva do significado dos quantificadores universal e
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existencial; se for falso que algum elemento do dominio tem a propriedade P, entéo todo €l emento do dominio
ndo tera a propriedade P e vice-versa.

Os Axiomas 5, 6 e 7 podem ser usados em demonstracfes, junto com 0 modus ponens, para remover
quantificadores universais, quantificadores existenciais e incluir quantificadores existenciais, respectivamen-
te. Uma nova regra de inferéncia nos permite inserir quantificadores universais, mas apenas sob devidas cir-
cunstancias. As regras de inferéncia para a |6gica de predicados sdo:

Regras de Inferéncia para a L 6gica de Predicados

1. Modus ponens: Q pode ser inferidade P e P — Q.

2. Generalizagdo: (V.x)Q pode ser inferida de Q desde que (a) Q ndo tenha sido deduzida de qualquer
hip6tese naqual x s§a uma variavel livre e (b) Q ndo tenha sido deduzida pelo uso do Axioma 6 de
uma wif da forma {3y)Q(y) na qua x sga umavariave livre.

A necessidade das restrigdes () e (b) serdo discutidas rapidamente. Antes, porém, veamos corno usar
axiomeas e as regras de inferéncias em demonstragdes.

Com o uso da |6gica de predicados, prove o teorema
(V0[P A Q)] — (VP A (VOQ(x)

No Exemplo 1 I(c) vimos que esta wiff é valida, portanto, como todas as wffs vélidas sfo teoremas, somos
capazes de achar uma demonstracdo. Como de costume, a hipétese é nosso ponto de partida.

L (VX[ P(x) A Q(x)] (hipétese)

A tese (Vx)P(x) ~ (Vx)Q(x) sera alcancada se (Vx)P(x) e (Vx)(Q(x) forem passos anteriores da seqiiéncia. A
estratégia de ataque geral deveria ser tirar o quantificador universal que aparece no passo 1, o qud fornece o
acesso a P(X) e Q(X) e entdo inserir o quantificador universal separadamente para cada uma das duas wffs,
usando a generalizagdo. Uma demonstracéo &

1. (VX)[Px) A Q(x)] (hipbtese)

2. P(x) A Q(x) (1, Axioma, modus ponens)

3. Pix) (2, tautologia A ~ B — A., modus ponens)
4. x) (2, tautologia.A A~ B — B, modus ponens)
5. (Vx)P(x) (3, generaizacéo)

6. (VxX)Q(x) (4, generdizacao)

7. (VP A (V)00 (5,6,A A B pode ser deduzidade A e B)

Como mostrado no passo 5, ageneralizacdo foi aplicada a P(X), que foi deduzidade (V.x)| P{x} A Q( x)]. Como
X ndo é livieem (V,x)[P(x) A ((x)], acondicdo (a) dageneraizacdo é satisfeita. A condicdo (b) ndo se apllca
O passo 6 também é uma aplicacéo valida da generalizacao.

Use alégica de predicados para provar o teorema
(Vx)P(x) — (3P (x) .

A légica de predicados, assm como a ldgica proposicional, pode-se mostrar, € completa € correta —
todawff validaé um teorema e todo teorema € umawff vaida. Este sistemade axiomas e regras de inferéncias
permite que exatamente as wifs corretas sgjam provadas, mas outro conjunto de axiomas e de regras de infe-
réncia também poderia ser usado. Na verdade, mesmo neste sistema, os Axiomas 6 e 7 ndo sio realmente ne-
cessarios,; poderiamos simplesmente ter definido o quantificador existencial em fungo do quantificador uni-
versal (aessénciado Axioma 8) e ent&o ter provado os Axiomas 6 e 7. No entanto, a inclusdo desses axiomas
simplifica nosso trabalho.

As restri¢des usadas na generalizacdo, no entanto, sBo necessarias. Sem arestricdo (a), a sequéncia

1. P(x) (hipétese)
2. (VX)P(x) (1, generalizagdo incorreta)
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poderia ser uma prova da wif P(x} — (¥x)P(x), que ndo € umawff valida. O elemento x do dominio pode ter
apropriedade P, mas isto ndo significa que cada elemento do dominio tenha a propriedade P. Sem arestricdo
(b) a sequiéncia

1. (V030 »)  (hipitese)

2. (IANQx, ¥ (1, Axioma5, modus ponens)
3. Qx, (2, Axioma 6, modus ponens)
4. (V0)Q(x. 1) (3, generalizac&o incorreta)

seria uma prova da wWif (7. (3@y)0(x, y) — (Vx)}Q(x, 1), que também nd é uma wiff valida. Por exemplo, a
interpretacdo onde o dominio consiste em inteiros e Q(x, y) significaquex + y = 0, entéo é verdade que para
cada inteiro x existe um inteiroy (o simétrico de x) td quex + y = 0. No entanto, set € um elemento fixo
particular do dominio, entdo néo é verdade que a somado mesmo inteiro t a qualquer X resultard em zero.
Pode ser mostrado que se P «» Q for valida, entéo Q pode ser substituida por P dentro de uma expressdo
em umadeduc&o ou seqiiéncia de demonstrag@o. O uso destaexpressdo doravante smplifica as provas. (Men-
cionamos uma idéa desta prova antes como uma forma de eliminar os conectivos de di§ungéo e conjunggo.)

A wif
(V0)[P(x) v Q(x)] — (En)P(x) v (V)Q(x)

€ um teorema da l6gica de predicados?

Aqui precisamos, antes de mais nada, refletir se a wif parece ou ndo vélida. Se nos parecer vdida, ten-
taremos achar uma prova para€la; se néo, tentaremos achar uma interpretacdo naqual ela sgafasa Esta wif
diz que se todo elemento do dominio tiver apropriedade P ou a propriedade Q, entdo pelo menos um elemento
do dominio tem a propriedade P ou todos elementos do dominio tém a propriedade Q. Isto parece bem razo&
vel, portanto procuraremos uma prova. Os dois primeiros passos ha seqiiéncia da demonstracdo incluem a
hip6tese e areescreve em uma forma mais (til para se trabalhar.

1L (VOIP v QW] (hipbtese)
2. (Vx)[P())’ — O(x)) (substituicio de A v B> A’ — Bem 1)

A tese consiste em wifs separadas para P(x) e Q(x), cada qual com seus proprios quantificadores; o Axioma 4
nos permite quebrar alinha 2 em duas wffs diferentes.

3. (V)[PO)T — (Y0)0(0) (2, Axioma 4, modus ponens)
O lado esguerdo do passo 3 sugere que ele pode ser Util para usar o Axioma 8 em seguida.

4. (Vx){P(x)]’ & [(Ax)P(x)]’ (Axioma 8)
5. [(APX))" — (Vx)Q(x)  (substituigdo de 4 em 3)

O passo 5 esta intimamente relacionado ao que desgjamos. A seqiiéncia da demonstracéo €

L (V)lP(x) v Q)] (hipdtese)

2. (V)[PX)] — Q) (substituicBo de A v B« A’ — Bem 1)

3. (VOIP(X)] — (VXQ(x) (2, Axioma 4, modus ponens)

4. (VxP)]’ & [(A0PX] (Axioma 8)

5. [P — (VOQx) (Substituicdo de 4 em 3)

6. (A P(x) v (VX)0(x) (5, tautologia{A’ — B) — A v B, modus ponens) .

O método de deducdo nos permite incluir hipéteses "temporérias’ ao longo da demonstracdo, como
podemos ver no préximo exemplo.

A wif

[P(x) = (Vy)Q(x, y)] = (YR P(x) — Qx, y)]

€ um teorema. Na demonstracdo a seguir, P(x) € introduzida no passo 2 como uma hip6tese temporéria que
nos permite deduzir Q(X, y) no passo 4. O passo 5 apenas atesta a dependéncia de Q(X, y) da hipbtese tempo-
raria; e, naturalmente, toda a wff do passo 5, P(x} — QO(x, y) é dependente da hip6tese do passo 1. Comoy néo
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éumavariavel livreno passo 1, acondi¢do (a) daregrade generalizago ndo é violadano passo 6, e acondicdo
(b) ndo se aplica.

1. P(xy— (¥90(x, y) (hipotese)

2. P(x) (hipdtese temporaria)

3. (Y0, y) (1,2, modus ponens)

4. Olx, y) (3, Axioma 5, modus ponens)

5. P(x) — Qx. y) (4 deduzido do 2)

6. (V¥)IPx) — Gx, y)] (5, generdizacio) .

Usando a légica de predicados, prove o teorema
(V[P(x) — Qx, y}] = [Plx) = (V3)Q0(x, y)] .
O Exemplo 22 e a Prética 19 mostraram que a wff
(YM[Px) — OCx, )] € [Plx) — (V3)Q(x, ¥)]

évdida. Isto significa que o quantificador universal pode s "negligenciado” para as subwffs que ndo conte-
nham avariavel quantificada. Vae ainda um resultado semelhante para o quantificador existencial. Como um
resultado particular, existem duas ou mais formas de se representar sentengas da lingua portuguesa como wffs
predicativas, como nos Exercicios 7 a9 da Sego 1.2

Argumentos Validos

Para provar a vaidade de um argumento gque contenha sentencgas quantificadas, procedemos quase como an-
tes. Convertemos o argumento em forma simbdlica, e mostramos que a tese pode ser obtida da hipétese. No
entanto, desta vez, trabalharemos com alégica de predicados, ao invés dalégica proposicional. Um argumen-
toP, AP, A ...~ P,— @ évdido quando for um teorema, que também o torna uma wiff valida.

Mostre que 0 argumento a seguir é vaido: "Todo microcomputador tem uma porta serial. Alguns microcom-
putadores tém porta paralela. Portanto alguns computadores tém ambas as portas seria e paralela’. Usando

M(X): x € um microcomputador.
S(X): x tem porta serial.
P(X): x tem porta paralela

0 argumento é

(V) M(x) — S(x)] A (T)[M{x) A PO}] — @M (x) A Sx) A P)]
Perceba que se tentarmos simbolizar este argumento na ldgica proposicional, obteremos A A B — €, que ndo
€ um argumento valido. A ldgica proposiciona é, simplesmente, ndo expressiva 0 suficiente para conter as

relacdes entre as partes deste argumento que o tornam vaido.
Uma demonstragéo €

1. (Vx)[M(x) — S(x)] (hipétese)

2, (JAx)[M(x) A P(x)] (hip6tese)

3. M(a) ~ Pla) (2, Axioma 6, modus ponens)

4, M(a) — S(a) (1, Axioma 5, modus ponens)

5. M(a) (3, tautologia A A B — B, modus ponens)
6. S(a) (4, 5, modus ponens)

7. M(a) A P(a) A S(a) (3,6,A A B pode ser deduzida de A e B)
8. M(a) A S(a) ~ P(a) (substituicio deA A B«>B rAem7)

9. (IAM(x) A S(x) A P(x)] (8, Axioma 7, modus ponens)

Mais umavez, é a. forma do argumento que vale e ndo seu contetido. Perceba que na demonstracdo usamos o
Axioma 6 no passo 3 parainserir a nova constante a, e entdo usamos 0 Axioma 5 no passo 4 com a mesma
constante. Estes dois passos ndo podem ser trocados pois 0 Axioma 6 pode introduzir novos nomes apenas se
eles ainda ndo tiverem sido usados na demonstraggo. Eis por que o Axioma 6 deve ser usado o mais cedo pos-
sivel na demonstracéo. .
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PRATICA 20  Mostre que 0 argumento a seguir é valido: "Todas as musicas de rock 3o barulhentas. Existem algumas m-
sicas de rock, logo existem algumas musicas barulhentas." Use os predicados R(X) e B(X). .

Reviséo da Secéao 14
Técnicas

» Demonstracdo de teoremas na légica de predicados
» Uso da légica de predicados para provar a validade de um argumento na lingua portuguesa

Idéia Principal

Todo teorema da l6gica de predicados € uma wif vaida, e toda wff valida é um teorema.

Exercicios 14
1. Judtifique cada um dos passos ha demonstracdo a seguir
(30 [P(x) = Q(x)] — [(Vx)P(x) = ()Q(x)]

(A} Pix) — Q)]
Pla) — Q(a)]
(Vx)P(x)

Pia)

Xa)

(FQ(x)

R —

*2. Considere a wif
(Fx)P(xy A (TQ() — (AP A @)}

a. Encontre uma interpretaco que demonstre que esta wff ndo é valida.
b. Encontre falha na seguinte "demonstracdo” desta wif.

1. (FA)P(x) (hipétese)

2. Pla) (1, Axioma 6, modus ponens)

3. A0 (hipGtese)

4. (Xa) (3, Axioma 6, modus ponens)

5. P(a) A Q(a) (A A B pode ser deduzida de A e B)
6. (Ax)[P(x) A O(x)] (5, Axioma 7, modus ponens)

3. Considere awff (¥y}3x)Q(x, y) = (Tx){¥y)Q(x, v).
a Encontre umainterpretacdo que demonstre que esta wif ndo é véida
b. Encontre afaha na seguinte "demonstragdo” desta wif.

- (V9E0Q(x, y)  (hipotese)

1

2. (300, v) (1, Axioma5, modus ponens)
3. Qa,y) (2, Axioma 6, modus ponens)
4. (¥y¥)Q(a, y) (3, generalizagdo)

5. (A(YyQR, y) (4, Axioma7, modus ponens)

Nos Exercicios 4 a 7 demonstre que cada wff € um teorema da | dgica de predicados.
4, (VOP) — (VAP v O(x)]

5. (¥x)Px) A 3x)Q(x) — Ex)[Px) A Q0]

6. QTP y) — ANE0PE, y)

7. (VXXVYVIQ(x. ¥) — (VY 0(x, ¥)
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Nos Exercicios 8 a 15, prove que as wffs so teoremas da |6gica de predicados ou apresente umainterpretagéo
para provar que ndo sio validas.

*8.
9,

10.
*x11.

12.

13.

14.
*15.

ANA(x) A Bx)| — (Bx)A(x) A (A0)B(x)
(FOR(x) v $(x)| — (AORX) v (Zx)S(x)
(V)P — (IR — (Vo)[P(x) — Q(x)]
(F0IP0(x, ¥) — (YWENQ(x, ¥)

(Vx)P(x) v (3x)Q(x) — (Vx)[P(x) v Q)]
(V)lA(x) — B(x)] — (A ) — (I)B(x)
(YMIQx, ¥) — P)] — [ANQ(x, y) — P)]
[P(x) — Ey)0Qx, 1] — Gy P — Olx, y)

Usando aldgica de predicados, prove que os argumentos dos Exercicios 16 a 20 sdo vdidos. Use os simbolos
predicados mostrados.

16.

w17,

18.

19.

20.

Ha um astrbnomo que ndo é miope. Todo mundo que usa 6culos € miope. Portanto, todo mundo ou usa
oculos ou usa lentes de contato. Portanto, algum astrénomo usalentes de contato. (A(x), M(x), O(x), L(x))

Todo membro da mesa vem daindstria ou do governo. Todos do governo que sao advogados so afavor
damocdo. John ndo é daindlstria, mas ele ndo é advogado. Portanto, se John for um membro da mesa, ele
é favor da mog&o. (M(), 1(X), G(X), A(X), F(X),))

Existem algumas estrel as de cinema que sdo mais ricas que as outras. Todo mundo que € maisrico que 0s
outros também paga mais impostos que os outros. Portanto, existe uma estrela de cinema que paga mais
impostos que os outros. (E(X), R(X, ¥), 1(X, ¥))

Todo estudante da Ciéncia da Computagdo trabalha mais que alguém e todo mundo que trabalha mais que
aguém também dorme menos que esta pessoa. Maria € uma estudante da Ciéncia da Computacgo. Por-
tanto Maria dorme menos que outra pessoa. (E(X), T(X, y), D(x, y), m)

Todo embaixador fala apenas com diplomatas e dgum embaixador faa com alguém, portanto existe um
diplomata. (E(X), F(X, y), D(X))

21. Prove que

22.

1(Vx)P(x)]” <> (I PX)]’

é vdlida. {Dica: ao invés de uma seqiiéncia de demonstracdo, use o Axioma 8 e substitua as expressies
equivaentes.)

A equivaléncia do Exercicio 21 diz que se for falso que todo elemento do dominio tem a propriedade P,
entdo algum elemento do dominio também deixa de ter apropriedade P e vice-versa. O elemento que néo
tem a propriedade P é chamado de contra-exemplo da sentenca que todo elemento tem a propriedade P.
Portanto, um contra-exemplo da sentenca

{(Vx)(x é impar)

no dominio dos inteiros € o nimero 10, um inteiro par. (Naturamente, existem diversos outros contra-
exemplos para esta sentenca). Encontre contra-exemplos no dominio dos inteiros para as seguintes sen-
tencas. (Um inteiro X > 1 é primo se seus Unicos divisoresforem 1 e x .)

a. (VYx)(x é negativo)

b. (Vx)(x é a soma dos inteiros pares)
{¥xHx é primo — x é impar)
(VX)x € primo — (—1)'= —1)
(Vx)(x é primo — 2* —1 € primo)

PR
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Programacéao Logica e Prova de Correcao

A légicade predicados, outrora objeto de interesse apenas de mateméticos e fil6sof os, tem diversas aplicagBes
de importancia na Ciéncia da Computacdo. Duas delas seréo discutidas nesta se¢éo.

Programacédo Logica

Na légica de predicados, usamos regras de inferéncia para chegarmos a teses a partir das hip6teses. Se uma
tese tiver sido demonstrada como conseqiiéncia de determinada hipétese, entdo, em uma interpretacdo naqual
a hip6tese sga verdadeira, atese também serd verdadeira. A linguagem de programacéo Prolog, que significa
progamming in logic, também guda a chegar a teses a partir das hipdteses. A linguagem inclui predicados,
conectivos légicos e regras de inferéncia. Ela permite a descri¢do de umainterpretacéo, ou melhor, de hipote-
ses verdadeiras em uma interpretacéo.

As linguagens de programagao com as quais vocé provavelmentejatem familiaridade, tal como Pascal,
s80 conhecidas como linguagens procedurais. A maior parte dos programas escritos em linguagens procedu-
rais destinam-se a resolver o problema a mao. O programador, portanto, diz ao computador como resolver o
problema. Prolog, no entanto, é uma linguagem declarativa (também chamada de linguagem descritiva).
Um programa Prolog consiste em declaragdes ou descri¢des sobre umainterpretacdo, isto é, quais as hipéteses
gue sdo verdadeiras em umainterpretacdo. O conjunto de declaractes é também chamado de base de dados do
Prolog. Paradeterminar se uma dadatese, posta na forma de uma pergunta pelo usuario, € ou ndo verdadeira
para a interpretacdo, Prolog usa sua base de dados e aplica suas regras de inferéncias (sem a necessidade de
qualquer instrucdo por parte do programador).

Itens em uma base de dados do Prolog podem ter duas formas, conhecidas em Prolog como fatos e re-
gras. (Porém asregras do Prolog sdo apenas outro tipo de fatos, e ndo devem ser confundidas com as regras de
inferéncia.)

Os fatos do Prolog permitem definir predicados. Por exemplo, suponhamos que desgiemos criar um
programa Prolog que descreva as cadeias alimentares em uma determinada regido ecol égica. Devemos come-
¢ar com um predicado binario come. Ent&o descreveremos este predicado fornecendo os pares de elementos
no dominio que tornam come verdadeiro. Portanto, teriamos os fatos

come(Uurso, peixe)

come(urso, raposa)
come(veado, mato)

em nossa base de dados. (Os detal hes exatos dos comandos Prolog variam de implementacéo para implemen-
tac8o, portanto daremos agui apenas o espirito da linguagem através do uso de um pseudocodigo semelhante
a0 Prolog.) Neste exemplo, "urso”, "peixe", "raposa’, "veado" e "mato" sdo constantes porque representam
elementos especificos do dominio. Como o dominio propriamente dito ndo € especificado, exceto na declara-
¢80 dos predicados, neste ponto podemos fazer inferir que o dominio consiste em "urso”, "peixe", "raposa’,
"veado" e"mato". E saudavel que o usudrio mantenhaum entendimento e fagaum uso consistente dos predicados
em um programa Prolog. Portanto,

come(Urso, peixe)

pode ser usado tanto para representar o fato de que ursos comem peixes ou de que peixes comem ursos! Arbi-
tramos a convencgdo de que come(x, y) significa"xcome Y.

Podemos incluir descricdes de dois predicados unérios, animal e planta para a base de dados incluindo
os fatos

animal (urso)
animal (peixe)
animal (raposa)
animal (veado)
planta(mato)

De posse deste programa Prolog (base de dados), podemos fazer algumas perguntas simples.

A pergunta

is(animal (urso))
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simplesmente pergunta se o fato animal (urso) estd na base de dados. Como este fato esta na base de dados, o
Prolog respondera a pergunta com yes. Outros didlogos com o Prolog poderiam incluir

is(come(veado,mato))
yes
is(come(urso, coelho))

no .

Perguntas podem incluir varidveis, como mostrado no préximo exemplo.

A pergunta

which(x: come(urso,x))
produz

peixe

raposa

como resposta. O Prolog respondeu a pergunta procurando em sua base de dados por todos os fatos que se
gustassem a0 padrao come(urso, X), onde x € uma variavel. A resposta "peixe" € dada antes porque as regras
sa0 percorridas da primeira para a Ultima. .

As perguntas podem conter os conectivos |6gicos and, or e not.

Dada a base de dados

come(urso, peixe)
come(Uurso, raposa)
come(veado, mato)
animal (urso)
animal (peixe)
animal (raposa)
animal (veado)
planta(mato)

qual serd aresposta do Prolog para a pergunta

which(x:come(x, y) and planta(y)) .

O segundo tipo de item em uma base de dados Prolog € umaregra Prolog. Umaregra é uma descrigdo
de um predicado através de uma implicacdo. Por exemplo, poderiamos usar umaregra para definir um predi-
cado parapresa:

presa(x) if come(y, X) and animal{x)

Isto indicaquex & umapresa se for animal que é comido. Seincluirmos estaregra a nossa base de dados, entéo
aresposta a pergunta

which(x: presa(x))
teremos a resposta

peixe
raposa

Classes de Horn e Resolucéo

Como os fatos e as regras do Prolog se relacionam com o formalismo da | égica de predicados? Podemos des-
crever os fatos em nossa base de dados pelas wifs
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C(u, p)
C(u,r)
C(v, m)
A(u)
A(p)
A(r)
A(v)
P(m)

e aregra pela wff
Cly, x)y A A(x) — Pr(x)

Quantificadores universais sao partes explicitas da regra que aparecem em um programa Prolog, mas o Prolog
trata a regra como sendo quantificada universalmente,

(YUY OLC(, £} A Alx) — Prix)]

e usarepetidamente nosso Axioma5 da légicade predicados paratirar o quantificador universal e permitir que
as variavels assumam, a seu tempo, cada valor no dominio.

Tanto os fatos quanto as regras sao exemplos de Clausulas de Horn. Uma cladusula de Horn é uma wiff
composta por predicados ou as negagdes dos predicados (com variavels ou constantes como argumentos) uni-
dos por disuncdes, onde no maximo um predicado ndo é negado. Portanto o fato

C(d.9)
€ um exemplo de clausula de Horn porque contém um Unico predicado ndo-negado. A wif
[Cly, 01" v [A)]" v Pr(x)

€ um exemplo de uma clausula de Horn porque consiste em trés predicados unidos pela diguncéo onde Pr(x)
néo esta negado. Pelalei de De Morgan, ele € equivalente a

[Cly, x) AA] v Prix)

gue, por sua vez, e equivaente a

Cly, x) A A(x) — Prix)

e, portanto, representa uma regra em nosso programa Prolog.

A regra de inferéncia usada pelo Prolog é chamada resolugdo. Duas clausulas de Horn em uma base de
dados Prolog sdo resolvidas em uma nova clausula de Horn se uma delas contiver um predicado ndo-negado
que corresponda a um predicado negado na outra clausula. A novaclausula elimina o termo de correspondén-
ciaefica, entdo, disponivel para uso em respostas as perguntas. Por exemplo,

Ala)
[Al@)]" v B(b)

é resolvida para B(b). Isto mostra que o Prolog considera
(Ala} A [Ala) — B(B)]) — B(b)

como um teorema, o que € uma simples aplicagdo do modus ponens. Portanto aregra de inferéncia do Prolog
inclui 0 modus ponens como um caso especial.

Na aplicacdo da regra de resolucéo, as varidvels sBo consideradas como "correspondentes” a qualquer
simbolo constante. (Isto € uma aplicacdo repetida do Axioma 5.) Em qualquer nova cldusula resultante, as
variavels sao substituidas por suas constantes associadas de uma maneira consistente. Portanto, em reposta a
pergunta "qual x € umapresa’, o Prolog procura, na base de dados, por uma regra com o predicado desgjado
Pr(x) como o consequiente. Ele encontra

[C(y. )] v [AW)] v Prix)
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Ele entéo prossegue pela base de dados na busca de outras clausulas que possam ser resolvidas com esta cléu-
sula. A primeira dessas clausulas é o faio E(b,fi). Estas duas clausulas se resolvem em

[A(M]" v Prp)

(Perceba que a constante p substituiu x em todos os lugares.) Usando esta nova clausula, ela podera ser resol-
vidacom o fato A(p) para concluir Pr(p). Tendo al cancado todas as conclusdes possiveis daresolucdo do fato
C(u, p), Prolog refaz o processo para procurar por outra cldusula a resolver com a aplicag@o da cldusula da
regra; desta vez ele encontrara C(u, r).

Como um exemplo mais complexo de resolugdo, suponhamos que incluimos a regra

cacado(x) if presa(x)

abase de dados. Esta regra, na forma smbodlica, &
[Prix)]” v H(x)

Que é resolvida com a regra de definicdo de presa,
[CCx, W] v [A()]" v Pr(x)

para chegar a nova regra

[C(r, x))" v [Alx)]) " v H{x)

A pergunta
which(x: cagado(x))
usard esta nova regra para concluir

peixe
raposa

Suponha que um programa Prolog contenha as seguintes entradas:

come(Uurso, peixe)
come(peixe, peixinho)
come(peixinho, alga)
come(quati, peixe)
come(urso, quati)
come(Ur so, raposa)
come(raposa, coelho)
come(coelho, mato)
come(urso, veado)
come(veado, mato)
come(gato-sel vagem, veado)

animal (urso)

animal (peixe)

animal (peixinho)
animal (quati)

animal (raposa)
animal (coelho)

animal (veado)

animal (gato-sel vagem)

planta(mato)
planta(alga)

presa(x) if come(y, X) and animal (x)
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Entdo realiza-se 0 seguinte did ogo com o Prolog:
is(animal (coelho))
yes
is(come(gato-selvagem, mato))
no
which(x:come(X, peixe))

urso
quati

which(x, y:come(x, y) and planta(y))

peixinho alga
coelho mato
veado mato

which(x presa(X))

peixe
peixinho
peixe
queti
raposa
coelho
veado
veado

Perceba que peixe € listado duas vezes como satisfazendo a Ultima pergunta por que o peixe é comido pelo
urso (fato 1) e pelo quati (fato 3). Analogamente, o veado é comido pelo urso e pelo gato-selvagem. .

a. Formule uma regra Prolog que defina o predicado predador.
b. Incluindo estaregra a base de dados do Exemplo 26, qual seria a resposta a pergunta

which(x: predador (X)) .
Recurséo
As regras do Prolog sdo implicacdes. Seus antecedentes podem depender de fatos, como em

presa(x) if come (y, x) and animal{x)
OU em outras regras como em

cacado(x) if presa(x)
O antecedente de uma regra pode também depender da mesmaregra, caso no qua aregra é definida em fungéo
dela mesma. Uma definicdo em que o item sendo definido &, ele préprio, parte da definicdo é chamada de
definicdo recursiva.

Como um exemplo, vamos supor que desgjamos usar a base de dados ecolégica do Exemplo 26 para
estudar a cadeia alimentar. Podemos definir uma relago binéria na-cadeia-alimentar(x, y) que significa "y

esta na cadeia alimentar de x". Isto, por suavez, pode significar duas coisas:

1. x comey diretamente

ou

2. x come algum animal que come algum animal que come algum animal ... que comey.
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EXEMPLO 27

O caso 2 pode ser reescrito como:
2'. x come z ey esta na cadeia alimentar de z

O caso 1 simplesmente verificafatos existentes, mas sem (2'), na-cadeia-alimentar ndo significanadaaém de
come. Por outro lado, (2") sem (1) nos coloca ha busca infinita de algum anima que coma agum anima que
coma algum animal... sem nos dizer quando parar. Defini¢cBes recursivas sempre precisam de um ponto de
parada que consista em informagdes especificas.

A regra Prolog para na-cadeia-alimentar incorpora (1) e (2) &

na-cadeia-alimentar (x, y) if come(x, y)
na-cadeia-alimentar (x, y) if come(x, 2) and na-cadeia-alimentar(z, y)

Estaé umaregra recursiva, pois define o predicado de na-cadeia-alimentar em termos de na-cadeia-alimen-
tar.

Apbs ainclusdo da regra na-cadeia-alimentar a base de dados do Exemplo 26, a seguinte pergunta é feita:
which(y: na-cadeia-alimentar (urso, y))
A resposta é a seguinte (os nimeros foram usados para fins de referéncia):

. peixe
quati
raposa
veado
peixinho
dga
peixe

. peixinho
dga

[
[

12.

BooNotrdwN 1

. coelho
. mato

mato

O Prolog simplesmente aplica o caso de

na-cadeia-alimentar (urso, y) if come(urso, y)
primeiro, obtendo as respostas 1 a4 diretamente dos fatos come(urso, peixe), come(urso, quati) e assim por
diante. Passemos a0 caso recursivo

na-cadeia-alimentar (urso, y) if come(urso, z) and na-cadeia-alimentar(z, y)

uma correspondéncia de come(urso, z) ocorre com zigual a"peixe". O Prolog ent&o procuratodas as solucdes
pararelacdo na-cadeia-alimentar (peixe, y). Usando primeiro o caso simples de na-cadeia-alimentar, umacor-
respondéncia ocorre com o fato come(peixe, peixinho). Este gera aresposta 5, peixinho. N&o ha outros fatos
da forma come(peixe, y), portanto a proxima tentativa € o caso recursivo:

na-cadeia-alimentar (peixe, y) if come(peixe, z) and na-cadeia-alimentar(z, y)

Uma correspondéncia para come(peixe, z) ocorre com zigua a"peixinho". O Prolog entdo procura por todas
as soluches para a rel agdo na-cadeia-alimentar (peixinho, y). Usando o caso simples de na-cadeia-alimentar,
uma correspondéncia pode ocorrer com o fato come(peixinho, alga). Isto resultanaresposta 6, aga. Como ndo
ha outros fatos na forma come(peixinho, y), a proxima coisa a fazer € o caso recursivo

na-cadeia-alimentar (peixinho, y) if come(peixinho, zZ) and na-cadeia-alimentar(z, y)

Uma correspondéncia paracome(peixinho, Z) ocorre com zigua a"aga". O Prolog entdo procura por todas as
solugdes para a relagéo na-cadeia-alimentar (alga, y). Uma busca em toda base de dados néo revela fatos da
forma come(alga, y) (ou come(alga, 2)), portanto nem o caso simples nem o caso recursivo de na-cadeia-
alimentar(alga, y) pode ser seguido deste ponto em diante.
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urso peixe
urso quati
urso raposa
urso veado
urso peixe

peixe peixinho

peixinho  dga

Figura 1.2

A Fig. 12 mostra a situacdo neste ponto. O Prolog encontrou um "beco sem saida"' com na-cadeia-
alimentar (alga, y) efardum retrocesso no caminho de busca. Como néo haoutrosfatos daformacome(peixinho,
2), abusca por soluctes de na-cadeia-alimentar (peixinho, y) termina. Entdo, por ndo haver mais outros fatos
naformacome(peixe, z), abusca por solucdes de na-cadeia-alimentar (peixe,y ) também termina. Voltando no
caminho de busca, existe outra correspondéncia para come(urso, z) com zigual a"quati" que gera outro cami-
nho de busca. .

No Exemplo 27, umavez que o Prolog tenha comegado a investigar na-cadeia-alimentar (peixe, y), to-
das as respostas a perguntas que possam ser obtidas pela exploracéo deste caminho (respostas 5 e 6) seréo
geradas antes das demais (respostas 7 a 12). A busca que visa priorizar a exploracdo até pontos distantes dos
caminhos e depois voltar por eles, para entdo percorrer outros caminhos, € chamada de estratégia de busca em
profundidade.

Faca 0 acompanhamento da execugdo do programa Prolog do Exemplo 27 e explique por que ocorrem as res-
postas 7 a 12. .

Uma regra recursiva é necessaria quando o predicado sendo descrito € passado de um objeto para o ou-
tro. O predicado na-cadeia-alimentar tem esta propriedade:

na-cadeia-alimentar(x, y) A na-cadeia-alimentar(y,2) — na-cadeia-alimentar (X, 2)
Sistemas Especialistas

Muitas aplicacfes interessantes vém sendo desenvolvidas, em Prolog e linguagens semelhantes para progra-
macao légica, que relinem uma base de dados de fatos e regras, e entdo a usam para gerar conclusfes. Tais
programas sdo conhecidos como sistemas especialistas, sistemas baseados no conhecimento ou sistemas
baseados em regras. A base de dados em um sistema especialista tenta retratar o conhecimento ("acumulado
com aexperiéncid') de um especialista humano em alguma érea particular do conhecimento, incluindo os fatos
sabidos pelo sujeito e seus métodos de obtencdo de conclusdes destes fatos. O sistema especialista ndo apenas
simula a aco de um humano, mas pode ser questionado a fim de indicar por que tomou certas decisdes ao
invés de outras.

Alguns sistemas especialistas vém sendo construidos a fim de smular diagndsticos de médicos especi-
alistas a partir de sintomas de pacientes, decisdes de um gerente de fabrica sobre o controle de vavulas em
uma fabrica quimicabaseado nas leituras dos sensores, decisdes de um comprador de roupas para uma butique
baseado em pesquisas de mercado, a escolha feita por um consultor ao fazer a especificago da configuracéo
de um sistema de computadores baseado nas necessidades do consumidor, e diversas outras. O desdfio de fa
zer 0s sistemas especialistas reside em extrair todos os fatos pertinentes e regras do especialista humano.

Prova de Correcéao

As paginas anteriores mostraram como a logica de predicados pode ser usada como base para toda uma lin-
guagem de programacao. A légica de predicados é também (til na verificacdo formal da correcdo de progra-
mas escritos em linguagens de programagdo mais tradicionais (procedurais).

A verificacdo do programa tenta garantir que um programa de computador esté correto. "Correcéo"
tem umadefinicdo mais limitada do que tem no uso do dia-a-dia. Um programa esté cor reto se 0 seu compor-
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tamento esta de acordo com as especificagfes. No entanto, isto ndo necessariamente indica que o programa
resolve o problemaparao qud foi projetado pararesolver; as especificacfes do programa podem néo estar de
acordo com ou ndo prever todos 0s aspectos das necessidades do cliente. Validagao do programa, que ndo
discutiremos, tenta garantir que o programa atinja as necessidades originais do cliente. Em um projeto de de-
senvolvimento de um grande programa, "program V & V" foi considerado tao importante que um grupo de
pessoas separadas dos programadores pode ser designado para redlizar esta tarefa de validagéo.

A verificag@o de programas pode ser abordada informalmente, através de testes do programa ou formal-
mente, através daprova de correcdo. Os testes de programa buscam mostrar que, para valores de entrada
particulares produzem valores de saida aceitéveis. A tarefa de testar programas é checar a performance do
programa em um largo e representativo conjunto de valores de entrada; em geral, testar para todos os valores
de entrada ndo € possivel. A prova de corregao usa as técnicas da logica forma para provar que, dada quais-
quer variaveis de entradas que satisfacam determinados predicados ou propriedades, as variaveis de saida pro-
duzidas pela execucdo do programa satisfazem outras propriedades especificadas.

Para distinguir entre a prova de correcdo e o teste de um programa, considere o seguinte programa para
calcular o tamanho ¢ da hipotenusa de um tridngul o retdngulo, dados os valores positivos a e b de seus catetos.
Para provar que o programa esta correto devemos estabel ecer que sempre gue a e b satisfazem os predicados
a>0eb > 0, entfo apds aexecucdo do programa, o predicado a + b = ¢ é satisfeito. Testar este programa
exigiriague tomassemos diversos valores especificos paraa e b, computassemos o valor de ¢ e verificassemos
sea’ + b?éigud ac’ paracadacaso.

Descrevendo a prova de corregdo mais formalmente, denotemos por X um conjunto arbitrério de valores
de entrada de algum programa ou trecho de programaP. O conjunto correspondente de vaores-saida Y é pro-
duzido apartir de X por quaisquer transformacdes que P realize nos dados. Denotaremos essas transformactes
por Y = P(X). Um predicado Q descreve as condi¢des que os valores de entrada devem satisfazer. Por exem-
plo, se um programa se destina a achar araiz quadrada de um ndmero positivo, temos um valor de entrada, X,
e Q(x) deve sr "x > 0". Um predicado R que descreve as condi¢des que os vaores de saida devem satisfazer.
Essas condicbes sempre envolverdo também os valores de entrada; portanto, em nosso caso da raiz quadrada,
sey for o Unico valor de saida, entdo desgjamos que R(x, y) sga "y = X". O programa P sera correto se

(Va)Q(X) — RIX, POO]) 1)

Vamos abreviar (1) por

[Q}P(R) ©

Esta notagdo sugere que Q e R sdo comentérios de programa ndo-executavels, mas tenhamos em mente que (2)
representa uma implicacdo que precisa ser validaparatodo X. A condigéo Q € chamadade pré-condigéo para
o0 programa P, acondi¢do R é a pds-condicao.

Ao invés de simplesmente termos um predicado inicial e um predicado final, um programa ou trecho de
programaé dividido em comandos individuais 5 com os predicados inseridos antes e depois. Esses predicados
s80 chamados de asser ¢ao por fazerem exigéncias sobre o que deve ser verdadeiro arespeito das variaveis de
programas nos diversos pontos do mesmo. Portanto, hd uma série de assercles, Q, Ry, Ry,..., R.. P et prova
velmente correto se as seguintes implicacbes forem validas:

{Q)s[R)}
{R)}s,{R,)
{Rzisz‘{Rsl

(R,_}s. (R}

As assercles intermediérias s8 normal mente obtidas trabal hando-se da asser¢éo de saida R paratrés. Quando
as assercoes intermediérias tiverem sido decididas, as implicagtes podem ser provadas usando-se um sistema
de l4gica forma de axiomas e regras de inferéncia.

O Axioma da Atribuicdo

Suponha que 0 comando s sgja um comando de atribuicéo daformax : = e, isto &, a variavel x recebe o vaor
de e, onde e é alguma expressdo. E aceito como axioma que aimplicacdo

[R}s{R.,}

i

évdlidaseR for o predicado R, com e substituido em todos os pontos de x. Em forma abreviada, 0 axioma
da atribuicéo é
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Axioma da Atribuicao
(R:}x:=e(R}.
onde {R*} significa “subistitai ¢ porx em K", .

Se 0 comando do programaéx: = x— 1 e aassercdo gpds este comando €x > 0, entdo a asser¢éo antes deste
comando deve ser x — 1 > 0. Escrevendo a pré-condi¢do e a pds-condi¢do como comentarios de programa, o
trecho de programa

{x- 1>0}
X:=x—1
{x>0}

esta correto por causa do axioma da atribuig&o.
Isto realmente funciona? Paratodo x, sex — 1 > 0 antes do comando ser executado (perceba que isto
significaquex > 1), entdo apds o comando o valor de x é reduzido a 1, neste caso x > 0.

De acordo com o axiomada atribui¢do, qual apré-condi¢do do seguinte trecho de programa? Explique por que

funciona .
{ pré-condicéo}
X:=X- 2
{x =y} .

Verifique a correcdo do seguinte trecho de programa para trocar os valores dex ey:

temp = X;
X =y,
vV = temp;

No inicio deste trecho de programa, x ey tém certos valores. Portanto, devemos expressar a pré-condicao como
X = aey = b. A p6s-condicdo desgjada é, entdo, x = b ey = a. Usando 0 axioma da atribui¢do, podemos
trabahar de trés para frente, da pos-condicéo para a pré-condicdo para encontrar as asser¢des anteriores:

{y = bx=a}
temp: = X;
{y =b, temp = a)
X:iZy,
{x=Db, temp = a}
y: = temp;
{x=by= a}
A primeiraasser¢ao estd de acordo com a pré-condicdo; o axiomada atribuicdo, aplicado repetidamente, asse-
gura, entdo, que o trecho de programa esta correto. .

Verifique a correcdo do seguinte trecho de programa com a pré-condicao e pds-condicdo mostradas:

{x=3}

vi= 4

Z:=X+Yy,

{z=7} .

Algumas vezes a pré-condicdo de um trecho de programa é trivialmente verdadeira, como mostrado no
préximo exemplo.

Verifique a corregdo do seguinte trecho de programa para computary = x — 4.

y:=X;
Y =y-4
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Neste caso a pds-condicdo desgjadaéy = x — 4. Usando o axiomado fim parao inicio, a partir da pos-condi-

¢do, obtemos
(x —d4=x—4)
yi=x;
y—d=x-4)
v:i=y—4;
{y=x—4]

A pré-condicdo é sempre verdadeira; por isso, pelo axioma da atribuicdo, cada assercdo seguinte, incluindo a
pos-condicdo, é verdadeira. .

A Regra Condicional
Um comando condicional € um comando de programa da forma

if condicdo B then

P:
dse
P,

Quando este comando é executado, uma condicdo B, que é ou verdadeira ou fasa, € avaliada. Se B for verda
deira, o trecho P; do programa é executado, mas se B for falsa, o trecho P, do programa é que é executado.
L embremos que determinar a correcao de qualquer comando s, do programaenvolve provar que aimpli-

cagdo
{Os{R
é verdadeira, onde Q e R sdo a pré-condicéo e a pés-condicao, respectivamente, para 0 comando. Ses € um
comando condicional, ent&o umaregra condicional de inferéneia pode ser usada paraprovar estaimplicaggo.
Regra Condicional de Inferéncia
A implicagdo
{Q1s4R)
ondes é o comando condicional
if condicdo B then

P.
dse

P,
pode ser inferida de
{Q A BIP (R}

€ {0AB)PIR)

EXEMPLO 31 Verifique acorrecdo do trecho de programa abaixo com a pré-condigéo e pés-condigdo mostradas:

{n =735}
if n > =10 then
y: = 100
else
yi=n+1
{y =6}

Aqui apré-condicdo én = 5, eacondicdo B aser avdiadaén>= 10. A fim de aplicar aregra condi-
cional, devemos provar que

[n=35en=10]y:= 100 {y = 6}



PRATICA 26

EXEMPLO 32

Secéo 15 Programacédo Ldgica e Prova de Correcdo 43
évdlida Estaimplicacdo é verdadeira porque seu antecedente, n = Se n = 10, éfdso. Precisamos ainda mostrar
que

{h=5en<c 10} y:=n+ 1{y= 6}
évdida Trabalhando de trés para frente, temos

{n+ 1=6o0un=25}

yv=n+ 1

Portanto
{n = B)y:= n+tl {y =6}

é verdadeira pelo axioma da atribuicdo e portanto
{n=5en< 10 y=n+ 1{y=6}

é verdadeira. A regra condicional nos permite concluir que o trecho do programa esta correto. .

Verifique a correcdo do trecho de programa abaixo com a pré-condi¢éo e a pds-condi¢do mostradas:

{x=4
if x < 5 then
y:=x-1
ese
yi=T,
y=3} .

Verifique a correcdo do seguinte trecho de programa para computar max(x, y), 0 maior dentre dois valoresx e
y.

if X >=y then
max := X
else

max: =y,

A pos-condicgio desgada reflete a definicdio de um maximo (x = yemax = X) ou (x <y emax = y). Asduas
implicagBes a serem provadas sdo

{x=y}max:=x{(x = yemax = x)ou (x < ye max = y)}

[x<ylmax:=y {{(x = yemax = x) ou (x < yemax = )}

Cada qual é verdadeira pelo axioma da atribuicdo. (No primeiro caso, por exemplo, 0 axioma da atribuicéo
nos diz que algo daforma £ v ¥ — € é verdadeiro, portanto valeque £ — Ce E éequivaenteax = y.) A regra
condicional assegura, entdo, que o trecho do programa esta correto. .

No préximo capitulo veremos como verificar a corre¢do de um comando de lago, onde a execucado de
uma secdo de coédigo pode ser repetida diversas vezes.

Como vimos, a prova de corregéo envolve uma porgéo de trabalho detalhado. E uma ferramenta dificil
de ser aplicada a programas grandes que ja existam. E muito mais simples provar a correcdo enguanto o pro-
gramaestiver sendo desenvolvido. Além disso, alista de asser¢fes do inicio ao fim especifica a conduta dese-
jada do programa, e pode ser usada desde o inicio em sua concepgdo. Além disso, as assergdes servem como
uma documentagéo de valor apds o término do programa.
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Revisdo da Secédo 15
Técnicas

« Formulacdo de fatos e regras na forma do Prolog

Formulacéo de perguntas na forma do Prolog

Determinacdo das respostas a uma pergunta usando uma base de dados Prolog
Verificagdo da corregdo de um trecho de programa que inclua comandos de atribuicdo
Verificagdo da correcdo de um trecho de programa que inclua comandos condicionais

Idéias Principais

Uma linguagem declarativa incorpora predicados, conectivos |6gicos e regras de inferéncia para chegar ate-
Ses a partir das hip6teses sobre uma determinada interpretag&o.

Os elementos deste tipo de linguagem s8o baseados na | 6gica de predicados ao invés das instrugdes que reali-
zam um algoritmo.

Um sistema de Iégica formado de axiomas e regras de inferéncia pode ser usado para provar a correcéo de
trechos de programas.

Exercicios 15

(Nota: Nos Exercicios 14, 15, 17 e 20, 0 * denota multiplicacdo.)
Os Exercicios de 1 a 6 referem-se a base de dados do Exemplo 26; encontre os resultados das perguntas em
cada caso.

1. is(come(urso, peixinho))
2. is(come(raposa,coelho))
+3. which(x:come(queati, X))
4. which(x:come(x, mato))
5. which(x:come(urso,x) and come(x, coelho))
6. which(xpresa(X) and not(come(raposa, x)))
* 7. Formule uma regra Prolog que defina "herbivoro" afim de inclui-la & base de dados do Exemplo 26.

8. Se aregrado Exercicio 7 for incluida na base de dados do Exemplo 26, qual serd a resposta a pergunta
which(x: herbivoro(x))

9. Declare uma base de dados Prolog que fornega informagdes sobre estados e suas capitais. Algumas cida-
des sfo grandes, outras pequenas. Alguns estados estdo ao sul, outros ao norte.
a. Escreva uma pergunta para achar todas as cidades capitais.
b. Escreva uma pergunta para achar todos os estados cujas capitais sgjam cidades pequenas.
c. Escreva uma pergunta para achar todos os estados ao norte cujas capitais sgam grandes cidades.
d. Formule uma regra para definir as cidades cosmopolitas como as cidades grandes que sgam capitais
dos estados do sul.
e. Escreva uma pergunta para achar todas as cidades cosmopolitas.

* 10. Suponha que exista uma base de dados Prolog que fornega informagdes sobre autores e os livros que es-
creveram. Os livros serdo classificados como ficg8o, biografia ou referéncia
a Escreva uma pergunta para verificar se Chico Buarque escreveu Estorvo.
b. Escreva uma pergunta para achar todos os livros escritos por Paulo Coelho.
¢. Formule uma regra para definir autores de livros ndo-ficgdo.
d. Escreva uma pergunta para achar todos os autores de livros ndo-ficcéo.
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Suponha que exista uma base de dados Prolog que dé informagdes sobre umafamilia. Os predicados ho-
mem, mulher e pais-de (que indica se se tratado pai ou da mae de um elemento) foram incluidos.

a. Formule uma regra para definir pai-de.

b. Formule uma regra para definir filha-de.

c. Formule uma regra recursiva para definir ancestral-de.

Suponha que exista uma base de dados Prolog que forneca informacfes sobre as partes que comp8em um
motor de automovel. Os predicados grande, pequena, parte-de sdo fornecidos.

a. Escreva uma pergunta que encontre todos os itens pequenos que sdo partes de outros itens.

b. Escreva uma pergunta que encontre todos os itens grandes que tém subitens pequenos.

¢. Formule uma regra recursiva para definir componente-de

De acordo com o axioma da atribuicdo, qual a pré-condicdo do seguinte trecho de programa? Explique
por que €le funciona

{ pré-condicao}
X=X+ 1
{x=y 1}

De acordo com o axiomadaatribuicdo, qual apré-condicdo do trecho de programaa seguir? Explique por
que ele funciona.

{ pré-condico}
X.=  2*X;
{x>y}

Verifique a correcdo do seguinte trecho de programa com a pré-condicéo e pos-condi¢do mostradas.

{x=1}
yi= X+ 3
y:=2%y;
{y=8

Verifique a corregdo do seguinte trecho de programa com a pré-condi¢éo e pds-condi¢do mostradas.

{x>0}
yi= X + 2
zZ=y+ 1
{z>3}

Verifique a corregdo do seguinte trecho de programa com a pré-condicdo e pds-condi¢do mostradas:

vV =X(X - 1)
y=x 1
Y:=Xy;

Verifique a corregdo do seguinte trecho de programa com a pré-condicdo e pés-condigdo mostradas.
vVi= 2x+ L

<

=X
Eyty
=y+ 1

< <

Verifique a corregéo do seguinte trecho de programa com a pré-condi¢do e pds-condi¢do mostradas.

{y=0}
if y< 5then
y=y+ 1
ese
V:=5;
{y=1
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20. Verifique acorrecdo do seguinte trecho de programa com a pré-condicdo e pés-condi¢do mostradas.

x=17
if x<= 0then
Vi= X
dse
y.=2%X,
{y= 14

21. Verifique acorrecdo do trecho de programa a seguir para computar min(x, y), o menor dentre dois valores

Xev.

if x <= y then
min:=x
else
min:=v;

22. Verifique a correcdo do seguinte trecho de programa para computar |x , o valor absoluto de x:

if x>= 0 then
abs = x
dse
abs:= —x;

Revisdo do Capitulo

algoritmo
antecedente
argumento valido
assercéo

axioma

axioma da atribuicdo
busca em profundidade
clausula de Horn
comando

comando condiciona
conectivo binério
conectivo unario
conjuncéo
consequente
contradicdo

célculo predicado
calculo proposiciona
deducdo

definicdo recursiva
diguncéo

dominio

dua de uma equivaléncia
equivaléncia

€sCopo

esgquema de axioma
fato Prolog

fator

formula bem-formulada (wff)
generaizacdo
hipétese

implicagéo
interpretacéo

le de De Morgan
linguagem declarativa
linguagem descritiva

linguagem procedural

I6gica de sentencas

|6gica de predicados

l6gica proposicional

modus ponens

modus tollens

negacao

ocorréncia ligada (de uma variavel)
ocorréncia livre (de uma variavel)
parcela

predicado

predicado binario

predicado n-ério

predicado ternario

predicado unario

programa correto

proposi¢céo

prova

prova de corregdo

prova de seqiiéncia
pré-condicéo

pseudocadigo

po6s-condi¢éo

guantificador existencial
quantificador universal

regra Prolog

regra condicional de inferéncia
regra de inferéncia

regra recursiva

resolucdo

dstema especiaista

sistema forma completo
sistema forma correto
sistemas baseados em regra
sdstemas baseados no conhecimento

tabela-verdade
tautologia

teorema

tese

teste do programa
validag&o do programa
variavel ligada
varidve livre
verificacdo do programa
wif predicativa

wif proposicional

wff véida

wifs equivaentes
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Auto-Testes Responda s seguintes respostas com verdadeiro ou falso sem consultar o capitulo.

Secédo 11

1. Uma contradicéo € qualquer wif proposiciona que ndo € uma tautologia.

2. A diguncdo de qualquer wff proposicional com uma tautologia tem o valor-verdade verdadeiro.

3. O Algoritmo TestaTautologia determina se quaquer wif proposicional é ou ndo uma tautologia.

4. Wifs proposicionais equivalentes tém a mesma tabela-verdade para todas as atribuigdes de valores-ver-
dade a suas componentes.

5. Umadas leis de De Morgan diz que a negago da diguncéo é a disuncdo das negagles (das parcelas).

Secdo 12

6. Uma wif predicativa que comece com um quantificador universa é universalmente verdadeira, isto €, €
verdadeira em todas as interpretagdes.

7. Nawff predicativa{¥vx)Pix. v}, v € umavariave livre.

8. Algumas wffs predicativas podem néo ter valor-verdade em algumas interpretagdes.

9. O dominio de uma interpretagdo consiste em valores para os quais a wff predicativa nessa interpretacao é

verdadeira.
10. Uma wff predicativa ndo tem interpretacdo na qua sgafasa

S

Secédo 13

11. O modus ponens permite que qualquer wif proposicional sga derivada dos axiomas.

12. A logica proposicional é completa porque toda tautologia € um teorema.

13. Uma argumento vaido é um argumento no qual a conclusdo é sempre verdadeira.

14. O método de deducdo permite 0 uso de hipdteses como passos adicionais na seqiiéncia de demonstragéo

datese.
15. Todo axioma da logica proposiciona € uma tautologia, mas nem toda tautologia € um axioma.

Secéo 14

16. Os axiomas da légica de predicados permitem que quantificadores existenciais e universais sgam inclu-
idos ou removidos durante a seqiiéncia de demonstragéo.

17. Um dos axiomas da |dgica de predicados diz que "para todo, ndo" € o mesmo que "ndo é verdade que
exista um".

18. Todo teorema da l6gica proposiciond € também um teorema da | 6gica de predicados.

19. Uma wff predicativa que néo € vaida ndo pode ser um teorema na |dgica de predicados.

20. A generdizacdo deve ser usada 0 mais cedo possivel em uma seqiiéncia de demonstragéo.

Secéo 15

21. Umaregra Prolog descreve um predicado.

22. O modus ponens € um caso especia daresolucdo do Prolog.

23. Um programa provavelmente correto sempre da as respostas certas a um dado problema.

24. Se uma assercdo apds uma atribuicdo éy > 4, entdo a pré-condicéo precisaser y = 4.

25. A prova de correcdo envolve o desenvolvimento cuidadoso de conjuntos de dados para testes.

No Computador
Para os Exercicios 1 a5, escreva um programa que produza a saida desgjada para uma dada entrada.

1. Entrada: Valores-verdade para os dois simbolos proposicionais A e B
Saida: Vaores-verdade correspondentes (devidamente rotulados, naturalmente) para

AABAVB A—-SBASBA

2. Entrada: Vaores-verdade para os dois simbolos proposicionaisA e B
Saida: Valores-verdade correspondentes para as wifs

A—=B e B A[Av(AAB)]
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3. Entrada: Vaores-verdade para os dois simbolos proposicionais A, B e C.

Saida: Vaores-verdade correspondentes para as wffs

AviiBAC)—=8B ¢ AvO <Aveoy

. Entrada: Vaores-verdade para os trés simbolos proposicionais A, B e C e uma representacdo de uma wif

proposicional simples. Simbolos especiais podem ser usados como conectivos |8gicos, e pode também ser
usada a notacdo pos-fixa; por exemplo,

ABACY paa ArBVvC
ou
A'BA paa (A'AB)

Saida: Valores-verdade correspondentes para as wffs

. Entrada: Uma representacdo de uma wiff simples, como no exercicio anterior

Saida: A decisdo de se awff é ou ndo umatautologia

. Se vocé tiver uma versdo disponivel do Prolog, entre abase de dados do Exemplo 26 e redlize as perguntas

indicadas |&. Além disso, inclua aregra recursiva na-cadeia-alimentar e realize a pergunta

which(y: na-cadeia-alimentar (urso, Y))



