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Preenchemos o meio da prova com a sentenca 7 e estamos terminados! Como forma de
celebrar e registrar o final de uma prova, acrescentamos, ao final da prova, o simbolo de
fim-de-prova: u

Este passo intermediario - bastante facil - ¢, na verdade, a parte mais dificil da
prova. A traducdo da afirmacgdo contida na proposi¢do em forma “se-entdo”, e o desen-
redamento de defini¢cGes sdo questdes de rotina; uma vez redigidas varias provas, vere-
mos que esses passos sdo obtidos facilmente. A parte dificil vem ao procurar fazer os
extremos se encontrarem!

A prova da Proposicdo 4.2 é o tipo mais fundamental de prova; ela é chamada prova
direta. Os estagios da formulacdo de uma prova direta de um teorema do tipo “se-entdo” sdo
apresentados no Esquema de prova 1

Esquema de prova 1
A prova direta de um teorema “se-entdo”.
* ‘e Escrever a(s) primeira(s) sentenga(s) da prova, apresentando de novo a hipotese
do resultado. Criar uma notagdo adequada (por exemplo, atribuir letras para
U representar variaveis).

« Escrever a(s) ultima(s) sentenca(s) da prova, apresentando de novo a conclusdo do
resultado.

Desenredar as defini¢des, trabalhando para a frente, a partir do comego da prova, e
para trés, a partir do fim da prova.

* Avaliar 0 que ja sabe e 0 que necessita. Procurar estabelecer um elo entre as duas
metades de seu argumento.

Vamos aplicar a técnica da prova direta para provar outro resultado.

Proposicéo 4.3

Sejama,bec inteiros. Se a\b e b\c, entdo a\c.

O primeiro passo na elaboracdo de uma prova dessa proposi¢do consiste em escrever a
primeira e a Gltima sentengas com base na hipétese e na conclusdo. Vem:

Sejama,bec inteiros, com a\b e b\c.

Portanto, ajc. n

Em seguida, desenredamos a defini¢éo de divisibilidade.
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Sejax um inteiro.
(=>) Suponhamos jcpar... Portanto, x + 1 é impar.
(<=) Suponhamos x + 1impar... Portanto, x € par. ]

Note que assinalamos as duas se¢des da prova com os simbolos (=>) e (<=). Isso permite ao
leitor identificar a se¢do da prova.

Agora, desenredamos as defini¢cdes na frente de cada parte da prova. (Recorde-se da
definicdo de impar, ver Definicdo 2.4.)

Sejax um inteiro.
(=>) Suponhamos x par. Isso significa que 2|x. Logo, ha um inteiro a de modo que
X = 2a... Portanto, x + 1 ¢ impar.

(<=) Suponhamos x + 1 impar. Entéo, existe um inteiro b de modo quex + 1=2b + 1...
Portanto, x é par. ]

Os préximos passos sdo claros. Na primeira parte da prova, temos x = 2a, e queremos
provar que x + 1 ¢ impar. Basta somarmos 1 a cada um dos membros de x = 2a, para obter
X+ 17=2a+ 1, e isso mostra que x + 1 é impar.

Na segunda parte da prova, sabemos que x + 1= 2b + 1; queremos provar que X & par.
Subtraimos 1 de cada um dos membros e estamos terminados.

Sejax um inteiro.

(=>) Suponhamos x par. Isso significa que 2|x. Logo, existe um inteiro a de modo
que x = 2a. Adicionando 1aambos 0s membros, obtemosx + 1=2a + 1. Pela defini¢do
de impar, x + 1 é impar.

(<=) Suponhamos x + 1 é impar. Entdo, existe um inteiro b de modo que x + 1=
2b + 1. Subtraindo 1 de ambos os membros, obtemos x = 2b. Isso mostra que 2|x e,
portanto, x é par. [ ]

O Esquema de prova 2 mostra 0 método basico para provar um teorema do tipo “se-e-
-somente-se”. i

' Esquema de prova 2
Prova direta de um teorema do tipo “se-e-somente-se”!
r Paraprovar uma afirmacdo da forma “A se e somente se B”:
* (=>) Prove que “se A, entdo B".
* (<=) Prove que “se B, entdo A”.
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Por exemplo, consideremos a afirmagdo “Se x é primo, entdo x é impar”. Essa afirmac&o
é falsa. Para provéa-lo, basta darmos um exemplo de um inteiro que seja primo, mas nao seja
impar. O inteiro 2 goza dessas propriedades.

Consideremos outra afirmacéo falsa.

Afirmacao 5.1
(Falsa) Sejamaceb inteiros. Se a\b e b\a, entdo a —h.

Essa afirmacgdo se afigura plausivel. Parece que, se a\b, entdo a <b e se b\a, entdo b <a,
entdo a = b. Mas este raciocinio é incorreto.

Pararefutar aAfirmacdo 5.1, precisamos achar inteiros a e b, tais que, de um lado, verifiquem
a\b e b\a, mas, do outro, ndo verifiguem a = h.

Eis um contraexemplo. Tomemos a = 5 e b = -5. Para verificar que se trata de um
contraexemplo, basta notarmos que, de um lado, 5-5 e -5|5, mas, do outro, 5* -5.

Esquema de prova 3
Como refutar uma afirmacgéo do tipo “se-entdo” falsa por meio de

“"um contraexemplo.
Para refutar uma afirmagéo da forma “Se A, entéo B
Achar uma situacdo em que A é verdadeira, mas B é falsa.

Refutar afirmagdes falsas é, em geral, mais facil que provar afirmag@es verdadeiras. To-
davia, achar contraexemplos pode ser trabalhoso. Para criar um contraexemplo, recomendo
criar varias instancias em que a hipétese da afirmacéo é verdadeira, e verificar cada uma a
fim de ver se a conclusdo é valida ou ndo. Tudo quanto é preciso para refutar uma afirmacéo
é um contraexemplo.

Infelizmente, é facil embaragarmo-nos com um pensamento rotineiro. No caso da Afirmagédo
5.1, poderiamos considerar 313,4/4 e 5|5, sem jamais cogitarmos de tomar um nimero positivo
€ 0 outro negativo.

Tente livrar-se de tal situagdo criando exemplos estranhos. Ndo esqueca o nimero 0 (que
atua de maneira estranha) e dos nimeros negativos. Naturalmente, seguindo esse conselho,
poderiamos ainda ver-nos diante de casos como 0|0, -1|-1, —2|-2 e assim por diante.

Eis uma estratégia para achar contraexemplos. Comegamos procurando provar a afirmagéo;
quando encontrar dificuldade, procure determinar em que consiste o problema e construa um
contraexemplo.

Apliqguemos esta técnica a Afirmagdo 5.1. Comecemos, como de costume, convertendo a
hipétese e a conclusdo da afirmacdo no comego e no fim da prova.

Sejam a e b inteiros com a\b e b\a.... Portanto, a-b. [

Desenredemos, agora, as definicdes.
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O ponto importante a ressaltar é que as colunas -i(x ay) e (—x) v (~iy) sdo exatamente as
mesmas. Portanto, quaisquer que sejam os valores que escolhamos para x ey, as expressoes
—fx Ay) e (-et) v (—y) conduzem ao mesmo valor verdade. Portanto, as expressdes -.(x ay) e
(—X) v (—#y) sdo logicamente equivalentes.

As provas com auxilio de tabelas verdade sdo faceis, porém macantes. O resultado seguinte
resume as propriedades algébricas basicas das operagdes a, v e -i. Em varios casos, atribuimos
nomes as propriedades. [

Esquema de prova 4

Prova da equivaléncia logica pela tabela-verdade

Para mostrar que duas expressdes booleanas sdo logicamente equivalentes:
Construimos uma tabela-verdade mostrando os valores das duas expressdes para
todos os valores possiveis das variaveis.

Fazemos uma verificagdo para constatar que as duas expressdes booleanas tém sempre

0 mesmo valor.

Provas efetuadas com base em tabelas verdade sdo simples mas extensas. Os resultados
apresentados a seguir sintetizam as propriedades algébricas basicas das operagoes a, v e —
Em muitos casos, essas propriedades recebem nomes especificos.

Teorema 6.2
= XAy=yAxexvy=yvx (Propriedades comutativas)
* (xAy)Az =xA(yAz)e(xvy)vz =xv(yvz) (Propriedades associativas).
* X a Verdadeiro = x e x v Falso = x (Elementos identidades)
o —(—ix) —X
e XAX=XexXxvx=Xx
sXa(yvz)=(Xay)v (xaz)exv (Yaz) = (xvy) a (xv z) (Propriedades distributivas).
* Xa (—iX)= Falso e x v (—X) = Verdadeiro.

e —HXay)=(—)V (—y) e >(xvy) = (—et) a (—y) (Leis de DeMorgan).

Todas essas equivaléncias logicas sdo facilmente demonstradas por meio de tabelas-
-verdade. Em algumas dessas identidades, ha apenas uma variavel (por exemplo, x a  x =
Falso); nesse caso, haveria apenas duas linhas na tabela-verdade (uma para x = Verdadeiro e
uma para x = Falso). Nos casos em que ha trés variaveis, ha oito linhas na tabela verdade, na
medida em que (x, y, z) tomam os valores possiveis (V, V, V), (V, V,F), V,F, V), (V, F, F), (F,
V,V), (F, V,F), F,F,V)e (F, F F).

Mais operacdes

As operagdes a, v e —foram criadas para reduzir o uso, empregados pelos matematicos,
das palavras e, ou e ndo. Vamos introduzir agora mais duas operagdes, —>e <> criadas para
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E importante notar que o simbolo 0 n&o é a mesma coisa que a letra grega phi\ $ou <>

Notagfo de conjunto

Ha duas maneiras principais de especificarmos um conjunto. A maneira mais direta consiste
em listar, entre chaves, os elementos do conjunto, como em {3,4,9}. Essa notacéo é apropriada
para pequenos conjuntos. Mais frequentemente, utiliza-se a notagédo de conjunto cuja forma é

{variavel de referéncia: condices}

Consideremos, por exemplo,
{x:x € Z,x >0}

Este é o conjunto de todos os objetos x que satisfazem duas condigdes: (1) x € Z (isto €, x
deve ser inteiro) e (2) x >0 (isto &, x é ndo negativo). Em outras palavras, esse conjunto é N,
0s nUmeros naturais.

Uma forma alternativa de escrever a notacdo de conjunto é:

{variavel de referéncia 6 conjunto: condi¢des}

Este é o conjunto de todos os objetos extraidos do conjunto mencionado e sujeitos as condicdes
especificadas. Por exemplo,

{ic2 :2%}

€ 0 conjunto de todos os inteiros divisiveis por 2 (isto é, o conjunto dos inteiros pares).

Pode-se cogitar de escrever um conjunto estabelecendo um padréo para os seus elementos e
utilizando pontos (...) para indicar que o padréo continua. Porexemplo, poderiamos representar
0 conjunto dos inteiros de 1a 100, inclusive como {1,2, 3.....100}. Nesse caso, a notagédo é
clara, mas seria preferivel escrevermos {x 6 Z : 1<x < 100}.

Eis outro exemplo, ndo tdo claro: {3,5, 7,...}. O que é que se pretende? Temos de supor se
trata do conjunto dos inteiros impares maiores que 1 ou do conjunto de inteiros primos. Use a
notacdo “...” com parcimonia e somente quando ndo houver qualquer possibilidade de confuso.

Ilgualdade de conjuntos

O que significa dois conjuntos serem iguais? Significa que os dois conjuntos tém exatamente
0s mesmos elementos. Para provar que dois conjuntos A e B s8o iguais, mostramos que todo
elemento de A é também elemento de B, e vice-versa.

Esquema de prova 5 Provar que dois conjuntos sdo iguais.
Sejam A €B os conjuntos. Para provar que/\ = B, temos o seguinte
esquema:

« Suponhamos que x € A... Portanto, x € B.
v * Suponhamos que x e B... Portanto, x 6 A.
Portanto, A =B. [
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A diferencga entre 6 e C é analoga a diferenga entre x e {x}. O simbolo X se refere a um
objeto (um nimero ou o que seja), e a notacdo {x} significa o conjunto cujo Unico elemento é
x. E sempre correto escreverx 6 {x}, mas néo é correto escreverx = {x} oux ¢ {x}. (Bem, em
geral ndo ¢ correto escrever x G {x}; cf. Exercicio 9.9).

Para provar que um conjunto é subconjunto de outro, devemos mostrar que todo elemento
do primeiro conjunto é também elemento do outro conjunto.

Proposicédo 9.3
Sejax um objeto arbitrario e seja A um conjunto; entdo x € A se e somente se {x} CA.

Prova. Seja X um objeto arbitrario e A um conjunto.

(=>) Suponhamos quex e A. Pretendemos mostrar que {x} ¢A. Paratanto, devemos
mostrar que todo elemento de {x} é também elemento de A. Mas o Unico elemento de
{} éx, e sabemos que xe A . Portanto, {} ¢ A.

(<=) Suponhamos que {x} CA. lIsso significa que todo elemento do primeiro
conjunto ({x}) é também membro do segundo conjunto (A). Mas o Gnico elemento do
conjunto {X} é certamente x; assim, x e A. ]

O Esquema de Prova 6 d& o método geral para mostrar que um conjunto é subconjunto de
outro.

Esquema de prova 6
Provar que um conjunto é subconjunto de outro.
Mostrarque ACB:

Sejax e A .... Portanto, x e B e, assim,A¢B.

llustramos o uso do Esquema de Prova 6 utilizando o seguinte conceito

Definicdo 9.4
(Terno Pitag6rico) Uma lista de trés inteiros (a, b, €) é chamada temo pitagorico, contanto
que a2+ b2=c2.

Por exemplo, (3,4, 5) é um temo pitagérico porque 32+ 42= 52 Os temos pitagoricos sdo
chamados assim por serem os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo.

Observe que (yfi, VT, V7) ndo representa um terno pitagdrico porque os nimeros na lista ndo
sd0 inteiros; otermo terno pitagérico aplica-se apenas a listas de inteiros.

Proposicao 9.5

Seja P o conjunto de temos pitagéricos; ou seja,

P={{abc):abcGzea2+h2=c3
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mas a expressdo “existe” ndo elimina a possibilidade de haver mais de um objeto com as
propriedades desejadas.

A palavra existe é sindnimo de ha.

Como a palavra “existe” aparece com tanta frequéncia, os matematicos criaram uma
notacdo formal para afirmac6es da forma “Existe umrno conjunto A tal que...”. Escrevemos
um E maiusculo invertido (3), que se Ié ha, ou existe. A forma geral de uso desta notacao é

3xe A, afirmages sobre x.

Lé-se: “Existe umx, elemento do conjunto/l, para o qual as afirmaces sdo validas”. A sentenca
“Existe um nimero natural que é primo e par” seria escrita da seguinte forma:

3xe N, x éprimo e par.

A letrax é uma variavel de referéncia - apenas preenche um lugar. E analoga ao indice de
somatério na notagéo E.

As vezes, abreviamos a afirmacéo “3x £ A, afirmagdes sobre x”, para “3x, afirmacdes sobre
x” quando o contexto deixa claro que tipo de objeto x deve ser.

O simbolo E é chamado quantificador existencial.

Para provar uma afirmacéo da forma “3x € A, afirmag@es sobre x”, devemos mostrar que
algum elemento de A satisfaz as afirmacdes. A forma geral dessa prova é dada no Esquema de
prova 7.

Esquema de prova 7

Prova de afirmacdes existenciais.

Provar que 3x € A, afirmagdes sobre x:
Sejax (dar um exemplo explicito)... (Mostrar quex satisfaz as afirmagoes...)
Portanto, x satisfaz as afirmacdes requeridas. [

Provar uma afirmacéo existencial é analogo a achar um contraexemplo. Basta achar um
objeto com as propriedades requeridas.

Exemplo 10.1
Eis uma prova (muito rapida!) de que existe um inteiro que é par e primo.
Afirmacdo: 3x 6 Z, x é par e x é primo.
Prova. Consideremos o inteiro 2. Obviamente 2 é par e 2 é primo. ]

Para todo

A outra expressao que vamos considerar nesta secao é todo como em “Todo inteiro € par ou
impar”. Ha expressoes alternativas que usamos em lugar de todo, inclusive todos, cada e
qualquer. Todas as sentengas a seguir significam a mesma coisa:
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e Todo inteiro é ou par ou impar.

 Todos os inteiros sdo ou pares ou impares.

e Cada inteiro é ou par ou impar.

e Sejax um inteiro qualquer. Entdo x é par ou impar.
Em todos os casos, queremos dizer que a condicédo se aplica a todos os inteiros, sem excegao.

H& uma notagdo simbolica para esses tipos de sentenca. Assim como usamos o 3 (E
invertido) para hd, ou existe, utilizamos um A invertido (V) com a significacéo de para todo,
ou qualquer que seja. A forma geral para esta notacao é

Vx £ A, afirmagBes sobre x.
Isso significa que todos os elementos do conjunto A satisfazem as afirmagGes como em
VX € Z, x é impar ou x é par.

Quando o contexto ndo deixa duvida sobre que tipo de objeto x ¢, a notagéo pode ser abreviada
para “Vx, afirmacGes sobre x”.

O A invertido é chamado quantificador universal.
Para provar um teorema do tipo “todo”, devemos mostrar que todo elemento do conjunto

satisfaz as afirmacOes requeridas. A forma geral desse tipo de prova é dada no Esquema de
prova 8.

Esquema de prova 8
Prova de afirmacdes universais
Provar VVx E A, afirmagdes sobre x:
Sejax um elemento qualquer de A ... (Mostre quex satisfaz as afirmagdes lancando

mao apenas do fato de x € A, e ndo de quaisquer outras suposigdes sobre X.)...
Portanto, x verifica as afirmaces exigidas. ]

Exemplo 10.2
Provar: Todo inteiro divisivel por 6 é par.
Mais formalmente: SejaM= {x £ Z: 6 Ix}. Entdo, a afirmacdo que desejamos provar é

VxeA , xé par.

Prova. Sejax€A ; isto é,x é um inteiro divisivel por 6. Isso significa que existe um inteiro
y, de modo que x = 6y, que se pode escrever como x = (2 .3)y = 2(3y). Assim, x €é divisivel por
2 e, portanto, é par. [

Note que essa prova ndo difere realmente da prova de um teorema comum do tipo “se-
-entdo”, “Se x é divisivel por 6, entdo x € par”. O ponto que procuramos salientar é que, na
prova, admitimos que x seja um elemento arbitrario de A, e entdo passamos a mostrar que X
satisfaz a condigéo.
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Como essas duas grandezas, \A + e \A UB\ + \A n B\ respondem a mesma pergunta, elas
devem ser iguais. [ ]

Essa prova é um exemplo de prova combinatéria. Tipicamente, uma prova combinatoria
é usada para demonstrar que uma equagdo (tal como a da Proposicdo 11.4) é valida. Para
tanto, criamos uma questéo e mostramos que ambos os membros da equacdo ddo uma resposta
correta para a questdo. Segue-se entdo —ambos os membros sdo respostas corretas —que 0s
dois membros da equacédo alegada devem ser iguais. Resumimos esta técnica no Esquema de
prova 9.

Esquema de prova 9

Prova combinatéria

Provar uma equagdo da forma ME = MD (membro esquerdo = membro direito):
Coloque uma questdo da forma: “De quantas maneiras...?”
De um lado, mostre por que ME é uma resposta correta da questao.
Do outro lado, mostre por que MD é uma resposta correta.

Por conseguinte, ME = MD. [ ]

Nem sempre é facil achar a pergunta correta a ser formulada. Redigir demonstragdes
combinatérias é analogo a jogar o jogo de TV Jeopardy\* O leitor recebe a resposta (na
verdade, duas respostas) a um problema de contagem; seu trabalho consiste em achar uma
pergimta cujas respostas sdo os dois membros da equagdo que esta tentando provar.

Inclusdo-excluséo basica.

Daremos mais provas combinatdrias, mas, por ora, voltemos a Proposi¢do 11.4. Uma forma
atil de reformulacéo desse resultado € a seguinte:

\A\JB\ =\A\ +\B[-\AnB\ @

Trata-se de um caso especial de um método de contagem, chamado incluséo-excluséo, que pode
ser interpretado como segue. Suponha que queiramos contar o niimero de objetos que tenham
uma ou outra propriedade. Imagine que o conjunto A contenha os objetos que tém uma das
propriedades, e que o conjunto B contenha os objetos que tém a outra propriedade. Entdo, o
conjunto A UB contém os objetos que tém uma propriedade, ou a outra; podemos contar esses
objetos calculando \A\ +\B\-\AC\ B\. Essa formula é til quando o calculo de \A), |5| e ANB\ é
mais fécil que o célculo de \A UB\. Na Se¢éo 18 desenvolvemos mais extensamente o conceito

de inclusdo-exclusao.

Exemplo 11.5
Quantos inteiros do intervalo 1a 1.000 (inclusive) sdo divisiveis por 2 ou por 5?

*Programa de televisdo dos Estados Unidos, cuja atragéo é umjogo de perguntas e respostas de temas diversos. (N. E.)



Contagem e Relagéo 147

(n-H*+Q (n-2)*

0 que responde a pergunta do Exercicio 18.3.

0 Exemplo 18.4 é conhecido como problema da verificagdo dos chapéus. A historia relata que n
pessoas vao a um teatro e deixam seus chapéus com um porteiro descuidado. O porteiro devolve
os chapéus aos donos de maneira aleatéria. O problema é: qual é a probabilidade de nenhuma
das pessoas receber de volta seu préprio chapéu? A resposta dessa questdo de probabilidade é a
resposta do Exemplo 18.4 dividida por n!

Desordenacdes

llustramos o0 método do Esquema de prova 10 com o seguinte problema cléssico.

Exemplo 18.4

(Desordenacdes de contagem) Ha n\ maneiras de criar listas de comprimento n utilizando
os elementos de (1,2,...,«} sem repeti¢do. Essa lista é chamada desordenagdo se 0 nimeroj
ndo ocupar a posicdoj da lista para qualquerj =1,2,..., n. Quantas desordenagdes existem?

Por exemplo, sen =8, as listas (8,7,6,5,4,3,2,1) e(6,5,7,8,1,2,3,4) sdo desordenagdes,
mas (3,5,1,4,8,6,7)e(2, 14,3,8,6,7,5)ndo o sdo.

Esquema de prova 10
Utilizando inclusdo-excluséo.
Contagem com inclusdo-excluséo:
« Classificar os objetos como “bons” (os que deseja contar) ou “maus” (0s que ndo
deseja contar).
Decidir se deseja contar diretamente 0s objetos bons ou 0s maus e subtrair seu
numero do total.
 Colocar o problema de contagem como o tamanho de uma unido de conjuntos. Cada
conjunto descreve uma forma como os objetos podem ser “bons” ou “maus”.
:» Aplicar a inclusdo-exclusdo (Teorema 18.1).

Exemplo 18.5
As desordenacoes de {1,2,3,4} sdo
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a b a-*b -ib -a (-6 (-a)
\Y \% \Y F F \%
\Y F F \Y F F
F \% \% F \% \Y%
F F \Y% \Y \ \4

A linha da base é: “para provar que “Se A, entdo B, ¢é aceitavel provar “Se (ndo B), entdo
(ndo A)”, conforme esbogado no Esquema de prova 11

Esquema de prova 11

Prova pela contrapositiva
Provar que “Se A, entdo B supor (ndo E) e tentar provar (ndo A).

Vamos trabalhar com um exemplo.

Proposicédo 19.1
Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e sejama, b 6 A. Sea b, entfo
[aln [e]=0.

Essencialmente, issoja foi provado (ver Proposicdo 14.12). Nosso objetivo aqui € ilustrara
prova pela contrapositiva. Nés o faremos utilizando o Esquema de prova 11.

SejaR uma relagéo de equivaléncia em um conjunto A e sejam a,b& A. VVamos provar
a contrapositiva da afirmagéo.
Suponhamos [a] n [6] # 0 ... Portanto, a Rb. ]

O ponto-chave a observar é que supomos a oposta da concluséo (ndo [a] D [6] =0) e
procuramos provar a oposta da hip6tese (ndo aflb; isto é;a R h).

Note que vocé foi alertado para o fato de que ndo estamos utilizando a prova direta,
anunciando que vamos provar a contrapositiva.

Para prosseguir a prova, observamos que [o] fl [i] # O significa que existe um elemento
simultaneamente em [a] e em [6]. Introduzamos esse fato na prova.

SejaR uma relagéo de equivaléncia em um conjunto A e sejam a,b&A. VVamos provar
a contrapositiva da afirmagéo.

Suponhamos [a] fl [6] * 0. Entéo, existe umjc6 [a] n [6], isto é,x G[a] ex e [6]...
Portanto, a Rb. ]
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Esquema de prova 12

Prova por contradigdo

Provar que “Se A, entdo B"\
Supomos as condigdes em A.
Por contradicdo, supomos ndo B.

Argumentamos até chegar a uma contradicgo.
=<= O

(O simbolo =><=¢é uma abreviatura do seguinte: assim, chegamos a uma contradigéo.
Portanto, a suposicéao (ndo B) deve ser falsa. Logo, B é verdadeira.)

VVamos apresentar uma descricdo formal de uma prova por contradigdo e, em seguida, dar
um exemplo.

Pretendemos provar uma afirmacdo da forma “Se A, entdo B”. Para isso, admitimos A e (nfo
B) e mostramos que isso implica algo falso. Simbolicamente, queremos mostrar que a-*b. Paia
tanto, provamos que (a A-h) —#FALSO. Essas duas proposi¢des sdo logicamente equivalentes.

Proposicdo 19.2
As formulas booleanas a—>be(a A >h)  FALSO sdo logicamente equivalentes.

Prova. Para confirmar que as duas expressoes se equivalem logicamente, construimos uma
tabela-verdade.

a b a—b (a A-ni) -> FALSO
\Y \Y \Y F \Y%
\Y4 F F \Y F
F \Y \Y% F \V
F F \Y F v
Portanto, a —*b = (a A >b) —aFALSO. [ ]

Apliquemos esse método para provar o seguinte:

Proposi¢do 19.3

Nenhum inteiro € a0 mesmo tempo par e impar.

Reexpressa na forma “se-entdo”, a Proposicdo 19.3 é “se x é um inteiro, entdo x ndo pode
ser simultaneamente par e impar”.

Formulemos uma prova por contradicéo.
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manipular esses elementos a fim de chegar a algo falso. Tentemos dividir a equagéo x =2a=
2b + 1por 2, obtendo\= a=b+\,0 que nos diz que um inteiro é apenas \ maior que o outro
(istoé,a-b=\). Masa-bé uminteiroe\ ndo & Um ndmero (a- b) ndo pode serao mesmo
tempo inteiro e no inteiro! E uma contradicio. Hurra!! Vamos introduzi-la na prova. (Note
que ndo utilizamos f na contradicéo, o que nos permite simplificar bastante.)

Sejax um inteiro.
Suponhamos, por contradicdo, que x seja par e impar.
Como x é par, sabemos que 2\x; isto é, existe um inteiro a de modo que x = 2a.
Como x ¢é impar, sabemos que existe um inteiro b de modo quex =2b + 1
Portanto, 2a =2b + 1 Dividindo ambos os membros por 2, obtemos a =b +1, de forma
quea—b=\.Note quea-bé uminteiro (poisath o sdo), mas\ ndo é inteiro. =<=Logo,
X ndo é a0 mesmo tempo par e impar, e a proposi¢ao esta provada. ]

Isso completa a prova. Quando comegamos essa prova, ndo sabiamos que a contradigdo a
que chegariamos seria a de que 5€é um inteiro. Isso é tipico em uma prova por contradicao;
comegamos com A e (ndo B) e vemos aonde a implicacdo conduz.

A Proposicdo 19.3 também pode expressar-se como segue. Sejam

X—{x6Z:xépar}e
Y= {x€ Z :x é impar}

Entdo XtlY=0.
A prova por contradigdo €, em geral, a melhor técnica para mostrar que um conjunto é va-
zio. Elajustifica a codificacdo em um esquema de prova.

Esquema de prova 13

IProvar que um conjunto é vazio

Para provar que um conjunto é vazio:
Suponha que 0 conjunto é nao vazio e argumente de forma a chegar a uma
contradic&o.

O Esquema de prova 13 é apropriado para provar afirmag@es da forma: “N&o ha objeto que
satisfaca as condicOes”.

A contradicdo é também a técnica de prova escolhida quando devemos provar afirmagdes
de unicidade. Tais afirmacGes asseguram que s6 pode haver um objeto que satisfaca &
condigdes dadas.
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Linguagem matematica!

Vocé poderia esperar que, acima de todas as pessoas, 0s matematicos empregassem a palavra dois
corretamente. Pode surpreender, pois, quando um matematico diz "dois", ele eventualmente quer
dizer "um ou dois". Eis um exemplo. Consideremos a seguinte afirmacdo: "Todo inteiro positivo
par é a soma de dois inteiros positivos impares". Os matematicos consideram verdadeira essa
afirmacgéo, a despeito do fato de s6 haver uma maneira de escrever 2 como soma de dois inteiros
positivos impares, a saber, 2 = 1+ 1. Ocorre que apenas 0s dois nimeros sdo 0 mesmo.

A frase "Sejam X e y dois inteiros..." permite que os inteiros Xxey sejam o mesmo. Esta € a convencao,
embora um tanto perigosa. Seria melhor escrever simplesmente "Sejam xey inteiros..."

Ocasionalmente, interessa-nos eliminar a possibilidade x =y. Nesse caso, escrevemos "Sejam xey

dois inteiros diferentes..." ou "Sejam x ey dois inteiros distintos...".

Esquema de prova 14
Prova da unicidade

Para provar que ha, no méaximo, um objeto que satisfaz determinadas condicdes:
Suponhamos que haja dois objetos diferentes, xey, que verificam as condigdes.
Argumente de modo a chegar a uma contradico.

Comfrequéncia, acontradicdo emumaprovadeunicidade é que osdois objetos alegadamente
diferentes sdo, na verdade, o mesmo. Eis um exemplo simples.

Proposicao 19.4

Sejam aeb nimeros com a”O . Existe no maximo um nimero x com ax +b =0.

Prova. Suponhamos que haja dois nimeros diferentes x ey de modo que ax+b =0eqy+b =0.

Isso nos da ax + b = ay + b. Subtraindo b de ambos 0s membros, vem ax =ay. Como a + 0,

podemos dividir ambos os membros por a, obtendo x =jy.=x= [

Uma questao de estilo

A prova por contradicdo de “Se A, entdo B” em geral é mais facil do que a prova direta, por-
que oferece mais condi¢des. Em vez de comegarmos com a Unica condigdo A e procurarmos
demonstrar a condi¢cdo B, comecemos com A e (ndo B) conjuntamente e procuramos uma
contradi¢do. Isso nos d& mais material para trabalhar.

As vezes, quando optamos por uma prova por contradi¢do, podemos descobrir que tal prova
realmente ndo era exigida, sendo possivel um tipo mais simples de prova. Uma prova é uma
prova, e vocé deve dar-se por feliz se conseguir chegar a uma prova correta. Ndo obstante, é

sempre preferivel uma forma mais simples de apresentar seu argumento. Eis como dizer se é
possivel simplificar uma prova do tipo “Se A, entdo B".
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Vamos resumir 0s principais pontos dessa prova.

E uma prova por contradigéo.

Consideramos um contraexemplo minimo do resultado.

Devemos tratar como um caso especial a possibilidade minima extrema.

Descemos até um caso menor para o qual o teorema é verdadeiro, e passamos a trabalhar
de volta.

Antes de passarmos a outro exemplo, terminemos a tarefa a que nos propusemos.

Corolario 20.2

Todo inteiro é ou par ou impar.

A ideia-chave é que ou x >0 (quando estamos resolvidos, pela Proposi¢do 20.1) oux <0

(caso em que - x e N e podemos novamente utilizar a Proposic¢ao 20.1).

Prova. Sejax um inteiro arbitrario.

Sex >0, entdo x E N e, pela Proposi¢do 20.1, x ou é par ou é impar.

Caso contrério, x < 0, e > 0, e > 0u € par ou € impar.

Se —x € par, entdo —x = 2a para algum inteiro a. Mas, entdo, x = —2a para algum inteiro
a. Entdo,x =-2a =2(-a), de modo que x é par.

Se -x é impar, entdo -x = 2b + 1para algum inteiro b. Dai, temosx=-2b-1=2 (-b - 1)
+ 1;x &, pois, impar.

Em qualquer caso, x ou é par ou é impar. ]

O Esquema de prova 15 da a forma geral dessa técnica.

Esquema de prova 15
Prova por contraexemplo minimo

"Primeiro, sejaxum contraexemplo minimo do resultado que estamos procurando provar.

Deve ser claro que pode existir tal x.

Segundo, descarte o fato de x ser a possibilidade minima. Esse passo (em geral
facil) é chamado passo bésico.

Terceiro, considere uma instancia x' do resultado que seja “apenas” menor que X.
Utilize o fato de que o resultado é verdadeiro parax’, mas falso para x para chegar
a uma contradigdo =><=

Conclua que o resultado € verdadeiro. [

Eis outra proposi¢do que provamos utilizando o método do contraexemplo minimo.
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Exemplo 20.9
Em contraposi¢do, consideremos 0 conjunto

Y={yeQ:y>0,y?Z}

Na prova ficticia da Afirmacéo 20.5, procuramos um elemento minimo de Y. Subsequente-
mente, constatamos que Y ndo tem elemento minimo e que havia um erro em nossa “prova”.
O Principio da Boa Ordenagdo se aplicaa N, mas ndo a Q.

Note que chamamos o Principio da Boa Ordenagdo uma afirmagéo’, ndo o denominamos
teorema. Por qué? A razdo remonta ao comego deste livro. Poderiamos (mas ndo o fizemos)
definir exatamente o que sdo os inteiros. Se enveredassemos pela dificil tarefa de dar uma
definigdo cuidadosa dos inteiros, comegariamos definindo os nimeros naturais. Os nimeros
naturais sdo definidos como um conjunto de “objetos” que satisfazem certas condigdes; essas
condi¢Bes definidoras sdo chamadas axiomas. Um desses axiomas definidores é o Principio
da Boa Ordenacdo. Assim, os nimeros naturais obedecem, por defini¢do, ao Principio da Boa
Ordenacdo. Ha outras maneiras de definir nimeros inteiros e naturais, e, nesses contextos,
podemos provar o Principio da Boa Ordenacdo. Se vocé estiver intrigado sobre como se faz
tudo isso, recomendo-lhe um curso de fundamentos da matematica (tal curso poderia ser
chamado Logica e Teoria dos Conjuntos).

O Principio da Boa Ordenagdo é um axioma dos nimeros naturais.

Em qualquer caso, nossa abordagem tem sido a de supor propriedades fundamentais dos
inteiros; consideramos uma dessas propriedades o Principio da Boa Ordenacéo.

O Principio da Boa Ordenagao explica por que a técnica do contraexemplo minimo funciona
paraprovar que 0s nimeros naturais ndo podem ser simultaneamente pares e impares, mas nao
funciona para provar que os racionais ndo negativos sao inteiros.

O Esquema de prova 16 da uma alternativa do Esquema de prova 15, que utiliza
explicitamente o Principio da Boa Ordenagdo.

Esquema de prova 16
Prova pelo Principio da Boa Ordenacéo
Para provar uma afirmacéo sobre nimeros naturais:

* Prova. Suponhamos, por contradigdo, que a afirmacéo seja falsa. SejaX C N o conjunto
de contraexemplos da afirmacdo.(Prefiro a letra X para eXceg¢des.) Como supusemos,
a afirmacéo falsa é X+ & . Pelo Principio da Boa Ordenagdo, X contém um elemento
minimo, Xx.

(Etapa basica.) Sabemos que xfiQ, porque mostra que o resultado vale para 0; isto
em geral éfacil.

Consideremosx - 1. Comox > 0, sabemos quex—1e N e a afirmacéo € verdadeira
parax - 1(porque x - 1< x). A partir daqui, argumentamos para chegar a uma
contradicdo —em geral, quexée ndo éum contraexemplo da afirmagdo. =<= m
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Esquema de prova 17

Prova por inducéo.

Para provar que todo nimero natural tem determinadapropriedade:

Prova.
» Seja A o conjunto dos nUmeros naturais para 0s quais o resultado é verdadeiro.
« Prove que 0 EA. Isso constitui a chamada etapa bésica. Em geral é facil.

* Prove que, sek € A, entdo k + 1€ A. E a chamada etapa indutiva. Para tanto:
- Supomos que o resultado seja verdadeiro para n = k. E a chamada hipdtese da
inducéo.
- Use a hipotese da indugdo para provar que o resultado é verdadeiro paran =k + 1
 Invocamos o Teorema 21.2 para concluir que A = N.
« Portanto, o resultado é verdadeiro para todos os nimeros naturais. a

Prova (da Proposicéo 21.3).
Provamos esse resultado por inducdo. Seja 0 conjunto dos nimeros naturais para 0s quais a
Proposicéo 21.3 é verdadeira; isto é, os valores de n para os quais a Equacdo (18) se verifica.

« Etapa béasica: Note que o teorema é verdadeiro para n =0, porque ambos 0s membros
da Equacdo (18) se reduzem a 0.

e Hipotese de indugdo: Suponha que o resultado seja verdadeiro para n = kr, isto §,
podemos supor

@+ 12+ 22+ ... + ko= KT Dk D))

(19)
« Devemos, agora, provar que a Equacgdo (18) é valida para n =k + 1; isto é, devemos
provar que

02+12+42*%+. -+k2M k+1)2= ©(*+ D + 1J«* + 1>+ 1][*+ 1].
6

(20)
Para provar a Equacédo (20) com base na Equacédo (19), adicionamos (k + 1)2a ambos os

membros da Equacgdo (19):

02+ 12+ 22+ ...+ k2+ {k+ 2= 2%+ *W = I)j*>. + (k+ J)2
6 (21)

» Para completar a prova, devemos mostrar que 0 membro direito da Equacéo (20) é igual
ao membro direito da Equacgéo (21); isto é, devemos provar que

@ k+ 1)(g+ 1)(*)Kf£:'¥'i')' R+ D+ 1][(*6+ D+ 1+ 1 -




Mais Provas 187

Deixamos a seu cargo a prova desse teorema (ver Exercicio 21.14).

Por que chamamos esse teorema de inducéo forte? Suponha que estejamos utilizando a
inducdo para provar uma proposi¢do. Em ambos os casos de indugdo» padrédo e forte - come-
¢amos mostrando o caso basico (0 € A). Na indugdo-padrdo, admitimos a hipdtese da indugao
(k€ A; isto é, a proposicao é verdadeira para n =k)e a aplicamos, entdo, para provar que k +
1€ A (isto é, a proposicdo é valida para n =k + 1). A inducéo forte nos da uma hipdtese mais
forte de inducdo. Na inducdo forte, podemos supor 0,1,2,..., ke A (aproposicdo é verdadeira
para todo n de 0 a k) e utilizar o fato paraprovar que k + 1e A (a proposicéo é verdadeira para
n=k+ 1).

Esse método esta esbocado no Esquema de prova 18.

Esquema de Prova 18

Prova por inducéo forte
Provar que todo nimero natural tem alguma propriedade:

Prova.
¢ Seja A o conjunto dos nimeros naturais para os quais o resultado é verdadeiro.
» Prove que 0 EA. Esta é a chamada etapa basica. Em geral é facil.
* Prove que, se 0, 1, 2,..., ke A, entdo k+ 1 e A. Esta é a chamada etapa indutiva.

Para tanto,
— Suponha o resultado verdadeiro paran =0, 1, 2, ..., k. E a hip6tese de inducéo
. forte.
—Aplique a hipétese de indugéo forte para provar que o resultado é verdadeiro para
n=k+ 1
* Invoque o Teorema 21.9 para concluir que™i = N.
* Portanto, o resultado é verdadeiro para todos os nimeros naturais. [

Vejamos como usar a inducdo forte e por que ela nos d& maior flexibilidade do que a
indugdo-padrdo. Ilustramos a prova por inducéo forte em um problema de geometria.

Seja P um poligono no plano. Triangular um poligono é tracar diagonais pelo interior do
poligono de modo que (1) as diagonais ndo se cruzem e (2) cada regido criada é um tridngulo
(ver figura). Note que sombreamos dois dos triangulos. Esses tridngulos sdo chamados
tridngulos exteriores, pois dois de seus trés lados situam-se no exterior do poligono original.

Provaremos o resultado seguinte usando a inducéo forte.
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Paraprovar que/: A—»B (isto é, para provarmos que/ é uma funcao de A para B), usaremos
0 Esquema de prova 19.

Esquema de prova 19

Mostrar quef:A-+B

Provar que/é uma fungéo de um conjunto A para um conjunto B:
* Prove que/ é uma funcéo.
* Prove que domf-A .
* Prove que im/C B.

Graficos de funcdes

Os graficos constituem uma forma excelente de visualizarmos fungdes cujas entradas e saidas
sdo nimeros reais. Por exemplo, a figura a seguir mostra o grafico da fungéof(x) = senx cos 3x.
Paratracar o gréfico de uma fungdo, marcamos um ponto no plano das coordenadas (x,/(x)) para
todox e domf

Formalmente, o gréafico de uma fungdo é o conjunto {(x,y) :y= fifx)}. O interessante é
que esse conjunto é a fungdo! A fungdofé o conjunto de todos os pares ordenados (pc,y) para
os quaisy =f(x). Por isso, falar a respeito do “grafico de uma funcdo” é redundante! Isso
ndo é ruim. Ao utilizarmos a palavra grafico nesse contexto, estamos formulando uma visao
geomeétrica da funcdo

Os gréficos sdo instrumentos poderosos para entender fungdes definidas nos reais. Para
verificar se uma ilustragdo representa uma funcdo, podemos aplicar o teste da reta vertical.
Qualquer reta vertical no plano sé pode interceptar o grafico de uma fungédo no maximo em 1
(um) ponto. Umareta vertical ndo pode cortar o grafico duas vezes, porque entdo teriamos dois
pontos diferentes (x,yt) e (x,y2, ambos no gréfico da funcéo. Isso significaria que tanto (x,j")
como (x,y2 Gf comj” fy 2 E isso estd em desacordo com a defini¢do de fungéo.

Na matematica discreta, estamos especialmente interessados em funcdes para e de conjuntos
finitos (ou N ou Z). Em tais casos, os graficos tradicionais de funges podem, ou ndo, ajudar, ou
mesmo ndo ter sentido. Por exemplo, seja”TIm conjunto finito. Podemos considerar a fungéo

/. 2a—y N definida por/x) = |x. (Alerta: As barras verticais nesse contexto nao significam
valor absoluto!) A cada subconjunto x de A, a funcdo/ faz corresponder ao seu tamanho. N&o
ha& maneira pratica de representar este fato como um grafico em eixos coordenados.

Temos uma forma alternativa para tragar graficos de fungdesf: A —B, em que A e B séo
conjuntos finitos. Sejam A= (1,2,3,4, 5, 6} e B= {1,2,3,4, 5} e consideremos a funcéo/ :
A-+B definidapor
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Linguagem matematica!
A expressdo UM para um costuma também ser escrita como 1:1. Outra designacéo para uma funcéo
um para um é injegéo ou fungao injetiva.

A funcdo do Exemplo 23.12 ndo é um para um, porque/(1) =/(4), mas 1~ 4. Compare
detalhadamente as Defini¢Bes 23.13 (um para um) e 23.1 (funcdo). As condigdes sdo bastante
semelhantes.

Proposicdo 23.14
Seja/uma funcdo. A relacdo inversaf~ | é uma fungéo se e somente sefé um para um.

Deixamos a prova como exercicio (Exercicio 23.10). Enquanto trabalha nela, prove também
0 seguinte.

Proposicdo 23.15

Seja/uma fungéo e suponhamos que/ ' também seja uma fungdo. Entdo dom/= im/~1e
im/= dom/1

Frequentemente, queremos provar que uma funcdo é um para um. O Esquema de prova 20
da a estratégia para provar que uma fungdo é um para um.

Esquema de prova 20
Provar que uma funcé@o é um para um.
Mostrar que/ é um para um:
* Método direto: Suponhamosf(xj =f(y).... Portanto,x =y e, assim,/é um paraum.B
Método pela contrapositiva: Suponhamos xfy.... Portanto,/(x) f(y) e, assim,

fé um paraum. ]
Método da contradigdo: Suponhamos/(x) =f(y), masx fy ... =><=. Portanto,/
é um para um. ]

Exemplo 23.16
Seja/ : Z —8Z definida por/(x) = 3x + 4. Prove que/ é um paraum:

Prova. Suponhamosf(x) =f(y). Entdo 3x + 4 = 3y + 4. Subtraindo 4 de ambos 0s membros,
vem 3x - 3y. Dividindo ambos os membros por 3, obtemos x=y. Portanto,/é um paraum. =

Em contrapartida, para provar que uma fungéo ndo é um para um, devemos tipicamente
apresentar um contraexemplo, isto é, um par de objetosxey comx fy , masf(x) =f(y).



Funcdes 231

Note que/: A —mB é sobre porque, para cada elemento b de B, podemos achar um ou mais

elementos a GA de modo/(a) = b. E fécil ver também que im/= B.
Entretanto, g : A —>B ndo é sobre. Note que 8 6 5, mas ndo haa GA comg (a) = 8. Tam-

bém, img = {7,9, 10}/ B.

A condicéo de f: A —*B ser sobre se expressa com auxilio dos quantificadores 3 e V como
\/b GB, 3a GAf(a) =b
A condicéo def ndo ser sobre se expressa como
3b GB,Wa GA,f(a)/ b

Essas maneiras de encarar as funcOes sobre sdo formalizadas no Esquema de prova 21.

Esquema de Prova 21
Provar que uma funcéo é sobre.

Mostrar quef\ A —+ B¢ sobre:
Meétodo direto: Sejabum elemento arbitrario de B. Explique como achar/construir

um elemento a GA de modo que/(a) = b. Portanto,/"¢é sobre. |
Método dos conjuntos: Mostre que os conjuntos B e im/sdo iguais. ]

Exemplo 23.20

Seja/ @—»Q dada porf(x) = 3x +4. Prove que/ é sobre Q.
Prova. Sejab € Q arbitrario. Procuramos um a € Q de modo/(r) = b. Sejaa —5(b—4). (Como
b é um nimero racional, também o é a.) Note que

f(a)=3g (fi- 4)]+4« (6- 4)+4- 6
Portanto,/: Q —Q é sobre.
Tenha em mente que Q representa o conjunto dos niGmeros racionais.

Como conseguimos “adivinhar” que deveriamos tomar a =\(b - 4)? Na realidade, nédo
supusemos. Trabalhamos em sentido contrario!

Sejaf : A —>B. Para que/ _1seja uma fungdo, é necessario e suficiente que/ sejaum a
um. Dado isso, para que/"': B —>A, é necessario que/seja sobre B. Caso contrario, se
/ nédo é sobre B, podemos achar um b GB de modof~ I (b) ndo esteja definida.

Teorema 23.21
Sejam os conjuntos A e B ef: A —*B. Arelacdo inversaf~xé uma funcdo de B para A se e

somente sefé um para um e sobre B.
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Portanto, (g of) £ (fog)
Mais geralmente,

ig°f)(x) = ag\f(x)] =g[x2+1]
= 2[x2+ 1]- 3=2x2- 1 e

ifog)(X) = /[g(x)1=1/[2x-3]
= [2x-3]2+1
= 4j@2- 12x+ 10

Portanto,go ///o g

Assim, a composicdo de funcbes ndo satisfaz a propriedade comutativa. \erificase,
entretanto, a propriedade associativa.

Proposicéo 25.6
Sejam os conjuntos A,B,C ef£>e sejam/: A—»5,9 :B—=*Ceh :C—=D.
Entéo,

ho(goj) =(hog)of

Essa proposicdo afirma que duas fungbes ho (g0J)e (hog)ofsdo a mesma fungdo. Ates
de comegarmos a prova, fagamos tuna pausa. Como provamos que duas func¢des sao amesma
funcdo? Podemos voltar aos fundamentos e recordar que fungdes séo relagdes e, por sua ez,
relagdes sdo conjuntos de pares ordenados. Podemos, entéo, seguir o Esquema de prova 5para
mostrar que 0s conjuntos sao iguais.

Entretanto, é mais simples mostrarmos que as duas fungdes tém o mesmo dominio e que, pra
cada elemento em seu dominio comum, geram 0 mesmo valor. Isso implica que os dois conjuntos
sdo 0 mesmo (ver Exercicio 25.2). Esses fatos estdo resumidos no Esquema de prova 22.

Esquema de prova 22

Provar que duas fun¢des sdo iguais.

Sejam as funcdes/e g. Para provar que/ = g, devemos fazer o seguinte:
Provar que dom/ = dom g.
Provar que, para todo x em seu dominio comum,yfr) = g(x).

Passamos agora a prova da Proposicéo 25.6.
Prova. Sejam/:A-yB,g:B"Ceh:C-+D. Pretendemos provar que ho(gof)-(hog)of.
Em primeiro lugar, verificamos que os dominios de h o (g of) e de (h 0g) o f coincidem
Ja haviamos notado que dom (g of) = domf. Aplicando esse fato a situagdo em curso, tenmos
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1 3 5 9 1n 13

1 1 3 5 9 n 13
3 3 9 1 13 5 n
5 5 1 n 3 13 9
9 9 13 3 1n 5
n n 5 13 1 3
13 13 1 9 5 1

Os inversos dos elementos neste Z*4podem ser achados nessa tabela. Temos:

i =i 3-' =
9-i =11 li-' =

5 51=3
9 131 — 13
Proposicédo 39.15

Seja n um inteiro positivo. Entéo, (Z*, ®) é um grupo.

Para provarmos que (G, *) é um grupo, precisamos verificar a Definicdo 39.10.
Vamos resumir esse problema no Esquema de prova 23.

Esquema de Prova 23
Provar que (G, *) € um grupo
Para provar que (G, *) é um grupo:
* e Prove que Géfechado sob *: sejamg,h e G,...,portanto,g* h&G.
f e« Prove que * é associativa: sejamg,h,kE G,..., portanto,g * (h *k) =(g * h) * k.
« Prove que G contémum elemento identidade para *: seja e um elemento especifico
de G. Sejag £ G arbitrério,... Portanto, g*e =e*g =g.

* Prove que todo elemento de G tem um *-inverso em G: sejag 6 G. Construaum
elemento h de modo queg*h~h*g =e.

Portanto, (G, *) é um grupo. [ ]

Prova (da Proposi¢do 39.15).

Primeiro, provamos que Z* é fechado sob ®. Sejama, b e Z*. Devemos provar que a ® 0 GZ*.
Recorde-se de quea®b =(ab) modn.

Sabemos que a,b £ Z*. Isso significa que a e b sdo relativamente primos com n. Portanto,
pelo Corolario 35.9, é possivel acharmos inteiros x,y, z, w de modo que

ax+ny=1 e bw+nz=1

Multiplicando essas equacdes uma pela outra, vem

1= (ax + ny)(bw + nz) (ax)(bw) + (ax)(nz) + (ny)(bw) + (ny)(nz)
(ab)(wx) + (n)[axz + ybw+ynz\

(@b)(X) +(n)(Y)
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{0} {0,1,2,3,4,5,6,7,89}
{0, 5} {0,2,4, 6, 8

Em todos o0s quatro casos a operagao é ©.
A solugdo do Exemplo 41.2 esté correta? Ha dois pontos a considerar:

» Para cada um dos quatro subconjuntos H que relacionamos, (H, ©) é um grupo?
e Ha outros subconjuntos H C ZDque tenhamos deixado de incluir?

Consideremos essas duas questdes, uma de cada vez.

Se (G, *) éum grupo eH CG, como podemos determinar se (//, *) for um subgrupo?

A Defini¢do 41.1 nos diz o que fazer. Primeiro, devemos nos certificar de que H ¢ G
Segundo, devemos ter a certeza de que (H, *) é um grupo. Para tanto, a maneira mais direta
consiste em verificar que (H, *) satisfaz as quatro condic¢des listadas na Definigdo 39.10:
fechamento, associatividade, identidade e inversos.

Para verificar o fechamento, devemos provar que, se g, h £ H, entdo g * h £ H. Por
exemplo, os inteiros pares formam um subgrupo de (Z, +), mas os inteiros impares ndo, pois
ndo verificam a propriedade do fechamento; sege h séo inteiros impares, g + h néo é impar.

Em seguida, ndo precisamos verificar a associatividade. Releia a sentencal Escrevemos:
ndo precisamos verificar a associatividade. Sabemos que (G, *) é um grupo e que, portanto, *
é associativa em G; isto é, Vg, h, k£ G, g * (h *k) = (g * h) *k. Como H C G, devemos ter
que *ja é associativa em H. Obtemos de graca a associatividade!

Em seguida, verificamos se o elemento identidade esta em H. Essa etapa é facil, em geral.

Por fim, sabemos que todo elemento de H tem um inverso (porque todo elemento de GDH
tem um inverso). O problema consiste em, seg e 77, mostrar que g-1 € H.

Essas etapas para provar que um subconjunto de um grupo é um subgrupo estéo relacionadas
no Esquema de prova 24.

Esquema de prova 24
Provar que um subconjunto de um grupo é um subgrupo;
' Seja (G,V) um grupo e sejaH C G. Para provar que (H, *) é um subgrupo de (G, *):
« Prove que H ¢ fechado sob * (isto é, Vg, h£ H,g *h £ H).

“Sejamg, h € H... Portanto, g *h € H.”
” » Prove que e (o elemento identidade para 4 esta em H.
me Prove que o inverso de todo elemento de H estd em H (isto é, Vh £ H, h~x£ H).

Kggggg» £ H... Portanto, h~1 £ H.”

Reconsideremos agora a questdo: os quatro subconjuntos do Exemplo 41.2 séo realmente
subgrupos de (Z,0 ©)? Vamos verifica-los todos.
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Uma reciproca dessa afirmacdo também é verdadeira; deixamos a prova a seu cargo, como
exercicio (Exercicio 49.7).

Prova. Devemos provar que T—ve uma arvore. Obviamente, T—v é aciclico. Se T —u
contivesse um ciclo, esse ciclo também existiria em T. Devemos, pois, mostrar que T—vé
conexo.

Sejaa, b G V(T—n). Devemos mostrar que existe um caminho (a, b) em T—n. Sabemos
que, embora T seja conexo, existe um caminho (a, b) P em T. Afirmamos que P ndo inclui o
vértice n. Em caso contrério, teriamos

P=a~...~n~...~b

e, como v ndo é o primeiro nem o Ultimo vértice nesse caminho, tem dois vizinhos distintos no
caminho, o que contradiz o fato de que ri(n) = L Portanto, P é um caminho (a, V) em T—u e,
assim, T -v é conexo e é uma arvore. n

A Proposicdo 49.8 constitui a base de uma técnica de prova para arvores. Muitas provas

sobre arvores sdo feitas por inducéo sobre o nimero de vértices. O Esquema de prova 25 da a
forma bésica de tal prova.

Vamos demonstrar esta técnica de prova para o resultado a seguir.

Teorema 49.9
Seja Tuma arvore com n > 1vértices. Entdo, Ttem n- 1arestas.

Esquema de prova 25
Prova de teoremas sobre arvores por supressao de folhas
Provar: Alguns teoremas sobre &rvores.
Prova. Provamos o resultado por indugéo sobre o nimero de vértices em T.
Caso basico: Afirmar que o teorema é verdadeiro para todas as arvores comn = 1
~vértices. 1sso deve ser facil!
m Hipdtese de indugdo: Supor que o teorema seja verdadeiro para todas as arvores
*#mn —k vértices.
Seja Tuma arvoreemn=t+1 vértices. Sejam vuma folha d& T&T- T - d. Note
que V é uma arvore com £ vértices, de forma que, por inducdo, T satisfaz o teorema.
Utilizamos, agora, o fato de que o teorema é verdadeiro para T para, de alguma
forma, provar que a conclusdo do teorema é valida para T. Isso pode ser enganoso.
Prova-se o resultado por indugo. |

Recorremos ao Gabarito de prova 25 para provar esse resultado.
Prova. Provamos o Teorema 49.9 por indugdo sobre o nimero de vértices em T.



