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—1aveig

T 4 um ponto de mdzimo 1o
- (c) Dizemos que p & D & um ponto G¢ TEE"

> (1) de centio em
" existe uma bola aberta Br.(p)‘. dQ:_CC

Freqiientemente, o conjunto admissivel 1) é definido com o uso. de fungoes.
Assim, se h: Dy CR* = R™ e g: Dy CR" — Rk, entao

D={xeDyNDg | h(x)=0eg(x)<0}.
A notagio g(x) < 0 significa que g1(x) <0, g2(x) <0, ..., gs(x) <0, onde
g1, ga, - - -, g sAo as fungoes coordenadas de g.

No problema (1.1) (o problema da caixa), o conjunto admissivel
D={:I:GR|0§:E§15}

¢ definido com o auxilio da fungéo g(z) = g, enquanto que o conjunto ad-
missivel do problema (1.2) (o problema da, dieta) é definido com o auxilio de
treze fungdes de R’ para R (veja as desigualdades da péagina 29).

O})serv? & diferenca entre um extremo local e ym extremo global de umd
fungao-obptwo f em um conjunto admissfvel D, segundo a defini¢do (10-1)'
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(O pont
lado, es

no Conj-

O pont



0.1 Definigoes e exemploy
10—

para um extremo global, comparnmoy 0 valoy
extremo global p com todos os pontoy Con;
para um extremo local, comparamoy ¢ Vi
extremo local p com todos os pono
aberta de ceniro em p.

dn Tingiio I o candidnbo g
TUNLO n,(/,'zn,i.'wt'uul, snquanlo i,

lor da bngiio f 1o eandidato m
8 do congunio adminatoel e g bolg

Na figura (10.1) temos o grifico de umg, ungio [ do g vartdveis de
classe C! definida no conjunto admissfvel D = [~38, 8] x [~3, +3] (1
quadrado no plano cartesiano). O ponto P ¢ o ponto de nfuini global de f
em D, o ponto q ¢ o ponto de maximo global de f em D ¢ oy pontos r, g,
e u sdo pontos de maximo local de Jem D,

O fato de f possuir ou nio extremos (sejam eles locais ou globais) de-

pende evidentemente da expressio de J, mas depende também do conjunto
admissivel D. Por exemplo, a fungio

z=f(z,y) ="+
possui um unico ponto de minimo global em
D; =R?

(o ponto (0,0)) e ela ndo possui ponto de méximo glczb?ml em D}. .Por (iu]tgr(i

lado, esta mesma funcao-objetivo possui pontos de mdximo e minimo globa,
)

no conjunto admissivel

Dy = {(z,y) € R* | g(z,y) = 3?2/4+y2/9 <1}

t
O ponto 0 = (0,0) é o ponto de minimo global de f (imbll?gde ;)PSeI;?nDO:
e q a tos de maximo global de ,
P=(0,-3) e q= (0,+3) sao os pon > m globe
COnfoﬁme a )ﬁgura (10.2). Finalmente, no conjunto admissiv

Dy = {(z,9) € B | g(z,9) = 2°/4+v/9 =1}

- _ s = (+2,0), e dois
f possui dois pontos de minimo g;bal, _I; EB (_|_32)’ %lﬁfornleg,ﬁg’ura(10.3).
0 ixi bal, p = (0,—3)eq = ) 1 (por que?), estes
gorizsiiedmail?eoniog?otz tam’bém é um elelem.E.lzlcjs lglzais e fr(;nteira
eXemplog rZoestram que uma fungao pode possuir eXtre

do conjunto admissivel.

e g — 1

Dl s o,
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10.2 Exercicios
e —

Finaylmel}te{ relembl:afnos um dos poucos tegy
ori, o existéncia de méximos e minimos glohajs:
Fste teorema afirma que toda funcao continua de
misstvel D compacto e nao-vazio possui pelo m

global e pelo menos um ponto de minimo global

finida em um conjunto ad-

€nos um ponto de méiximo
em D,

ota histérica. Em matematica . ,
N 14 muito - " O estudo de problemas de maximo e
mfnimo comegou ha muito tempo atrés, de fato, hd 25 séculos atrds. Por um
o perfodo, ndo se descobriu uma A unifar '
longo PELIOTE, 74 O a0 * maneira uniforme de se atacar proble-
mas de otimizagao. Us primeiros métodos de cardter geral foram criados hé
os atrds, na época em At " . .
300~an as, na P que. a‘anahse matemadtica nascia. Ficou claro e
entio que certos problemas de otimizagio especiais desempenham um papel b
fundamen‘.tal em c.1e11c1as naturais. Mais especificamente, descobriu-se que i
muitas leis naturais podem ser obtidas a partir de certos “principios varia- !
. . 5 . . ~ . . |
cionais”. Bm 1744, o cientista francés Pierre Louis Moreau de Maupertius |
~ 44 : 2.2 ’ " B
propds O seu "~ principlo metafisico”: a natureza sempre opera com a maior it
economia possivel. Dentre uma colegdo de movimentos admissiveis, o movi- !
. ~ . . . . )
mento de um sistema mecénico, ou da luz, da eletricidade, de um fluido ou
de um gés é escolhido de forma que certas quantidades sejam maximizadas
ou minimizadas. A necessidade de se resolver estes problemas, como muitos b
outros problemas em geometria, mecénica e fisica, levaram & criacdo de uma
nova drea em andlise matemdtica, o célculo das variagoes.

S T

10.2 Exercicios ‘

[01] A figura (10.4) mostra o gréfico de uma fungao que aproxima a altura |
(em km), com relagéo ao nivel do mar, de uma regiao do Hav‘eu, forma:la 3
pelo retdngulo entre as longitudes 195° e 210° e entre as 1.at1tudes’1é.3 e :
25°. Marque no mapa de contorno alguns pontos de maximo € minimo
local dessa funcéo. L

bal da fungdo i ;

102} Mostre que (0,0) é um ponto de minimo glo

2
z=f($,’y)=w2+y

|
estudada o exemplo (3.1). % )
|

Ii‘ )1 .
' ros m i \
o global e nem u I
[03] M 50 6 um ponto de maximo § HNo ,A
ostre que (0,0) ndo € nem fory) = 42 12 estudada no g
. 5o z = J\B9) ™ HIRIHR
ponto de minimo global da fung Ei'fﬁ?;?lgf f
exemplo (3.2). iiu H“
! N
Ii“ il‘l"i\l\
i

H
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[04] Mostre que a fungéo z = f(z,y) = In (e

resolvido (3.1), ndo possui extremos glObais— 1), estudada no exercicio

[05] Encontre 0s extremos globais (caso existam) da fungio

w= f(may,z)=\/9_m2_y2_z2
estudada no exemplo (3.3).

[06] Mostre que a fungio w = f(z,y,2) = 2 — 22 — 12 .
plo (3.4), ndo possui extremos globais. ", estudada no exem-

[07] Mostre que 0 teorema de Weierstrass nao € mais valido se removermos

a hipétese de continuidade ou de compacidade do dominio da funggo f
exibindo: , :

(a) Uma gungéio descontinua definida em um subconjunto K compacto
em R? que n&o possui nem méaximo global € nem minimo global

em K.

(b) Uma fungao continua definida em um subconjunto F' fechado mas
nao-limitado (e, portanto, nio-compacto), em R? que ndo possui
nem maximo global e nem minimo global em F'.

(¢) Uma fungao continua definida em um subconjunto L limitado mas

nao-fechado (e, portanto, nao-compacto) em R? que ndo possui nem

méximo global e nem minimo global em L.

[08] Use o teorema de Weierstrass para dizer se é possivel garantir, a priors,
se cada um dos problemas de otimizagio abaixo possui ou nao uma

solucao.
(2) Maximizar fz,y)=2+Y s
sujeito as restrigoes: T >0,y=>0ed +9° <1
' 2 a2
(b) Maximizar f(z,y)=2""Y
sujeito &s restrigoes: T >0ey = 0.
(¢) Minimizar f(z, y)=2"Y

= 1.
sujeito as restrigoes: T > 0,9 2 Oez+Y

V) 2
(d) Maximizar flz,y) = sen(z” T Y )

AN . - 2 2 :
sujeito & restricao: 7T +y° <

(e) Maximizar f g:z:, y)2=< slen
sujeito & restrigdo: % 4y St

(a2 +9")




[09] Diga se cada uma das senten

minimos de fungoes de vérias Vari,
Eig

| Maximos € ———idveyg
360

fz,y) = sen(z* + y°)

w2+y2=l.
f(m’y’z)=$+2y‘|‘3z
mZQyZQzZOem+y+z§L

f(z,9,2) =@+ 2y + 3%
2>0y>0ez<at+y”

flz,y,2) =o+2y+32
z>0,y>0,z20csLyslez<l

(f) Maximizar )
sujeito & restrigao:

(g) Maximizar

sujeito 3s restrigoes:
(h) Maximizar

sujeito as restrigoes:
(i) Maximizar

sujeito as restrigoes:
cas a seguir é verdadeira ou falsa, apreser.
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo

caso ela seja falsa.

(a) Toda fungdo f: R* — R de classe C*® possui pelo menos um ex-
tremo local em R". | |

(b) Toda fungdo f: R* — R de classe C™ limitada (isto é, uma fungio
para a qual existem constantes L e M tais que L < f(x) < M para
todo x € R") possui pelo ménos um extremo local em R".

(c) Todo extremo local de uma func¢do f em um conjunto admissivel D
também € um extremo global de f em D.

(d) Todo ’extremo global de uma fungéo f em um conjunto admissivel D
~ também é um extremo local de f em D.

e . I d . ' ‘
(e) Se f pos:sul um m4ximo global em um conjunto admissivel D, entdo
J também possui um minimo global em D. |

£) S . ,
(f) fet f po§su1 um 1’1"111’111’1’10 global em um conjunto admissivel D, entao
ambém possui um maximo global em D |
(2) Se f possui um minimo local '

, em um conjunto 1ssi entao
f também possui um minimo ) admissivel D,

global em D.

(h) A funcdo const
_ ante f: R . -
Possui extremos globais e Elg" R definida por y = f(x) = k nao

(1) Uma fungso f nio
08 glObais em um
(J) Uma fungao

od '
p © Possulr uma quantidade infinita de extr®
conjunto admissivel .

f nao od .
mos globais em ump ° POSSuir uma quantidade infinita de ext®
(k) Uma fungo f “onjunto admissivel p limitado
mos g]obais . bossuir uma quant; . . extre‘
®I um conjunto admissl'v:i an;ldade I?ﬁmta‘ de
ompacto.

N
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Diga se cada uma das sentengas a seguir & i
[10] guir € verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma justificativa caso ela seja verdadeirs, ou um cont
caso ela seja falsa. ontra-exemplo

(a) Se. p é um po?to d,e minimo global de f em um conjuntb ad
missivel D, entao p é um ponto de maximo global de —f em D —

é um to d he
(b) Se P ponto de maximo global de f em um conjunto ad-

missivel D, entdo p € um ponto de minimo global de — f em D

[11]Seja,mf:DCRn%Rumafnngéotalquefx > 0 para tod
e h: D C R* — R definida por h(x) = f_(x)(,)— para todox € D

(a) Mostre que p € D é minimo global de f em D se, e somente se,

p € D é minimo global de h em D.

(b) Mostre que p € D é méximo global de f em D se, e somente se,
p € D é méaximo global de h em D.

[12] Sejam f: D c R* — R uma funcéo tal que f(x) > 0 para todo x € D
e h: D C R* — R definida por A(x) = In (f(x)).

(a) Mostre que p € D é minimo global de f em D se, e somente se,
p € D é minimo global de h em D.

(b) Mostre que p € D é maximo global de f em D se, e somente se,
p € D é maximo global de h em D.

[13] Sejam f: D C R* =+ Reg: 7 c R — R fungdes tais que f(D) Cleyg
é crescente em I. Considere h = g©° f.

(a) Mostre que p € D é minimo global de fem D se, e somente se,
p € D é minimo global de hem D.

~(b) Mostre que p € D € méximo global de f em D se, e somente se,
p € D é méximo global de hemD.

[14] Sejam fi:DCR*sReg: IC R — R fungdes tais que f(Dycleg
¢ decrescente em I. Considere b =9° f.

(a) Mostre que p € D é minimo global de fem D se e somente se,

p € D é méximo global de h em D.

te se,
(b) Mostre que p € D é maximo global de fem D se € somen

p € D é minimo global de h em D.

S —
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I ida por h(x) = f(x — p).

“ i [15] Sejam f:lR"%Relz:R”%Rdeﬁm P )

! I‘A‘;'f | 4 to de maximo global de f em R g

1 2) Mostre que p € R € um ponvo = o
o (a) somente se, 0 & um ponto de méximo global de h em R,

‘ R* 6 um ponto de minimo global de f em R g,

to de minimo global de h em R",

{ e (b) Mostre que p €
; g somente se, 0 € um pon
é um ponto de maximo local de f em R S, ¢
de méximo local de i em R”.

r) | (¢) Mostre que p € R*
! ' somente se, 0 € um ponto
| (d) Mostre que p € R* é um ponto de miimo local de f em R» s, e
} ‘ somente se, 0 é um ponto de minimo local de h em R".

[16] Diga se cada uma, das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplg

caso ela seja falsa.

(a) Sejam f: Dy C R* -+ R e D C Dy. Se existem pontos p, q; e qq
em D, tais que

fla) > f(p) e flay) < f(p),

entao p néo € extremo global de f em D.

Em Outra,S ala,Vl'a,S Se enc armos 1 i
Ontr 0 0]

1 p 3 d 1S pOHtOS q] e q2 em .D, tals

que 0S valores de ’ nestes pOIltOS Se|am, Iespectivalnente, I]laiOI €

menor do que o valor de f no ponto P, entdo p nao pode ser um
extremo global de f em D,

(b) Sejam f: Dy CR* 5 R e p

D;. -
em D tais que C Ds. Se existem pontos p, q; € @

q) < f(p),
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18] Diga 56 Cad% e da.s sentencas a seguir ¢ verdadeira, oy fa]
tando uma justificativa caso ela seja verds deira o U falsa, apresen-
caso ela seja falsa. U um contra-exemplo

(b) Sg p é¢ um por}to de mdaximo global de f em um conjunto ad-
missivel D, R é um subconjunto de p € p € R, entdo p é um
ponto de maximo global de fem R, | g

(c) Se p é um ponto de minimo global de f em um subconjunto R de
um admissivel D, entédo p é um ponto de minimo global de f em D.

(d) Se p é um ponto de miximo global de f em um subconjunto R de
um admissivel D, entao p é um ponto de maximo global de f em D.

[19] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(a) Sejam f: R* — R, g(z) = f(=,0) (a restrigio de f sobre o eixo z)
e h(y) = £(0,y) (a restricao de f sobre o eixo y). Se z = 0 é um
minimo local de g e ¥y = 0 é um minimo local de h, entdo (0,0) é um
minimo Jocal de f em RZ.

(b) Sejam f: R2 — R e g(t) = f(tv) (a restrigdo de f sobre a reta que
passa pela origem (0, 0) com vetor diretor v). Se t =0 é um minimo
local de g, para todo v € R?, entéo (0,0) é um minimo local de f
em R, |

(¢) Sejam f: R? — R, g(z) = f(z,0) (a restricao de f sobre o ebfo z)
e h(y) = f(0,y) (a restricao de f sobre 0 €ixo0 y). Se = 0°¢ um
minimo global de g e y = 0 é um minimo global de h, entao
um minimo global de f em R?.

(d) Sejam FiR2 5 Reg(t) = f(tv) (
Passa pela origem (0, 0) com vetor dire

global de g, para todo v € R?, entdo (0, 0)
em R2,

(0,0) &

o restricao de f sobre a reta que
tor v). Set =0 ¢éum minimo

¢ um minimo global de f

AAAAAR

S e e g1 e e i < L




