Capitulo 11

Otimizacao sem restricoes

Neste capitulo vamos desenvolver técnicas que permitam encontrar ex-

tremos de uma funcdo escalar f que estejam no interior do conjunto ad-
missivel D.

11.1) Pontos criticos e a regra de Fermat

Em Célculo I, um extremo local p de uma funcdo f: I C R — R derivavel,
que também é um ponto interior de I, necessariamente é um ponto critico

de f, isto é, a derivada de f em p é zero: f'(p) = 0. Este teorema é conhecido
como a regra de Fermat e ele se generaliza facilmente para fungSes escalares

de varias varijveis.
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Otimizagido sem reg

m extremo local de f em D. Como p ¢ .
onto interior de D, isto significa que podemos camln'har localn'qente em
p onto p sem sairmos do conjunto admissfyg D

todas as direcdes a partir do p B
nt
Mais precisamente, dado um vetor Vv qualquer em R, o ponto p 44

pertence a D para todo ¢ suficientemente pequeno.

Assim se, por absurdo, o gradiente Vf(p) de f em p. 1ao € 0 vetop
nulo, caminhando-se localmente a partir do pOI’lto p na diregao do vetor
v = Vf(p), estaremos dentro do conjunto admis;wel De 0 valor da funcs, f
aumentard pois, pelo teorema (8.2), Vf(p) (quando nao-nulo) fornece ,
dire¢do de maior crescimento de f em p. Logo p nao pode ser um pont,
de mdximo local de f em D. Analogamente, caminhando-se localmente 3
partir do ponto p na diregéo do vetor v = —V f(p), estaremos dentro do cop.
Junto admissivel D e o valor da funcdo f diminuird pois, pelo teorema (8.2),
—V£(p) (quando nao-nulo) fornece a direcio de maior decrescimento de f
em p. Logo p ndo pode ser um ponto de minimo local de fem D. Temos
assim uma contradigao com a hipétese de que p é um extremo local de f
em D. Logo, o gradiente de f em p deve ser igual a zero, isto é, p deve ser
um ponto critico de f. o
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Demonstragdo: Seja b € Du

D={(z,y) e R | 2[4 4 4%/9 < 1}

(ufng elipse “cheia”). Os pontos P=(0,-3)e q = (0,+3) sdo pontos de
maximo glol?al (e, portanto, pontos de maximo local) éle f D, mas 08
v?tores gradientes de f nestes pontos, V f (p) = (0,—6) e V ;(I;l) _ (1(1;l +6)

I'mat pois os pontos p € q

nao sdo pontos ; .
pontos imteriores de (veja a figura, (11,1)). Por outro lado, o ponto

1() = (0,0) é um ponto de minimo gloha] (
ocal) de f em D que ¢ um ponto interiop
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lente

sio extremos locais de f

)

< 1} mas o vetor grad
é nio-nulo. Note que p € g sa0

0,43
y?/9

de f em cada um destes pontos

pontos de fronteira de D.

(

(0,-3) eq
{(z,y) e R* | 2*/4+

Os pontos p

em D

Figura 11.1
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2_ »2) ndo possui ext
24 7?)—sen(z”—2 )ndop remog
3 ; = 3y+COS($ +z
(a) A fungao Fz,y,2)
globais em R3. . |
2 ,2)—sen(z?—2z") Nao possui extremog
50 f(z,9,2) = 3y-+cos(z®+2") 2°) méo:
() A B ] o VR |t +y 2 =1}
globais no conjunto D= {(a:, Y, 2

SOLUGAO:
é um conjunto aberto, todo ponto de D ¢

| - _ R
(a) Verdadeira! Como D global é um extremo local, segue-se

i i -extremo
ponto interior. Como todo ex
pela regra de Fermat que um extremo global de f deve ser um ponto

critico de f. Mas f nfo possui pontos criticos poils

of _
%(w)yiz) =3 # 0

para todo (z,y,z) € D = R3. Logo, f ndo possui extremos globais.

(b) Falsa! O conjunto D é compacto pois D & a esfera de centro em (0,0, 0)
e raio 1. A funcfo f é continua pois f é a soma, produto e composicdo
de fungbes contfnuas. Pelo teorema de Weierstrass, f possui pelo menos

um minimo global e pelo menos um méximo global em D. O

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

A recfproca da regra de Fermat & falsal

A regra de Fermat afirma que todo extremo local de uma fungdo f em um
conjunto adr’n%sswel D, que é um ponto interior de D, necessariamente é
um ponto critico de f. Contudo, a, reciproca, dg, regra de Fermat é falsa,

isto é, nem todo ponto critico P € D de ums fungdo f ¢ um extremo
local de f em D. Para um contra-exemplo, considere g funcdo

z=f(m1y)=.’1)2—y2

€ 0 conjunto admissivel D = R2 (o gréfico de

no exemplo (3.2)). O ponto P = (0, 0) S ¢aselade cavalo estudada

© um ponto critico de f pois

0
v5(0,0) = (3{(0,0),%(0,@ = (22.-20)

= (01 O)'
(z)y)=(0,0)

S
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justificar este fato, devemos mostrar que

Je centro em (0,0) e raio r > 0, ¢ ponto (0,0) ngo &
. ’, ao .
B,(0, 0)ﬂR2, isto ¢, devemos mostrar que par,a ‘zoda bzlzx;l‘;io dBe f em
existem pontos 4y = (z1,31) e q, = (%2,92) em B,(0,0) tais qie (0.0)
Y

f(w17y1)<f(0,0)2=0 e
Para este fim, considere
4 = (@,31) = (0,r/2) e D = (z2,42) = (r/2,0).

Estes dois pontos pertencem a bola B.(0,0) e

bara toda bolg gbertq B.(0,0)

f(za,y0) > f(0,0) = 0.

Fz1,91) = f(0,7/2) = —r?/4 < (0, 0)=0

f(z2,92) = f (vj/é, 0) = +r’/4 > £(0,0) = 0.

Outra maneira de se ver que (0,0) ndo ¢ extremo local de f é observar
que a fungdo g(z) = f(z,0) = z? (a restricio de f sobre o eixo )
possut £ = 0 como unico ponto de minimo local, de forma que (0,0)
ndo pode ser um ponto de maximo local de f. Analogamente, a funcio
h(y) = £(0,y) = —y? (a restri¢do de f sobre o eixo y) possui y = 0 como
tinico ponto de méaximo local, de forma que (0, 0) ndo pode ser um ponto
de minimo local de f (veja a figura (11.2)).

No desenvolvimento acima, o ponto (0,0) é denominado um ponto de sela
de z = f(z,y) = 22 — y2. Um ponto de sela é um ponto critico da funcdo

que ndo é nem méaximo e nem minimo local.

A regra de Fermat funciona como um grande filtro: entre todos os pf)ntos
10 interior de um conjunto admissivel D (freqiientemente em~quant1dade
infinita), os candidatos a extremo local de uma fungéo f em D séo os pontos
Criticos de f em D, isto é, os pontos em D que anulam 0 Yetor graihenfz
e f. Espera-se que a quantidade de pontos criticos (frequen’certr.lflndei3 ede
duantidade finita) seja consideravelmente menor do que a qual,nl &
Pontos interiores. Vamos ver como isto funciona com util exemplo.
3_y+9ayeo conjunto

Exemplg 11.1 Considere a fungio z = f(%,¥) =2
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Figura 11.2: O ponto (0,0) é um ponto critico de z = f(z,y) = z* —¢* (a

sela de cavalo) mas (0,0) ndo é um extremo local de f.

admissfvel D = R?. Observe que todos os pontos de D sio pontos interiores.
Se f possui um extremo local em R* entdo, pela regra de Fermat, ele deve ser

um ponto critico de f. Os pontos criticos de f sdo calculados resolvendo-se
a equagao

(3, . of
Vi) = (50 Zen) = 5+ 94, -3 +02) = 0.0,
isto é, resolvendo-se o sistema ndo linegr
{ 3z°+9y = 0,
-3y’ +9z = o
Da primeira equagio temos que y

equagao e simplificando, obtemg
cujas solugdes sio z = ( ¢ 4

(11.1)

—

= —2%/3. Substituindo na segund?
SBa equagio 27¢ — g4 = g (27 — %) =0
~ . = 9. Como ¢y = —n2 ‘ ue as
solugdes d ~ Y = —z°/3, concluimos g
- CZ‘O ; 0 sistemag, (11.1) Sa0 (0,0) e (3, ~3). Logo / L fticos ie
,0) e (3,-3). Certament o °J. L0go, os pontos )
¢ estes ndo s30 extremos globais de f em K

(exercicio!). Contudo
¢ desenvolvemos até aqui, nao saberm?”

com a teorj
- ) ia
se eles s30 o qu
s de f. g

U nao sio extremos locai

func
pela

Est:
de |
equ

n()I

0 g
DOn
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T
Nem todo ponto critico de uma fungéo é um extremo 1pcg] da funcio. o ,
nostra o exemplo da sela de cavalo. Precisamog desenvolver fg , COMO k
I o : ” o ) uma ferramenta, {
Je n0S permita classificar” os pontos criticos de uma, fungdio f. Isto sers "
. a :

: xilio do polinémio d |
feito com-© a~u P ¢ Taylor de ordem 2 de [, assunto de nossa,
proxima Se¢ao-

Observagao. A regra de Fermat também é denominada condigées de pri-
pira ordem para um extremo local.

m

! ( ’*;?-g
) ,}»'3
11.2 | Polindmios de Taylor L
i :,
polinémios de Taylor em Calculo I 2
i a
. i ‘
No capitulo 7 vimos que a “melhor” reta que aproxima o grafico de uma g E
funcio f: R — R de classe C* em uma vizinhanga de um ponto a ¢ dada AT
N {
pela reta tangente: e
y=1(z) = (o) + f'(a) - (o —a). i
Esta é a tnica reta que satisfaz (o) = f(a) e I'(a) = f'(a) (I e a derivada
de [ coincidem com f e a derivada de f no ponto a, respectivamente) ou, |
equivalentemente, é a dnica reta que satisfaz a condicéo ;X |
.
Rla.z . HA — =z {!‘i
z—=a T — a4 T—a T —a g;'
A equacao da reta tangente define o polinémio de Taylor de ordem 1 de f .
10 ponto a; y:pl(a;)=f(a)+f'(a)'(”3‘a)' S
. ” 2 aproxima )
Agora, podemos nos perguntar qual € & “melglor parabo'laP (ﬁlen z B |
0 grifico de uma funcéo f: R =+ R de classe C? em uma vizinnang o
Ponto a. A resposta é dada pelo préximo teorema. e
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0 Demonstragdo: Seja pa(z) = a+ - -2 inémi
i o , Ja p2 T+ -2° um polinémio do segundo grau.
N ma vez = c v /" —_ . :
que po(2) B+2-v-zepz =2:1-4y=2l.v, temos
5 . ") = £ " "(a |
1 | p2a"'"faz=>'2!">/=f a=>,,-)/=f )' .

2
Com o valor de v podemos encontrar o valor de g: ?

 ———

/

» r(a)=f(a) = B+2-v.a= f(g) =

Pala) = a:>a+5‘a+7'a2=fa=> :

il Oz-l—f'a_f//a.a.a_l_f//a ) |
T : 2\!‘0, = a) = :

1
S
B Q= |
5 a)— (f " "(a :
Substiti; “= a'a'a"fl o 5
4.“ ubstituindo esteg valores de o B e 2 j
SRS ' ’ ’Yempz T = 92 i
i | +ﬂ-:c+fy-a:,temos !
i
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o) = 1@~ @) = 0) - 0) 0 L) o,

vy

2

('@ = 1"(0) - 0) 54 L
— ) 2l
v
Multiplicando-se as expressoes acima e colocando-se f "
cvidéncia, concluimos que se f'(a) e f"(a)/2! em

Finalmente, aplicando a regra de L’Hopital duas vezes, temos

f(z) —pa(z) _ . f'(z) —ph(2) _

al:l—l;relz (z — a)? zva 2. (z— a)
WO R O

isto &, 0 erro Ra(a,z) = f(2) — po(z) vai para zero mais rapidamente do que
a expressao (z — a)’. | a

Exemplo 11.2 Vamos calcular os polinémios de Taylor de ordem 1 e 2 da

" .
fungdo exponencial f(z) = €* em & = 0. Como f(z) = f’(':v)h='f (z) = €,
segue-se que f(0) = f' (0) = F1(0) = 0 = 1. Assim, o polindmio de Taylor

deordem 1 de f ema =0 ¢ dado por

J = pu(@) = f(0)+ £(0)- (@-0)=1+1 @O =T

¢ 0 polindmio de Taylor de ordem 2 de fema=0¢ dado por

. f”(O) . '_0 5
Y=mpo(z) = f(0) + 7(0) - (z — 0) _{_T (z ) )
1 9 LT

=1+1-(cn——0)+—2—-(m——0) f1+m+ 5

de f em pontos proximos

Podemos usar p1 € pg para aproximar o valol0 5 = 122 enquanto que

de g = 0. Por exemplo, p1(0.2) = 1.2 e pa




Otimizagao sep,

restri%es

T lo: p1(1) = 2 e py(qy _
utro exemp t ) .
02 = 1.22140""718O . A figura (11.3) mostra o graf, | ;
£(0.2) t:—(;(fue /1) = el = 2. ,,
enqual
pl e p2'
YA D,
b,
f
1
/ 0 T

Figura 11.3: Os gréficos de f(z) = €® e dos polindmios de Taylor py(z) =

1+ z de ordem 1 e p2(z) = 1+ 7+ 22/2 de ordem 2 de f no
ponto a = 0.

i ; i r de
O polindémio de Taylor de ordem 2 permite construir um classn‘icaﬂcglouma
pontos criticos de uma funcio de uma varigvel. Sejam f: I C R —

. . unto L.
funcdo de classe C2 e g — @ um ponto critico de f no interior do conjun
Do teorema, (11.2), sabemos que
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F@) = 5(0) _ 1"@).. Fyfany
(z — a)? 2 T (z —a)?
guponha que f "(a) seja maior do que zero. Uma vez que Ry(a, z)/(z—a)? —

0 quando T —* @ existe um 7 > 0 tal que

"
O<lz—a|<r = _'(a)

pssim, para 0 < |z — a| < r temos Ry(a,z)/(z — a)* > —f"(a)/4 e, con-
seqﬁelltemente7

f@)=fla) _ f"(a)  Re(a,z) _ f"(a) f"(a)
(z—a)? 2 +($—CL)2> 2 4

>0

_ fll(a)
4
para todo z com 0 < |z — a| < 7. Isto mostra que para todo z diferente de a
no intervalo aberto (a —r,a+r), f(z) — f(a) > 0, isto &, f(z) > f(a). Logo,
z = a é um minimo local de f. Suponha agora que f”(a) seja menor do que
sero. Uma vez que Ra(a, z)/(z — a)® = 0 quando z — a, existe um r > 0
tal que

"(a) _ Ra(a, f"(a)
O<|z—al<r = fia)<(;(_aa9;2 ——%—.

Assim, para 0 < |z — a| < r temos Ra(a,2)/(z —a)* < —f"(a)/4 e, con-
seqientemente,

) — f(a)  f"(a) M f_"@_fi(“_)___f_"@w
f((2_£g)=—é‘_+(x_a)2< 2 4 4

para todo z com 0 < |z —a| < T Isto mostra que para todo z diferente

isto &, f(z) < f(a)-
de @ no intervalo aberto (a—rat r), (2) - / (a ) < gl’tlsflzs C({ést)ituem as
Logo, z = ¢ é um méximo local de f. Hstes dois res ?na fungio de uma
condigdes de segunda ordem de um extremo local de u

varidvel de classe C2.

;
§
H
]
"
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("’*) Se f "(0)>0, entiom =
(b) Se f "(a)
(c) Se f"(a)

ponto de maximo

< 0, Cllt;iOJ/"" y &

= 0, ent'éo{_g;}_':"ea pC
local-0

—
—

O item (c) do teorema acima diz que se a € um ponto critico de

0,’e.ntéio as condicbes de segunda ordem ndo conseguem clas 'ﬁf ¢ /(q)

critico a.3 Para ver isto, considere as funcoes f(z) = 4 SHICAr o pontg

h(z) = z°. O ponto a = 0 é ponto critico das trés fungoes e, 9(@) N ~zt ¢

segunc}a ordem de f, g ¢ h se anulam neste ponto (nesta 'tas dfarlvadas de

que a é um ponto critico degenerado de f). Masa=0¢ s1tuagao, dizemog
um ponto de minimg

local de f, um ponto de '
’ mé
fgura (114). ximo local d¢ g e um ponto de sela de h. Veja

Evidentemente
podemos consi A
do que 2. : onsiderar polinémios de Taylor de ordem mai

- maior
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11.

yﬂ

z3. Observe que
= 0.

h” (0)

ot e h(z) =
g"(0) =

— -
paemy

—
)

z*, g(@)
0 e fll(o

—

—
—_—
—_—

h'(0)

4ficos de f(z)

f'(0) = 4¢'(0)

Figura 11.4: Os gr
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“aleulo 11
Polindmios de Taylor e Cileul

~ e P ‘ o + n/ ! ] P
fiulo 7 vimos que o “maelhor” plano que aproxima o grifico de up,
sapitulo ' a e 160 1
Nf’ u}p R = R de classe ¢ om uma vizinhanga de wm ponto p 6 dag,
fungio f: R* = S Lo

pelo plano tangente:

[n WA 0/' 1 ' B
z=l(z,y) = f(a,) + -5:—/5((1, b))« (v — @) - -C;)-y—(a, b) - (y = ).

Este ¢ o tinico plano (polindmio de gran um em duas varidveis) que satisfaz
as condigdes I(a, b) = f(a,D), (81/0%)(a,b) = (8f/02)(a,b) e (8!/0y).(a,'b) =
(0f/0y)(a,b) (I e as derivadas parciais de primeira ordem de ! coincidem
com f e as derivadas parciais de primeira ordem de J no ponto (a,b), res-
pectivamente) ou, equivalentemente, é o tnico plano que satisfaz a condigio

A bEY) = lim J(&,y) — lzy) = 0.
@)=t [|(2 = a,y = D) ~ (@) (ap) V(@ —a)2+ (y = b)2

A equagdo do plano tangente define o polinémio de Taylor de ordem 1 de f no
ponto (a,b): p;(z,y) = fa, b)+(0//0%)(a, b)- (x—a)+(8f/0y)(a,b)-(y—=b)

Em notacio mais compacta,

P1(%) = }(p) + Df(p) . (x — P),

onde x = (z,9) ep = (a, ),

Agora, podemos
de grau dois em du
classe C? em umg
préximo teorema,

0s perguntay qual ¢ g
35 varidveis)
vizinhanga, de

. inomio
“melhor” quidrica (pohnomi
que aproxima, ymg, fungdo f: R? = R Cle
"M bonto (g, 1), A resposta ¢ dada pe‘

N e g e
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. a diferengn enfire a3 fungdes Jf(%,y) ¢ [)2(""") vai: Dala, 7er0
isto ¢, o quadrado da distincia \/(Z ~ a)? + (y )

ue

ais rapidamente do q

o (1 . )l pontos (¥ ) e (a b). lim oubras palavras, valc que
enbre o8 2

f((U, -y) == [)Q(ZL‘, J) -} 122 ((L7 b,(l:,:?/), : -

; atisfaz a condigdo
onde o erro Ra(a, b, %, 9) satisfaz a condig

Ry(a,by%,y) b -
() :,hmub Iz — a,y — O)||? (@0)ab) (/{2

O polindmio de Taylor p; de f no ponto (a,b) pode ser codificado com o yg,
de matrizes: escrevendo x = (z,y) e p-= (a, ), temos

p(x) = £(p) + Df(p) - (x =) + 5 (x — p)7 - D2f(p) - (x—p),

onde o simbolo T indica a operagio de transposicdo de matrizes, Df(p) éa

matriz jacobiana de f no ponto p = (a,b) e D?f (p) é a matriz hessiana de f
no ponto p = (a, ):

-

o’f, . 8f
Df(p) = [Zi() 85 (p )J D2f(p) = Zf;(p) a;;iy(p)
(p) —==(p)
| Jyoz Oy? .

O erro Ry(p, X) = f(x) - — p2(x)

limyp, R(p, x)/|]x — p||? = 0. entre as fungges f e P2 satisfaz a condi¢a0

Exex:cicio resolvido 11.2 Uge 0s
fungio 7 = flz,y) = g1/ y3/4
Ximagdo de f(1.1, 0. 9).

SOLUGAO: As der;
4 ) S del‘lvadas P
Parciais de primeaie -
af Primeira ordem de f sio dadas po?

. 1
O (IL, '!j) = Z :1,""3/‘1,!/3/4 o 8f

3 .L
5y (=, y) = 4:1:1/4y"1/‘,

e
"
p

D*f

Conseque

pl(:E?y)

Pa(z, V)

e
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ivadas parciais de segun
’ as del' p g da, Ordem, por

e
o f 3 73 52
oJ = /4 f ‘
83;2 ($1y) 16 z yr, Ty2($,y) = __f_6 m1/4y—-5/4 o
o*f % f
_ 3
ayaﬂ; (ﬂ?,y) - amay(w’y) = T6x—3/4y—1/4.
Desta maneira,
of 0
Df(1,1)=[—11 of _[13
e
[ 0%f 5 :
2L 1) 5 / (1,1) 3 3
D*f(1,1) =-| _, zdy _ | 16 16
o7 (1,1) 8_2i(1 1) s _3
| Oydz ™’ o2 6 16
Conseqilentemente,

€

3 3 |
1 3 1 16 16 z—1
16 16
1 3 3 3 3 5

v—— 2 s — V—— N
75TV R T Y

Sendo agsj . = 1)+ (3/4) (09) = 0-95 e po(1.1,09) =
™ 2il1.1,0.9) = (/74 () (35125) (1.1) (0.9) — (3/32) (0.9)* =

(1/4) (1.1 _ 2
S A AT g

E ] . .
Videntemente, podemos construir 0 polin

Ungg - ridveis.
C0es de classe (2 que dependam de mais do que duas va .
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AR a11.6 (O POLINOMIO D DIT i e

~ Teorema Ll1. R — R de clas ’ terig Con
uma fungdo [ D,C © Gnico .poliném T1aveig 2£1CO"
de D. Entdo existe um unico.porr () < rit! fu

qﬁe satisfaz as condi'g.f),eﬁs__‘;-P,Z.C ) ma

D?pe(p):

Usand:
a0 pOI]
quand<

isto &,

suficie
que ze

. 0-S€ 0 sistemag, linear obtido a p al':tl-z
P), Df(p) = Dpa(p) e D2f(p) = D2psy(p) (técnic

7), podemos fazé-1o yg
ma funggo de uma n
detalheg desta demonst

: 0- Pa
ando as propriedades do P i locr& t
ica varidvel estabelecidas I al 4

dos I)g
A . ~ . ncontra er
nas referénciag [01, 71] rag¢ao podem ser e \
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/1.3 Formas quadraticas e matrizeg definidas

- 0 polinémio de Taylor :

Como usar O POTHDY q LYol ;le ‘Ordem. 2 para classificar pontos
iticos de uma funcdo f de n varidveis? Como vimos, se f: D C R"
_ 2 : L -

ma fungao de classe C* e p € um ponto interior de D, entio

i) =@ +Df(P)- (x=p)+ % (x=p)" - D*f(p) - (x - p) + Ra(p, ).

—Ré

ge p 6 um ponto critico de f, entdo D f(p) = 0 e, portanto,

£ = F(B) + 5 - (x = B)T - D*F(p) - (x = ) + Ra(py ).

‘
«

.
;
1
!
in
4
1
!
t
o
j

Usando a varidvel h = X — p (que representa o deslocamento com relagéo
ao ponto p) e negligenciando o erro Ra(p,x) (que vai para zero rapidamente 3
quando x — p), concluimos que

e T st e e £

f(p+h) = f(p)+ % -h" . D*f(p) - h,

isto é, .

N =

f(p+h) - f(p) 5 b7 D) D =

Se o lado direito da expressdo acima é maior do que zero para todo h 7éd0 V.
suficientemente pequeno, entdo o lado esquerdo também deve ser maior do | i*tf"
que zero:

fp+h)—f(p)>0 ou ~ fe+h)> f(p);

Para todo h # 0 suficientemente pequeno. Destat maneira, p € umegznzgg
local de f. Analogamente, se n! . D*f(p) - h € menor d((l) ciucern i - geve
fodo h s 0 suficientemente pequeno, entao o lado esquerdo ta

Ser menor do que zero:

fp+n)—fp) <0 oun f+W<IE)
esta maneira, P é um mdzimo
de Taylor indica que © fato de

Para fodo h £ 0 suficientemente pequeno- D k
e relacionado com O sinal do
|

“alde f. Moral da histdria: a aproximagao

P ser , intimament s
ol extremo local de f estd Inf i }:
l0mio de grau 2 em vérias varlavels !il" !
s 3
il#“]"@'ﬁ '
i

N -




| ‘ Otimizagao sem restrj

- 384 ———

COeg 11‘

sty

A

- o) = b7 D/ (P) b

N

f no ponto critico p. Fungdes deste bipo
m nome para elas.

onde D2/ (p) ¢ a matriz hessiana de
| .. . s ] u
: siio tiio importantes que vamos dar

Definigio 11.1 (FORMAS QUADH |
drada n X n formada por /nup;lel.,‘QS, Ie |

& matriz A é a fungdo escalar’

| i
| |
|

I

|

E

;

|

. |
{

| |
. onde; como sempr E
. . reais. . o
e S i

3 T ’ :
Como o sinal de @(h) = h" - A-h também desempenha um papel importante, |
| somos levados a considerar a seguinte definicio |

NN
R "N

—~
YA€ N Al B b e
e o

e e e £~ et et e

T e




NN s T -
g RN

- e

< ER L

isfaz

h sat

A

= h!

)

h
A

(

ica @

at

Observe que toda forma quadr

SN S e N
ORI o il

_ _ - - A,kwu(n.,‘l_\\.I\A\\\u }

5)

(

+ hZ
11

2
1

)
=h

|

a a figura

=0
h1
ho

Vej

|

0
jca assocCla

0
0

1
01
a

)

t
10
01
(0

0)
is a forma quadr
|
#

.

)

OT
]

ho

A

[
(h17

iz
(
e .
Malor do que 0 para todo

)

1

3 A matr
da po
hl) h2

Q

Exemplo 11
€ Positiva, defin

’
/4
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Figura 11.5: Gréfico da forma quadratica positiva definida Q(hq, he

Exemplo 11.4 A matriz
1 0]
#=1 7% )
é negativa definida pois a forma quadratica associada,
. -1 0 h
hi,ho) = | hy he |- | Y g2 g2
Q(hi,hg) = [ Fa ha | [ 0 _1] [hz} h? — h2,

¢ menor do que 0 para todo (hi, hg) # (0,0). Veja a figura (11.6).

Exemplo 11.5 A matriz

cz[ 1 0]
0 -1

¢ indefinida pois a forma, quadratica associada;
?

Qlh, o) = [ by hg]-[ : g]..[hx}_hz_hz
— - 1]

é tal que Q(1,0)=1>06Q(0,1)=—1<0

) = k2 +h3.

Figu
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Figura 11.6: Gréfico.da forma quadrética negativa definida Q(hy, hy) = —h2 — h2.

Figura 11.7: Gréfico da-forma quadratica i

ha

2 _p2
ndefinida @(h1 hy) = hi —ha.
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10
D"‘[oo

e Vv At ciada
ratica asso ,
idefinida pois a forma quad
4 positiva seml
positiva

1 0]'[h1]=hi
Q(h11h2)=[h1 hz] [O 0 ho

. . _0. n
ue D nio é positiva definida pois Q(0,
q

h
ha

1 i = h2.
Figura 11.8: Gréfico da forma, quadrédtica positiva semidefinida Q(h1, h2) =M

Exemplo 11.7 A maftriz

Figur

Exercic

Para qu:
deﬁnida’

SoLug;
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4 menor ou 1’gual a 0 para to.do (hq, h) (0, 0). Veja a figy | (
que E ndo € negativa definida pois Q(0, 1) = 0. gura (11.9). Observe | g
a
o
T
i :
|
Figura 11.9: Gréfico da forma quadritica negativa semidefinida Q(hi, he) = —h3. fl %
Exercicio resolvido 11.3 Considere a matriz diagonal
[ )
d; 0 0 0] ¥
D= 0 do 0 O
~ |0 0 d3 O i !
| 0 0 0 dy] ;
. ’ L 3 3 ;}
Para quais valores de dj, dg, d3 € d4 a matriz Dé 1.)0311;1\./& defin‘?dda:), negativa :
definida, positiva semidefinida, negativa semidefinida e indefinida I
SOLUGAO: A forma quadratica associada a matriz D é dada por .
"d; 0 0 O 1 [h]
0 d 0 0| |Hh
Q(hl,hm hs, h4) = [ hi h2 hs h4 ] "l'o 0 ds O hs B B
0 0 0 da] Lhal N e
L ‘ii
2 2 4 dy hi. i
= ah/‘L%—i—alzhz"‘ali*h-'i—l—al4 4 ) ‘;;ff’,:é%
- e eq = (0,0,0,1) 08 i d]
o o) = (1,0,0,0), ez = (0,1,0,0), & = (% L0y e e = ¢ H
®tores da base canénica de RY. i'
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i tdo devemos ter Qle)) = nens
ot itiva definida, en =dp s ~
) Se D é uma m&tléz(é)())s; dy>0e Q(e4) = El4 > 0’. POI: (?utro lado, se d(l)' ¢ I;ZE
Q(ez) = de > 0, : Smaiol‘es do que 0, entdo D € positiva definig, DOis’ enl 1
dy, ds € d4 sdo todos , " b deve
’ _ 21 dyhy+dshy+dshy >0 diag’
Qb ha ha, ha) = di iy 62 pé
4 (
para todo (hl, ho, hs, h4) cRe e Q(

Q(hy, ha, h3, hy) =0 se, e somente se, hi=hy=hy=p=
1,192y 195

i i ida, entdo devemos ter Q(e;) = ¢, <

D é uma matriz negativa definida, |

®) %e(e )=dy<0,Q(e3) =d3<0e Q(eq4) = dgy < 0. Por gutro ladf), e dy
dy 53 e d4 sio todos menores do que 0, entdo D € negativa definid, DOis

Q(h1, ho, by, ha) = di B + da hj + dg B3 + dg hf < 0
para todo (hy, g, hg, hy) € R* €
Q(h1, b2, ha, hy) =0 se, e somente se, hy = hy = hg = hs =0,

(c) Se D é uma matriz positiva semidefinida, entio devemos ter Q(e) =
di 20, Qes) =dp > 0, Qez) = ds > 0 e Q(e4) = dg > 0. Por outro

lado, se dy, dy, ds e dy sdo todos majores ou iguais a 0, entdo D é positiva
semidefinida pois

Qs oy g, ha) = dy B3+ dy b2+ dy B2 + dyg b2 > 0
para todo (hy, hy, hg, h4) € R4,
(d) Se D é umg matriz negativa semidefinida, entdo devemos ter Q(e1) =
d <0, Q(ez) = d, <0, Qe3) = d3 < 0 e Qeq) = dy <0 Por

3 . 50 D¢
d3 e dy s30 todos menores ou iguais a 0, entao D
a pois

outro lado, se d1, dy,
negativa semidefinid

Q(h17h2) h'3; h4) = dl h% + dg h% -+ d3 h% -+ d4 hi < 0
para todo (hy, hy, by, hy) € R4,




... ser diferentes de zero e
ossuir sinals contrarios. )
devem P Por outro lado, se dois elementos da

diagonal de D.sé.o diferentes de zero e possuem sinais contrarios, entdo
D é uma matriz indefinida pois se d; < ( ¢ d; > 0, entdo Q(e;) —,d‘ <0
) -

o

Com estas defini¢oes podemos, finalmente, enunciar o teorema de classi-
ficacdo de pontos criticos, baseado na positividade da matriz hessiana. .

L ) 2

.

.
7

N

L

AN Q. 2/} .
/c;//é’é//g%f /%
7, A NGO |
77 7 . T /’::Z/C///;(/' // 2
o

o\
1va semi

: iti e a
se p é um ponto critico de f

ositiva semidefinida ou negativa se-
em nao conseguem classificar

O item (d) do teorema acima diz que
Matriz hessiana D?f(p) de f em P ep
mideﬁnida, entdo as.condigdes de segunda ord - (z,y) = 7t + o4,
O ponto critico .p. Para ver isto, considere as fungoes0 fo) ,éy o erttico
92, y) = —g4 — 4t ¢ B(z) = «* —y'. O pomtoP = (0,9) ° P2 (0,0) & 2
das trg fungdes e a matriz hessiana destas tres..f ungoe® meztriz n,egativa
Matriz nula, que é uma matriz positiva semiqeﬁmfia e:snilue p é um ponto
Semidefinida a0 mesmo tempo (nesta Sitlfagao’ d1zteomde minimo local de I
Cﬁtico'degenemdo de f). Masp = (0, 0) é um pon




R
e

Otimizacio ge

m .
92

1 de g e um ponto de sela de i (por qu e?)
cal de

a/S C

., de méximo lo . .
um ponto de mdx COntrag,

. rema
monstragdo do teorem
na referéncia [71].

. e 08 Unicos pontos Criticog 4

lo (11.1) vimos que ., 3

Exemplo 11.8 No ?ce;lli yg + 92y no conjunto admlsm?/el D = p -

fungdo 2 = f(:z:,_y_) (—3_ —3). Como todos os pontos ’d(? conJunCtl?dadmissfvel

p; = (0,0) e Pz'——es ,segue-Se que p; € Pg 880 os Unicos candidatos 4 ¢

sdo pontos 1nter10{[ ; aplicar as condicées de segunda ordem parg tentay
tremo local de f. Vamos

lassificar estes pontos criticos. Para isto, vamos calcular a madtriy hessian
classific
D*f(z,y) de f no ponto (z,y):

[ 5%f 0% f
YT ey 8°f 9 -6y
il T2 (V) J

(a) Classificacio do ponto critico p; = (0,0).
A matriz hessiana D2£(0,0) de f no ponto (0,0) é dada por

Ds(0,0) = |

€ a correspondente forma, quadraitica, por

Devemos agora esty.
(hly h2) € (kl, }Cg
D?£(o, 0) serd uma
um ponto de selg de

gamente
que 0 nio garante

Contudo, neste caso, § facil
de f

10 ponto (0, 0). U

dar o sina] de Q(hy,
) para os quais Q(h,, )

atriz indefip;
f. Por outro |
0 ndo garane que
» Conseguir g)

que D?f (o, 0) seja

90

YA vez que

QL1 =18

09
90

|

A, hy) = [ by hz]-[o 9”22

1

} = 18 hyhs.

hs). Se conseguirmos dois pontos
> 0 e Q(ki, ky) < 0, ent®
da e, conseqiientemente, (0,0) s€rd
ado, conseguir alguns pontos 011(.18. i
D1 (o, 0) seja uma matriz pOSl't‘(;’(‘)
guns pontos onde @ é menor
uma matriz negativa definida-

0
de se classificar a matrig hessiana D2f (0 )

o g N O
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2 .
segue-se que D°f (0,0) é uma matriy indefinida, e port ol
digdes de segunda ordem, (0,0) é um ponto 4, Sefapdr anto, pelas con- REEE Y
um ponto critico de f que nio é minpj e f,

(b) Classificagdo do ponto critico p, = (3, -3). ' i

A matriz hessiana D?f (3, —3) de f no ponto (3, —3) é dada por

D*f(3,-3)= |18 9
/3,-3) !9 18]

!
| At I
e a correspondente forma quadratica por o
i

QU ha) = [ hy By |- [198 198] | !Z;] = 1812 + 18 hyhy + 18 B2
Devemos agora estudar o sinal de Q(hy, he). Se conseguirmos dois pontos ’
(h1,h2) e (k1,k2) para os quais Q(hi,he) > 0 e Q(ki,k2) < 0, entdo R
D?f(3,—3) serd uma matriz indefinida e, conseqiientemente, (3, —3) ser4
um ponto de sela de f. Por outro lado, conseguir alguns pontos onde ()
é maior do que 0 nio garante que D?f(3,—3) seja uma matriz positiva |
definida. Analogamente, conseguir alguns pontos onde ¢} é menor do |
que 0 ndo garante que D2f(3,—3) seja uma matriz negativa definida. i
Analisar o sinal de 18 h? + 18 hihy + 18 h% é mais complicado do que i
analisar o sinal de 18 hyho! l“ R

Para classificar a matriz hessiana D%f(3,—3) de f no ponto (3, —3) va-
mos usar o método de Lagrange, que consiste em completar os quadrados

na expressao para @(hi, h):

Q(h1, hy) = 18 [A] + hihe + hy) =

1.\ _ 1.2, p2| =18
<h1+§h2 —7 g T 2

D) ff“f““
1 3.9 AR

R2 e Q(h1,he) = 0 s, "
Observe que @ (h1, he) = 0 para todo (A1, ha) €2f (3, —3) é uma matriz i

€ Somente se, hy = hy = 0. Isto mostra (~1u€d s ordem, (3,-3) L
Positiva definida e, portanto, pelas condigdes de €& ‘
®um ponto de minimo local de f

18

Shvean” W

]

E

e i

“
L
Tl

[ WEEY
2
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IDADO! CUIDADO! CUIDADO,
cu -

ritério .
unda ordem estabelecem um 21 ﬁ parg, demdn
106 € a afirm
As condigoes de’t.s > 6 um extremo local! Elas na A sobre ,
to c¢ritico

de-do ponto critico! No exemplo anterior, (3, ~3) é UM minjp,
globalidade'do T
local de

3 3
2= f(z,y) =" —y +93Y

. | | ) X

3) néo é um minimo global de f em R”. Para. Vé-lo, bagty
Irllgas (Zr_clue £(0,n) = —n® que vai para —oco quando n vai para +,
observar que f(0,

Exist ira .0 sinal de uma forma quadratlca
]'S ém Va,,["a,S mane S de se GStUdar
X 1 ]
Q(h) _— h ¢ A * ‘h
a,SSOCia:da: a, urma matriz Simétrica A:

‘ ' ’ todo
(a) com o completamento de quadrados de Q(h) (conhecido como o méto
de Lagrange),
‘ : ; ¢ fzes do
(b) com o céleulo dos autovalores de A, isto ¢, com calculo das raizes
polinémio caracteristico de A,

(¢) com o calculo dos determ

. . . S aSSim
Inantes -de .certas submatrizes de A (o
denominadog menores p

rincipais de A)e

. 5}0
(d) com a.decomposicao de Cholesky de A (relacionada com a decompoS
LU de A). | |

No exemplo (11.8)
critico (3, —3) g fungdo » = £ (z,y)

em termog de

. . =N "7
assificar a formsg, quadrética ‘@ (h) sito?
neste curgg.

termmantes, O que serj satisfatério para nossos P

Exemn

Os me

Os me
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11.4 Menores de uma matriz x (&“{,j;ﬁ

S
T~
o

[P

T4
o >

e
ca ;j“:—\\ e

t R SRR RN . ///////{,/, .
> e i %%ﬁ/i?///%/;{ 1
| !
{ v
Exemplo 11.9 Considere a matriz 3 x 3 i
{ }
A=|d e
" 1
g h oo
s !
o |
Os menores de ordem 1.da matriz A -sido dadospor N i
Y IR
. 0
al, Bl e Idl lel FL ol Ikl e il .
| : . o
Os menores de ordem 2 da matriz A sdo dados por
) . ;
| e f |.d f d e S
. 3 9 ? [t
) h 1|’ g 1t g h I
L
b oc |a c la b, I
‘ ‘ R ’ B
: | h 1 ’ 1 1g T 19 h B
. . la b ' i‘li |
) 1b ¢ a ci 7el
e g
€ f ’ d f ’ \J“
- . : .4 & dado por ]
, O menor de ordem 3 da matriz A € dado p |
a c o
5 d € [ ;“ j P
- g h 1 1 1"
IE
~ (@] I
i da matriz A (nao confunda corm iy
: ’ 'y e da : b ‘;]
S O sfmbolo |A| denota o determinant g AR
0 I 0
n Modulo de um nuimero real)- I
)5 }
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Exemplo 11.10 Considere a matriz 3 X 3.

a b c
A=|d e f
g h 1
Os menores principais de ordem 1 da matriz A sdo dados por
lal, le| e 4.

Os menores principais de ordem 2 da matriz A sio dados por

e f a c a b
hod |’ g i’ d e

O menor principal de ordem 3 da matriz A é dado por

@ Q. o
> o~
S, SR 0

O sfmbol
0 |4] denota o determinante da matriz A (nio confunda com°

mbdulo de um nimer, real), ﬂ

O sfmbo:
médulo ¢
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Exemplo 11.11 Considere a matriz 3 x 3

A=

P

Q@ a8
> 0o o
S S O

- \4‘:\\—\4‘
et e

res principais lideres ~ _ .
Qs menores p p de ordem 1, 2 e 3 de A s3o dados, respectiva- 5
mente, PO , z

a b
d e

af,

@
Q@ Qe
o 0 o
S S 0O

e s o v = e

0 simbolo |A| denota o determinante da matriz A (nfo confunda com o
médulo de um nimero real). -

|
f
|

s

b
N
p .
i
"
) t
N
] e ;’j
1i -
“njw R
If[
N
8t
W
'?7'."
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Exemplo 11.12 Suponha que A é uma matriz 4 X 4 simétrica, Denotg POy
xem -

|A| o menor principal lider de or der

(a) Se |A1|' > 0, |A2| > 0, |A3|A >0e |A4.| > 0, entdo A é uma madtriz, DOSitiy,
definida.

> 0, |As] < 0 e |Ay4] > 0, entdo A é uma matriz negatiy,
(b) Se |A1] < 0, |Ag] > 0,
definida.

(c) Se |41 > 0, |Ao| > 0, |As| = 0 e [Ag] < 0; entdo A é uma may,
indefinida. De fato: A ndo é positiva definida por causa de |A4| (deveyi,
ser > 0 € ndo < 0), A nilo é negativa definida por causa de |A;| (deveriy
ser < 0.e ndo > 0), A nio é positiva semidefinida por causa de |44
(deveria ser >'0-e no < 0), A nfo é negativa semidefinida por causa de
|Aq| (deveria ser < 0 e ndo > 0). Se A ndo é definida e nem semidefinida,
concluimos que A é indefinida.

(d) Se |Ai] < 0, |49] < 0, [As] < 0 e |A4] < 0, entdo A é uma matriz
indefinida. De fato, A nio é positiva definida, por causa de | A4|, (deveria
ser > 0-e ndo < 0), A ndo é negativa definida, por causa de |A4| (deveria
ser > O'e nio < 0), A ndo & positiva semidefinida por causa de |44
(deveria ser > 0 e ndo < 0), A nio é negativa semidefinida por causa de

|A4| (deveria ser > 0 e ngo < 0). Se'A ndo¢ definida e nem semidefinida,
conclufmos que A é indefinidag,

(€) .Se |A1! =0, |45] < 0, [43] > 0 e |A4| = 0, entdo A é uma matriz
indefinida. ~De fato, A ndo & positivy, definida por causa de | Ag| (deveria
::1’ > Ooe nao <0), A nao € negativa definida por causa de |A,| (deveria

I > 0 e nao < 0), A nio ¢ Positiva semidefinida, por causa de |A2,

(deveria ser > g e ni

< V€130 <0), A nio ¢ negat; , : ie
i 1 usa

| A2| (deveria ser > 0 e ndo < ) gativa semidefinida por ca

) - Se A ndo é defip; idefinida,
conclufmos que A § inde fnida, efinida e nem semi

Eixe€
fung
P17
520

trent
paré
hess
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e [ A1l = 0, |42 > 0, [As] = 0 e |As| > 0, entio 4 nio 6 uma mage
Jefinida. Assim, A pode ser positiva semidefinida, negativa semil atiriz
ou indefinida. Para decidir sobre ’ emidefinida

Y ° ?laSSIﬁca(}aO de A devemos calcular
todos os menores principais da matriz 4,

(8)

a

gxemplo 11.13 No exemplo (11.1) vimos que os tnicos pontos criticos da
fungio 7 = f(z,y) = o3 — % + 9%y no conjunto admissivel D = R2 s30
b, = (0, 0) e pa = (3,—3). Como todos os pontos do conjunto admissivel
a0 pontos interiores, segue-se que P; e p, 530 os dnicos candidatos a ex-
tremo local de f. No exemplo (11.8) usameos as condigdes de segunda ordem
para classificar estes pontos criticos estudando- a positividade das matrizes
hessianas

09]

e B':sz(3,—3)=[18 9].

9 18

Para isto, calculamos explicitamente as formas quadraticas associadas a estas
matrizes e- empregamos o: método de. Lagrange (completamento de quadra-
dos) para classificd-las como- positiva definida, negativa definida, positiva
semidefinida, negativa semidefinida ou indefinida. Vamos usar agora o teo-
rema (11.8) como um método alternativo para classificar as matrizes A e B.

(a) Classificagio do ponto critico p; = (0,0).
Como. |Ag| = —81 < 0 segue-se que A nao é positiva semidefinida (pois
|Ay| deveria ser > 0 e ndo < 0) e nem negativa semidefinida (pois |As]
deveria ser > 0:e ndo < 0). Com.isto, A também ndo é positiva definida e
nem negativa definida. I.ogo; A & indefinida e, conseqiientemente, (0,0)

¢ um ponto de sela de f.

(b) Classificacio do ponto critico py = (3,—3)-
Como |B)| = 18 > O e 1By = 182 — 92 > 0 se’gue-s-(—‘:.qu(—‘-;1 tfci)d.czls (;s
menores principais lideres de A sao > 0. Logq, Aé pOS;tlva elinida €,
conseqiientemente, (3,—3) é um ponto de minimo local de f. n

A demonstragao do. teorema (11.8) nao é simples €, _Com a teOflaoqc;;eet;:;z?

% aqui, ele nao parece ser nada 6bvio. Na referéncia [ fvéceapmais geral.

frar umg, demonstragio por indugio do teorema em sia' :;:;:a (11.8) pods
Or Qutrg lado, existem situagdes mais simples onde o teo

T e

e e e,

.
e i e it o an = - R
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tabelecido. Vamos estudar d01§ dest.es 'Ctas-ms: 2 posit;
ser facilmentde. eZ onais € & pOSitividade de matrizes simétricas 2 x o
matrizes dld
de SITIVIDADE DE MATRIZES DIAGONAIS) No exen

0 L .
resOlVlg%,(.lllcie)Se ver que as conclusoes estabelecidas neste exercicip POden.l
Nao é diticl

zadas para matrizes jagonais m X 7, isto é
facilmente ser generali P trizes di , isto &, se
a

Vidgg,

(dy 0 - O

0 d2 .. 0
D=1 . . :

O O s e dn_

é uma matriz diagonal n X n, entdo o estudo do sinal da forma quadrétic
associada a D,

(d; 0 - 0] [h]
0 dy -+ 0 ho
Q(hlah27'-'7hn) - [hl h2 hn] . . :
o 0 .- dn_ _hn_

= iR} +dahl+- +dy b2,

nos permite concluir que

(a) D é uma matriz positiva definida se, e somente se, todos os elementos da
diagonal principal de D sio positivos, isto é, d; > 0, dy > 0, ..., dn >0
(b) D é uma matriz ne

. gativa definida se, e somente se, todos os elementos da
diagonal principal

de D s3o negativos, isto &, dy < 0, dy < 0, ..., @ < b

i ero,
d menores ou iguais a 2z
150,d, <0, o dn<0e
(e) D é uma m :
atriz indefiniq £08
diagonal d 8¢, e somente se, existem dois elemen

princ
princ

| Ds|

Por outr
malores (
definida.
de D sdo
& Zero m
Para dec;
sinais dg
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Lembl’ando que o determinante de uma magyi,
o produto dos elementos da diagonal, & f4ci] de

h/deres de D sao:

diagonal nadg, mais é do que
VeT que os menores prindipais

oL
s o
[

! A
D =di,  |Daf=didy, ... |p . SE

Com isto, nao é dificil de se ver que

(2) D é uma il:ia,trlz 5)03;131\’& definida se, e somente se, todos os menores IRT ]
. N : s eres e - b T . ’ X " Az,'_'_»
principais li 530 positivos, isto é, | Dy| > 0, 1Dy > 0, |Ds| > 0,
IDg| >0, ..., |Da| >0e |

(b) D é uma matnz negativa definida Se, e somente se, todos os menores o
principais lideres de ordem fmpar de D s3o negativos e todos os menores i

principais lideres de ordem par de D sio positivos, isto é |D;| < 0,
|D2| > 0, | D3| <0, |Dyg| >0, ete.

Por outro lado, o fato de todos os menores principais lideres de D serem i
maiores Ou iguais a zero nao garante que D seja uma matriz positiva semi- «‘ ‘
definida. Por exemplo, se d; = 0 e todos os demais elementos da diagonal il
de D sao negativos, entao os menores principais lideres de D sdo todos iguais iy
a zero mas D nao é uma matriz positiva semidefinida. Moral da histdria:
para decidir se D é semidefinida ou indefinida ndo basta estudar apenas os
sinais do menores principais lideres de D! E preciso estudar os sinais de |

todos os menores principais! Como as submatrizes principais de D também Iion

fasaror

880 matrizes diagonais, segue-se que

(¢) D é uma matriz positiva semidefinida se, e somente se, todos os menores e
Principais de D sao maiores ou iguais a zero € i

(@) D ¢ uma matriz negativa definida se, e somente se, todos os mznores
Principais de ordem impar de D sdo menores ou 1guais a zero € todos os |

: 5 i 1 1 ero. N

Menores principais de ordem par de D) sao maiores ou iguails a z b

O 0S sinais ‘hai i 3 enquadrem nos

(e) Cas inais dos menores principais da matriz D nao s.e ‘ quadr L
ltens (a b { ¢ yma matriz indefinida. g
ttens ( ), (b), (c) e (d), concluimos que Déu tr1

5 2) Consi-
Uxemplo 11.15 (POSITIVIDADE DE MATRIZES SIMETRIGAS 2 X 2)

er R
®Uma matriz simétrica 2 X 2
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e a forma quadrdtica associada

Q(hl,h2)=[h.1 hZ]'[Z i]'[hz

Otimizacao sem Testyi -

m } = ah? +2bhihy + chl,

(a) A é positiva definida se, € somente se, |A1| = a > 0e Ao =ac-p>

(=) Se A é uma matriz positiva definida, entdao Q(1,0) = a > Q¢
Q(=b/a,1) = —b*/a+c = (ac— b%)/a > 0. Portanto, |[A1] =a > (e
|Ag| = ac — b* > 0.

(<) Reciprocamente, se [A;| = a > 0 e |4z = ac—b? > 0, completando-
se 0 quadrado, temos que

Q(h1,he) = ah?42bhihy + — h3

2b b?
= a (h’;’+—h1hz+—2h§) —
a

a

b2 b2 9 9

g g hatch
b2 2 2
E‘hz-'-ChQ

_ b\ ac— b2
= a<h1+ahz) -+ h%

a

€ maior ou igual a zero para todo (hq, h 2 =0
5 1y ceR. M hy, h2) =Y
entio by = 0 e hy = (. Portanto( 2) as se Q(hy, h2)

(0,0), isto é, 4 & uma matriz positiva definida,

(b) A é negativa definida se, e somente se

(=) Se 4 ¢ uma matriz ne
Q(~b/a,1) = —b*/a+ ¢ =
|As| = ac — p2 > 0.

(=)

Remprocamente, se |A;] =

gativa

a<

(ac — bz)/a < 0. Portanto, IAII =

Q(h1, he) > 0 para todo (h1,h2)

250
,|A1|=a<Oe|A2|=aC’b 7

:
definida, entdo Q(1,0) = @ <

04
Oe|Ag| =ac—02 > 0, complemrld

pd X

se C

nen

(<)
Men
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se 0 quadrado, temos que

= ah? by
Q(h1, h2) ah1+2bh1h2+zh3—zh§+chg
2b b2 2
= a|R22 2 b
G( 1+ Gh1h2+ﬁh%>_zh%+0h%

= a<h1+—a-h2> + . K2

é menor ou igual a zero para todo (hy, hy) € R2. Mas se Qha, ho) = 0

entdo hy = 0 e hg = 0. Portanto, Q(hy, hy) < 0 para todo (hy, hs) #
(0,0), isto é, A € uma matriz negativa definida.

(c) A é positiva semidefinida se, e somente se, a > 0, ¢> 0 e ac— b > 0.

(=) Se A é uma matriz positiva semidefinida, entao Q(1,0) =a > 0,
Q(0,1) = ¢ > 0. Temos agora que considerar varios subcasos.

1.Se a > 0, entdo Q(=b/a,1) = —b*/a+c = (ac — b%)/a > 0 e,
portanto, ac — b* > 0.

2. Se ¢ > 0, entdo Q(1,—b/c) = a—b?/c= (ac—b*)/c > 0 e, portanto,
ac —b? > 0. |

3.Sea=c=0,entio Q(1,1)=2b=0e Q(1,—1)=—2b2>0, isto &,
b>0eb<0. Logo, b =0 e, conseqiientemente, ac — b =0.

a>0,¢c2 0 e ac — b2 > 0, isto é, todos os

ero.

Em todos os subcasos,
menores principais de A sao majores ou iguals a 2z

| | . _
(<) Reciprocamente, suponha que a >0,c>0eac— b> > 0. Nova

mente, temos que considerar varios subcasos.

1. Se ¢ > 0 entdo, completando-se 0 quadrado, temos que

b 2 ge— b
Q(hl,hz)=a<h1+gh2> T

2
h’l) h2) € R*.
do, temos que€

hs

¢ maior ou igual a zero para todo (

2. Se ¢ > 0 ent3o, completando-se 0 quadra

2
b
ac — b* 2 °h +h>
Q(hy,he) =~ h1+c<c1 2

R

P

il N
,}_“'F =Y

SRR
<
(P st

=

7 AW

RN
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gual a 7ero para

2
. todo (1, he) € K.
é maior ou 1 5o ac — 2 = —b? > 0. Portanto, p =
- O, en

0
Q(h hg) = 0 para todo (h1, he) € R2, ¢,

3.5 a=¢C
conseqiientemente;

—_—

Em todos 08 subcasos,
semidefinida.

Q(h1, h2) 2 0, isto é, A é uma matriz POsitiy,

se,a <0,c<0eac-p>

(=) Se A é uma matriz negativa semidefinida, entdo Q(1, 0)' =agy
Q(0,1) = ¢ < 0. Vamos considerar os vérios subcasos.
} —

1. Se a < 0, entdo Q(—b/a,1) = —b*ja+c = (ac — b%)fa < 0,
portanto, ac — b* > 0.

2. Se ¢ < 0, entdo Q(1,—b/c) =a— b?/c = (ac— b?) /e < 0 e, portanto,
ac—b? > 0.

3. Sea=c=0,entio Q(1,1) =2b<0e Q(1,—1) = —2b <0, isto ¢,
b<0eb>0. Logo, b =0 e, conseqiientemente, ac — v =0.

(d) A é negativa semidefinida se, € somente

Em todos os subcasos, a < 0, ¢ < 0 e ac — b2 > 0, isto é, todos o
menores principais de ordem fmpar de A sdo menores ou iguais a zeroe
" o menor principal de ordem par de A é maior ou igual a zero.

(<) Reciprocamente, suponha que a < 0, ¢ < 0 e ac — b2 > 0. Vamos
considerar os vérios subcasos.

1. Se a < 0 entdo, completando-se o quadrado, temos que

b 2
Q(hh h2) =a (hl + E hz)

¢ menor ou igual a zero para todo (1, ho)

ac — b2

hs

a

2. Se ¢ < 0 entdo, completando-se o quadrado, temos que

C

c
- € menor ou igual a zerg para todo

3.8 a = ¢ =0, entdo gc — p2 —
conseqiientemente, Q(ha, hy)

Em todos 0s subcaso
semidefinida,

(h1, ho).

—b? > 0. Portanto, p =10
= 0 para todo (h1, he).

&

S, Q(hy, o)

L . v
<0, isto é, A ¢ uma matriz n€&?

As cond
para decidi
sobre a glo

Il /
. € ponto cri
“minimo loc

Como g;
missive] ¢ s
de Weierstr
®Specifica d
Criticos: fiy,
um teorem;
Ca’,l(;ulo II

Exepps. .
dadeljclclo 1
Cira, gy

u
I C()ntraﬁf
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(e) A é indeﬁnida se, e somente se, ac — b2 < 0.

(=) Suponha, por absurdo, que A seja uma matriz
4 — b2 > 0. Entao, como A ndo é positiva, semideﬁniél
semidefinida, pelos itens (b) e (c), conclufmos que a e
sinais contrérios, isto € ac < 0. Mas entfio q¢ —

indefinida e que
a € nem negativa,
! ¢ devem possuir
b* < 0, uma contradicio.

(4:) Reciprocamente, suponha que ac — 42 < g, Entéio, pelos itens (a)
(b), (c) e ~(d): segue-se que A néo é positiva definida, nio é negativz;
definida, nao € positiva semidefinida e nem negativa semidefinida. Logo

* )

A é uma matriz indefinida.
a

11.5 Questoes de globalidade e convexidade

As condigoes de segunda ordem (teorema (11.7)) estabelecem um critério
para decidir se um ponto critico é um extremo local. Elas nada afirmam
sobre a globalidade do ponto critico! No exemplo (11.8) vimos que (3, —3)
é ponto critico da funcdo z = f(z,y) = 2% — y® + 9y que é um ponto de

~minimo local de f, mas nfo é um ponto de minimo global de f em R2.

Como garantir a globalidade de um ponto critico? Se o conjunto ad-
missivel é aberto (o caso que estamos estudando neste capitulo) o teorema
de Weierstrass nao pode ser utilizado. Nesta segao vamos estudar uma classe
especifica de funcGes para as quais é possivel garantir a globalidade de pontos
criticos: fungdes convexas e fungdes concavas. Mas antes, vamos apresentar
um teorema de globalidade de Célculo I que nao pode ser estendido para
Céleulo 1I.

Exercicio resolvido 11.4 Diga se cada uma das sentengas a seguir ¢ ver-
' usti ‘ ja verdadeira ou
dadeira, oy falsa, apresentando uma justificativa caso ela seja v

M contra-exemplo caso ela seja falsa.

C! que possui um

(2) Sy ‘ : funcao de classe
. ponha que f: R — R seja uma fung al de f. Entdo p é

Unico ponto critico p que é um ponto de minimo loc
UM ponto de minimo global de f em R.

Jasse C! que possui um

b s . : 50 de ¢
) UPonha que f: R? — R seja uma fungao de 1ocal de f. Entdo p é

Unico ponto critico p que é um ponto C21€ minimo
UM ponto de minimo global de f em R

MR

e . ’ g e
e N
T s e T I

S i e, st o gt

‘
}
4
{
!
{
;
H
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para .tentar classificar ¢
Matriz hessiang 2 I

Otimizacao sep, Testy:
16
&

SOLUGAO:

(2)

¢ verdadeiral e P é o tunico ponto critico de f, entdg ,
A S.entGHQa; <ui UM mesmo sinal em todos os pontos z Maiope i
derivada f pOSmO <inal em todos os pontos & menores do que p, Comg
que p € um mesé " ponto de minimo local de f, concluimog que fr é
p(o):iiligé:zeéo%os os pontos @ maiores do que p © negativa €m todog
I;ontos z menores do que p. Desta maneira, fé estrl.tamente Crescente
no intervalo [p, +00) € estritamente decrescente n? intervalo (~oo, J
Portanto, f(z) > f (p) para todo = # p. Consequentemente’ P éupy
ponto de minimo global de f em R.

— 0 +
|
|

p WA
Figura 11.10: Estudo do sinal de f’.

=] (b) A sentenga é falsa! Como um contra-exemplo, considere a fungio

2= floy) = 2"+ (1 - )%’

definida para todo (z,7) € R2. Claramente f é uma funcdo de classe C*

(de fato, f é uma funcio C*). Os pontos criticos de f sdo calculados
resolvendo-se a equacio

Vi(z,y) = (%(x,y),%(x,y)> —

22-3(1-2)%2 2(1 - o)) = (0.0)

18to €, resolvendo-se. o sistema, nao-lineqr

CIUagéo que 2 — 0’

i)
f em R2 um absurdo. Assim, (0,0) € 9© in?

. . m
: Vamos aplicar ag condigdes de segunda ord¢ 2
Ste ponto critiag Jcular

€, para isto, vamos C2
T v )

(=, y):

ComoO
pOSiti’
de f-
vez (!
de fr
na fig
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1.5 Quuﬂ(ms: de globalidade ¢ convexidade
| ) A07

- an 02f 7] B -
520V Baoy ™Y | 24602 —s(1— oy
azf (3: .y) Qi'.f_(g: 7) -

B "=y 20-a)

Desta maneira, fazendo (z,y) = (0 0), temos .
H b] 3 que a m t h .
D*f(0,0) de f no ponto (0,0) é dada por atriz hessiana

| = D2 _J20
/ Dfmm_[OQ}

Como [A1] = 2 > 0 c |Ay] = 4 > 0, segue-se que A é uma matriz
positiva definida e, conseqiientemente, (0,0) ¢ um ponto de minimo local
de f. Contudo, (0,0) nio ¢ um ponto de minimo global de f, uma
vez que f(2,3) = (2)* = (1 = 2)*8)* = =5 < 0 = f(0,0). O grafico
de f no paralelepipedo {~1.5,2.5]  [=3.0,2.5] » [~ 1.0, 2.5] estd indicado
na figura (11.11). o

b

N e ¥ )

—

By

C LI I A 1rrrrrrrid

)=t + (1- r)%y* no paralelep{pedo

Figura 11.11: O grifico de z = f(&,¥ .
[-—1.0,2.0].

[~1.5,2.5) x [~3.0,2.5] X

R — —— e

Rt e s i e S
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f(2,y) = 22+ (1~2)%y? no retang!l”

[-1.5 2.
5] x [ com -1.0 < z < 2.5.

~3.0,2.5]




R e - . e
- e

1.5 Questaes de globalidade e convexidade %

- I 409

Convexidade em Calculo I
jlculo I vocé aprendeu a definir o idant:
Em Ca P definir e identificar fungdes convexas e

concavas GO © B0 de derwad(as. Vamos dar uma defini¢io alternativa de
convexidade que nao faz uso de'derivadas. %

. Defin
i
L

1

Vamos entender o que esta deﬁrﬁgéo quer dizer geometricamente. Uma vez
escolhidos o0s pontos p e g no intervalo I, para cada ¢ € [0, 1], a expressao i

z(t)=(1—1t)-p+i-g :

s o s s o 1 i w8

Assim, por

.

Iepresenta um ponto sobre o segmento de reta que une p e gq.

exemplo, em t = 0 temos z(0) = p, em ¢ = 1 temos z(l) =g, emt = 1/~2 o
temos z(1/2) = (p + q)/2, etc. A expressao z(t) é denominada combinagdo
linear conyerq dos pontos p e g. Da mesma maneira, para cada t € [0,1], a
€Xpressao
st) = (1—1)- f() + - f(9) Ly
I‘epresenta um ponto Sobre 0 segmento de reta que une f(p) € f(Q)t ]‘:‘Oe}i?; ] : | P e
Mindo, para, cada t € [0,1], z(t) = (1 —t)-ptt-q representa um ponto ‘§}
0 y 1 ' ol
Segmento de reta que une p e g, i i{(\‘
+t-q) i
o(0), fla()) ) = ((1—18) -p+t-a (=8P L
; !;i‘i‘_‘),j!
B
i
LR
\ — m_“__‘_.,/
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, m abscissa T t) = (1 —1¢).
ta, o ponto 1O grdfico de feo (0)=-1 Prtoqq

(st0,5) = (0-0-prealm9 )

assa pelos pontos (p, f(p)) e (q’f(q))

represen

representa o ponto na reta secante que P
com abscissa z(t) = (1- t)-p+ t-q.

Portanto, dizer que uma fungdo [ & convexa em um intervalo | .

» 18to

6 dizer que f satisfaz a expressao (11.3) para todo p,¢ € I e todg e
[0, 1], significa dizer que o segmento de reta secante que passa pelos popg,
(p, f(p)) e (q,f (g)) sempre estd acima ou coincide com o gréfico de f (vej

a figura (11.13))-

YA

f(p)

(1-1) -f(p)+t-f(q)

grafico de f
fla)
fa-8)-p +t-9)
0 —
T

Figura 11.13; P
13: Para um 3
a fungdo convexa, o segmento de reta secante fica sem-

pre acima ou coincj
incide com ‘ - .
escolhas de p e ¢ 0 grifico da fungdo, para quaisquer

que um a LA
a fungdo f é coéncava em um intervalo I,

f; -
az a expressdo (11.4) para todo p,q € 1 ® bod?

t € [0,1], significa diger 1
05

que
pontos (p, f(p)) e (@ £(0) O segmento de reta secante que pass? Pj f

) se ‘ .
(veja a figura (11.14 mpre esta abaizo ou coinci o grafico &
). de com 0 g

Para fungdes de ¢]

terizar
convexidad
€ € concavi
vidade

restrigﬁe .
8

asse ('
y pOde 0S8 . . aC‘
IMOS usar a primeira derivada parad cal

fa-9F

R
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YA

fo-9-p +t9)
f(g)

(1-1)-fo)+¢-f(@)

f(p) gréfico de f

]y

ol D (1-1)-p+t-q ;

Figura 11.14: Para uma funcfo c6ncava, o segmento de reta secante fica sem-
pre abaixo ou coincide com o gréfico da fungdo, para quaisquer
escolhas de p e q.

% 1
diz que uma fungao de classe C
e, cada reta tangente

Geometricamente, a expressio (11.5)
“efinida em um intervalo I é convexa se, € somente s, €2
o &rdfico de f esti sempre abaizo ou coincide com O gra
Yowa (11.15))

fico de f (veja a

3 lasse C! defi-
Analogamente, a expressio (11.6) diz que uma funcgao de class

A D
AT
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3 E“ e

3
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rest‘”it}é@s

YA

grafico de f

8]Y

0 N >~

Figura 11.15: Para uma fungdo convexa, cada reta tangente ao grafico de f
estd sempre abaixo do gréfico de f.

nida em um intervalo I é concava se, e somente se, cada reta tangente a0
gréfico de f estd sempre acima do gréfico de f (veja a figura (11.16)).

Vocé pode encontrar uma demonstragio do teorema (11.9) na referéncia g

Como corolério, temos o seguinte teorema de globalidade de pontos criticos.

f é uma fun

e £(0) > f(p) + /(). (g

; ¢ que f
» P €um ponto de m{ (p)

¢80 convexa em | , pelo teorema (11-9)’ valz
P), para todo g € I. Uma, vez que p 6 um P%
=06, portanto, f(g) > f(p) para todo 1€
em I. Analogamente, S€ fev

), vale que flg) < f(p)+f’(p)/'(4’f)6
ponto critico de f, segue-s€ f (p)

Inimo global de f
, pelo teorema (119

funcio cOncava em I

Figur
e, portantc
global de f

Para funcs
Zar convex




L4 . .
\Q}i - Questoes de globalidade e convexidade
110
P e 413
YA
.
f grafico de f
¥
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Figura 11.16: Para uma fungao céncava, cada reta tangente ao grafico de f I
estd sempre acima do gréfico de f. W
i: ;\‘, /
e 20 e, portanto, f(g) < f(p) para todo g € I, isto é, p € um ponto de méximo ISLR
global de f em I. o 0 )
. :‘}}:]IP
05 Para funcGes de classe C*, podemos usar a segunda derivada para caracteri- It
1C . . _ «, s ’ ite g'l
sar convexidade e concavidade, obtendo o famoso criterio de Célculo L. i
i
i- Lt
t SOt
3 1N
10 H o
i
10 | R
g
vale .
Loy
LO . », S ) ‘;!
oy ] Convexidade em Calculo 1T ol
é } , s s eiS o (ﬂ
5 e varias variavels, R &
& : fn5 ara fungoes d : R
ur ) A fim de generalizarmos a definigao (11;6) ptenha . seguinte propriedade | 3
~p) ® Mecessdrio que o dominio destas fungoes e
E L
R
AN "
. ,‘f(’/
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de reta que une dois pontos quaisquer g g
. Z s A
omfnio. Isto motiva a proxima definigio,

pl ‘ 0 .
trica: O segmento -

/
reomé
5 ido no d

sempre estd cont

e n6g CONVEXOS) Dizemos que U ,
CONJUNTOS CONVL~ ) q C R

igio 11.7 o ea todo D
Definigdo 11.7 ( ¢ somente s, para todo p,q € U tem-ge

um conjunto convezo Se; At |
1-t)-p+t-a€l
[0, 1], isto é, se 0 segmento de reta que une dois popo,

para todo t € _ »
quaisquer de U estd sempre cont_;;dp em U -

Exemplo 11.16 Na figura (11.17), os conjuntos dos itens (a) e (b) so cop.
vexos enquanto que os conjuntos dos itens (c) e (d) néo sdo convexos,

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

Existem fungoes convexas e funcoes concavas mas nao existem conjuntos
concavos! Se um conjunto nio é convexo, ele é denominado ndo-convezo!

Com a nogio de conjuntos CONVEXO0S, 4 deﬁnigéo de convexidade e concavi-
dade estende-se facilmente para funcdes escalares de varias varidveis.

- Definigéo 118 a

(a) Dizemos queum “béon— |
junto convexo U de
f(=t)-p+t-q)

A D (11.7)
para todo p,q € U etodot

(b) Dizemos que uma fllllgﬁo f : el

1 N . . FRLEN TR ) Con’
Junto convexo U de R & s ¢ definida em um sub
vexo U de R" & co dclinida em

para todo p, qe Ue nt'o‘ci;o te[O

A~y /‘A-«“’” .

M e
RS

Y
-

Fi
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O

(a) (b)

() ()

Figura 11.17: Os conjuntos dos itens (a) e (b) sdo convexos enquanto que os
conjuntos dos itens (c) e (d) nio sdo convexos.

A interpretacio geométrica é a mesma: dizer que uma funcio f é convexa
em um conjunto convexo U, isto é, dizer que f satisfaz a expressdo (11.7)
para todo p,q € U e todo t € [0, 1], significa dizer que o segmento de reta
secante que passa pelos pontos (p, f(P)) € (q, f(q)) sempre esta acima ou
coincide com o grafico de f (veja a figura (11.18)).

zknalogamente, dizer que uma fungao f & céncava em um conjunto convexo U,
to €, dizer que f satisfaz a expressao (11.8) para todo p,q € U e todo
‘e, 1], nada mais quer dizer que o segmento de reta secante que passa
Pelos pontos (p, f(p)) e (q, f(q)) sempre esté abaizo do gréfico de f.

Os teoremasg (11.9), (11.10) e (11.11) generalizam-se facilmente para fungoes

€ variag varidveis.
Teorema: 11.12 Seja f-: U C R" — R uma fungao»de ‘31¢1st C d?ﬁ
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gréafico de f

Como 11
classe C
cada hig
o grafic
classe C
cada hiy
o grafice

Como ¢

e e e e e e —————— i b e et =

- Teo:
defir
. criti
 (a)
. - (b
| Figura 11.18: Para 3 o

E uma fungo convexa, o segmento de reta secante fica Sem”

Pre acima ou coincj .
‘ cide com o gr4 5 aisquer
L escolhas de p e g, grifico da funcéo, para quaisq

i‘
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Como no caso unidimensional, a expressio (11.9) diz que uma funcio de
classe C! definida em um conjunto convexo U & convexa, se, € somente se
cada hiperplano tangente ao grifico de f estd sempre abaizo ou coincide con;
o grafico de f. Analogamente, a expressio (11.10) diz que uma fungio de

classe C! definida em um conjunto convexo U é concava se, e somente se,

cada hiperplano tangente ao gréfico de f est4 sempre acima ou coincide com
o gréfico de f.

Como corolério, temos o seguinte teorema de globalidade de pontos criticos.

propriedades de funcoes

prético para s€ testar a

o. isto porque ele exige que
)

O teoremg, (11.12) é muito util para se demons?mr
“Olvexas e concavas. Contudo, ele ndo € mutto

“ovexidade ou concavidade de uma dada fungd no convexo U. De fato,
ver; . 5
erifiquemog uma desigualdade para todo piv(;dq; segunda para fungdes de

Yeremos que 5 generalizagdo do teste da der

Uma e 4 ] a este fim:
% Unica varigvel (teorema (11'11) ) & mais

prética par

:
h
;
'
¢
;
i
:
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» 4,22 4 : |

B : = — =z +2Y' +y -3z~ em
g . Exemplo 11.17 Consm.lere a fun(}ag z ——’f d(jcig)por Yy Ty T -8y de f

definida em R2?. A matriz hessiana de fé I

. sppy oy [ 12274207 Azy f
. | Obser

3 Uma vez que os dois menores principais de ordem 1, hessiar

{’; ‘ ) . 5 9 ‘ deﬁnid
| 122"+ 2y e 2¢" + 1297, | hessiar

o o pode s

| € 0 menor prmc;pal de ordem 2, ‘ de seg:

| 24 2% 4 132 2%% + 24 4%, | Por o
: todos

. de D*f(z,y) sio maiores ou iguais a zero para todo (z,y) em R?, seguest | de f 5
- | pelo teorema (11.14) que f é uma fun¢do convexa em R2. o Ponto .
. . ' i este F
o ; - : 2 i
S Exerpplo }1.18 Con:s.ldere a fungio 2z = fz,y) = zy definida em R A |
SR matriz hessiana de f é dada por '

L . | Posit
o D2 _ 01 ' ;

i flz,y) = [1 0] . | teorey,

T U | (:c,y) C

| ma, ve - |
- Z que o r2nen0r principal de ordem 2 de 2 f(z,y) 6 igual a ~1pa
b odo (:z:,y) € R segue-se pel Y fungd®
convexa o nep 11! S¢ pelo teorema (11.14) que f ndo é uma i

: uma, funcgo concava em R2. .

| ; &

. | Dog;
P ' Exemplo 11.19 C . 2 Lo r S1t
b . ’ onsidere g fupes 1 em B Yy
o A matr ; / UNGA0 2z = f(z 4) = 2% 4+ o* definida © ! a (-

[ o 1z hessiang, de [ édada, por @9) =o' + ¢ | | reln& ((]

Nl . }\':‘

. M\MM x“
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Uma vez que 0S menores principais de D2f (g, )

)

9
12 2%, 1292 e 144 %2

. jores ou iguais a zero para t 2
sio mai g tal para todo (z,y) € R?, segue-se pelo teo-
rema (11.14) que f é uma fungio convexa em 2. O tnico ponto critico

de f ¢ (0,0). Logo, pelo teorema (11.13), (0,0) ¢ ponto de minimo global
de f em R

a]

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

Observe a diferenga entre os teoremas (11.7) e (11.14). Se a matriz
hessiana de uma fungéo f de classe C? em um ponto critico p & positiva
definida, entdo p é um ponto de minimo local de f. Mas, se a matriz
hessiana de f em um ponto critico p é positiva semidefinida, entdo p
pode ser um extremo local ou um ponto de sela de f, isto é, as condigées
de seqgunda ordem ndo consequem classificar o ponto critico neste caso.
Por outro lado, se a matriz hessiana de f é positiva semidefinida em
todos 0s pontos do dominio (convexo) de f, entdo todo ponto critico
de f ser4 um ponto de minimo global de f. Por exemplo, (0,0) é um
ponto critico da fungdo z = f(z,y) = 2" +y*. A matriz hessiana de f
neste ponto,

sz(0,0)=[8 8},

A s . , «: ‘Al
é positiva semidefinida. Com isto, cafmos no caso “inconclusivo cio
teorema (11.7). Por outro lado, a matriz hessiana de f em um ponto

(2,y) qualquer de R?,

2
D*f(z,y) = 12x 02]’

° posit 2 tanto, pelo teo-
eoSltiva semidefinida para. todo (z,9) € ;R .S nIZlc;r :ssim II))elo teo-
ema (11-14), f é uma fungdo convexa em R*. e )

ni de f em R?.
remgy, (11.13), o ponto critico (0, 0) é ponto de minimo global de f
S

B T
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11.6 O método dos mini

semos experimentos ou observacge,

quando fa
dispor em uma tabela:

podemos estatfsti.

Freqiientemente,
cas, obtemos dados que

T |Y
9N

T
To | Yo -

Tn | Yn

Gostarfamos de descobrir se os dados obtidos podem estar relacionag
. . . ' . OS
alguma maneira. Em geral, a primelra coisa que tentamos verificar ¢ )
: - se
dados satisfazem a equagdo de uma reta. No caso particular em que a ta}, (l>s
. . ea
possui apenas dois pontos (com z1 # T2), sabemos que existe uma (p
reta que passa por eles. Po ' ;
p p . r exemplp, a reta que passa pelos dois pontos

tabela

el
RS

- é dada pela equagao

Contudo, se a tabela, 1 tré i -

estes pontos es’civess;)rflssalll'1 t}fes 2 s0b e meoma rot. Nese o -

tarfamos de encontra o 1oty e e T e e - .
| - I uma ret | -

sentl-do. Considere a figurs ( -

rr-led1r a distancia vertica]

distancias estjo re

pontilhados d;,

d%31.19)- Para qualquer reta y = az +0, podem®
presentad cada um destes n pontos até a reie =
as DGIQS comprimentos dos segmentos yertica®

d
9 .e d3 na figura, | facil de ver que

A1 = |ag; + p -
1+ b
ylly d2 = lax, - ' | .
l 2 b y2|7 ey dn = |amn b ynl.

Dest
a maneir
&, poder{
al 8 riamo
Palavras, quajs og melhore: 51 (18 berguntar qual a melhor reta o, e 0% o
. alores do inif®
S coeficient ; de mi™
esa e b, afimae

eSS
e
T
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Figura 11.19: A distancia vertical agregada entre os trés pontos (z1,%1),
@myﬁ,@mygearaay=ax+h
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a soma dos

2
_ f4dde

S(a) b) 2 P
= (aw1+b—y1)2+(“‘”2+b—y2) i +(amn+b\y")2 '
n
2
= Z(ami +b0—Yi)"
i=1
Vocé poderia se perguntar por que es’.uarr.los querencéo m1.n1.m1.zar & somg g as v
quadrados dos desvios a0 invés de, mais sn/nplesmel’l © r{nnm.nz/ar & 50mg, dog mostr
desvios? Uma boa razao é que a fungao médulo | | ndo é derivével na Origen
¢ estamos querendo usar derivadas para resolver este problema! Obserye que
s: R - R
n
(a,b) — s(a,b) = Z(awi +b—y)°
i=1
é uma fungdo de duas varidveis de classe C* definida para todo (a,b) € R
Como R? ¢ um conjunto aberto, se s possui um minimo global (a*,0*) em R},
entao, pela regra de Fermat, Vs(a*, bv*) = (0,0), isto é, (a*, b*) é um ponto
critico de s. Vamos entdo calcular os pontos criticos de s. Uma vez que
ds 9 [ n
—(a,0) = — : —u:)? | = 0 ‘
aa( ) da (;(aﬂ:z + b yz) ) — ; a_a ((CL:UZ 4+ b — yz)z) = Res
n i B de s e
2 (a%; + b — 4 )g; — - - pois,
; (@i 40 = y)ai = 2 (Z mf) a+2 (Z Ti | b—2 (Z miyi) Classe}
i=1 i=1 i=1
e, analogamente Pa;
! heSsia,
Sl = (Z
YY) = = (az; +p — 02 ) _ 9 0
ob = ] yz) = Z a~b ((CLZEZ + b — yz) ) =
n 1=1
D 2008+ b— gy — o [ n -
i=1 W=2(3 a ) ato D 1)b-2 D)
se i=1 i—1 i=1
gUe-se que (q, b) 40 de g &

€ bonto crit; 30
Itico de s, somente se, (a,b) ¢ solugd
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seguinte sistema linear

( n n
Z wl : 3 3
1=1 ¢ Z mlyl;

- '

< n 1 1=1 (11 11)
Z T; a -+ n b — i'l . )

\ 1=1 = Yi,

nas varidveis a e b. Resolver este sistema ngo ¢ dificil e fica ¢

> b, 4 ; Omo um exercicio
mostrar que a unica solugéo deste sistema linear ¢ dada, p |

or
n 2 :wzyz - g T; E Vi
a* = i=1 i=1 =
n ‘ n 2 )
n E Tl — z;
n n n n
2

Yol (2w - Dow) | D vw

b= =l \i=1 i=1 i=1

n n 2
=1 i=1

Resta mostrar que, de fato, este ponto critico é ponto de minimo global
de s em R2. Para isto, basta demonstrar que s é uma, funcio convexa em R?
pois, pelo teorema (11.13), todo ponto critico de uma fungfo convexa de
classe C! § ponto de minimo global da fungao.

4 2 trar que a matriz
Para mostrar que s é convexa em R?2 vamos demons q

hessiang,
- n n -
2 E g2 2 Zwi
1 i=1
9 _ 7
D?®s(a,b) = i
B i=1 -

c R?. Os menores principals da

des g Positiva semidefinida para todo (a, b)

R
.

g " B

i e g a1 e e e =

e

& ne

i
=
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s, respectivamente, por

n 2
2
i=1

i 2 o0 dado
matriz hessiana D?s(a,b) s
n
E 2
" _S_ 22—
2 e 4| n :
2 ) T 2n 2
i=1

2 > () e, se provarmos que a desigualdy
Claramente, 2 Y a2 20€ 20206 p de

2
n n
ny al— | D u —n(al 4+ — (@ F e+ E) 20

i=1 i=1

vale para todo z1,Zg,...,Tn € R, entdo teremos provado que todos os me.
nores principais de D2s(a,b) s@o maiores ou iguais a zero. Com isto, pelg
teorema, (11.14), s é uma fungdo convexa em R?. Para provar a desigualdade
acima, vamos usar a relagio fundamental

2z;z; < 77 + T3, com z;,z; € R,

que pode ser demonstrada da seguinte maneira:

2

(zi —z;)*>0 = mf—Zmimj-{-:z:Jz-ZO = Zmirz:jgcc?-}—mj.

Agora para todo z1, Ts,...,z, € R vale que

($1+"'+$n)2=$%+'“+.’1}721-{—2:12111)2-{-2561:173-{—"'+ 2 T1%n
+2z9x3+ -+ + 29Ty

+ 2 2p-1Tn

Mas, pela relacio fundamental, temos que

23129 < g2 4 22
21425 2334 < 24 g2 2

2 i

I8 = 27 + 3, - 2x12, <]+ Tw

22opa < 42 2 9, 2
2 3"‘1‘2+$37 oy 23)2:En§ﬂ?§+wn’

f)

2 Tt

2xn 12, < 2y T I

Para todo T1, Ty, noitn =

ST
»Tn € R. Com estas desigua,ldades, segue-se que

Somnny
M S

isto €

(z1 1"

Exem}

pelo m
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. .
q:1+"'+$")2éml—lﬂu—}-m%%—(m%‘{_m%) "'(‘B%‘I-a:

(3,1) e

(5,0),

pelo método dos minimos quadrados, construimos a tabela

4 5:20-15-10 _ 5

—— —

T 5.59—15.15 7

dada por
— 5 4+ —
Yy = T

. /Q/_———"‘""-'
e s
e e T N

€

, . «“
conclufmos que a equagdo da reta que melhor

ou

gﬁgum (11.20) mostra o gréfico da
®enho dog 5 pontos (0,4), (3, 3), (4,2),

, *
Portanto, usando as férmulas para a* e b,

i T; Yi iy 2
1 0 4 0 0
2 3 3 9 9
3 4 9 8 16
4 3 1 3 9
5 5 0 0 20
S 15 10 20 59

59.10—15-20 29

*

—

b =+T19-15-15

7 3

0) originais.

2 2 2
< -
($1+ _I,_a;n) _(B1+ +$n+('n l)(.’l}%-{-...-{.m%):n(w%-}-...-{-a}?").

Exemplo 11.20 Para encontrar a reta que “melhor” aproxima os pontos

» aproxima estes pontos é

eta y = —9 a7+ 99/7 junto com O

(3,1) € (5,

(a]

% MMM !

i e g it ot o

— N

;—3:}4.'“3:;

it
T

=

ot
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4+0do desenvolvido nesta segdo é conhec;ido como método dos My, ( ¢) S?‘
O método caressio linear. A idéia bésica pode ser generalizg ., 0 na
quadr?doil Ogu:vim « mais complicadas do que retas. Por exemplo, pq deriapara pC
equag;iuniar qual é a melhor par gbola que aproxima um conjunto dg ;’;03 (d) Se
nos , R _ n. ‘
tos (1130 plano. Esta idéias também contribuiram para o desenvolvlmento & ab
cisncia cibernética de Norbert Wiener. en
‘58, S
7) Dig®
Y taﬂdo.
caso €
49 (a) A
| ex
3 -
(b) A
ex
2 -
(c) A
11 eX
(d) A
ex
0
03] (2) M
pC
1gura 11.20: Regressio linear dos pontos (0, 4), (3,3), (4,2), (3,1) e (5,0). | (b) M
PcC
4] (a) M
11.7  Exercicios 2
(b) M
[01] Diga se cada
tando uma ju;Itirrllﬁa C%:s sentencas abaixo é verdadeira ou falsa, apresé 2 (
o ' cativa caso ela seja verdade; emplo 105] ¢
50 ela seja, falsa, elra ou um contra-ex Ong;
(a) Sejam f: gr
: — R ~ .
ndo-vazio de R» Seujl;nafungao de classe C® ¢ D um subconjunt’
. ' n i /e ~ 3
POssul extremos locgjg eiz IB)SS‘“ Pontos criticos em D, entao f nao
uncj - nto
:bff to & ndo-vazip de gn ngzofde Classe C* ¢ D um subconi:nt
ntdo f nj : ' nao ' fticos em &0
f néo possuj extremos locajg errlf <gsu1 pontos criticos ; o :
? 0g

Yl .

J =
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(c) Sejam f: R — R uma fungio de clagge Q>
nio-vazio de R". Se f ndo possui pontos critic
possui extremos globais em D.

e D um subconjunto
osem D, entdo f nio

(d) Sejam f: R" — R uma funcio de classe ¢
aberto e ndo-vazio de R". Se f n3o possui
entdo f ndo possui extremos globais em D.

¢ D um subconjunto
pontos criticos em D,

(02] Diga se cada uma das sentengas abaixo ¢ verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra~exemplo
caso ela seja falsa.

(a) A fungao flz,y,2) =3 -y+ cos(z? + 2%) —vsen(:c2 — 2%) ndo possui
extremos locais em R3.

(b) A fungdo f(=z,y,2) =3y + cos(z? + 2?) — sen(z? — 2?) nfo possui
extremos locais no conjunto {(z,y,2) € R® | 2% + 12 4+ 22 = 1}.

(c) A fungdo f(z,y,2) = 3-y + cos(z? + 2%) — sen(z® — 2%) néo possui

extremos globais em IR3.

(d) A fungdo f(z,y,2) = 3y + cos(z? + 2) — sen(z® — 2*) ndo possui

extremos globais no conjunto {(z,y,2) € R® | 22 +1% +2° = 1}.
03] (a) Mostre que a fungdo f(,y,2) = cos(In(z? +12 +2zy +4)) + 52 ndo
possui extremos locais em R?.
(b) Mostre que a fungdo f(z,¥,2) = cos(In(z? +y®+2zy +4)) + 5z ndo
possui extremos globais em R3.
[04] (a) Mostre que (1, 1) ndo é ponto de extremo global da fungdo f (z,y) =
2 (z2 + 9?) e~ definida em R%.
(b) Mostre que (1, 1) ndo é ponto de2extr
2 (z* +y?) e~7"~¥" definida em R*.

emo local da fungdo f(z,y) =

4ol inimizar
105] Considere o problema da dieta (pagina 26) onde queremos min

.) = 0.60-z+1.00- z2F
C(.’El, L2, T3, T4, L5, L6 L7; 8, IEQ) 500 . I3 + 1.00 - z4+
0.50 - z5 T 0.20 - zg+
0.15 - z7 + 040~ Zs
1.00 - zg

j . «fvel D formado pelos
) 10 COD] unto admissive

com ($1,$2,£II3,CE4, Ty, T6, LT, zg o
trigcoes

Pontos de R que satisfazem as I€S

i
|

i
]
o
1
{
v
’.
{
t




[06] Na figura, (11. 21) encontram-

Otimizagso sem regsy; .
¢ 0.140 - ©1 4 0.580 - 32 T 026155;)90503; 00353 > 3
o az)l.og12£+%3(;O$+$;(;O£Z+%5g7 9 2 LI,
) 26.m3+38.934+13.a:5-5k.w£j+8.$8+25.mg > 60?

1.60 - 21 +6.90 - m3+020 g4+ 0.07 - T5+
0.02 - a:7+010 g+ 2.00-z9g > 11,

z1 > 0, z2 2 0, r3 > 0, T4 >0,
\517520, T > 0, z7 > 0, rg >0 € zg > 0:

Resolva as questdes a seguir, ndo esquecendo de justificar cuidadosa-
mente sua resposta.

(a) O ponto (1,1, 1,1, 1,1,1,1,1) pertence a0 conjunto admissivel D?

(b) O ponto (1,1,1,1,1,1,1,1,2) pertence ao conjunto admissivel D?
(¢) O conjunto admissivel D é vazio?
(d)

d) O ponto (1,1,1,1,1,1,1,1,2) é um ponto interior do conjunto ad-
missivel D? - '

(e) O ponto (1,1,1,1,1,1,1,1,2) é um extremo global da fungdo C no
conjunto admlsswel D?

(f) O ponto (1,1,1,1,1,1,1,1 ,2) é um extremo local da fungio C 1o

conjunto admlsswel D‘7

(g) Mostre que C' ndo possui extremos globais no interior do conjunto
admissfvel D.

(b ) OSFre, que C néo possul extremos locais no interior do conjunto
admissivel D. .

(i) Encontre um ponto da fronteira do conjunto admissivel D.

f de classe C%° definid S€ as curvas de nivel de uma fungéo escalar
0S pontos p, q e r n(l)sa erz1 R®. Os tinicos pontos criticos de f 89

. ! . vetore r
gradiente. S mdlcam a dire¢o e sentido do veto

(a) O ponto p ¢ max;
< X1mo local, minim ra 8
fungdo f? Justifique guq resposta. ? local ou porto de sela p2
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Figura 11.21: As curvas de nivel de uma fungio f: R? - R de classe C%

(b) O p(into qé m.é,ximo local, minimo local ou ponto de sela para a
fungao f7 Justifique sua resposta.

(c) O ponto r é maximo local, minimo local ou ponto de sela para a
fungdo f7 Justifique sua resposta.

(d) O ponto s é maximo local, mfnimo local ou ponto de sela para a
fungdo f7 Justifique sua reposta.

[07] Na figura (11.22) encontram-se as curvas de nivel de uma fungao escalar
f de classe C® definida em R?. Os unicos pontos criticos de f s&o
os pontos p, q e r. Os vetores indicam a diregao e sentido do vetor

gradiente.

(a) O ponto p é méaximo local, minimo local ou ponto de sela para a
fungdo f? Justifique sua resposta.

(b) O ponto q é maximo local, minimo local ou ponto de sela para a
funcdo f? Justifique sua resposta. |

(¢) O ponto r é maximo local, minimo local ou p
fungio f? Justifique sua resposta.

| (d) O ponto s é maximo local, minimo loc
fungdo f? Justifique sua reposta.

onto de sela para a

al ou ponto de sela para a

de uma fungao escalar
tos criticos de f séo
ntido do vetor

%) N, figura (11.23) encontram-se as curvas de nivel

_ 9 inicos pon
de classe C® definida em R?. Os un difegéo e se
. : a 3
% pontos p, q e r. Os vetores indicam
Sladiente,

H
|
j
'
.
}
|
i
{
i
i

e S

e

-

—~
e ety

“f 4
T e
P



Figura 11.22: As curvas de nivel de uma funcio f: R? — R de classe C*.
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[09] AP
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[10] Use
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[11] Calc
y=
A se
comyj

[12] Calc
nos |
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() O ponto p & maximo local, minimo local oy

funcdo f7 Justifique sua resposta, ponto de sela para a

(b) O ponto q ¢ maximo local, minimo local oy

- . 0
funcdo f7 Justifique sua resposta. ponto de sela para a,

(c) O ponto T € méaximo local, minimo local oy
5 ; ponto de sel
funcdo f?7 Justifique sua resposta. a para a

(d) O p(into s é m?Lleo local, minimo local ou ponto de sela para a
funcdo f? Justifique sua reposta.

4 —_— T — o A .
[09] Aproxime f(z) = €” em @ = 0 com um polinémio de Taylor de grau trés
e com um polindmio de grau quatro. A seguir, calcule os valores destas
aproximacoes em = = 0.2 e z = 1.0 e compare com os valores corretos.

[10] Use o polindmio de Taylor de ordem dois de f(z) = 23/2 no ponto a = 4
para obter uma aproximagao de (4.2)%2.

[11] Calcule os polinémios de Taylor de ordem um, dois e trés da funcoes
y=f(z)=+vzr+1lema=0eda funcdo y = g(z) = In(z) em z = 1.
A seguir, calcule os valores destas aproximagdesem z =0.2e 2 = 1.0e
compare com os valores corretos.

[12] Calcule os polindmios de Taylor de ordem um e dois das fungdes abaixo

nos pontos indicados.

(a) f(z,y) =z/(1+y) em p = (0,0).

(b) f(z,y) = e*+/1+ y2 em p = (0,0)-

(¢) f(z,y,2) = 24yH2 M em p = (L1, 1)-
(d) f(z,y) = kzty® em p = (L, 1).

3] Use o polindmio de Taylor de ordem dois em p = (1, 1) para aproximar

f(m,y) = :1;1/2y1/2 em q = (12, 09)

- 3 aridveis
[14] Bscreva o polindmio de Taylor de ordem dois da fungao de duas v

f(2,5) = e/ (y + 1) no ponto p = (0:1) ;
2 :nomio de ordem
Seja, p(m, y) — a0+a1 T-+a9 y+b1 $2+b2 fliyj-b:iy uzlsg'zlzlue 0 pOlinémiO
dois de duas varigveis. Para qualquer (:U ’EJ ),’ Om r6prio polindmio p-
de Taylor de f de ordem 2 no ponto G Jeop

[15)

S o e o

mrarn oy e e Sy AP e O e




Otimizagéo sem r ﬁj{@r

| OStrips 7

: cov
[16] Considere & matrlz | [18]
2 —1 :
A=1| _ 1 e
(a) A matriz A & simétrica? J ustifique sua resposta. | ()
(b) Escreva explicitamente 2 forma quadrética @ = Q(h1, hy) associg, (b
3 matriz A. |
ratica (positiva definida, negativa definig, (c)

(c) Classifique a forma quad
indefinida, positiva semi
método de Lagrange.

(d) Calcule todos os menores principais de A.
(e) Calcule todos os menores principais lideres de A. ; (e

(f) Classifique a forma. quadrética (positiva definida, negativa definida, (f)
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usandoos
menores principais de A.

definida, negativa semidefinida) usandy

(g) Encontre, caso existam, pontos p e q em R? tais que Q(p) >0e¢ &y

Qq) <0. | o |
[17] Considere a matriz < [19] Cor
A= [ -84 ]
4 -5 |’

EZ; A matriz A ¢ simétrica? Justifique sua resposta. | ()
Escreva explicitament 1w '
e o nte a forma quadrética @ = Q(ha, ho) associad? (b)

¢) Classi (1 i

(¢) Classifique a forma quadrética (positiva definida, negativa definid® (c)

indefinida, positiva semidefini . ' )0
método de Lagrange. efinida, negativa semidefinida) usand

(d) Calcul '
) e todos 0s menores principais de A. (d

(e) Calcule todos o |

S . . . ld

o) oo Menores principais lideres de A. -

~assilique a forma quadraticy, (

indefinida, positiva, semidefinj
menores principais de A.

(g) Encontre ca . ‘
y CasS0 existam . e
Q(q) < 0. » Pontos p e q em R? tais que @) 7 (8)

positiva definida, negativa deﬁnidj; (f)
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[18] Considere a matriz

A= [ =3 4 ]
4 —6 |-
(a) A matriz A é simétrica? Justifique sua resposta.
(b) Escreva explicitamente a forma quadritics Q = Q(hy, hy

3 matriz A.

(c) Classifique a forma quadrética (positiva definida, negativa definida
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando o
método de Lagrange.

) associada,

(d) Calcule todos os menores principais de A.
(e) Calcule todos os menores principais lideres de A.

(f) Classifique a forma quadratica (positiva definida, negativa definida,
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando os
menores principais de A.

(g) Encontre, caso existam, pontos p e q em R? tais que @Q(p) > 0 e

Q(q) < 0.

19] Considere a matriz

-[13)

(a) A matriz A é simétrica? Justifique sua resposta.

(b) Escreva explicitamente a forma quadrética @ = Q(h1, he)
a matriz A.

(c) Classifique a forma quadratica (posi
indefinida, positiva semidefinida, nega
método de Lagrange.

(d) Calcule todos os menores principais de A.

(¢) Calcule todos os menores principais l{deres de A. S,
positiva definida, negativa dennidd,

tiva semidefinida) usando 0s

associada

tiva semidefinida) usando o

(f) Classifique a forma quadrética (
indefinida, positiva semidefinida, nega
Mmenores principais de A.

(g) Encontre, caso existam, pontos p € 4 €

Q(q) < 0.

m R? tais que Qp) >0

tiva definida, negativa definida, -
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[20] Considere & matriz

I

1 20
A 245
056

(a) A matriz A & simétrica? Justifique sua resposta.

(b) Escreva explicitamente & forma quadrdtica @ = Q(hq, hy, hy) a5
ciada & matriz A.

(c) Classifique a forma quadrética (positiva .deﬁnida'u, negativa definig,
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando(;
método de Lagrange.

(d) Calcule todos os menores principais de A.

(e) Calcule todos os menores principais lideres de A.

(f) Classifique a forma quadrética (positiva definida, negativa definid,
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando os
menores principais de A.

(g) Encontre, caso existam, pontos p e q em R® tais que Q(p) > 0e

Q(aq) <0.

[21] Considere a matriz

-1 1 0
A= 1 -1 0
0 0 -2

(a) A matriz 4 ¢ simétrica? Justifique sua resposta.

(b) Escreva explicita
mente g f ‘e _ h,h4)
associada & matriz A. orma uadritica @ = Q(f, b

(c) Classifique a forma quadrética, ( fnidd,

indefinida, positiy i
, ’ a semidefin;
método de Lagrange_ imd

positiva definida, negativa d¢
a, negativa semidefinida

(d)
(e)
(f)

Calcul
e todos og Mmenores principais de A

Cal

cu‘le todos og menores principais lideres de A
Qlassﬁque a forma, quadritic s,
lndeﬁmda, Positiva semjdef 'a
menoreg Principais de g N

m ] nida"
(Positiva definida, negativa del 008
da, negativa semidefinida) usa?

Y —

) usando ?
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( Encontre, caso existam, pontog D e

q em RS a;
Q(a) <0 Bais que Q(p) > 0 ¢
[22] (Considere a matriz
3 -2
0O 0 2

(a) A matriz A € simétrica? J ustifique sua resposta.

(b) Escreva explicitamente a forma quadritica Q = Q(hy, ho, by

. . ) asso-
ciada & matriz A. )

(c) Classifique a forma quadratica (positiva definida, negativa definida,
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando o
método de Lagrange.

(d) Calcule todos os menores principais de A.
(e) Calcule todos os menores principais lideres de A.

(f) Classifique a forma quadrdtica (positiva definida, negativa definida,
indefinida, positiva semidefinida, negativa semidefinida) usando os
menores principais de A.

(g) Encontre, caso existam, pontos p e q em R® tais que Q(p) >0e

Q(q) <O.
23] Coﬁsidere a matriz
"1 0 3 0]
P
| 050 6

ua resposta.

(3) A matriz 4 é simétrica? Justifique s
ré‘tica Q = Q(h‘la h27 h‘3) h4)

(b) Escreva explicitamente a forma quad

associada 2 1z A. : i
a matri negativa definida,

: s ida
(c) Classifique a forma quadratica (posmva.deﬁilmiéleﬁnida) usando 0
indefinida, positiva semidefinida, negativa >

método de Lagrange.

(d) Calcule todos os menores principais de A.

' Al )
/’:!m: ‘

S iy o e C R
Tt Bmetan-canlC S »
. .
kY

S

Ay, 2

- o

Pl




Ao <0 gt s e e T+ £ s

\rlgﬁes
436

pais lideres de A.

-
Y
“\

os menores princ _
(positiva definida, negativa, ¢q

. finig
a, negativa semidefinida) ygyy & ;1,
g

(e) Calcule todos

(f) Classifique a fo'
indefinida, POSILY
menores principais

(g) Encontre, caso existam, pontos

Qq) <0 N
[24] Seja A uma matriz simétrica 4 X 4. Denote o menor principal lider g,

dem k de A por |Ag|. Classifique a matriz A como positiYa efinidy

?12, ativa definida, indefinida, positiva semidefinida e negativa sem;q,,
) A ] '

ﬁn?da em cada um dos casos abaixo. Justifique cuidadosamente g,

resposta.

(@) 1Al > 0, [4a] > 0, [ 4] > 0.¢ |A4] > 0. . 2
(b) |41] <0, |42 <0, |4s| <Oe |A4] < 0.
(c) [A1] < 0, |A2| > 0, |As] < 0 e |A4| > 0.
d) |A1| > 0, |[As] > 0, |As] > 0 e |Aq] < 0.
(e) [Ai| =0, |Az| <0, |As] =0 e |Ag| = 0.
[25] Verdadeira ou falsa? Se Asys é uma matriz simétrica com JAi| > 0,
|Ag| > 0, |As] > 0, |A4] = 0 e |As5| = 0, entdo A é positiva semidef-

nida. Apresente uma justificativa caso a sentenca seja verdadeira ouum
contra-exemplo caso ela seja falsa. Aqui |A x| denota o menor principel

lider de ordem k de A.

rma qua,dra’atiC?a

tiva semidefinid

de A. ot
tais

peqgem queQ(p)>0e

[26] Diga se cada uma das sentencas abaixo & verdadeira ou falsa, apresé

tando uma justificativa caso el seja verdadeira ou um contra—exemplo
caso ela seja falsa.,

(a) Se A ¢ uma matriz simétric
€ uma matriz simétrica ne

A

a7n X n positiva definida, entdo B =~

gativa definida.
(b) Se A 6 uma matriz sim

€ uma matriz simétric

A

€trica n X n negativa definida, entdo B ="
a positiva definida,

[3(

(a) Se A ¢ uma matriz s
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(b) Se A é uma matriz simétrica n x n,

~ ‘ positiva defin; )
seus elementos sao positivos, efinida, entéio todos os

5 uma matriz simétri -
c) Se A é metrica n X n positiva,

. definid 3 -
clemento da matriz aparece na diagonal ot 2, entdo o major

ncipal.
(d) Se A é uma matriz simétrica n x n, Cujo maior elemento d
a ma-

t;liz Ep ‘ ) .
’ . LY

(e) Se A € uma ma.trlz snnetlfica N X n positiva definida, entdio todos os
elementos da diagonal principal de A sio positivos.

(f) Se A‘é uma matriz simétrica n x n, cujos elementos da diagonal
principal sao todos positivos, entdo A é positiva definida.

28] Verdadeira ou falsa? A matriz .

>

Il
© NN R
= = = 00
— =N
r—-oo;—-r—-to
=)

L. -

nio é positiva definida. Apresente uma justificativa caso a sentenca seja
verdadeira ou um contra-exemplo caso ela seja falsa.

[29] Diga se cada uma das sentengas abaixo ¢ verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma. justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo

caso ela seja falsa.

A ‘ A é menor
(a) Se A 6 uma matriz simétrican X 1 €0 determinante de

5 ] it ida.
do que zero, entdo A nado € uma matriz positiva defin
o determinante de A é menor

b S ’ . . ’ 3 an X n € .
(b) Se A 6 uma matriz simétric \ negativa definida.

do que zero, entdo A ndo € uma matrl

deira ou falsa, apresen-

[30) 1
ou um contra-exemplo

é verda

Dlga se cada uma das sentengas abalxo '
dadeira

tando uma justificativa caso ela seja Ver

€aso ela seja falsa. 4 ]
~ m -

- .1, entdo todos OS

(8) Se A 6 uma matriz simétrica positiv deﬁ.n ida,

nores principais de A s&o maiore
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A & uma matriz simétrica negabiva definida, entéo todgg 08
C -~ s
(b) Se A € de ordem fmpar de A 530 MENOTes ou igyajg

es principais . 5 )
DOLI dl:s o5 menores principais de ordem par de A sdo maj,
e todo

A 7gp,
res gy

jguais a zero.
slculos feitos no exemplo (11.‘15) para demonstrar qye umg
matriz simétrica 3 x 3 é positiva deﬁn{da se, e somente se, |4;] y )
|Ag| > 0elds| >0e¢ é negativa definida se, ejomente se, |4] < )
|Ay| > 0 e |As| < 0. Dica: complete o quadrado duas vezes para, obtg,

*[31] Imite 0s ¢

' a;; a2 Q13 hi |Ag| 4
—_ 2, 19221 9 3|
[hl ho hg] aj2 Qag2 G23 hg = |A1|r + |A1| S +mt2$
a3 Qo3 (33 hs3 -
onde
a11a93 — G190
S0 PURTEC: SRR S Rl t Lk F A

a an |A2I

*[32] (Forma quadritica de uma matriz quadrada qualquer) Quase
toda fungdo usada neste curso é de classe C*°. Desta maneira, pelo teo-
rema de Young (pégina 176), a matriz hessiana desta fungio é simétrica
e isto justifica porque temos dado tanta atencao a formas quadraticas
definidas por matrizes simétricas. Mas o que dizer de formas quadréticas

definidas por matrizes nao-simétricas? Os exercicios seguintes tém por
objetivo esclarecer estes pontos. |

(a) Mostre que as formas quadréticas definidas pelas matrizes

1 0
A:[ ] c B— 1 5
0 -1 - -5 -1

80 1guais, isto é, mostre que

Qa)=h"-A.-h=hT.B .1 = Qu(h)
para todo h € R%. Moral da b
podem induzir & mesmyq forma, qu

(b) Por outro lado, mostre que se A

Y . : o 65
stdria: duas matrizes diferent
adrética.

- . . : if
e B sdo matrizes szmétr’w(lsd

. ri ’ s ) ) ) . ' I.O,
priedade AT = — 4 32 2 A & anti-simétrica se ela satisfaz 2P .
: = — 4. Dé um exen ricd

1 i {-simé?
Um exemplo de uma, magty 1210 de uma matriz anti-s o
de uma matriz que 3 -% que nfio ¢ anti-simétrica e um e¥¢
116 130 € anti-simétrica, ¢ nem simétrica.

i

e ———r
fa O SO
e e,
o dhor
; e s
T ——.

sa(
qu

S01
tri:
an

el
Siny
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(d) Calcule a forma quadrética, definidy, Pela matris angi_gi 4
vocé forneceu no item anterioy.  anti-simétrica que

(¢) Mostre que a forma quadratica definidg,
métrica € a fungdo nula, isto ¢, mostre
Q(h) = hf A-h=0 para todo h € Rn

POr uma matriy anti-sj-
ue T = a
que se AT — —A, entio

() Seja A uma matriz n x n qualquer. Mostre que as matrizes

A+ AT T
X = 2 € Y = A-4
2
sdo, respectivamente, simétrica e anti-simétrica. Mostre também
que ,
A=X+Y. :

Moral da histéria: toda matriz quadrada pode ser escrita como a
soma de uma matriz simétrica e uma matriz anti-simétrica. A ma- |
triz X' é denominada de parte simétrica de A e a matriz Y de parte ‘

anti-sitmétrica de A.

(g) Mostre que se A é uma matriz anti-simétrica e simétrica a0 mesmo
tempo, entdo A é a matriz nula.

(h) Mostre que a decomposigio de uma matriz quadrada (como a soma,
de uma, matriz simétrica e uma matriz simétrica) ¢ tnica, isto &,

mostre que se

A=X+11 e A=Xtly

imétri a izes anti- “;
onde X; e X, sdo matrizes simétricas e Y1 € Y> sdo matr

simétricas, entdo
X =Xee1=Y2

ositividade de uma forma quadratica

studar a posi-
da qualquer, basta estud i
arte simetrica.

(1) Conclua que para estudar a p
definida, por uma matriz quadra : ua p
tividade da forma-quadrética definida por 8

No teorema, de classificagio de formas quad;ZFiL?if s‘;lj

Pais (teorema (11.8)) é fundamental €1¢ ® {n de uma m

Y0C8 se convencer deste fato, dé um exemP Ol’deres maio

ndefinidg com todos os menores princiP !

a Menores princi-
a simétrical Para
o triz quadrada A
res do que zero.

33)

ais

S e it 1o

. e
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triz A com 4 linhas e 4 colunas tal que g fory & (d) E
*[34 EnCOHtre uma ma o ual a O
1+ 5 definida por A 5€)2 18
quadratica Dica
2 _ ho 2 hihs — 2 hihy+ :
Q(hlah2)h3ah4) = hl Zhl 2 + 5 tr]Ze
ho? — 2 hahg + 2 hoha + hg” = 2hghyy o para
L [38] critic
(35] Seja A uma matriz n X 7. Quantos menores principais de ordem f ¢, '§ ou
de A existem? ‘ (a) ]
. {
*(36] Diga se cada uma das sentengas al?alxo é ver.dadelra ou falsa, apregep. | (b) j
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemp], )
c
caso ela seja falsa. (
| L : - (d) |
(a) Se A é uma matriz simétrica positiva definida, entao toda submatyi; |
principal de A é positiva definida. (39] Pa,r.a
(b) Se A é uma matriz simétrica negativa definida, entao toda submatriz crit ‘1‘(]
principal de A é negativa definida. ou
(c) Se A é uma matriz simétrica positiva definida, entdo todos os me- (a) .
nores principais de A sdo maiores do que zero. (b)
(d) Se A é uma matriz simétrica negativa definida, ento todos os meno- [ 40]' Mos
res principais de ordem impar de A sdo menores do que zero e todos
Os menores principais de ordem par de A sdo maiores do que Zzero.
[37] Considere as matrizes |
4 b 00 gos:.
0 8 ‘e bel ° YT |ef) 4] Bne,
Diga se cada um |
apresentando urr?adjiz: Tﬁgultn von sentengas abaixo é verdadeira o fatlsz’ (a) J
Hlcativa cag contl |
exemplo caso ey, seja falsa, o ela seja verdadeira ou um Eb) d
c)
(a) Se A é indefinida entio B & ; ) y
() Se Beo o gy ¢ ndefinida, @
€ C' 530 positivag definid = , : ( “
(c) Se B ¢ : 1das, entdo A é positiva definida- e)
© negativa definidy ¢ O & et e —" ( :
definida, € Positivy, definida, entdo A € neg £) J
(&)
I
MN ‘a"(‘ o .ﬂ\:'\
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3g] Para cada uma das fungdes abaixo, definidas e
criticos e classifique-os como mfnimo local, m
ou “inconclusivo”.

2
m R*, encontre og pontos
aximo local, ponto de sela,

(a) f(z,9) = oy° + 2%y — zy.

(b) f(z,y) =2 =62y +2y> + 10z +2y — 5.
(c) f(z,y) = &'+ 2* — 6y + 342,

(d) f(z,y) =3z*+ 3z —¢5

[39] Para cada uma das fungdes abaixo, definidas em R?, encontre os pontos
criticos e classifique-os como minimo local, méximo local, ponto de sela,
ou “inconclusivo”.

(a) f(z,y,2) =2+ 63y +y*—3yz+422+6z+17y— 2z
) £(o,3,7) = (22 + 297+ 3.2) 47
[40] Mostre que

3t — 423 —122%+18
12 (1+4y?)

z=f(:c,y)=

. ., . LA e
possui exatamente um maximo local, exatamente um minmo local

exatamente um ponto de sela.

Leai i ma das fungoes
[41] Encontre os extremos locais, caso existam, para cada u

abaixo.

(@) fz,y) = In(z® +y*+1)

b) f(z,y) = zby + zy® + zy.

() f(z,9) = (a2 = y? — 1)/ (@ +¥"+ 1)
(d) fz,y) = zy/(z* + y* + 1)?

(e) flz,y) = 2m3+y3-—3m2——3y

(f) f(a:,y) = 33:y2—{—:1;3——3113

(g)f(:l:,y) = gy (1 —z? -y )

P S

iy o o -
7 it
= g

e
.

=

Lol

LY ey .
o - . .
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2
z |
| ;4 2 24—+ zy. (
f& N [42] Sejaw:f(a:,y,z)::m +zz+Y 5 |
‘ (a) Encontre todos os pontos criticos de f. |

(b) Classifique todos 08 pontos criticos de f como maximo loca], Mt a

[ local ou ponto de sela. ;

g [43] Considere a fungao

f(z,y) = —y'—e® +2UVeEFeT

X definida para todo (z, y) € R®.

(a) Mostre que f possui um tinico ponto critico que é ponto de minip, :
local de f. |

! (b) Mostre que f nao possui minimos globais.

| Este exercicio fornece um outro exemplo de uma fungao de classe C®
| que possui um tnico ponto critico, que € minimo local mas néo é mini-
mo global. Compare com a fungdo do exercicio resolvido (11.4). |

€

[44] Considere a fungéo
f(z,y) = 3ze¥ —g® — &3
definida para todo (z,y) € R?.

(a) Mostre que f possui um dinico ponto critico que é ponto de minimo
local de f.

(b) Mostre que f ndo possui minimos globais.

Este exercicio fornece um outro exemplo de uma funcgio de classe ¢

, que possui um 1nico ponto critico, que é minimo local mas nao é mink-

o mo global. Compare com g fungao do exercicio resolvido (11.4).

[45] Diga se cada uma d
' as sentencas abaixo & : apresel
tando uma justificativa ¢ verdadeira ou falsa, ap

oo caso elg, seja, verd ] . remplo
. : ra-ex
S caso ela seja falsa, J adeira ou um cont

(a) Sepé it
P € um ponto critico de umg, fungio f: R* — R de classe c® e’a

matriz hessiana D2 f ( ;
/ ) P) no pont £ " . ida, enta
P € um minimo loca] de /. bonto p ¢ positiva semidefinid

,.
1
~
g e e
e

d
E
er
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, s el
b) Se p é um ponto critico de umg, funcin £. i
matriz hessiana D? f(p) no ponto gag f: R’f — Rde classe % ¢ 4 o
p ¢ um méximo local de f. negativa, semidefinida, entsg . B
Yinj . ,
Imyg 46] quponha que z = f(Z,y) possua derivadag parciais de mrir
da ordem continuas para tod S de primeira, e se-
gun para todo (z,y) € R? e :
que f seja harménica:
0° f 0% f
—3_3?—2-(3:’ v+ 8—3;2(3’" y) =0, para todo (z,y) € R?.
, 2 9
Assuma tamb?nf.l que (8°f/ 3:{: ?(wo,yo) 7 0. Mostre que f ndo pode
pOSSUIr UM Maximo ou um minimo local em (z, ).
1inim
0 [47] Mostre que para qualquer escolha de niimeros reais T, Yy e z, vale que ;‘
| 0
—$2+4$y—2$2—5y2+6yz—3z2go. 3; .
e 0% Justifique cuidadosamente sua resposta. i
mini- - o
Encontre os extremos globais, caso existam, das fungdes abaixo definidas |
‘ em R2. Justifique cuidadosamente sua resposta. EEEIY
(a) f(z,y) = 2y + 2’y —zy. S
(b) f(:c,y)=m2—6my+2y2+10x+2y—5. '
(c) f(z,y) = &* +22%" + 1" L
, @) f(o,y) =3a* + 3%y - " o
{nimo i . _ .
Encontre os extremos globais, caso existam, das fungdes abaixo definidas -
em R2. Justifique cuidadosamente sua resposta. B
42 - 2z. L
o () f(o,y,7) = a? + 6zy+y? — Syz + 42" + 6o+ 1TY
o (b _ (2 2 1 g 52) et ), .
mini- ) f(z,y,2) = (x> +2y"+32 o
[50] Quais dos conjuntos abaixo € convexo?! L i
n- ’ 2 1
rese () {(z,y) e R |2 > 0,y > 0ea? +¢" ST L
P AT
b) {(z,y) e R | 3> 0ey 20} S
N (c) {(w,y)eR2lm_>_0,y206$+y=1}‘ i\\;
100 € Sk
enta0 @) {(z,y) e R? | a2+ < 1} : %L€
RN
(e) {(at,y) e R? | 7?2 +y2 < 1} 1y gi/
\ N {\
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2 2+y2=1}
w;y)ERRLm"E>Oy>0,zzoem+y+z_§1}.
€ LYY =

2
cR[z20,y=0ezSa +y}
R |2>0y>0220sSLysles<)
€ < Yy =

(£) {(

(8) {(z:9:2)
(0) {(z,92)
(i) {(%:9:%2)

i¢a onjunto
[51] Mostre usando a definicdo (11.7), que o conj

é convexo.

1

e nem concava.

(a) fz,y) = In(z? + ¢ +1), com 3,y € R.

(b) f(z,vy) = =y + zy° + 3y, com z,y EzR.

(c) flz,y) = (z2 =92 = 1)/(z® + y* + 1), com z,y € R.
(d) f(z,y) = zy/(z* + y* + 1)%, com z,y € R.

(e) f(z,y)=22°+y>- 322 -3y, com z,y € R.

(f) f(z,y) =3zy*+ 2 — 3z, com z,y € R.

0 X0 & 0 CONVexa
[53] Diga se cada uma das funcdes abaixo é convexa, concava ou nem
e nem concava.

(a) f(z) =3€e"+52* —In(z), com z > 0. |

(b) f(w,y)=—3m2+2:cy-y2+3m-4y —1,comz,y € R
(c) f($,y,z)=3e$+5y4-ln(z), comz,yERez>0.

(d) f(z,y,2) = Az®yz°, com a,b,c>0e z,y,z > 0.

[54] Diga se cada uma das senten

tando uma justificativa caso
caso ela seja falsa,

(2)

. 2, N esen—
¢as abaixo é verdadeira ou falsa, apr o
i : _exemnl
ela seja verdadeira ou um contra-ex
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6L)Sef:UC]R"—->-]RdeﬁnidabemumCO- Cohh

, . ‘
entdo f possul pelo menos um ponto ¢ X0 U é convexa, :

: - € minimo global em 7
) G f: U C R™® — R definida em um conjunto cony

' £~} exo U é convex
entdo f possui N0 MAaXimo um ponto de minimo %

n 1 .
() ge f: U C ]’I'R —+~R deﬁnllda €M um conjunto convexo U nig é
convexa, entdo f ndo possui pontos de minime global em U

(d) Se f:UCR? = R definida em um conjunto convexo U nio possui
pontos de minimo global em U, entdo f nio é convexa em U

(e) Se f: U C R* = R definida em um conjunto convexo U possui
pelo menos um ponto de méximo global, entdo f nfio é uma fungio
convexa em U.

(f) Se f: U c R* = R definida em um conjunto convexo U possui
pelo menos um ponto de minimo global, entao f ndo é uma fungio
concava em U. |

(g) Se f: U C R* — R definida em um conjunto convexo U possui
pelo menos um ponto de minimo global e pelo menos um ponto de
maximo global em U, entdo f néo é uma funcdo convexa e nem uma
fungdo concava em 'U :

W) Sef:UCR =R definida em um conjunto convexo U possui pelo

menos um ponto de sela em U, isto é, se f possul um pont; Cnté?g
em U que ndo é maximo local e nem minimo local de femU, entao

&0 c0 em U.
f ndo é uma fungao convexa € nem uma funcao concava

6] Seja f: R2 — R dada por
2,2
z- Y
() Mostre que f é uma fungéo CONVEXa.

(b) Faga um desenho do subnivel

{(z,9) ER" | f(z,y) S

1 1. Mostre que este conjunto
z=1

é convexo.
de f associado ao nive l
/
nive
(¢) Mostre que, de fato, qualquer sub

{(z,y) € ¥ | f@y) St

de f ¢ um conjunto convexo-

e, o

global em U/, : i

- o)

e e s e
) S

et
—

}

s
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i
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c R* — R é uma fungao convexa definiq

. , ad em 1] S<

[57) Mostre quf SSO{“-/GZO U de R*, entdo o subnivel um, (6 .
subconjlll'l ;0 F
{XEUIf(X)SC} (t

) , ' CONVEXO par
de f, associado ao nivel z = ¢, é um conjunto bara cada ¢ ¢ R
)

(58] Seja f: R? — R dada por

1.3 62] (2
sz(m,y):_1+x2+y2 9° (t
(a) Mostre que f ndo é uma fungao convexa.
(b) Faga um desenho do subnivel
{(z,y) e R? | f(z,y) < 1} 63] (1
de f associado ao nfvel z = 1. Mostre que este conjunto é convexo zZe
. CC
(c) Mostre que, de fato, qualquer subnivel
{(z,9) eR?* | f(z,y) < c}
de f é um conjunto convexo. b
Este exercicio fornece um contra-exemplo para a reciproca da proposigio m
estabelecida no exercicio (57) acima. te:
Moral da histéria: se f ¢ uma fungéo convexa, entdo todos os seus [64] (F
subniveis sdo conjuntos convexos. Por outro lado, existem fungdes ndo- 76
convezas com todos os seus subniveis convexos. o

[59] (a) Mostre que um subconjunto I/ de R™

- é convexo se, e somente 5
para todo p,q € U tem-se

@-P+az-qeU,
para todo ay, ay 2 0 com o] + a9 =1, o
(b) Mostre que um subco

| te 56 fer
njunto U de R™ é convexo se, € some *[

Paratodo p,q e [y tem-se 65] Ve
WP+t .qeU, "

paratodoal,...,ozn2000ma1+...+an=1.

— R umgy funcio de

(0
: : conveX
de R finida em um conjunto con’ va
Mostre que f ¢ convexa em [J g 6 —f & con tay
em [J €, € somente se, ; f
:’ Q
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[61] Geja @ UM vetor em R™.

2 Mostre que z = f(x) =a - x ¢ N
(2) . © uma fungio conyeyy em Ten
(b) Mostre que 0 semi-espago m R",

{XER”‘ la.xsc}

é um conjunto convexo, para todo ¢ € R

62] (a) Mostre que z = f(%) = [|x|| = /XX ¢ uma funca
ungao convexa em R™
(b) Mostre que a bola fechada |

(x€R" | |z]| < ¢}
é um conjunto convexo, para todo c€ R.

63] (Fungﬁes estritamente convexas e questdes de unicidade) Di
zemos que uma fungdo f: U C R* — R definida em um conjunto
convexo U de R™ é estritamente conveza se |

f((A=t)-p+t-q) <(1-1)-f(p)+t- fa),

para todo p,q € U e todo t € (0,1). Mostre que uma fungio estrita-
mente convexa nio pode possuir dois pontos de minimo global diferen-

tes.

64] (Fungdes estritamente concavas e questoes de unicidade) Di-
zemos que uma fungio f: U C R* = R definida em um conjunto

convexo U de R™ é estritamente concava se

f(l—t)-p+t-q)> (1—1)- f(p) +¢- fla),

Mostre que uma fungao estrita-

para todo p,q € U e todo t € (0,1)-
tos de méximo global diferen-

iﬂente concava nao pode possuir dois pon
6s.
"

65 :
X Verdadeira ou falsa? Seja U um subconjunto de R* com 2 seguinte

Propriedade: para todo p e q em U, o ponto

q

DN =

p+q _ _1_ ot
5 2 " |
o convexo de R*. Justl-

t ’ .
AMbém est4 em /. Entdo U é um subconjunt
Ue sua resposta.

R

SN
\\,
S .
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*[66] Seja
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o de R*. Mostre que f: U ¢ gn

onjunto convex ‘
[/ um subconj Ry

te se,

convexa se, e somen
g(t) = ft-p+(1—1) )

é uma fungao convexa, onde p € q 830 POnt0f qualsquer em Uete 0,1
Em outras palavras, mostre que uma func¢ao definida em um Conjug

convexo é convexa se, € somente se, sua restricao sobre qualque; st
mento de reta em U é uma fungao convexa.

*¥[67] Seja f: R* — R uma funcdo convexa. Mostre que se f é limitag,
superiormente, isto é, se existe uma constante M € R tal que f(x) < i
para todo x € R*, entdo f é uma fungao constante em R”,

*[68] (A desigualdade de Jensen)

(a) Mostre que uma fungdo f: U C R* — R definida em um conjunto
convexo U de R" é convexa se, e somente se,

flax-p+og-q) < or- f(p)+ a2 f(q),
para todo p,q € U e para todo aj, a9 > 0 com a; + ap = 1.

(b) Mostre que uma fungéio f: U C R* — R definida em um conjunto
convexo U de R" é convexa se, e somente se,

f(Ofl'P1+"°+04n'Pn)Sal'f(P1)+-~+Ozn'f(Pn)1
para todo py,...,p, € U e para todo ai,y...,a, >0 com
ar+ -+ o, =1,

c) U ' ; <
(c) ¢ bsteeo 1t(eim anterior com a fungfio convexa y = Flz) = — In(z) pa®
I a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica:

\'V(E'(EQ ..... xn<m1+m2+“‘wn

onde 2, 1 .
b %2 -+, Tn 530 nimeros reais positivos.

[69] Sejam ug = In(
= In(z) e, pa  1ag 10
conjunto U = {z ¢ ]RPII:;L 2 g}a <1, ua(e) = (2% — 1)/a, defir®
(a) Mostre que ug(z)

= lim
b a~0t+ Ue(T), para todo z € U.
_ (b) Mostre qU€, para todo o ¢ ,

Crescente e satisfay, Ua(1)

{e

. el
o, 1], a fungao u, é céncava, estritd”
= 0.

-
-
-3

71



convezas de classe C* definidas em U, entéo f + g também é uma,
funcao convexa em U.

96e {c10S
S erciclo P
~3 11.7 Ex > { K
L
R¢ Estas fungdes sao usadas em Economia Para mode] B
N a . . ar , . L,
gtilidade em funcdo da'quantidade deg bens oy dinheir 0 beneficio oy i
de 1, significa que a utilidade marging] (860 &, © aere 0. A concavidade RRIRY
, ’ . ) ; ) reSCImO na, u 1. . ‘ i
obtido por um acréscimo fixo na quantidade de bens) decresc tilidade Ly
1 e B!
, » quantidade de bens cresce. Em outrag palavras, concavidad quando Co
’ 1]‘ o efeito de satisfagao. e modela
Into
o8- [70] Diga se cada uma d.as seguintes sentengas abaixo ¢ verdadeira oy falsa,
apresentando uma justificativa caso elg, seja verdadeira ou um Cbntra’ o
| exemplo caso ela seja falsa. - | -
- M (a) Seja U um subconjunto convexo e aberto de R”. Se [ e g sdo fungdes v
oo
NI

tor g -

(b) Seja U um subconjunto convexo e aberto de R”. Se f e g séo funcdes '
Into convezas de classe C*® definidas em U, entdo f - g também é uma TN
fungdo convexa em U.

R T T

[71] Use 0 método dos minimos quadrados para encontrar a reta que melhor |
aproxima os pontos (0, 1), (1,3), (2,2), (3,4) e (4,5). Faca um desenho i
nto dos pontos e da reta. SRR

2] Use 0 método dos minimos quadrados para encontrar a reta que melhor
aproxima, os pontos (1,1), (2,1), (4,0), (7,2) e (9,9). Faga um desenho
dos pontos e da, reta. |

73] Seja, Yy = a*z + b* a reta que “melhor” aproxima 0s pontos (z1,91)s - - |
(%yn) de acordo com o método dos minimos quadrados. %

pard
(2) Mostre que

.Z(a*w—l—b*—yz‘) =0, e
i=1 .o e cancelam. ©]
20 isto &, mostre que os desvios positivos € negatIvos § S
! () Mostre que a reta y = a*z -+ b* sempre passd pelo ponto - :
" “ \ /a), A |
= (>u)/ Y Sy
te — i=1 : It
et i=1 e gi, com. 1 <i<n. M

. ‘L 0S Zj
formad pelas médias aritméticas dos dados T
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50 de formas quadrdticas via autovalores) S|
cag :

drada n X 7. Dizemos que um niimero ) ¢ o
qua otor x € R” (denominado autovetor de A)

(Classiﬁ
uma matriz
A se existe um \
ta.lqueA-x——-)\-x.

0valgy, e
oMy
)

(a) Considere

Quais dos vetores abaixo

9 11 o v — 0
x=|g1> YT| 1 1
sio autovetores da matriz A? Quais sao os autovalores associadeg

Como encontrar os autovalores de uma matriz A sem ser por tentativ
e erro? Observe: se x é um autovetor associado a um autovalor X enti

sabemos que
A-x=A-Xx
ou, ainda, i
A-x—X-T-x=0,
com [ a matriz identidade n x n. Desta maneira,
(A=A-1).x =0, (1.1

ou sej ’ _ ) )
(A eji’ OI ;’etor X € uma solugio nio-nula do sistema linear homoges®
- - x = 0. Isto significa, que o sistema linear possul infinitas
P Q)\esj(mftema possivel e indeterminado) A fim de que isto 0COIT
— . nao . ) . _ .
Desta mancs pode ser umg, matriz inversivel, logo det(A — A+ D) '
helra, para se encontra, A hastd

encontrar as rafzes . I 0s autovalores de uma matriz %

#@s do polindémio caractertstico p()) = det(A ~ A1)

(b)

Calcule E
08 autovalores dp, matriz 4 definida no item (2)- |

E com

0 calcular ¢

s S autovet; ta
bituir o valor dg ores sabendo-se os autovalores? Bas

inﬁnitas)

su
as
autovaloy ) - . uma d
2 equagio (11.12) e encontral ! 4 u

SOl :
olugdes do Sistema formadg

— -

Por exemplo, A = ;



)S?

30

tas

i1,

.orcicios
7 E‘ erci

ovalor da matriz A do item (a)

aut Substity:
temos stituindo egte valor em (11.12)
(112 .
(A"’\'I)'k—"<[2 1]‘(“1)'11-0 ]
| 0 1 | 2y =

227 T[4
S O I
..2 2] _.'1:2]—[0].
X = L1 — —1'
T2 1.

¢ uma scc)ilug.ao (entre infinitas) do sistema e, portanto, constitui wm au
: au-
tovetor de A associado ao autovalor A = —1. Para se resolver o sistema,

em‘uma situacao geral vocé pode utilizar a técnica de escalonamento
ensinada no segundo grau (lembra-se?). |

E ficil de ver que

(c) Encontre um autovetor associado ao outro autovalor da matriz A
do item (a).
(d) Encontre os autovalores e os correspondentes autovetores da matriz

120
B=1210
007

(e) Mostre que se v é um autovetor de uma matriz A associado ao
autovalor )\, entdo o vetor ¢+ v (um miltiplo escalar do vetor v)

também & um autovetor de A associado ao mesmo autovalor A,
para todo ¢ # 0. '

Mas qual a relagio entre autovalores € autovetores com O processo de
ca em uma mabriz diagonal? Vamos

Se . . - ’ s
transformar uma matriz simétri i
atriz

i ‘ ar
lustrar o processo através de um exemplo. Considere a m

1 2
A=[2 1]' _~

Os aut autovetores .
3utovalores de A sio Ay = —1 € Az = 3 €O 05 ¢
a 1 .

. 1
__:[—-1] o y=[1],

1
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Otimizacj
7620 sem Fegt
I‘ig‘
Og
y

usar autovetores de tamap},
0

||| e y por [[¥|] (note - Py
scalar nao-nulo nao destg}l-e’ Pely
o0 mesmo autovalor): Ola

_y_=[+1/\/§}

respectivamente. Serd interessante
gsta dividir X POT

.- um vetor por um €
tovetor para

consegui-los, D

item (e), divid
priedade do vetor ser at

o= =[]

e v sa0 autovetores

e V=

Iyll L +1/v2

Uma vez que U (de tamanho 1), temos

32 (][l

3] (] - ()

A 0 {4 N A

Ag 1;,1, Z pulo do gato” é escrever estas duas igualdades em uma {nj
igu I ) ;
gualdade, colecionando os autovetores em uma Unica matriz: "

) [ )= [ wia) )

isto é

EHE |

onde P é a matriz f
ormada, pel
lad e ) pelos autov . 1. .
os desta dltima igualdade obtemos qiﬁs r}‘isileltllghca;dise ; s 0
+A.-P=Disto8

-1 |1 2
0 31|’

S ?

1 .
[2 ?]=P.[*1 0]
: | o 3 'P—l.

Outro f
£e 4
ndente € que P-1 — pT . qe 1020)
, = PT (T indica transp051§a°)'

P [ ~1VE 41
[+1/\/§ +1§£] = PT,

0 que i
matriz S]
Este é U

Teorema
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g

7/ ) S d
P é uma matriz ortogonal (isto é P. ISTA Cc}f)n tamanho 1. Resumind
=1{) evale que o

[12 1 g
21 =P'[ 0 3]'PT,

(f) glagzza;zi sz matriz B1 do item (d), isto é. en
: =£-D- P, com D uma matriy dci;zzzlfaluma makrs P

(g) Mostre que se P é uma matri
) I1iz ort : ,
P é uma matriz inversivel. ogonal (isto & P.-Pl=] ), entdo

0 que fizemos para a matriz A do i
e e e, o item (a), pode : .
gatr1? simétrica, 1st9 €, toda matriz simétric)a TI;,) X N ;irdie:;o g.ara qUz.xIQUer

ste ¢ um resultado importante de Algebra Linear e ele é T lagonahza,da.
Teorema, Espectral. o € € conhecido como o

de uma matriz para classifi-
se A é uma matriz simétrica
triz P ortogonal tal que

a] de D sdo justamente
p = M7, temos

0
CaTeorerna Espectral permite usar 0s autovalores
n :(a forma quadratica correspondente. De fato,
A \npe ntao, pelo Teorema, Espectral, existe uma ma
03\ ‘D PT | onde os elementos da diagonal princip
" autovalores de D. Escrevendo M = PT de forma que
Q(h)=ht-A-h_—zhT.MT.D.M.hsz-D-x=Q(x),
que M é uma
se que 0 tip

Onde ~ 4z inversivel

X=M.h T U matriz Inver )
’ - . . Vez o, n .

e Q(x) =x"D-x. Uma o de positividade

(pOis ,
M ¢ ortogonal, veja o item (g)), sesue-

At s et e+ 3 ro0

- /

— R
. e TS
- - . - s S ,_.'_..,.,_..,..m.n.—l—’v—”?"""“" - o
SEURPRERS N s
=
o
s
IR



Otimizacs
timizag3g Sem
$trien
rl(:'()gg

M

de Q é o mesmo tipo de positividade de (). Mais precisamente, Mot
re q
e

(h) @¢ positiva definida se, e somente s¢, @ é positiva definida, Q¢
& 6 negativa definida; etc. Megatiy,

definida se, € somente se,

dade de & & muito facil pois @ é a forma quay
I'ati()a

Mas estudar a positivi
de entao usar os resultados do exemplo
Ly

uma matriz diagonal! Vocé po
para, concluir o préximo teorema.

( i ) ClaSSiﬁ Ll 1 | | 7 Ildo

0 teorema (11 16)
e 16). Qual mét A
Cipais ou autovalores? ctodo voct prefere? Lagrange, menores pri-

11. i
8 Leitura suplementar

’ ¢ Taylo
€ 0 tnico r pr de ord
Polindmj em k no
1 od ponto g6
gual a k coincidern € grau k cujas derivadste uma fuglgao df de Cl:ISwI'O
parciais de ordaem
Je?



ra suplementar

i1 8 Leitu

o
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5 ricial para o O ]
esentagao mat P que seria “g derivadg,

SN = de or ”
;0 de n varidveis. Nao vamos desenvolver 4 teo dem %

rep! de uma,

fun’ dem maior ou igual a 3 aquy; : ria dos polindmios de
Jor de orde qul. Indicamog ao leitor ;
a inte
) ;reerén cias [01’ 48, 71]. ressado as

o de Fermat (1601-1665) considerou o problema do

pier ) caleulo de mximos, [
S minimos € retas tanggntes em seus estudos do trabalho de Kepler sobre o, g
) paralelepfpedo de maior volume que pode ser inscrito em uma esfera (veja  |=

fgura (11.24)) e do. tlla,b‘alho de Viete sobre a relacdo entre os coeficientes
. a5 raizes de um polindmio. Para uma excelente descricdio de como Fermat
resolvia problemas de otimizagdo (sem o uso de derivadas, que ainda ndo
snham sido inventadas na época), indicamos a referéncia, [70]

VA Z A

Figura 11.24: O problema de Kepler: encontre o paralelepipedo de maior

volume inscrito em uma esfera.
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