Capitulo 12

Otimizagaﬁ CoOm restricgeg

Um dos objetivos deste curso 4 o de tent

ar criar mecanismog '
curso é ue per
resolver 0 problema de otimizacio Pt

maximizar f (x)
sujeito a x € D,

isto, queremos encontrar (caso exista) um ponto p no conjunto admissivel D
para 0 qual o valor da fungdo-objetivo f seja o maior possivel se comparado
com 0 valor de f nos demais pontos de D. |

No capitulo anterior vimos que se o problema de otimizagdo possui uma
solugdo p no interior do conjunto admissivel D entdo, pela regra de Fermat,

P deve ser um ponto critico de £, isto é, Vf(p) =0.

‘mizacio ndo estd
Contudo, se uma solucdo p do problema de’ o.tlrmzagao Tlaa um ponto critico
do conjunto admissivel D, ent&o ndo é necessario que p 5

' imizagao:
e f. Considere, por exemplo, o seguinte problema de otimizag

2 2
2) = zj + T3
cR? | s}/A+a3/9= 1}

no interior

maximizar f(zn,2
sujeito a  (z1,z2) € D = {(z1,%2)

S
~ er, 0S pOﬂtO
. Ges, a saber;

Este problema de otimizagao possul duas.solug‘ ’

— 3)-

p=(0 -3) e 47 o ) 50 pontos criticos

: e nao 52 ra

Por Outro lado, p e q sio pontos de fronteira del‘fotr a regra 4 }gp,rmaéﬁ cIl):da
*f (veia 5 ,uI;a 82 1)). Se ndo podemos zpiéamen e? A reSpozfie pelo
esteg Pontog ccgamo VaII.lOS Caracterizé-los alge gl‘e ol is gera{zlllﬂo ) * i
! ) Lagral te caplbt b
Deelo teorema dog multiplicadores de miOS estudar 1€ "
“fema de Karush-Kuhn-Tucker, qu° . itﬂ
RN

/—”"""-& T \
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Figura 12.1: Og pontos p = (0, —3

em D = {(xl,azg) €
pontos criticos de f.

)23 q = (0,+3) sio extremos globaif d;{)
R* | 23/4 + 22/9 = 1} mas p ¢ 4 13°
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Juas yaridveis e um conjunto admigsf
Je uma fungao h, também de duag vy

maximizar

= £ (21, 29) |
sujeito a  (z1,29) € D = {(331,132) € R? | h(zy, z )=c}
12) = Cr.

Na figura (12.2) estdo desenhadas a curvs de nfvel h = ¢ ¢ :
admissivel D) e as curvas de nive] f=c, f= f__c ° (0 conjunto
Vamos supor que o valor da funcio Jf em uma de su
sempre maior do que o valor nas curvas de nivel abaixo
na figura (12.2), temos ¢ < ¢y < ¢5 < ¢,

Com este cendrio, o ponto q ndo pode ser um extremo local de f no
conjunto admissivel D. Para ver isto, basta observar que existem curvas
de nivel f que interceptam D em pontos arbitrariamente préximos e do
lado direito de q. Estas curvas de nivel estdo acima da curva de nfvel que
passa pelo ponto q. Portanto, existem pontos do conjunto admissivel D
arbitrariamente préximos e do lado direito de q para os quals o valor da
fungdo f é maior do que o valor da fungdo no ponto g. Conclusio: gnéo
pode ser um ponto de méximo local de f em D. Ana,logamente, existem
Cwrves de nivel de f que interceptam D em pontos arbitljarlamente préxuino?
¢do lado esquerdo de q. Estas curvas de nivel estao abaizo da curva de nfve

; issfvel D
ue i ontos do conjunto admissive
1€ passa, pelo ponto q. Portanto, existem p o s 0 valor da

arbitrar Lo do de q pa 3 <
Tariamente préximos e do lado esquer 10 POt G Conclusio: g ndo
D. Este argumento mostra qge
' el de f e acurva €
" bonto do conjunto admissfvel D onde & curva e m;;znsvefsalmente nao
livel de p, (que define o conjunto D) se interceptam

Po A
e ser um extremo local de f em D. o pelo ponto P

P outro, na figura (12.2), a Curva de nivel denjunto odmissfvel D):

t \
ur‘ingente & curva de nivel de h (que ,dei;in D tanto dO lado
% de nfve] que interceptam 0 cORJUC

0] :
as:do esquerdo do ponto p estdo sempre atos do lado €%
di " Por p, Portanto, o valor de f €M po

It da fun
0 . lor
dep ¢ sempre menor do que 0 V2

— - -
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<imo local de f em D.

mé
o ponto p é um ponto de 1

T9 A

N

0 h=c¢ 2

Figura 12.2: Se p é um ponto de méximo de f na curva de nivel h = c, entéo

a curva de nivel de f que passa por p é tangente & curva de
nivel h=c.

Mas como caracterizar a]
Se vetor gradiente Vh(p)
rema (9.5) da pagina 333,

gebricamente um ponto p com esta prOPriedade?

de h no ponto P ¢ diferente de zero, pelo t,e;
sabemos que ele perpendicular & curva de nﬂllw
; abnablogamente, Se o vetor gradiente Vf (p) de f, :
» €1t40 ele é perpendicular 3 curva de nivel / =

’ - eHl p’
g vas de nivel = ¢ ¢ [ = c3 sdo tangentes "
concluimog

gja 8
; que os vetoreg Vh(p) e V f(p) devem ser paralelos em P (ve
gura (12.3)). Desta Maneira, existe ym nimero real A tal que

(12
VE®) =X Vip).

o" de prr
. l’ve !
€xXtremog de umg, funes i 55

1
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Figura 12.3: Os gradientes Vf(p) e vh(p)

local de f em D.

paralelos em

um extremo




- isto é, o ponto.

| basta, considerarmog A
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Teorema 12.1 (nos MUL’I‘IPLICADORLS‘ B ;
orec < . R se
I T‘nn;ées de clagse C' de duas variavels e gejat
(local) do problema de otl‘nnz_a;(v;“aiq

maximizar o
sujeito a (21, T2, ED

Suponha que p = (pl,pz) satisfaca

y Vh(p): (

Entao exiSté um nimero fal que

denominado de conds

Observagdo. A condigiio de regularidade Vh(p) # 0 exigida pelo teore™”

dos multiplicadores de Lagrange garante que podemos usar o teorema (95)
para concluir que o vetor de 2"

teorema, por sua vez, usa 0 i€ 0
ssida

gradiente f (p)
usado este fato n

d.e f 1o ponto P seja di
a Justificativa, geométrica,
onto de maximo de

ferente de zero (apesar e. De

que precede o teorema 1?' ) 0,

— 0 : J no conjunto admissivel D € v 250,

curvas de nivel de fe h: ho sistema, (12'2)~ Evidentemente, neste (r;lgentGS

veja o exercici . LU€ Passam por p ngo sio necessariamente 50 00
O resolvido (12.2) mais adiante). Para uma demonstraga

1 Otin
2L

georema

Existe
Ordem (1

Agora,, CC

segue-se
somente ¢
muito int
problema
pelas solu
€ 0 mesmu
pelos can
trés varig

Observa,
NO conjur

40 invésg d
O teorem;:
Caso, ym
Condigﬁ,o ,
Ponto (ph
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(oorema dos multiplicadores de Lagrange sja
) a

. _ _ Teferéncs, (7]
Existe uma maneira conveniente de )

_ ) S€ escreve
ordem (12.3). Para isto, definimos ¢ J 1o

arangeano

L1, 20, A) = f(1,29) - . [A(

Z1, .'122) - C].
Agora, COmo

) of

a_ ) ))‘ = T ah

(?;21 (%1, To ) %331 (:cl,a:Q) -\ a\azl(xl’@)’

_ of Oh
\ _&c2($17 T, \) = Tm(xl, Ty) — A - 872(3;1,3;2), (12.4)
oL
5)?(3:113327)‘) = _(h(m17m2) —C),

segue-se que (1,9, \) satisfaz as condigdes de primeira ordem (12.3) se, e
somente se, (21, 2, A) é um ponto critico do lagrangeano L. Este resultado ¢
muito interessante! Ele diz que, procurar pelos candidatos & solucio de um
problema, de otimizagao com uma restricdo em duas varidveis, isto &, procurar
pelas solugdes do sistema formado pelas condigdes de primeira ordem (12.3),
€ 0 mesmo que procurar pelos pontos criticos do lagrangeano, isto é, Prf)curar
pelos candidatos & solucio de um problema de otimizagdo sem restricoes em
trés varidveis.

- o AQ i inimi uncao-objetivo f
Observagéio. Se estivéssemos interessados em minimizar a fung )

10 conjunto admissivel

D= {(wl,azz) c R | h((IJ1,fI12) = ch
% invés de maximiza-la, o mesmo argumento geomiﬁ;*o;je, t‘fmbém neste
0 teorema, (12.1) poderia ser empregado para o em D € que satisfaz &
%0, um ponto p = (p1,p2) que € minimo de X];ste ) € Rpara© qual ©
“ondicio de regularidade Vhi(p) 7 0 ¢ tal que &0 (12.3) ou (124)).

s de
_ . imeira Of -
Ponto (Pl;Pz, A) satisfaz as condigdes de P .

P
¥
2
z
%

Rt B B T R T e .
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Otimizagao com r

' i imizagao
Exercicio resolvido 12.1 Resolva o seguinte problema de otimizag

maximizar f(21,32) = €19

— = 8.
sujeito & (z1,2) € D = {(z1,2,) € R? | h(zy, x9) = 21 + 422 =8}

e - irios passos:
SOLUGAO: vamos subdividir a resolugéo deste problema em vérios p

| iplicaga0
° PASSO 1. As funces f e h sio de classe C' como soma e multipli
de fungBes de classe 1.

°© PASSO 2. Verificar a condicio de regularidade.

[ i gra‘
A condicgo de regularidade exigida pelo teorema (12.2) diz que Olema
diente de h deve

. 3 rOb
ser diferente de zero em cada solugéo do pse aind?
de otimizaggo. Mas comg verificar g, condigio de Tegula‘rldadet 0 g
N N > 0
140 conhecemog g solugdo do Problema de otimizagio? De fato =

a
,, oble™

ntrar a solugio (ou solugoes)_do, b (ist0 ©

; ar que todos og pontos do conjunto admissive

todos os pontog (21, 23) em R2 bais que

M a condiggo de regularidade! Com i

) a 80**%,
d sto, caso exista algum®” 0
O problems de otimizacjo

o PASS
order



/o2

Vh(z1, ) = <@ z Oh

segue-se que Vh(z1, zo) £ (0
) , 0
Vh(:l?1,$2) 7’é (0, 0) para todo }zoia{;i)a(t()do (551,:1;2) em [R2 em

T 't
1, Tg) do conjunto g Particular,

o PASSO 3. Escrever o lagl‘&ngeano Mmissfve],

Lz, 22 A) = f(z1,33) — X - (@1, z5)

- C] =129 — )\ (
A \T1+4dxy —
o PASSO 4. ' -
4. Escrever as condi¢des de primeira o d )
rdem.

( OL
gz, T EnA) = 0,
m-A =0, (1)

| oL
8L T1+4zy = 8. 3
\ 5(3;17372,)\) = 0, ()

o PAS ;
OrdeSO 5. Resolver o sistema correspondente &s condigOes de primeira
m.

De (1) e (2) temos z; = 4\ e 72
Zonflul’mos que 4 )\ + 4\ = 8, isto §, A
osd; A=1. .Assim, o sistema corresponden

m possui uma tnica solugdo: (21, 9, ) = (41,1

— ). Substituindo estes valores em (3)
— 1. Portanto, 71 =4A=4¢
te 4s condigdes de primeira

).

* PASSO 6. Conclusio.
AI?esar do sistema, correspondente as condiges de prin.aeira ordem \
SUWr uma, inica solugio, ndo podemos afirmar de ime~d1ato qu'e 0 ;;an:
1(‘%2:2) = (4,1) é solugdo do problema de otimizagao! A exemplo d¢
Oiira de Fermat, nem todo ponto que gatisfaz a3 condi¢

€m € solucio do problema de otim

izagao! T dor ¢
Po _ sificador
ont-0 (4’ 1)? Mais adiante congtruiremos um Crlril:ll
cla, SI.S tema, correspondente 3s condigoes de P”) C
o Ssificador dos pontos criticos do lagl'angea{lfc_) Jdor
Capitu] . ot um classl 1C = - outro lado,
ulo anterior, construimos P

Parg, o A res
%0 caso de problemas de otimizagao se7

pos-

las solug0es
(isto é, um
ira queé,

Q x7qQg

~

L= T W Oy Y

‘.___s_

A~ e,
s e, o,




Otimizagao cq

%

p onjunto admiggy ,
svas de nivel de fedoc e Jde fato, (4 il)V?I (VeJaa
com o desenho dﬂaS ?li]ificil Je se convencer que, P Esolygg
4)), nao ©
figura (12

imizagao- n
do problema de otimizag
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Figura 12.4: Desenho das curvas de nivel de f (os ntimeros indicam o‘vabflort do
nivel) e do conjunto admissivel (curva com tragado mais forte).

Exercicio resolvido 12.2 Resolva o seguinte problema de otimizagao

maximizar f(z1,20) = 22z,

sujeito a (1,29) € D = {(561,1172) e R? | h(zy,z9) = 222 + 25 = 3}

e seq. 2.0 SSOS‘
SOLUGAO: vamog subdividir resolucio deste problema em varios p2

° PASSO 1. As fungges J e hso de classe O como soma e multip
de fungdes de classe C1.

. e 0 gr‘&‘
gida pelo teorema (12.2) diz @ plem?

. 0
rente de Z€ro em cada solugao do P atiﬂda

dade exi
lente de p eve ser dife

licaga?

12,1 OHIMIZ:

A idéiz
todOS C
zem & |
do pI'O
de regt
Como

segue-s
Como ¢
h(0,0)

(z1, z2)

PASSO

L(zy, z

o PAsso
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Otimizagéo com uma restricio em, igu&ldade
1 ;

A idéia €

todos os pontos (z1, mg) om R taig e gy, Z2)
a condigdo de regularidagel Com i

zemm roblema de otimizagio, Certame

j: rigulal‘idade exig'ida pelo teoremg g

Como

' 0
Vh(xla 332) :(—8?1(331, Q,‘z),

segue-se que Vh(z1,35) = (0, 0)
Como o ponto (0, 0) nio pertence

h(0,0) =

] admissivel.
(z1,%2) do conjunto

o PASSO 3.

mostrar que. todog 08 Pontog i

nte

ela irg Satisfy,
0s

. Zer
rnultlplicadores de

a Condigéo
Lagrange.

oh . .
8\332(331, 332)) = (4 1,2 :1;2)

S€, € somente se, (561,:1:2) —

a0 conjunto admissfve]
0 < 3) segue-se que Vh(a:1,$2) 7 (0,0)

(0,0).
(uma vez que
para todo ponto

Escrever o lagrangeano.

| — 2220 — X (2224 22— 3).
L($1,.’L‘2, )\) == f(ml, sz) - )\ * [h(ml,w2) '_C] — 3311:2 )\ (2$1 +:I:2 )

° . -~ . » d .
o PASSO 4. Escrever as condicdes de primeira ordem
| .
- (o2 4) =0, _drgy =0, (1)
25[:15[12
8:31 - (2)
| afL'z (271, 2 )\) B 0, | 92 5[;% + :1;% = 3.
oL, .0
~a T ,)\ — Uy | |
SNo)) (171,{‘ 2,A) . te As condigdes de primeira
P 5. Resolver o sistema corresponden
° FASSO 5. Resolv |
| ~ 92\
_ Ty =
ordem, , \) = 0. Logo 417 0 ou +\/§. Sondo
De (1) temos que 221 (z2 — 27) = _

. A $2 = -
2 — 3, isto &,
Se 77 = ( entdo, de (3), 3 )

assim, de

Sao solucdes do sistema. )5
S - 2 _ 4)\2 e, de ( )2
®Ty =2 )\ entdo 2% = )

Obtemos

3 €

(0, +\/§7 O)

|
(2), temos’A = 0. Cone

(0,—v3,0) ¢

tuindo em (3)

22, Substi/\ _ _1/2 00
1

=4 i
2 /1/4. Asslm)

i isto ©
8)\2—]-4)\2——3—— 0) 1

l
\l
}
|

AR
N kx\z\\\: A i,)

-

L

i

!

X’“}:
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- 2 __ - 1at ’
Go = 1/2 cntilo w2 = HL € T1 = L fsho &,
\ = »{-1/2. C: __lc .’U% — ]_’ isto C, Ty = :}:.l.- Desta mane‘ ' SQ
)\ = ,_1/2, cntao T2 = Ira,

1, +1,+1/2) (+1,+L,+1/2), (=1, =1,-1/3)
-1, ,
(—}-1,"‘1)—1/2)

também sdo solugoes do sistema associado as condigdes de Primejy,

ordem.

o PAssO 6. Conclusao.

’ : 4 1 . ]
A funcdoQobjetivo f é continua (pois é de classe C") e o conjug ad-

missivel é compacto (pois é uma elipse, veja a figura, (12.5)). P
teorema de Weierstrass, f possul maximos e minimos globais ng con-
junto admissfvel. Pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange, qu|.
quer solugdo do problema de otimizagao que estamos estudando deve sg;

solugdo do sistema associado &s condigoes de primeira ordem (a condigiy |

de regularidade é fundamental aqui). Desta maneira, os pontos
méximo de f(z,z2) = ziz, sujeitos & restricdo h(z1, T3) = 23+l =3
estao entre

(01-\/5)1 (0’+\/§)1 (—1:+1)) (+1:+1): (""1:'—1)’ €
(+1,—1).

Para encontra-los, basta calcular a fungao-objetivo nestes pontos € 5
lecionar os de maior vajor. Como

F0,=v3) = f(0,+v3) = o,
f('—la“‘l) = f(+1, *1) = -],
f(+1,+1) = f(._.]_, +1) = —1,

Segue-se que os pontos

1.Oblema
de otimizacio,

(+1,+1) e (=1,+1) sdo solugdes do P

Observe que
» Na figura (192 = pard
oS pontos (— 1, 1), (“(1’%-_51)), 08 vetores gradientes de f e h 530 I?vel de!

© 1 que passam POX estes popg (+l~’ ~1) e (+1,+1). As curvas ¢ 1“; S
vetor gradiente (e f se anI ntos sdo, de fato, tangentes. Por outt

ot , ule ; ams "o
0 \ftm gradiente de , iy A Nos pontog (0, _.\/g) e (0, +\/§), enqu i

2 2 . AS . ’ N . . 1 d N
Ty + 25 = 3) ndo S0 tap Curvas de nfvel de f (o eixo y) € / ot
) C N . .ot
(5111,1112) /\) — (0, “-\/5 gentes nestes pOntOS! Mesn-lo aSSlIn: 0 ndigoev
e (wl’mQ”\) = (0,43, 0) satisfazem & €0
,"/
e

, leloj 4

12.1 Otifr

de prime
¢ um por

Figu:

Para VO




A S N\\‘
‘—\\\
:tri -~ \ . - \\N
% 2.1 Otimizagao com uma reg tricdo onn —
gualdade
S .
ira. Se Je primelra or den} e, pela figury, - T |
’ ¢ um ponto de maximo loeq] ¢ (0, ++/3) 130 € diffej] 4 giﬁ\
em L. bontg de minj ,~\/§) M
0 local g ¢ i
| y
'melra ;e
i
. i
O ad- L
Pelg -
Con- Sy
qual- i
'€ ser /
licdo 7 /
s de 371 N
 __
Z —
o
o
R
)
> S€- L
-1/3 ‘%’—1/3 |
Figura 12.5: Desenho das curvas de nivel de f (os niimeros indicam o'valor do |
nivel) e do conjunto admissivel (curva com tracado mais forte). i
Os vetores com seta branca indicam o gradiente dedh (}nquaﬂto B
que os vetores com seta preta indicam 0 gradiente de J. '
mna '
—_ |
! CUIDAD
S CUIDADO! CUIDADO!
e f 1 da no teorema dos
' A , ~ omztz a
), © 4 condigo de regularidade ndo pode €7 !
| . licadores de Lagrand®
que multiplicaao 1o otimizagio |
ps® Para, voea onsidere 0 PF oblema € B J
£05 q Vocé se convencer deste fato, € | L
| e . : , .
565 COnsiste em / 3 )
t}?‘\(,
' PR
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maximizar f(z1, To) = :v23
2 —
sujeito a  h(Z1, m;) =z2+ 25 =0.

As funcdes f e h sdo de classe C! e o lagrangeano para o problems g,

otimizacdo é dado por
L(:El, Ty, )\) = f(.’El, 1112) X [h(iBl, 332) - C] = T9 — - (:1;% + 333),

de modo que as condigdes de primeira ordem para o problema de of;.

mizacio sdo dadas por

-g—@—(ﬂ?l,ﬂ?z,)\) = 07

;}j —2)\331 = 0, (1)
{gplanmy) =0 % g 1-3As =0 ()

;z z2+z3 = 0. (3)
\ 5)'\'(51;17:172:)‘) = 0,

N3o existe ponto (z1, T2, A) em R® que satisfaga as condigbes de primeira
ordem! De fato: de (1) temos que A = 0 ou z; = 0. Se A =0, de (2)
temos que 1 —2-0-z; =0, isto ¢, 1 =0, um absurdo. Por outro lado,
se 71 = 0, de (3) temos que 3 = 0, isto é, zo = 0. Portanto, de (2),
segue-se que 1 —2-X-0=0, isto é, 1 =0, também um absurdo.

(1301310 o sistema ass?mado as condigbes de primeira ordem nao possul
soluggo, deemOE, intao concluir que o problema de otimizagéo também
ndo possui solugdo? A resposta a esta pergunta depende da condigo de

7 ] ! a
Pegularzdade. ,Neste exemplo, o problema de otimizacgao possui solugdo
ara encontré-la, basta observar que |

2
h(wl,wz)—a:1+a;3=0 &S 9= —4/x?
= 2,
isto é, um ponto (z '
p (z1, z2) satisfaz a restrigdo 2 + 13 = 0 se, © somente

s, 2 = —¢/z{. Uma vez 2
' ue ' ue
todos os pontos (z;, que z1 > 0 para todo z; € R, segue-s¢ q

T2) do conjunto admissivel

D= {(z 2
( 17$2)ER |h($1,m2):a)%+$320}

Sao tais que ¢
q 2 < 0. Como nossg fun = ID

cao-objetivo é f(whf”?) do

con
diff
abd
can
fort
que

deS(

I‘em

resolver o problema de otimizagio co

nsiste em procuw




imizagao Com uma restricig em igualdade
Otl
2.1

/

junto admissivel D com a majq, ordenads,
conj1.1n ue (0,0) é a solucio dg proble
diffcil ver qos um desenho com gg Curvas de nfye] de f
abaix0 telni do nivel) e do conjunto admissfye] (
CamoV?) ;) vetores com seta brancy, indicam
fortezé vetores de seta preta indicam 0 gradi
que

Desty,
ma de Otimiy

ente de f,

Ty A

N

' 4 f4cil visualizar porque O
figura, é facil visu . - sivel

Eolnlljs;cca(txlgmz) = T9 no conjunto )ac_l_mm% . a:% _ 0.

a tisfa,z’em a’ restrigdo A(z1, 22 tos que satisfazem

i asla orque ndo existem pont )

visualizar p : onto

Primeira ordem: nao e;cl?t;r]?(fhm). Z (0 0).

S quais V f(z1,z2) = e V(0,00 = U o

V£(0,0) = (0,1) enquanto QUO 0 _ ). VA(0,0), P

V£(0,0) = (0,1) # (0,0) = A- (O

idade do teor®
Este exemplo Compromet? a lera(c)l teorema dof:?»ui’g
de Lagrange? A resposta ¢ nat.remo p dewmd de nive
Stange garante que qualquer ez por uma cur’ . de pri
" conjunto admissivel formado er as condig0®
tambgr, de clagse C* ird SatISf?Z a a condiss
lgum A € R desde que p Samlf{ggfo do prob
deSde que Vh(p) # 0. A SOu
"0 satigfsy a condigao de regu

% histérig. a condigao de r€8

1aridade nao

tiplicado
ma. dOS mu de La_
s licadores |

is mi
Jaridade PO! ode ser ©
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Manejra, nz, é

agdo. Nj, figura
(08 nimerog indi-
Curva com o tracado majg
O gradiente de p, enquanto

5 méximo glo-
o (0,0) é maxim
polr;t fo(rr;na)do pelos pontos

Também ¢é facil

3 para
2 L g9 par
(1, z5) D@ Curva o1 + 52 P

L1, a
Observe que, I

origem (0’.0)’
Desta manelra7
atodo A € R.

res

¢ em

T —" paed

L //

R T
——— -~

N g S

Vv v 0w U

PR
Rres (ig,ﬂ‘{;f}';f‘( :
RTLET LA
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reStrigﬁes

R

~que os multiplicadores Ab € A} ndo sio simultaneamente nulos. Evi

ste A € R tal que VF(0,0) = A~ VA(0,0), up,
) ¢ VA(0,0) = (0,0). Mas se usdssemos dois
a funcdo-objetivo € outro para a fungé’o‘restriga

Vimos que ndo exi
que V£(0,0) = (0,1
tiplicadores, um para 10~
isto é, se trocassemos & condigao

V§(p) =" VA(P)

~

0)

por
X - VF(p) = A - VA(p),

é f4cil ver que a escolha A = 0 faz com que Ag - Vf (0,0) = At Vh(0,0)
para as funcdes f e h de nosso exemplo, independentemente da escolhy
de X*. Mais formalmente, se f e h sdo fun¢des de classe C' e p é um
extremo de f sujeito a h(x) = ¢, entdo existem multiplicadores A} e X!
tais que

[ X5-Vfp) = M- Vh(p),
J h(p) = ¢
(X)) # (0,0),
\ A € {0,1}.

Esta teorema é devido a Fritz John. A condicio (A%, A3) # (0,0) diz

dentemente, a situacio desejavel é que Ay = 1, pois caso contrario, 2
fungdo-objetivo desapareceria completamente das condigdes de primeir?
ordem. A hipétese de regularidade, Vh(p) # 0, garante que podemo

tomar Aj igual a 1 no teorema de Fritz Joh
. -

mais do que duag variaveis.

O teorema (12.2) generaliza.

. | de
se facilmente para funcées que dependa™

Obser
falsa! 1
tal que
exempl
extrems
ponto (
a0 prok
h(z,y, -



12

Otimiza 30 co ‘.
12.2 S m varias restricg
oes e
m ig
Uald
ade

g

falsa! Nem t
' odo pont "
tal que p é 0 (P, A*) que satisf
um extrem .. sfaz as condigGe .
exemplo, considere o 0 de f sujeito & restrigao h(;f) =S S eé’nmelra ordem é
extremos de f (.’L‘ y z)prob;emazde Otimizagéio que COnSis'te :nnlm um contra-
ponto (p, \*) ’( ,2) = 3" —y" + z sujeito & restricao encontrar os
) = (0.0 0) . restricao h(a: y z) =0
20 problema, ,0,0) satisfaz as condigGes de primei g =0.0
exercici primeira ordem .
( I'CICIO) mas p = (0,0), 50 & um extremo de fasssltl)jc;zf)la:

Wz —
(,y, z) = z = 0 (exercicio).

12 2 O .
. t bt o~ Y d [
imizacao com varias restricoes em igualdade

njunto admissivel € construido
Mais precisamente, estamos

Va,m
0s e

studar agora o caso em que O €O
funcéo f de n variéveis 00

Com

. 0 USO d ’ .

nferessados e vérias restrigdes em igualdade.

“Onjung em encontrar os extremos de uma
0 a‘dmiSSiVQ]_ .

D={xeR"] hl(x)=c1,...,hm(x)=cm}

f()r
Madg
r,eStri(}E)eSpor tOdOs os POntos x de R
Z 0 que Ohl(X) =C1y -+ hm(x) = Cm
R Para, ]Clgnrlljunto de nivel da fungao veb
associado ao nfvel €= (cts-+
D~
\\Fcz{ Y3 h (X));(cli""c’n
X € R I h(X) = (hl(x),..., m

e e e o more e e nma T ST

R RS )
'\“P' e “ D ow oo
. Q- m- -

P

.

J—

P

T ————

—

S
el
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. icualdade (m = 1), vimog
s 30 em 1gua1 ) que
5 Unica restri¢
No caso de um

entido que ela nos garante
. ¢ fundamental, 0o S , qQue 5
hipdtese V,h(ll))h(i)oz ¢ pode ser escrita como O gr.afEco de uma funggy ¢
curva de IE;’:; a de ponto p. No caso de varias restrigoes ,e%m 1gualdade Pary
umdaL VII;;T; escfever o conjunto de nivel D = F como o gratico de uma fungg,
poaer

(. ¢ suficient .
(vetorial), segundo o teorema (9.6) da pégina 343, € suliclente que a mayy;,

jacobiana
- ok L O
Vh(p) %:(p) 0z, ()
Ohum, Ohu,
th(p) 1, n I —8;1_(1)) o 0zy, (p) J

mxn

de h no ponto p possua uma submatriz m X m inversivel, isto é, existe uma

escolha de varidveis z;,, T;, ..., z; (as varidveis independentes no teorema
da fungdo implicita) para as quais a matriz

- Ohy Ohy ]
axil (p) e awim (p)
Oh,, Oh,

i E(p) Oz; (p)

= mXm

é inversivel. Uma maneira préatica de fazé-
escolhas possfveis, é a seguinte: basta verifi

nulas da matriz escalonada, equivalente 3 matriz jacobiana de h no ponto P
é igual a m (o0 ndmero de restriges). Dada uma matriz A, o ndmero ,
linhas ndo-nulas da matrig, escalonada equivalente a A é denominado P

7 fOI
de A. Pode-se mostrar que este nimero independe da maneira como A
escalonada. Lembramog

:ofa7 as
. du€ uma matriz est4 escalonada se ela saftiste
seguintes propriedades:

., ;

lo, ao invés de tentar todasﬂa
/7 . ao_

car que o ntimero de linhas 1

(1) Se uma linha dg
de A s30 nujas.

. ’CiO
5 o 1M
nula, ent3o o nimero de zeros » da

inicio
*or do que 0 néimero de zeros no i
caso ex1sta)

d-esta linha ¢ Sémpre major
linha precedente (

- s
'
. ~
., !
~h
T
- \
L TP .
.. e T B
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com estas observagoes, o teoremg, dos my

ltipl;
] n p 1c
74-5€ facﬂme te para o caso de Varias res P adores de

bricdes ep igualdade

2 g

7

e

i

7

N

A

R
R
MR

—

fbhhh“o‘ﬁbﬁfOfb'

.

4 e s b
Lo



Otimizagio ¢q

476

Exercicio resolvl

%

do 12.3 Resolva o seguinte problema de Otimizacs,,

maximizar TYz
sujeito a 2+’ =1,
z+z=1.

SoLUGAO: vamos subdividir a resolugéo deste problema em virios Dassog,

o Passo 1. As fungBes definidas por f(z,y, 2) = zyz, hi(z,y, 2) = 224 /

e ho(z,y,2) = = + 2z sdo de classe C' como soma e multiplicacio o
fungBes de classe C?, ’

PAsSSo 2. Verificar a condigio de regularidade.

A condigdo de regularidade exigida pelo teorema (12.4) diz que o posto
de Dh(p), com h(p) = (h1(p), he(p)), deve ser igual a 2 (0 ntimero
de restri¢des) em cada solugio do problema de otimizacdo. Mas como
verificar a condi¢io de regularidade se ainda nio conhecemos a solugdo
do problema de otimizagdo? De fato, o que queremos é justamente en-
contrar a solugio (ou solugdes) do problema! A idéia é mostrar que
todos os pontos do conjunto admissivel (isto é, todos os pontos (z,4,?
em R* tais que hy(z, y, z) =1e hy(z,y,2) = 1) satisfazem a condigdo
de. regularidade! Com isto, caso exista, alguma solugdo do problema d¢
otimizagao, certamente ela ir4 satisfazer g condigio de regularidade ex

gida pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange. A matriz jacobian®
Dh(z,y,z) é dada por

- Ohy oh, ok, .
hiid | hidd § 1
O (x,y, z) ay (m,y, Z) oz (x,y,z) 2z 29 0
h, dh, - [ |
oh, 1
| Oz ( y ) By (:I:,y, z) 92 (mayaz) | '

Se £ = 0, ent&o 42 :
- a0 — 3 7 . a
) Yy 1, 1sto 6, Y= il NGSte caso a matriz Jacoblall

t.e
ac

Se
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.

sto
S40)

jue

1~
yNa

18

também tem posto 2. Destgy maneira,
admissivel satisfazem a condicio de regu

laridade,

o PAssO 3. Escrever o lagrangeano,.

L(m,y, 2, >‘17 >‘2) =

o PASSO 4. Escrever as condicdes de primeira ordem.

te as con
° PASSO 5. Resolver o sistema corresponden

todos og pontog

I

- o o o

(0L |
Oz 35 &Y % >‘1’>‘2) = 0,
8L(m Y, 2, >‘17>‘2) - 0, ( y2—2>\1$—>\2 =
8:‘] a:z——2)\1y
ﬁ gﬁ(m Y,2, A, ) = 0, = ¢ 2y ma?:_;g
gAL (33 Y, 2, >‘17>‘2) = O) L T +2
1
OL
8)\2(33 Y, =, >\17>‘2) = O)
\

f($, Y, Z) - >‘1 [hl(m)y)z) - cl] - ’\2 [h2($)y1z)
= zyz — A (2 + 42— 1) —N(z+2-1).

~

~

~
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do conjunto

——
[\)
N’ e

PN N
e
N N’

Ot

digdes de primeira

ordem., | =0 De temc—>f
Se y=20,de (2) temos zz = 0ede (2 E_emde( ) temOSz::l-—-:L'(—);
$2=1isicoé z=—louz =+l SeT= 0 Sez =+l 8(5())’t]§§;ta

, , i e TZ = = U.
2, mas isto contradiz 0 )f\atO %e eq; 1, de (1) temgsei\)lponto
#=1—-—2=0. Como A2 = 0450 Y =
Maneira, a nica solugho do sistema para O )

0,0,0
(17 Y, % AL /\2) (1 %
Sey 50, de (2) e (3) temos que
A1 = 2y gue‘se que
50 (1) 5°

Substituindo estes valores na equas

- e e

_‘fv\‘x\ L,
 , .
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2 2
22— gy=0 = y’z—zz2 -z’ =
yz— =

Y

(4) temos y* = 1— 22 e, de (5), z = 1 —a. Substituindo egteg valog
De e =
na expressao acima, concluimos que

(1-2)*(1—2)— 2?(1—1) —z(l —z%) =0.

Uma vez que 1 — 22 = (1 — z)(1 + ), podemos colocar (1 — )
evidéncia na expressdo acima, de forma que

€

(1-z)(1—z—32% =0.
Sendo assim, 1 —z=00ul—z —3z% =0, isto é,

—1—-+13 L —1+V13

z=1 ou x:_—T ou = G

Com os valores possiveis de z, podemos facilmente calcular os valores
de y, 2, A1 e Ay com as formulas

y2=1—$2’ zzl—m, )\12— e )\22333/

Portanto, as solugdes do sistemas
ordem para o caso y # 0 sdo

(1~f V22 — 2\/‘7+\/~ \/82+22\/_ m)

associado as condigoes de primeira

0 12

(1“"/— WH\/T% \/82+22\/_ m
12

( 1+\/~ \/ZZT \/ﬁ NV \/1’6/)
’T’ 12

14++/13 2 ~ |

(T,+@’%\/ﬁ’+\/82—22\/ﬁ’+/\/?)
12

° PAsso 6. Concluséio.

s , ) : a
A funcio objetivo fé continug (pois & de classe ChHeo conjunt?

_

e T

Fig

Ago;
do P
Siste;
gula;
Qualc
Sister
dOS d
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| Otimizagio com vdr

nissivel é compacto (pois ¢ umg elipse
» 2 2 = 1‘
lindro @ +¥° = 1 com o plang T+ 5 ,e

reorema de Weierstrass, f posgyi méxir
Mo

ias restricge
S em ig
Ualdag
e

Sultante da interg

y Veja g ﬁgura
Sem

€¢do do Ci-
(12-5)). Pelo

. issivel. i |
junto adm 1S globais 1o ggp.

. intersegio dO

e resultante d

plano 2 t2=

Figura 12.6: O conjunto admissivel é 2 elips

cilindro z2 + y? =1 com 0

Agora, pelo teorema dos multiplicador estudand0 €% 450 de 1e-
_° Problema de otimizagd0o queé esta,m? ° eira OF , n
tema associado s condigdes de prlrrrln ela, b 2 a
Sularidade ¢ fundamental aqui PO -Co'zagﬁ tamb” a
“stema associado &s condigdes de prir®

0 €e)

S dos multiplicadores de Lagrané
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Otimizagio cop,

Testpips
w o I

ntos de maximo de f(2,¥,2) = zy» SUjeitog 3

ra, 0S PO
Desta manei 1e ho(z,y,2 ) =Z+ 2z =1 estj, entre S

restrigdes hi(z,9,2) = T Y=

(_1_\/13 \/2—2——2\/13 7+\/E>

6 y 6 ’ §
_1_ 13 \/272—2\/13 7++13
6 7+ 6 ’ 6 ,
(-1+v13 V22+2v13 T-V13
6 y 6 ! § ,
—14+/I3 V2242413 7T—+/13)
, + ) ’
6 6 6
(17070)

Para encontré-los, basta calcular a fungao-objetivo nestes pontos e se-
lecionar os de maior valor. Temos

f( 1_\/— V22— 2\/_7+\/_>

. . = +0.869...,
f( 16\/‘ V22 62\/_7+x/_> . _0.869...,
f( 1+\/_ \/22-;%/_7 \/—> = —0.221...,
~1
f( +v/13 \/22-1;52\/‘7 \/_> 0221
f(1,0,0)

Conseqﬁentemente, 0 ponto

(—1—6@ V22 -2/13 7+x/ﬁ>
) 6 b] 6

€ a solugio do
global de f no

/ mo

problema, de otlmlza de me

conjunto admissfye]

D ={(z,y,2)

¢ao, isto &, ele é ponto

€ R3 |2+ =1eg+z=1}

§

2.2 Ot

No

Sa0.
Poc
Nno (

Vamo
ordem nc
conjunto

Seja p

48 restrig
doreg A1 ¢
© P satis
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Note que, por outro lado,

I

6 y +—ono Vo

(—1—@ \/m,/er)

¢ ponto de minimo global de fem D, Pode-ge mostrar (exercc; )
1C10 que

)
7
b
—14+ I
( 6ﬁ,+w,ﬂ> -
6 5
;

520, respectivamente, pontos de mfnimo local e méximo local de femD.
Pode-se mostrar também que o ponto (1,0,0) néo 6 extremo local de f

no conjunto admissivel D. o

(—1+x/ﬁ_\/22+2m 7-m> y&

Vamos agora tentar interpretar geometricamente as condigdes de primeira

x ot 3 tré idvei um
ordem 110 caso particular de uma fungdo-objetivo de trés varidveis 2 czn;Z .
. NEeQ— S .
Conjunto admissfvel construfdo através de duas fungdes-restricoes € /iy

Vi,y,2) = M- V(e 2+l Vh(®b2) o
h’l(m7y7 Z) = (1 : '
h2(t17,’y,Z) = G- tisfaz -

: - sfvel (isto €, p salis
o do conjunto admissive ggz'smm’multiplic‘d‘

ao e '
onha que 7 . fe
o ) seja solugo do sistema ac

a Seja.p = (p1, p2, p3) um pont
Iestricgeg hi(p) = ci e hao(p) = co)

T A e A2 para o0s quais (p1, P2, P3 ALy {\2 4, ge a MAtIiZ jacobiana
P satisfay 5 condicso de regularidade, istO © I
i 8h1(p) Q{l—l(p) é;‘;‘(P)
-y 012
Jz
VR0 = 8h;( ) Oha o) §-§§<P> | s
2 \P/ oz
R TP am O
pe LTV ujeito &5 ;es'trlgges . N

S
mo Jocal de f Jari

“n tre
h Postq 2, entio p ndo pOde ger um €x ; regular tem | E‘ -
Scep ser um ponto ]
Sope, . 2 = c2. O fato de p Yl
etYICaS ’ \;\‘/i
» o ::\\: }g»
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de regularidade entdo, em particular, Vhl(p> 40

l ' ndigao .

' 1. Se p satisfaz a €O gulanica

Asgm pelo teorema da fungdo implicita, sab-e’mo's que o Conjl'll?to de niyg

R he = c’l é grafico de uma fungdo de duas varidveis em uma vizinhay, &
1 —

Geometricamente, isto significa que 0 conjunto de nivel hy = 0

ponoP: . ficie em RR3 (como « )

o em uma vizinhanga do ponto p, uma super o um “lengqp
deformado) e ndo um objeto geométrico degenerado (como um ponto, um;

3
curva ou todo o R?).

9. Analogamente, se p satisfaz a condigio de regularidade entdo, em pqy.
ticular, Vho(p) # 0 e, portanto, geometricamente, o conjunto de nfye]
ho = ¢, em uma vizinhanga do ponto p, também é uma superficie em R
“egftima” (outro “lengol” deformado). |

3. O conjunto admissfvel é formado pelos pontos em R3 que satisfazem as
restricdes hy = ¢1 e hy = ¢y simultaneamente. Geometricamente, isto

significa que o conjunto admissfvel é a interse¢do das duas superficies (a
intersegfio dos dois “lengéis” deformados) hy = ¢; € hg = co. Observe que

a intersegio de duas superficies pode ser uma curva, um ponto ou mesmo

§ uma superficie ou o conjunto vazio (pense em alguns exemplos). Contudo,
g novalr}ente, a condigdo de regularidade impde caracteristicas geométricas:
. o conjunto admissivel deve ser uma curva em uma vizinhanga do ponto p.

i Para, ver isto, vocé pode aplicar a versio geral do teorema da fungio
- implicita, (tegrema (9.6)) ou seguir o seguinte argumento geométrico infor-
},‘ maJl: como vimos, a condigdio de regularidade nos garante que Vhi(p) 70
g e Vhy(p) # 0. Mais ainda, ela garante que o posto da matriz jacobiana

i -

Vhi(p)

doxs

21us u : ~
multipla da outra. Geom ?-e as duas linhas desta matriz ngo sao "
as lin ) ‘ .
vel ni‘las desta matriz) ngo sio paralelos. ASSH?’
5 0 podem se tocar (uma, situagéo que sert

/

POr um ponto ou uma superflcle)' ;
3 )
€m se Interceptar “transversalmen

-

No exercici
2
=+ y2 =

=

as L
9, 2) jeStTIQOes sa0 o cilindro h1,(337?{7.z) se
) =T 4 2 — 1. ESt&S duas Superflcles

: "\\*:\t | /,

,O Veto:
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. tam “transversalmente”
mt?rcep nte”, gerandg uma elipge

), Agora, s nao existem multiplicadoreg M e Ny par
' 4 08 quais

VI(P) =M1 Viy(p) 4, . Vha(p),

isto significa que o vetor gradiente v f(p) na
vetores Vh1(p) e Vha(p). Se “caminhg,
diente Vf(p), certamente o valor da funcj
risco de sairmos do conjunto admissive]. Cont

2 ; udo, como o vetor gradiente
Vf(p) ndo estd no plano gerado pelos vetores gradientes Vhi(p)e Vha(p)

das fungoes restri¢des, se “caminharmos” ao longo da curva formada pelo
conjunto admissivel, a partir do ponto p, ainda assim o valor da funcio
aumentard ou diminuiré conforme seguimos numa ou noutrs, direcdo.

Um pouco mais formalmente, se o vetor gradiente Vf (p) ndo estdno plano
gerado pelos vetores gradientes VA (p) e Vhy(p) das fungdes restrigdes,
entao a derivada direcional de f no ponto p na diregdo do vetor tangente
a curva formada pelo conjunto admissivel é diferente de zero. Se esta
derivada direcional for positiva, se “caminharmos” na direcdo dO_Vet?r
tangente, o valor da funcfo aumentard e, se “Cam@h’armosn na dl.reggo
oposta do vetor tangente, o valor da fungdo diminuird. Caso a 3:‘?01:
direcional seja negativa, ocorre o contrério. Bm qualquer um

. o~ — = (3.
- tricdes by = c1 € 2
Casos, P nio é um extremo local de f com as restri

- 5 fAC ue O ponto p =
Por exemplo, no exercicio resolvido (12.3), ¢ facil ver g

0., 1) é admissivel. Contudo, como |
Vhy(p) = (L0 1),
Vi(p) = (=1,0,0), Vhi(p)=(0-20) ¢ .(p) |
v elos vetores Vhi(p)
a partir do

Sege- . { lano gerado P
gue-se que V f(p) nao estd no P terceiro

elipsé,
"(p). Com isto, se “cam inharmos” 29 lsgrgétosj :ntrali‘
2ontop = (0, 1, 1), o valor da fungao aumei
(r)lcta.nte (regisio do R® ondez < 0,y S V€ Z>"O’ y<0e? Z sujeito as
e o e B )
~ U=1,1) nfo é um extre ==

z+% Vhe (p)7
Testricgeg hi(z,y, z) = z* + S2=1e hz(a:,gé,js (p) e
Yy J) —
?Stv stor f(p) ndo est4 no plano gerado P
"€ 030 existem multiplicadores A

ve

Vf(p) = Ap - Vhl(p)

¢
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Desta maneira, P = (0,-1,1
Observe também

jacobiana

~ tem posto 2.

Figura 12.7: O pontg
P

Otimizagao cor ,

4 2x3 -

——

= .'L“;/z(o’ —L 1)
Sujeito 3

2(z,y, 2) = Jeito as restrigs

,J,z)~m+z=1. strigdes h, (z, y, 2) =2+ =

f(m,y,z)

plano Obser
gerado pelog vetores Sél}\:e( I()l;m oV vetor V f(p)
1\P) e Vhs(p).

Vhl(o) -1, 1) 0 —2 0

th(O,—-l, 1) 1 0 1

- 2%3

na A -~
0 é um extremo local da fungao

niio estd 17

Shrigge,

) nfo satisfaz as condiges de primeir,
. . ~ N O
que p satisfaz a condicdo de regularidade poig 5

rdem'
matriz

ObservV
no teore
necessar

EVidente]
funggo-ot
dem. A }
no teol‘en



-~

a0
| €
no

Wﬁao €Om uma restrigio er, q
eSiguald
ade
485

Observagao- Novamente, a condics
ST ao

no teorernd dos multiplicadores deQL o

cessrio acrescentar um multipl; sgra

1cador

egularidade néo
pI;ge. Como antes
T3 a funcgg. obj

pode ser omitidy
y Para Omit{-la, ¢

n
etivo,

= 1, pois caso contrario, a

Evid

ent . ~ ,
emente, a situacio desejavel € que N
das condigdes de primeira or-

fungio-objeti
Objetivo desapareceria completamente
igual a 1

dem. L4
no teoA hipétese de regularidade garante que
rema de Fritz John. |

podemos tomar A0

tricao em desigualdade

12.3
Otimizacio com uma res
¢ao nos quais

mas de otimiza uais
“hiperf1c1es

Na
s du ~
0 Conjypt as segdes anteriores estudamos proble -
® nfye) 0 admissivel ¢ construido como & intersegad de varias
i
» 1560 €, com o uso de iqualdades:
=CmJ’
B D={X€Rn I h1(X)=Cl,---7hm(x) m}

8 (nimo de
neo Y ontos de ™7
nirax os candidatos & PO a mammgn(l)izslf)vel yimos queé basta

: 1
| conjunt0 2

Uy
3 dag
a ~
fungao-objetivo, em um ta

S

e i

~

FAS
/ r/

R

I
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o lagrangeano correspondente, nio esuecey
- n

o de regularidade. Contudo, a grande majoy, do

0 em engenharia e economia sa0 modeladog & tos

| ¢ construido com o uso de desigualdyg, al
S

calcular os pontos criticos d

de verificar a condiga
problemas de otimizaca
o forma que o conjunto admissive

' D:{XERnlg(l(X)Sblaagk(x) Sbk}

necessaria para caracteriiar algebri

A partir de agora, construiremos a teoria
funcao em um conjunto admissiyg]

camente os candidatos a extremo de uma
deste tipo. Vamos comegar com uim ¢aso bem simples:

maximizar f (331, 332)
sujeito a (z1,22) € D = {(z1,22) € R? | g(z1,22) < b}

iugozha que p seja solucdo do problema de otimizagao, isto €, suponha que
; seja. um ponto de mdximo de f no conjunto admissivel D. Temos
uas possibilidades: g(p) = b ou g(p) < b |

Nesta situacio, di
uagdo, dizemos que a restricdo g estd ativa no ponto p Ge-

ometricamente, i igni '
, 1560 significa dizer que o ponto p est4 na fronteirs 4

conjunto admiss{ '
issivel (veja a figura (12.8)). Observe que, aqui, estamos e

uma situagio semelhant
e a ini
0 caso de i¢a igualdace

VIP) = u- vy (p).

Mas, 3
» 3gOra, vale umg, condigig
extra:

it0 €, 0 maylsipy; ©* >0,
pitcad
este fatg ¢ OT x de

Om argum Ve ser ma; ; ustifi®,
ento . 10T oy 1§ usti™

Fem I S gfometricos Cons?zite(;z o Z;TO. Vairln2058§

. , entdio : re a figura )
tais que as Curvas de nivel de f im uma vizinhﬂﬂ@a

Maximo loca] de
€ P devem ser

C
1<C2<C3<C4

Fi
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tal
es:
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Sive)

que
mos

Ge-

» do

ade.
e a

A0S

-

Caso g(p) < b,

Figura 12.8: Caso em que a restri¢do g estd ativa na solugio p do problema
de otimizagao.

Desta maneira, o vetor gradiente de f em p deve apontar para “fora’
do conjunto admissivel (lembre-se que o gradiente de uma funco, quando
ndo-nulo, fornece a diregdo de maior crescimento da fungdo no ponto). Por
outro lado, o vetor gradiente de g em p também deve apontar para “fczra”
da, regiéo, uma vez que g(p) — b €, “fOI'a,” da. regié,o, (0] Va,lOI' da fungao €
maior do que b. Moral da histéria: oS vetores Vf(p) € VQ(P)* povssuem
4 mesma, diregio e 0 mesmo sentido, sendo assim, Vf.(P) =0 . igg;
com y* > (. Evidentemente, devemos ter O mesmo cuidado que v
o d : : . o ponto p deve satisfazer a
¢aso de uma tinica restrigao em igualdade: O P 0
condics . deve ser tal que Vg (p) 7 0.
1¢ao de regularidade, isto €, O ponto P

Nesta Situagéo’ dizemos que a restl‘igao gn o €S
eometricamente, isto significa dizer que 0 ponerve Qe aqui,

Comy

emJuntO admissivel (veja a figura g no capitwlo > . - do

c Ma situacio semelhante @ que estudam® extremos 1 imterto! 1
uraVamOS por extremos sem T estricoes; isto € maximo loca

Con; . :
Wunto admissfyel. Desta maneir: s¢ P

e , a de
“lemp , éntdo p deve satisfazer a Te8"
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Jernb!
dadea
esté ¢
Ex
bem ¢
A ((es
De fa
Vip
Figura 12.9: Caso em que a restrigio g nfo estd ativa na solucdo p do pro- (Segul
blema de otimizacgo. ativa,
caso).
v —0 caso T
f(p) =0, admis
isto €, p deve ser um ponto critico de f. Observe que, na figura (12_'9)’ regula
os vetores gradientes fla) e Vg(q) sio paralelos mas possuem sentdef teoren
opf)s'tos, 1sto &, Vf(q) = p* . Vg(q) mas com pu* < 0. O pontod na0 ©
maximo local de f no conjunto admissivel D pois se, a partir do POt ;1’
tL}car(lrlunhar'nrlos na diregio do vetor gradiente V f(q), continuaremos de
1 do conjunto admissivel e o ya)op da fung¢do f aumentara.
Resumindo: ge _ bot
a(p) < b P € um extremq local de f em D. entio ou g(p) Y
5 t » 18to &, g restrigio g oy estd ou ng t', tiva no ponto P 5¢
estd ativg, - ao estd ativa
10 ponto p, entz, vale que
\Y% —
JB) = . vy(p),
v >0,
9(p) = p,




),

0S

O~

nbrando U6, 1ESEe €as0, Supde-se que : ﬁk
dade, IT%O €, Su(f;izse QUi~vg(p) 75 0. Por outro | CEII'OCO ¢30 de regulas ' ,;,-‘*,\f
ostd at1va no p P, entao vale que ) S€ g restricso g nj ‘“};;g
-
vf(p) = 01 ( tl
9(p) < b, o
; a maneir . | o |l
EM.Stf; 11:811 devidnae:l;aKie SehuIzllfica,r estes dois cagpg seguindo umg id . (l
bem simples, rush-Kuhn-Tucker: 1, - dcia e
r asta considerar ¢ sistema, f- ;
o VI®R) = wvg(p), s
Jwlole) =8 =0, e
>0, |
\ g(p) < b n

A “esperteza” aqui estd na segunda linha do sistema: |

p* - [g(p) =8 =0.

De fato, se p* - [g(p) — b] = 0, entdo u* = 0 ou g(p) = b. Se p* =0, entdo |
Vi(p) = - Vg(p) = 0-Vg(p) = 0, isto é, p ¢ um ponto critico de f B
(segundo caso). Por outro lado, se u* > 0, ento g(p) = b (a restrigao g esta o
dtiva em p) e, portanto, vale que Vf(p) = 1" Vy(p), com p* >0 (primeir0
s0). Observe que se u* = 0 e g(p) = b, entao estamos Fonmdemgiiﬁﬁ o
@S0 particular em que f possui um ponto critico na fronteira do con] Sy

] ' ondigdo de S

admissfye] m — b. devemos Impor a ¢ .

el SO = e . o
Novamente, no ca g(p) ) " etas idéias 10 Pr 4ximo

"gularidade; Vg(p) # 0. Vamos resumir toda o
teoremy, o
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b50:

\\.

\\ N

3Oti miza§5° com uma restrigiio ey dESiguald
' ade

9 1

.[g(a71,332) - b] =0 e L

7 a\u(ml,il?g,u) — \[

9(as, Ty) ~ b >0

ta segunda condici :
sendo qu€ €5 g ndigdo nada, mais é dg que .
o desigualdade. a prépri, restricao

08 dois teorem?s exigem -uma condigéo de re
Jo UM rest{m%ao em de-s1gua1dade, 34 preci
onde & restricao esta ativa,

gularidade. Contudo, ng caso
Samos verifics-1q para pontog

| Mo existem restricoes para o sinal do multiplicador no cago de uma res
~ 3 ‘ { ( r -
trigio em igualdade. Por outro lado, para o problema de mazimimizagdo

de uma funcdo [ sujeito a uma restrigsio em desigualdade do tipo g<b
o multiplicador deve ser ndo-negativo. =

5, Para problemas de otimizac@o com restrigdes em igualdade (e mesmo pro-
blemas de otimizagdo sem restrigdes), as condigdes de primeira ordem
funcionam tanto para problemas de maximizacio quanto para problemas
de minimizagio. Por outro lado, o argumento de que oOs vetores gra-
dientes Vf(p) e Vg(p) possuem a mesma direcdo e sﬂentido, dadp na
figura, (12.8); s6 é vélido para problemas de mazimizagao com restrigoes
em desigualdade do tipo g < b. Se, por exemplo, queremos INIMMIZAT urenrz
fungio f com uma restrigao do tipo g < b, entdo V£ (p) e Vg(p) possu

, - e minimoO p qué

amesma diregio mas com sentidos OPOStOS:én ?mzp;nfg iaso do ponto q
& ¢ ; conjunto adamissLV

regular e estd na fronteira do J diferencas entre problemas de

12 figura (12.9)). Falaremos mais sobre as d e eqien.
Maximizacio e de minimizagao em uma segao o
a de otimizagao

: lem
Exﬁrcicio resolvido 12.4 Resolva 0 segumte proble

= 1172
maximizar f(z1,22) 24 g3 <1
sujeito a g(a:1,5172) it srios passos
vari
SOLUQKQ- - solucio deste prob o
: vamos subdividir a re o ultiplicas®

som
¢} como

de fun?:@es de classe C. . Jade ue O
‘P o ulari ' diz 4
ASS0 2. Verificar a condigao d¢ e teorem? ( ~'6do ro

. s elo a0
A ‘Ondigio de regularidade exlgldarg om cadd solu
hte de g deve ser diferente de z€

Te
10

) (
25
le
’s
s
25

= S S




Otimizagdo comy

~Estricg
RS e

Ged 4 ativa. Mas co :
.50 para a qual a Testrigio g esta Mo verifi,,
otimizagao p laridade se ainda nao conhecemos a solugig do py
ic3 regulari - o
condi¢io de regu |
gde otimizagao? De fato, 0 que quer.e mo i ’e Justamente CNConyy,
blema ~ blema! A idéia é mostrar que ¢
a solugdo (ou solugdes) do pro L . 1€ Todos o
pontos do conjunto admissivel para os quals a Ies f193029 GStQa ativy (ist
é. todos os pontos (z1,z2) em R? tais que g(z1, T2) =TT+ 23 = 1) satjs.
) . K A
fazem a condicio de regularidade! Com isto, c?so e.msta alguma, solugg
do problema de otimizagdo, certamente ela ird satisfazer a c2:ond1g2;ao de
regularidade exigida pelo teorema (12.6). Se g(z1, Tg) = o2 + gl = L
entdo ¢ e To ndo podem se anular simultaneamente. Portanto, comg

o) L0 -
Vg(z1,z2) = <——xg—(w1,x2),%‘%($1,$2)> = (21,2 2))

segue-se que Vg(z1,z9) # (0,0) em todo (z1,%9) para o qual a res-

tricdo g estd ativa.
o PASSO 3. Escrever o lagrangeano.
2
L(z1, 2, 1) = f(@1,39) — p+ [g(z1, z3) — b] = 18y — b - (21 + 25 - 1)

o PASSO 4. Escrever as condigges de primeira ordem.

( 8L($ ) -
a.._ \L1 T2, = U,
88521 ( 312—2/.L$1 = 07 (1)
(1, o ) =0 T1—2pzy = 0, (2
I R : 9
=  p-lzi+i—1) = 0,
/_[,[g(:l,‘l,.’EQ)-—b] = 0, " Z 0, (4)
b2, \ Bop <1 O
\ 9(z1,29) < b,

De (4): temos dois |
Casos: — ~
conclufmos que 7z = ( ey /i Ooup>0. Se 4 = 0, entdo de

0. Logo, o ponto

(1) e (2)’

(331, T2, p’) = (07 0, 0)

- nbao’
Primeiry, >0¢€ .
) SegUe-s¢ que g g2 _ X ordem. Por outro lado, se ,Ut o 0

trhe= L Conseqﬁen’cemente, devemos €

satisfaz ag condigdes de

de (3)

y

Fj
ne
pr

Se

Or¢
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isto
Bis-
Cao
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H
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res-
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w
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o

De fato: Se 1 = 0 entdo, de (1)

ter{an
‘ - . ) lam
ceria igual a 0 € ndo igual a 1, %8 By =

=) e
AnaIOgamente, ' POrtanto, 32,

Agora, uma vez
n# 0 ) que z; = oderm 2
9 #0e To 0, entd g ((1);‘ MOstray que
,u:ﬂ~m1 e(),temos
. 2331 2\312’

2 _ 9
de modo que 7 = z3. Logo, z? $2=942_ .
2= 17 1sto é,

V2
Lo = ——— :
Dado que 27 = 3, segue-se que
I = —7 ou ;= +§

Finalglente, COMO i = Ty/x1 = 1/29 € 0 multiplicador 1 n3o pode ser
negativo (pela condigdo (4)), os pontos que satisfazem as condigdes de

primeira ordem, no caso pu > 0, sio
2 2 1 2 2 1
<_£, el +_> (+_2f_ ) +§> |

2 2 2

Sendo assim, apenas trés pontos satisfazem as condigbes de primeira

ordem: (0,0,0), (—v/2/2, —v/2/2 +1/2) € (+V2/2,+V2/2,+1/2)

* PAsso 6. Concluso. |
A fungdo-objetivo f é continua (pois € de classe Cl)
Missivel ¢ compacto (pois ¢ um disco de centro na orl
* figurg, (12.10)). Pelo teorema de Weierstrass, f 1%0
Minimos globais no conjunto admissivel. Aﬂgora, Psst
Walquer solugsio do problema de 0timizado .qu:s de primeir
®ve ser solugiio do sistema associado as Condl-g ’ ois, com €l .
* Condigio de regularidade € fundamental aLqmtli)miz,at(}ao serd tamber
Barantia, que qualquer solugdo do prot?lémadtiee :rimeifa ordem pard v:e
50 do sistema associado s condigoe® ta maneiray % P Ont.gs< 1
Oreg adequadOS dos multiplicadores). D?S.. ( e i Ty =
Néximo de f(z — sujeito & restric? gﬁ/ 9). Par d
1, ccz) 122 (+ﬂ/2,+ Jecionar 05 e

e o conjunto ad-
gem € raio 1, veja
gsuj méximos €
teorema (12'6)’

41mO0s estudando
g ordem

= I .
) ra encontrd-

€3t
lo %0 entre (0, 0), (—v/2/2, _\/2/2)¢€ 2% s ¢ ele
mz,l 3ta calcular a fungﬁo-objetivo nes

T valor. Temos
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Figura 12.10:

Note que, na figura (12,19
estdo ng fronteirg, d

Desenho das curvas de nivel de f (os ndmeros indicam o Yalor
do nivel) e do conjunto admissivel (o disco de centro na origem
e raio 1). Com uma escala menor, os vetores com seta branca
indicam o gradiente de g enquanto que os vetores com seta
preta indicam o gradiente de f.

D= {(ml,mz) E_Rz | w% + a:% = 1}.

)7 OS pontog (—\/5/2, _\/5/2) e (+\/§/2;

. . , . "'O
O Conjunto admissivel, de modo que a restrigd

o,

de

.
wl

at1va I
miZagé"
com O

Sentido
de moc
é ma',Xi]
(—V2/
as cond

pOIltOS-
em D.

Obsery
pelo acz1
condico
em uma

12.4

O teo
€ varias
Ponto P
ativg em
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e

g OUmIZaSE
Py el]\ (l(\q\
A lg“.‘ld'
‘ (\(lQ
L

ya nestes pontos. Uma vey

at ,
agiio © satisfazem a condigs

miZ
com © icorema (12.6), os gradientes ( ade, gop

. 9 _ : , : SCCUe.50

cntido nestes pontos. O ponto (0,0) ¢ : f Bue-se gy

Wt - 9 S é . :

4o modo que a restrigio g nio est4 at; NO interior dq s i |

) Jard s e va N .!\‘

("\/5/2) +\/§/2) e (+\/§/2, -—\/5/2) m D (DOL‘ que‘p) }\‘e que (U.O) o

. o~ A . L ) [AFRY i

s condigoes de primeira ordem ); apesar de admistver gOra, 08 poutos

pontos. De fato, pode-se mogtra,r POIs o multiplicador ¢ Itlb, nio satisfrzon

g u = > legat o

em D- que eles sdo pontos de nutt'hm por estes

enimo gloly .

& nl (l(\ J‘

4]

Observagdo. Como antes, a condigdo de
Vel LN ren‘ {
pelo acréscimo de um multiplicador gularidade pode sor substitufd
condigdes de Fritz John. Trata r para a fungdo-objetivo, resultand X
~ ; ' .aremos mais . o sultando nag
am uma segio subseqliente. sobre condigies do regularidds

12‘4 ] 1 a o
Otimizacdo com vérias restrigdes em desigual-

dade

ente para 0 €aso de vérias varidveis
< b estd aliva em uin

icdo nao estd

O t i .
e VLS corema (12.6) generaliza-se facilm
irias restrics Pe
oty s restricoes. Lembre-se que uma restrigao g(x)
P 9(p) = b. Se g(p) < b, entio dizemos queé 2 restr

e Clden yaridveis

n¢aes de class
local de f 0o

Teo EE

r .

ema 12.7 Sejam f, g1, -- -1 9* fu €
¢ Bt um méaximo

defin;

]] . L3043 by

Cons idas em um aberto de X" @ seja P
Junto admissivel

D= {x | ga(x) Sbu-:

strig

(X) _é bk} 1

t P53 3 I;‘.-
20 estejit abiva ¢ PV
L
' . .y His
imeiras: giy - L4
Y pu::%l.u

inde
X = (g,...,x,). Caso alguma ¢
aridade

Mos | estric?
Sy 'enomed-las de forma que clas sejain &
4, ‘)U - ) ] ] ‘:‘ (
hha que p satisfaga @ seguinte condigi0

4 Matrie :
atriz jacobiana

Je 1‘05“1

,
!
:
;
}
|
{
i
,




-

496

Otimizagao com estiigy

|

6 igual a_fl:,i..fb.
tiplicadores

~ ou, equivale :
e

—

Sendo ass
ativas do
da matriz
maximo.

Exercicic
em

SOLUGAO

o PAss

Para
mz'zag
guma
basta
misst:
Assin



4 condigo de regularidade do teoremg (12.7
ondicoes de regularidade do§ teOr‘emas (12.4) e 126)
apenas as restricdes que estao ativas, uma, vey que re
ativas ndo desempenham nenhum pape] nas condigg
Sendo assim, com relagdo & condicio de regularidade,

maximo.

em
maximizar jylz
jeitoa z+y+zs5 4,
Suj 3o
y >0,
z> 0.

3 te probl
S0LUGKO: vamos subdividir a resolugdo deste P

rma-padréo.
* PASSO 0. Escrever o problema na f0

ter um
devemos
Para aplicarmos o teorema (12-7))

) éa genera]

Exercicio resolvido 12.5 Resolva o problema de otimizacio que consiste

ema em varios passos.

problema de mazt-
forma <. C

: ade na
0 desigualdade 18 7
Miza¢Go com todas as restrigoes ito facil converté-12 po
8Uma restricio seja da forma 2>, € AW to. N0 alteramos
Missfve] e PpOdemos usar as condigoes
*im, na, forma-padro, temos -
<0,
: z +2<
maXimlzar f(m’y’ z)) — 5E+y _,;L'S 1,
sujeito a gl(w,y:z) = _y <0
g2(z: ¥ %)
gs(@ ¥ 2) = g
2)

izacdo natural dag
. Esta condigdo envolve
strigdes que nio estio
es de primeira ordem.

tratamos as restricoes
ativas do mesmo modo que tratamos as restrigoes em igualdade: o posto

da matriz jacobiana formada pelos gradientes das restricoes ativas deve ser

conjunto ad-

S TR
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o PassO 1. As funco

o PASSO 2.

Otimizagao cop, resty
N
3

se C'! como soma e multip)

esfeg so de clas

iCag
40
sse L.

de fungdes de cla

Verificar 2 condicdo de regularidade.

da pelO teorema (127) dlZ que o Post
0

da matriz formada pelos vetores gradientes das restrigoes que estiio g
vas na solugdo do problema deve ser maximo. Ma_s como Veriﬁcar&;
condigdo de regularidade se ainda nao conhecemos a solugdo (g DIo.
blema de otimizagao? De fato, o que queremos ¢ justamente encopgy,,
a solugdo (ou solugdes) do problema! A idéia é mostrar que todos o
pontos do conjunto admissfvel satisfazem a condigao de regularidadel
Evidentemente, dependendo do ponto, podemos ter apenas uma res.
trico ativa, apenas duas restrigdes ativas e assim por diante. Em cads
caso, devemos mostrar que o posto da matriz é igual ao ntimero de
restricdes ativas. Com isto, caso exista alguma solugdo do problema
de otimizacdo, certamente ela ird satisfazer a condigdo de regularidade
exigida pelo teorema (12.7).

A condigdo de regularidade exig

Primeiro, vamos representar geometricamente o conjunto admissivel
As restricdes ¢ > 0, y > 0 e z > 0 dizem que estamos no primeiro
octante enquanto que a restrigdo z+y+2z < 1 diz que, a0 mesmo tempo,
devemos estar abaixo do plano que passa pelos pontos (1,0, 0), (0, 1,0
(0,0,1). Desta maneira, é f4cil ver que o conjunto admissivel & formado
pelo tetraedro sélido cujos vértices sio V] = (0 0 O) Vg = (170’0)’
vs=(0,1,0) e v4 = (0,0, 1). o

Uma v | |
gGOmeteZ‘ que temos o desenho do conjunto admissivel, é fcil i dentifical
r
reStl“iQ@elsC fz:ente 08 pontos com apenas uma restrigao ativa, apend dues
1vas e assim por dj : a8 b
P nte. Por exemplo, dizer que 2P

restricao 4 Akl 0
esté, I(1;0 ir?tle:isot? ; tnf/a em um ponto (z,y, 2) significa dizer qU¢ ° POI;:O
a lace triangul T Por ot
ar co . Fo
lado, 0s pontos no interi m vertices vg, V3 € V4 o
possuem ape erior do segmento que une os Vértices v
penas duag restrigbes ativas: g1 e g4. O vértice V4 got

ponto onde a
PENas as restrigoes 91, g2 e g3 estdo ativas: prig?”
. ag 1esir’s
tices temos apenas trés’ T

. > o naw -,
(que nio sio vértices) temos ape <o st

4 Ot

Var

faze



Figura 12.11: Conjunto admissivel para o exercicio resolvido (12.4).

Vamos agora mostrar que todos os pontos do conjunto admissivel satis-
i AT10S Casos.
fazem a condigdo de regularidade, de acordo com 0s varios

1. Uma restricio ativa apenas: temos quatro casos.
(a) Se g1(z,y, z) = 1 entdo 1 1]
[ Va(z,y,2) ] = [ 1
tem posto 1. |
(b) Se ga(,y, z) = 0 entao ) [ o 0]
l: Vg2(xa Y, Z) ] -
tem posto 1.
(¢) Se g3(z,y, z) = 0 entdo ] o 0]
tem posto 1.
(d) Se g4(x,y,z) — (0 entao ] _ [ 0 0 ’1]

tem posto 1.
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9. Duas restrigoes Jtivas apenas: temos seis casos. .
(a) Se g1(ﬂ3,y’z) =1le g?(a:, y, z) = 0, entao —
Vgl(a;,y,Z) _ 1 1 1 N 1 ‘1 1
W&E@W | -1 00 01
tem .posto 2.
(b) Se gi(e,,2) = 1 e ga(e, 9, 2) = 0, entao
Va(z,9,2) || |1 1 1
Vgs(2, 9, 2) 0 =10 (
tem posto 2. ) ]
(c) Se ¢1(z,y,2) =1 e ga(z,y,2) = 0, entdo
Vailz,9,2) || |1 1 1
Vs(z,y,2) o o0 -1
tem posto 2. ]
(d) Se g2(z,y,2) =0 e g3(z, v, z) = 0, entdo (:
Va(z,y, 2) -1 0 o0
Vas@y,z) || | 0 -1 0
tem posto 2. )
(€) Se ga(z,y,2) =0 ¢ 94(z, y, 7) = 0, entdo
Ikzee 10 0 (d
Valwa ]| | o o~
tem posto 2, i
) S 95(@y,2) =1 94(2,y,2) = 0, entdo
0o -1 0
"o 0 -1
tem Posto 9.




imizacd0 com Varias restrjes
Otimizag COes ¢ .
gl = desigualgyq,
A .~ . 901
3. Trés restricoes ativas apensg. tem
0s qUa,trO CaSOS

(a) Se 91(3:7?/7 Z) =1, 92(37,'3], Z)

tem posto 3.

(b) Se g1(z,y,2) = 1, go(x, 4, 2) =0e ga(z,9,2) = 0, entio

Vai(z,y, 2) . 1

vg2($7y7 Z) = —1

Vg4($,y7 Z) 0

tem posto 3.

[

Vg1 (-'L'; Y, z) '

Vgs(z, Y, ‘Z)_J

tem posto 3.

tem posto 3.

(@) Se gy(,,2) = 1, gs(:8 %)
-

—

RZCE
Voslw9:2) ).

Vg4($, 'y,Z) i

= 0 e g3(m)y,2)

i

— - N = 07 entf:io
vgl($7y7 z) 1 1 1- Fl
VgQ(:I:, Y, Z) = -1 0 01l ~ 0 1
1
i vg3($7 Y, z) 0 -1 o 0 0 1
. 1oL J

11F111

0 O0[~10 1 1

0 -1 00—1_1

= (), entd
(c) Se g1(z,y,2) =1, gs(z,y,2) =0e g4(z,y,2) =0, entdo

Fl 1 1
-0 -1 0
0 0 -1

1 0 O
o -1 0
o 0~

)
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es ativas: nao temos caso aAlgum Pois i, o
tro restricoes ativas. Para vé-lo, bastg, ObSerVaIStem
1, 92(37>y)z) = 0, 93,(3773/)2) =0e 94($,y,z)r\que
(z, 9, 2), entdo terfamos =0,y =, 0\ )
0 = 1, um absurdo. s de

4. Quatro restrigd
pontos com qua

se 91(37, Y, Z) :
para algum ponto
modo que z +y + 2=

o PassO 3. Escrever o lagrangeano.

L(a:,y,z, H1y 425 H3) “4) = f(IB, Y Z) | - M1 [gl(m,y, z) - bl]

zyz — w1 (z+y+z—1)
_,l_ P2 + U3y + ez

o PASsO 4. Escrever as condigbes de primeira ordem.

‘Temos
([ OL |
%(m)Zh 2y #1)“27/'1'3):“'4) - O)
0L
a_y(m)y) 2y 1, Ko, /1'37/1'4) — 07
0L

E(?)Zh 2, #1)/"'2),“’37/1'4) = 0,

H1 [gl(m> Y, Z) - bl_ - O)

H2 - [92(3;) Y, Z) - b2 = 0,

4 M3 [93(37)3!, z) —b3| = 0,

Ha - [ga(z,y, z)—by = 0,

H1 Z 07

H2 Z O)

H3 Z O)

, pe 2> 0,
)1 (iL‘, Y, Z) < bl)
92("1:) Y, Z) < 62’
93(.'.13, Y, Z) S b31

\
Sslcula,ndo a8 derivadag o s < . o’
temos g Seguinte sigteq Parciajs do lagra,ngeano com relagao @ »

o P,
or

D:

My =
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' Slguald

ade

yz‘ulh*-/*lﬂ = ()
wz—ul+l«b3 = 0) (1)
Yty = g (2)
Hl[m‘l-y-{—z—l] - 0: (3)
Hox = 0) Eg;
K3y = 0, ‘ (6)
e
) H1 2> 0, (8)
Mo > O) (9)
3 2 0, (10)
4 2 0, (11)
T+y+z < 1, (12)
z >0, (13)
y 20 (14
\ z 2 0. (15)

» PASSO 5. Resolver o sistema correspondente as condigdes de primeira
ordem.

Das condigdes (1), (2) e (3) temos

U1 = Yz + po = 2+ p3 = TY T Ha-

De (8), temos dois casos: py = 0oup > 0. 9
. : 3 I ,

S 1y = 0, como todas as varidveis s80 malores ot iguais a zero, po

), (10, (11), (13), (14) e (15), segue-se que

— 114 = 0.
yzzmz_—:a:y::o e /-1'2::/'1’3"#4

.PortantO, pelo menos duas entre as trés vaﬂivilspi;“(
8125 & zero, Por outro lado, como ¢+ +7 _’Se)ndo assim,
U 2 varigvel restante deve estar entre 0el neste €aso
e Safistanem as condigoes de primeir? b N 0,0) 0
U8 estfio em cada uma das trés arestas que

12), concluimos

Verti - g é maio!
Ces - :£112CA0y i
. do tetraedro. - b= 1. Nesta situe (;<L oS
K 1 - — b
1> 0) por (4), devemos ter +Y _ zz 3 térl’anlos t;zunbém

0 qu =

e . _ omo M1 , mos L

by < - 28T0 pois, se ¢ = 0, ¢ e, por (6) el(a)O " o igual & b
M3 = 4 > 0 e, conseqlientem™ . jgud

y\oezz(). Masentéow-i‘?/'*‘zse

e
PR
et

sas

los
res
Se
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Otimizagio cop, resty
N
3

demos demonstray - y

o. Da mesma maneira po

>
), (6) € (7), segue-se que 0

uma contradicd
e z > 0. Logo, por (5
pp=ps=pa=0 € M= YEEEE=IY

isto & possivel pois £ > 0, y > 0 ¢, S0

))

Dividindo-se por &, Y ez (
concluimos que

rT=Y==z
Comoz+y+z=1temosT =Yy =2= 1/3 e p1 = 1/9. Logo,
(w,y, 2, /'Ll’/'b%/'b?n/i‘l) = (1/37 1/3a 1/37 1/9,0,0, 0)

é o (mico ponto que satisfaz as condigbes de primeira ordem, neste
segundo caso.

Passo 6. Conclusao.

A fungBo-objetivo f é continua (pois é de classe C?) e o conjunto ad-
missfvel é compacto (veja a figura (12.11)). Pelo teorema de Weierstrass,
f possui mdximos e minimos globais no conjunto admissivel. Agora,
pelo teorema (12.7), qualquer solugso do problema de otimizagio que
estamos estudando deve ser solucao do sistema associado as condigdes de
primeira ordem (a condigio de regularidade é fundamental aqui pois
com ela, temos a garantia que qualquer solugio do problema de ott
fizagao serd também soluggio do sistema associado as condigdes de pri
Zr(l)if’a,gﬁerélaizria‘l’:ﬁres afdechiados .do.s multiplicadores). Para szr
os de mai(’)r valor. No o un(%ao—ObJetwo 1,1estes pontos ¢ selecijnto
admissfve] que saéisfazsxisso ’ v1n.10~s e 03 .unicos pontos do COmlores
adequados dos mu]t; i o COIlC}l(_\:oes de primeira ordem, par2 ™ ue
plicadores, sdo og pontos sobre as trés arestas

hga,m 0 0 0 . :
( Yy ) 1ces do tetraedro, para 0s quais 0 valor

fumes 20s demais vért
uncao f é 0’

€ 0 ponto

4 Otin

124 0

COmO vO
grar 08 P’
+emos qt
resolvido
Neste P!
grando b€
yaloTes d
de uma ¢
subcasos.
os subcas

Mas ¢
ordem en
o sistema
no proble
em desig
com 48 c

1. Mais ¢
blema
na tent
Este ti
e Mate

2- AS con
implen
usados




> 0),

neste

rando todos 0s pontos que satisfazem ag e
alores dos multiplicadores) ou mostrando que ndo exist

Jo uMa contradicao. Freqiientemente, Casos precisanl18 sem "
qubcasos. Por exemplo, no exercicio resolvidg (12.5) o
os subcasos £ = 0 e « > 0 dentro do caso y; > 0.

Cas0, encop-
(inchuindp o
ugoes através
‘ bdivididos em
» t1vemos que considerar

Mas como enFOntr?r 0s pontos que satisfazem as condigdes de primeira
ordem em uma situacao com varias varidveis e varias restricdes? Certamente
o sisterna resultante terd muitas condigdes e muitas varidveis. Por exemplo,
1o problema da, dieta (pagina 26), com fungdes de 9 varidveis e 13 restricdes
em desigualdade, as condigbes de primeira ordem resultam em um sistema
com 48 condicBes e 22 varidveis. Neste sentido, temos duas observagges.

1. Mais do que uma possivel ferramenta de célculo das solugdes de um pro-
blema de otimizagéo, as condigdes de primeira ordem sao ferramentas utels
na tentativa de se obter propriedades importantes do problgma em es;udf).
Este tipo de analise tedrica é muito freqiiente em Economid, Engenharia
¢ Matem4tica.

mOs que possam Ser

- o | rir algorit :
. As condigdes de primeira ordem podem Suge ; nto interior, Uit

. , ;
implementados em um computador. 08 métodos de P

- lo disto.
Usados e discutidos atualmente, sao U exerp
0!
CUIDAD
CUIDADO! CUIDADO! -

ciado &s condi§o®
~ :otema asso mi
U errg muito freqiiente na resolugdo do slStZ 1280 POT uma deﬁ) .
® Primeira, ordem ¢ o de se «djvidir” lffnflii desta €XP 520 ergzarantlr

n a :

r.o + Por exemplo, no exercicio 1€s0 Va concluir 4 /ur’n certa €X
eqﬁnelro que z é maior do que zero dI?a”r uma equasd® P e terd qge
acy _ A s ¢djvidlr = an
Pre 80 Ty = £z, Se vocé val d | g zero O na™ " e z6r0

%30 € yoca nio sabe se ela € 1893 < 4 gifere

Congs ess
eSZdemr dois casos: quando @ expr
X ~ s .
Pressdo ¢ igual a zero.

LR

Ide

N~

SN § .
Ay
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12.5 Otimizacdo com restricoes mistas

2 facil combinar os resultados dos teoremas (12.4) e (12.7) para oht
teorema geral, com restrigdes em igualdade e em desigualdade. o um
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Exercicio resolvido 12.6 Resolva

em

2

maximizar 323 —Y
sujeito a z*+y° =4,
z > 0,

y 2 0.

SOLUGAO: vamos subdividir a resolugdo deste problema em vérios passog

o Passo 0. Escrever o problema na forma-padrao.

Para aplicarmos o teorema (12.8), devemos ter um problema de mgg;.
mizagao com todas as restricoes em desigualdade na forma <. Caso al-
guma restricao seja da forma >, é muito facil converté-la para a forma <:
basta multiplic-la por —1. Fazendo isto, ndo alteramos o conjunto ad-
missivel e podemos usar as condicies de primeira ordem do teorema.

Assim, na forma-padrio, temos

maximizar f(z,y) = oz —y?
sujeito a hy(z,y) = 22492 =4,
g1 (x7y) = —Z S. 07

g2(w7y) = —Y S 0.

o PASSO 1. As funcdes f e g sao de classe C? como soma, e multiplicagao
de fungdes de classe C1,

o PASSO 2. Verificar a condicio de regularidade.

A condicio de regularidade exigida pelo teoremas, (12.8) (teoremd &
Kargsh—Kuhn—’I‘ucker) diz que o posto da matrig formada pelos vetor®

o problema de otimizagio que Consigg
e

\
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A AN \v Vi \v

RNV

..

\\"\N\
\K”\m\m
Ll . ~ \N&\N
Otimizagao com restrigdes Mistag
4e 0 posto da matriz & sempre 509 =,
1 caso exista al ‘8ual ap ny 2
ela ird satisfazer f o Toble 8 ativy oy
mente b Kuho Tudl a COndlgao de regularidada de'OtlmIZagao, Cert: \\;1>\
de Rarusti-# IR UCKET. Vamos agora, mogtyg 819 Delo teorep i
conjunto admissivel satisfazem a condigi dar que todog gg -, da ’1
s v4rios casos. € regulayi 0 e |
com O g ridade, e acordo o !
trica Pl
1. Uma restricao ativa apenas: t [
. e L Ses
Mos 0 inico cagy do
(a) Se hi(z,y) = 4, entio fos

los

| Thte) )] = [ 20 2y o
t

tem posto 1 pois se h1(:1:,y) =z 4y’ = 4, entdo z e y nio :
podem anular-se simultaneamente. - {

Lembre-se que a restrigio em igualdade A (z,y) = 4 estd sempre o
ativa. Desta maneira, nao existem pontos do conjunto admisstvel -
onde a restrigao g; < 0 ou a restriciio go < 0 seja a tdnica restrigao
ativa. Por este motivo, ndo se deve considerar estes casos no estudo
da condigdo de regularidade.

2. Duas restrigdes ativas apenas: temos dois casos.

= =0 ent&om2+y2=4ea:=0. Como
(a) G (m, y) Sea (37) y) , onjunto admissivel com

y > 0, segue-se que o {inico ponto d ¢ 9). Sendo assim, & | ol
estas duas restricdes ativas € 0 ponto (0, ) o
matriz =

vh(0,2) || | 0 4]~ .
=
Vgl(OvZL.l

tem posto 2.

(b) Se h ( = ( ) =0,¢€ /
1(z,y) =4 e g2,V it  com
z 20, S,egue—se que o {inico ponto do gendo assim:

0)-
. onto (2
estas duas restrigdes atlvas éop

Mmatriz 0

ZZE0E] ,
Y

fem posto 2. -

PRS-
/vﬂ’wo /K

ntao 2 +Y =
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3. Trés restrigdes ativas: nao temos caso a{gum Pois ndo exigte
| tos com trés restrigoes ativas. Para~vg-lo, bastla observar ue g,
]1,1(.’12,:(/) = 4, gl(:v,y) =0e 92(37;3/) — Y Parazagurzn ponto (512, y)’
entdo terfamos ¢ = 0 e y = 0, de modo que z° + y* = ( = 4, uy

absurdo.

I pop.

o Passo 3. Escrever o lagrangeano.

L(:E,Z/,)\,Ml,ﬂiz) = f(il?,:l/) - )‘1 ) [hl(a;?y) - Cl]
— 1 - [91(=m,y) — 0]
— g - [g2(z,y) — by

= z—? =M@+’ — )+ mz+py.

o PASSO 4. Escrever as condigées de primeira ordem.

Temos
(0L
_6_3—3(:1;’% )‘lz M1, NZ) = 0,
oL ‘
b?/'(m)y) )‘lnul) ;U2) = 0,
hl (ZI), y) =
< M1 [91(-’17,:!/) — bl] = 0,
Mo - [gz(:z:, y) — b2] = 0,
o 2> 0,
H2 2> 0,
9(z,y) < b,
Ny 92(37: y) < be.

obtemos o seguinte sistema,

1—2)\1:1:4.'“1 = 0, (1)
_2y—2)\1y+#2 = 0, (2)

< A =4, (3)
me =0, (4

my =0, (3

1 2 0, Lo 2 0’ (6)

\ T >, y > 0. (7)
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P

| PASSO 5. Resolver o sistemng, CorTes
ordem.
1) temos 1 4 u; = 2\
De ) Lo COmo, Por (6),

INT 2 0 Dado quea por (7), T 2 0, conclyf 2> 0, Segue-
Sendo assim, por (4), temos .~ TS quE N S gy g

pondente 3s

My = 0.

De (2) temos 2y (1+/\1) = Uo. Logo, e Ly > () entio
my >0, 0 que contradiz (5). Desty maneirg, | ¥ > Oe, portanto,

=0 e y=p/2(14))) =0
Por (3) e (7) temos
 z=2 e M= (1+m)/(22) = 1/4.

Desta maneira, o tnico ponto que satisfaz as condigdes de primeira
“ordem € |

(2,9, A1, b1, ) = (2,0,1/4,0,0).

* PASSO 6. Conclusso.
A_fun§50-0bjetivo f é continua (pois é de classe CY) e o conjunto ad-
Missivel é compacto (veja a figura (12.12)).

ya
e

T
0 2
(12:6)

cio resolvido

. xerCf
Pigury 12.12: Conjunto admissivel para © e

—

e
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i maxi e mini ,

Pelo teorema de Weierstrass, f possul maxmcllos : anIczs globaig
' e Karush-

conjunto admissfvel. Agora, pelo teorema arus uhn‘T\lcker

_ s~ do problema de otimizagdo que estamos esty dand’
qualquer solugao 1 iado as condigoes de prime; 0
deve ser solugdo do sistema ?ssoma 0 RN Primeirg ordep,
(a condigdo de regularidade~e fundamenta qutl') is, com ela:, temog
garantia que qualquer solugao\ do pro.bl~ema € 0t1mizZagao sers tampg,
solucdo do sistema associado as condigoes de prlm’elra, ordem para, g,
res adequados dos multiplicadores). Para encontra—l.os, basta calculy; ,
funcio-objetivo nestes pontos e selecionar os de mailor valor. POl‘tanto,
como existe um tinico ponto que satisfaz as condigdes de primeira, ele ¢
a solucio do problema de otimizagao, isto €, dentre todos os valores de
z e y que satisfazem as restrigoes, 24+y?=4,z>0ey >0, aescolhy
z=2ey = 0éaque torna o valor da expressao  —y* 0 maior possivel.

Observagao. Os teoremas (12.1), (12.2), (12.3), (12.4), (12.6) e (12.7) sio
casos particulares do teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

12.6 Alternativas para a condig¢ao de regularidade

A condigdo de regularidade do teorema de Karush-Kuhn-Tucker nos for-
nece a garantia de que qualguer solucdo do problema de otimizagao serd
recuperada quando resolvemos o sistema, associado as condigdes de primeira
ordem. Evidentemente, caso algum ponto nao satisfaga a condigdo de regula-
ridade, ele deve ser inclufdo como um candidato em potencial para a solugao
do problema de otimizagio. Dito de outra forma, se no passo 2 vocé des

cobri P ~ . .
Obflu que algu’m ponto admissfvel néio satisfaz g condigdo de regularldade,
voce deve incluf-lo no passo 6, junto

Teorema129
fungc”)es. ,d,é,: '_cl'a_ns,s_' C
seape R"ummzi mo:loc

P=fxl g

i

[
1




'a, Ordem
temog N
tairﬂ)érn
ATa, valo.
aICular a
’.ortanto
ira, ele é
lores de
L escolhg,
possivel.

0
2.7) sdo

%

ey

[ ooy

de Fritz John s30

meira ordem
h—Kuhn—Tucker.

Ob
SeI'Ve
que qu
ando \* = . - .
lEliTlesmaS condics A} = 1, as condigoes de pr1
1namente’ & ¢ FS fle primeira ordem do teorema de Karus
pre erivel uma Situagao onde )\6 =1 pOiS, caso COIltI‘éI'iO, a

qu ~

€a0-gh;

Uy, - OPJetiv .

Ma o desaparece completamente das ~ondigdes de prime ordem
5 de Fritz John,

. > Mane;
e ® exigiy qu garantir que Aj seja 18U bric
v , . StIl 0€S
st posto da matriz formada pelos gr ' ,s're é :
izacdo s€ja maximo. VT

e
Oy, J9M a;
T 1vg, ~ .
4 s na solugio do problema de otimi?

ernat;i
1va, € ¢
é dada no préximo teorema:

(!

e
o

oy PRI
L e
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, cacao do lema de Far

tracao deste teorema € uma apll(; gteorema consid kas’ ue g
A demons _Q Para ver uma aplicagao def © . e~re © eXerchiO
faremos aqui. Par stricoes deste exerciclo s3jo lineares N

oes-re

' 5). Todas as fungoes=r==2" 3
1resomdo(E.}ZZIO)) entdo nos permite omitir o passo 2 na resolugao do eXercle,
teorema { L4

ir que a 8
. demos conclulr 4 L
esmo assim, po icO :
e,tnEl entre os pontos que resolvem as condigoes de primeira ordem, Obtidog
estd,

no passo 9.

12.7 Problemas de minimizacao

O teorema (12.8) (de Karush-Kuhn-Tucker) sé pode ser aplicado em pro.
blemas de mazimizacdo onde as restrigoes em desigualdade devem estar py
forma <. Vamos ver que, de fato, basta considerar este caso, pois qualquer
problema, de otimizagdo pode ser convertido para esta forma-padrio. Por
exemplo, j& vimos que, se alguma restricdo em desigualdade é do tipo >,
basta multiplicd-la por —1 e teremos uma restrigdo da forma <, uma modi-
ficagdo que ndo altera o conjunto admissivel.

Mas como converter problemas de minimizag¢édo em problemas de max-
mizagdo? A resposta a esta pergunta foi dada no exercicio [12] da pégina 361
L4, vimos que p é um ponto de minimo de uma funcdo f em um conjunto
admissfvel D se, e somente se, p é um ponto de maximo da fungio —f 10
mesmo conjunto admissivel. Assim, para resolver um problema de mih
ml.zag.z'io, basta resolver um problema de maximizagdo trocando-se a fungac-
objetivo f original por —f. Por exemplo, para se resolver o problema de

minimizacao
minimizay 2y — 12
sujeito a 2% 4 42 < 1,
z >0,
y =20,

maximizar —24y + 2
SUjeito a g2 4 2 < 1
— ?

—z <0,

—— Y0,

olucao do problema de Otimizaga
0
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Co ndicoes de segunda ordem*

2.8

o teorema e Karute,h: Kuhn-Tycke,. Utra gy
o fungao, com restrigdes em desigualqy de erng

& ~ o e
i ma fungao-objetivo mas, ng construcgy
m

do la , S¢ Mantep
3 sinal de — par _9BTangean :
o 10 Jugar do bara os termoq a850ciadog 3. 4. S O sing]

9.8 Condicoes de segundg ordem?*

] €, NOoS pr imizacs -

Da mesma, man,elra que, nos problemas de otimizacio sem restricdes que
studamos no capitulo 11, desenvolvemos ferramentag para classificar pon-
s criticos, vamos agora estabelecer teoremas
0

que permitam classificar ag
solugdes das condigoes de primeira ordem como maximo local, minimo local
ou nenhum dos dois.

Condicoes de segunda ordem para otimizacio com restrigoes em
on
igualdade

b] L | m g | 1 tO

( Vf(p)
hi(p)

/\T ) Vhl(p) 4. + /\:n : th(p)’

C1,

|

|

\ hm(p) = Cm-

rangea,no
Pfina h(x) = (hy (x), -, hm(x)): © 128

L, A) = £(sx) — A - [0~ el

-
“Amatyi, hessiana orlada 5L - V)
- aZL A*) 59;185311
—521;"%‘(137 .
DiL(p, \*) = 0°L (p, X)) e

QL *) o %
92 _(p,A
i axnaxl

de

no =

1da

no
ses

de
Vos
fos
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I d
Considere também -

(n+m)x(n+m)

de 0.y 6 & matriz nula m X m € Dh(p) é a matriz jacobiana de em
ondae YUmxm

de tamanho m X m. Se

Dz{xe]R"|h1(x)=cl,...,hm(X)=Cm},

temos 0s casos abaixo.

(a) Se para todo v # 0 com Dh(p) - v = 0 tem-se que
Q(v)=v"- DiL(p,X") - v <0,

entdo p € um ponto de maximo local de f no conjunto admissivel .
A fim de que isto ocorra, é suficiente que det(H (p, A)) tenha o mesmo

sinal de (—1)" e os Gltimos n — m menores principais lideres de H(p,)
alternem de sinal.

(b) Se para todo v # 0 com Dh(p) - v = 0 tem-se que

QW) =v"DXL(p,A") . v > 0,

enté,o p é um

ponto de minimg ]q
fim de que is cal de

0 Ocorra, é sy
menores principajs lideres

J no conjunto admissivel D A
ficiente que det(H(p, A)) e os dltimos 7 a
| de H(p, A) tenham o sinal de (-1)™

Se existem vetores v, #0e v, # 0t

(c)

: =0,
a1s que Dh(vy) =0, Dh(v)

e que Of
ordem S.

(=1, +

Usando
possuia,
tremo, d

$a0 pont

S30 pont
(07“ 3)

GOes de E

Para (
© segung



lemp

vel D.
mesmo

I (p, A)

yimos que todos os pontos do conjungg 5 dmissiyg]
I-Ggulal’idade’ que o lagrangeano parg o Pt © sat

L((E1,$2a >‘) = f(mla 5122) - A [h(m yT9) — ol =
1, ) C]~m%m2~/\-(2m§+mg_3)

; que 08 Unicos pontos (21, 9, \)

(_1,+1,+1/2)7 (+17+1)+1/2)7 (_1a—1a"1/2)) (+1 -1 -1/2)
(0,—v3,0), e (0,4v3,0).
Usando o teorema de Weierstrass, sabfamos que o problema de otimizagio

possufa solugdo. Avaliando a fungdo-objetivo nos dnicos candidatos a ex-
tremo, descobrimos que

que sati igo
sfazem as condiges de primeiry

(—1,—1) € (+1a—1))
sio pontos de minimo global e que
(—1,+1) e (+1,+1)

dizer dos pontos

Mas o que .
ondi-

S pontos de maximo global de fom D ponto que satisfaz as ¢

(9’"\/5) e (0, +\/§)? Lembre-se que nem todo h
%¢s de primeira ordem é um extremo local de fem Y-

3 yamos
0, +/3) blema é dada por

usar as condigoes

Para classificar os pontos (0, —v3) e

e segunda ordem. A matriz hessiand orlada do Pro W
Oh 2o N
e T 1:1’2)
i _%(3}1,1112))‘) 81,2( :
0 8:1:1 | 8[/ " 'l;-z,/\) )
H( b Oh ’?,L/’(a;l,w%)‘) m(‘bb
Cl,l)m% A) = —a_,—(mh X9, A) 81171811:1 aL (‘L'l ZL"Zy’\)
A \) ’/‘// Lh A
oh _,Q,I-’——(:vh 22, ) P02
i N Baydo
istq ;

:ldg
ne
ddly
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Yo

e
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‘fos
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ety et ————— e oy e




Otimizagao copy,

W
518

0 43;1 2(13'2
4o 20— 4N 221,
23;1 —2)\

. ,,\ =
H(a,l,fv2 ) 92Ty

o temos n = 2 variavels e m = 1] Testriz,
]

— 1. Pelas condigdes de segunda ordem, pyoy -
de mod? que 7~ nlz de apenas 1 determinante, a sa?aer , O determinante
mos verlﬁcal‘)\o Sstnadet (H (a1, 22 ))) possui o mesmo sinal de (*1)n =+
de H:(th’ IZ’ ew A) > 0 em um candidato (1, z2, A), entéio (21,23, )
isto €, se det( (,-'131., 2,local de f em D. Se det(H($17$27)‘)) possui 0 mesm,
i f(g;to(fi)r’i‘la}:mfl isto &, se det(H (21,22,4)) < 0 em um candidy,
?.1;12,1372, )), entdo (z1, -’13727)\) ¢ um ponto de minimo local de f em D.

No ponto (1, z9, A) = (0, —/3,0) temos
0 0 -2+3

HO0,-v3,00=| 0 -2+3 0 ,
-2v3 0 0

cujo determinante é +24+/3 > 0, de modo que (0, _\/5) é um ponto de
méximo local de f em D.

No ponto (z1, 9, A) = (0, ++/3, 0) temos

Neste problema de otimizaga

0 0 423
H(O7 “\/‘?—’7 O) = 0 +2 \/§ 0 ,
+2v/3 0 0 |

cujo determinante & —24

minimo local de f em ) » d¢ modo que (0,4+/3) é um p

Ie
m, g17

» 9k fungdes de classe C? definidas GIE* que
m ng ) x L Pk
Meros reajg ALy ooy Ay By =

i
4
i

4

8 Ccon

12825

Defina h(

Lx, A

a matriz



o de

0 de

lvido

stas

< qué

8Condi(;('ies de segunda ordem* —
( Vf(P) = Mi‘,vgl(p)+ )
hl(p) - o, +W-ng(D),
uilo1(p) = b1] = o,
Ok lge(P) — i) = 0,
p > 0,
M >0,
g1(p) < by,
\ gx(p) < b

(o) = b = o [0 0
amatriz
_ y -
0L, .\ s L e
?9_33_%_( A 8m18$n(P
DiL(p’ A p) = 2
’ 0“L )
52L x % —*‘“(p,/\ y )
,A H ) 8231711 dn
- 8:1;77,85[71 p
g
) gl(x) Sbh"')gk(x)ébk}
Sxeprr | ha(x) =1, ..., hm(x) = Cm
mos renome
: defin

Qas . 'va em ) t
o ' teja at! . almente;
N dg stma restrigdo em des1gualdade este] _ Fin

: i g
g4(3<) \0 Ma que elas sejam as [ primeiras g
= (gl(X), e gz(x)) e

«*)
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[ Omx! Dh(p)

Omxm

D
H(p: A7 /”') = Orxm Oix1 gA(p)
2 X *
Dh(o)” | Dea(®)” | DAL(o, ', 1)

L

(M) X (g 1)
Se para todo v # 0 com Dh(p)-v=0ce Dg4(p) - v =0 tem-se
Q(v)= vl . D,%L(p, A, p*) v <0,

ento p é um ponto de maximo local de f no conjunto admissivel D, A fim

de que isto ocorra, ¢ suficiente que det(H (p, A*, 1*) tenha o mesmo sinal g,

(=1)" e os dltimos n — (m + ) menores principais lideres de H(p, X, )
: alternem de sinal. '

12.9 Questoes de globalidadef’

As condiges de segunda ordem estabelecidas na segio anterior estabele
cem um critério para decidir se um ponto que satisfaz as condigdes de pri
meira ordem é um extremo local. Elas nada afirmam sobre a globalidade do

ponto. A exemplo de problemas de otimizagao sem restrigdes (capitulo 11),
€ preciso impor propriedades adicionais nas fu

‘ ngdes envolvidas, afim de s¢
B obter globalidade.

Mais uma vez, a nogdo de convexidade desempenhars um papel impor
- tante. De fato, vale o seguinte teorema de “

suficiéncia’:
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0 Exercicios

de uma fungao

r h, com fe h
sentido

urvas de nivel
fungao escala
ndicam 2 dire

[01] N
a ﬁgU.r .
€scalay fa e( 12.13) encontram-se algumas ¢
de classe Colima curva de nivel D de uma
definidas em R2. Os vetores i

0v
etor gradiente.

¢ao e

cal de f 10 conjunto @ misstvel D7
» -mo 2

(a) 0 pPonto
p pode ser extremo lo
eria max! ou

m ¢y,
pOSvaeSIO aﬁrmativo, o) POnto p S
) O pont garantir a globalidade’
m Caso q pode ser extremo Jocal de f no €0 J
Dossfvelo afirmativo, 0 ponto q seria méximo ou
garantir a globalidade’ | |




Otimizagao com reg

tries 2.
5992 ‘//—7 \QOQS 1/

(d
[04] Us
tre
[05] Cc
. . ju
Figura 12.13: Desenho das curvas de nivel de f e do conjunto admissivel D
(curva com tragado mais forte).
(¢) O ponto r pode ser extremo local-de f no conjunto admissfvel D? (a
Em caso afirmativo, o ponto r seria méximo ou minimo local? E
possivel garantir a globalidade? (b

(d) O ponto s pode ser extremo local de f no conjunto admissivel D?
Em caso afirmativo, o ponto s seria méximo ou mfnimo local? E (¢
possivel garantir a globalidade? ’

[02] Use o teorema dos multiplicadores de Lagrange para encontrar os €
tremos globais de f(z,y) = z + y no conjunto admissivel (d)

b) M
( ) ostre que o ponto (\/5/2, \/5/2) n@o é um extremo global def

em D, J ustifique sug, .
respostg, cuidadosamente. Que

L
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(¢) Mostre due © POnto (v2/,/5g) :

em - Justifique sua resposta Cuidadg € um Cxtremg |
Sam 0
(d) Faga um esbogo de algumas curyag g, ente cal de
Nlve] de

odmissivel D (e{n WM MeSmo sisterg

yma interpretagao geométrics, das sol. ~artesrcmo)

esta figura para determinar se o Ponto Egei)oPtldaS
» 1) € méxi

Jocal ou nenhuma destas cois
a8 para o
PrOblema

e do Conjunto
Par.a, estabelecey
foltem (a), e
1o lOca,l, minimo
de otimizagsp,

1) Use 0 teorema dos multiplicadores de Lagran

: o |
tremos globais de f(z,y) =z + 4% no COnjuntg Para encontrar og ey.

0 admisstve]
D={(z,y) €® | (z -2’ +4*=1}.

[15) Considere a fungdo-objetivo f(z1, z9, T3) = 2129 + 2923 + 7173 € 0 con-
junto admissivel

D = {(1121,122, 1173) e R? I :E1+£E2+£L'3=3}.

(a) Mostre que (17 2, ()) nao é extremo global de f em D. Justifique sua

reposta, cuidadosamente.

(b) Mostre que (1,2, 0) no é extremo local e fem D. Justifique sua

resposta cuidadosamente.

(¢) Mostre que todos os pontos do ¢o
condigio de regularidade exigida pe
de Lagrange. |

(d) Mostre que (1,1,1)€o0
¢des de primeira ordem para um Vv
de Lagrange.

missivel gatisfazem a

‘unto ad
W plicadores

lo teorema dos multi

atisfaz as condi-

ooz 6 compacte

(¢) Mostre que o conjunto odmissivel 180 © ¢

resposta cuidadosamente- . om D- Justifique S
0 Mostre que f ndo possul minimos global

resposta cuidadosamente- | bomos: @ pﬂor%;)e

ndo sar , e (d)
Como 0 conjunto ad miSSiVel D néo é comPaCtOé 150, elos itens (Constl-a
POssui m4ximos globais em D. Seeste f?I&O(l, 1,1 g consider®

" Ponto de mgximo global dever 5 iguaglobal de f O
e, qe § 4ximO

» de fato, (1,1, 1) é ponto de m

I

ade
‘ho *
ada
1o |
ises |
de
Vos
ios
res
Se
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g(z1 Ty) = f(z1, T2, 3—x1— Ty) = T1T2 + (z1 + :132)(3 ~ T - )

e os itens a seguir.
* * 7
m*vy*7Z*)1 com z* = 3—2" — Y, € ponto de rnéximo

Mostre que ( ,  d
(&) (z*, y*) é ponto de maximg globg,

global de f em D se, € somente se,

de g em R%.
(h) Use as técnicas do capitulo 11 para demonstrar que (z*,y*) = (1,1)

é ponto de méximo global de g em R?.
(i) Use os itens (g) e (h) para concluir que (1.7 1,1) é ponto de méxim,
global de f em D.

[06] Encontre a distancia mdxima e minima da origem (0,0) até a elipse
z? + ¢y + y2 = 3. Sugestdo: use z2 + y% no lugar de /2% + 42 como
fungio-objetivo. Veja o exercicio [11] da pagina 361 para saber porque
podemos fazer isto.

[07] Encontre o ponto (z*,y*) da pardbola y = z? que estd mais préximo do
ponto (2, 1). Vocé pode assumir que tal ponto existe.

[08] Calcule o posto das matrizes abaixo.

2

100 2 2 010 (101
(a)[ ], M) {10 , (€)oo 1 () 2151
PO 0 1 100l 0230
(1000

[09] Considere a matriz

M=]200
160

Ou um contra-exemplo caso ela seja fals®
[11] Verdadeira oy falsa? Seja

\“.‘
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=

yma matriz tal que GFN x

. Posto .
constante k tal que de 4 ¢ » C0bao gyigy

(d, & f) =k. (Cl., b7 C)
Apresente uma demonstragio cagg 4 Sentbency, g
contra-exemplo caso ela seja, falsa, S€la verdadejy, ou

12] EnCOIltre 0 pOIltO ($*7 y*7 Z*) mais Préximo
simultaneamente nos planos 3z —y 4 5 — &
assumir que tal ponto existe.

da, origem (0,0, 0) que ests
CTTY+z=1. Vocd pode

1 Encontre os extremos de f(z,y, 2)

=T+ y+2* sujeitos 3 icoes
24+ 2=1ley=0. ] S restricdes

[14) Considere o conjunto restrigdo D definido por

T 2 07
P 2 07
9o — ((1?1 - 1)2 < 0.

Resolva as questdes abaixo.

(2) O ponto (0,5) é admissivel? E o ponto (1,0)?

(b) Quais sio as restrigdes que estéo ativas no %o;lto
(5,16)? E no ponto (7,0)? E no ponto (1, )?

3 : ica0
() Verifi que que o ponto (1, 0) néo S&tlea:%T?l ff;fhga
eXlglda, pelo teorema de KaruSh'KUhn-

(d) Faca um esbogo do conjunto admissivel D.

(7, 7)? E no ponto

Je regularidade

; or
[15] COnsidere 0 COI'lj unto a,dmiSSl'Vel D deﬁmdo b

> 0,

(21 < 2,

Tt Z 0,

¢ @2 <2
>

T2 2 1.
| (@ -1+ W7 g
0,07 B
£30]vy, as questdes abaixo. (1 O)? EO ponto (
onto \~
(a) 0 Ponto (1, 1) é admissivel? 1*??0 p
O Ponto (1- Vv2/2,1— V2/2)!
e
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Otimizagao com restrics
€g

f 3 1vas no ponto 2
(b) Quais sdo as restricoes que estdo atlv p (2,27 p "

(1,2)? E no ponto (1, 0)? E no ponto.(l/4, 1/4)?

(c) O ponto (1,0) satisfaz a condigdo de regulandac{i;ﬁ exigida pel tg,
rema de K arush-Kuhn-Tucker? E o ponto (2,0)’

(d) As restrigoes 71 2 0, 21 <2,m3>0,3252¢€ (m1—1)2+($2_1)2 5
satisfazem a hipdtese do teorema (12.10)7

m esbogo do conjunto admissivel D. Ele é um conjunto cop,.

ponto

(e) Facau
pacto?

[16] Apresente uma prova geométrica para o fato de que o gradiente de f ¢

o gradiente de g possuem o mesmo sentido em um ponto que minimiza
f(z,y) sujeito a g(z,y) > b.

[17] Associe as quatro sentengas a seguir

(a) (z*,3*) é um minimo de f(z,y) sujeito & restrigdo h(z,y) < ¢
que est4 ativa neste ponto, que satisfaz a condigdo de regularidade
Vh(z*, y*) # (0,0).

(b) (z*,y*) é um minimo de f(z,y) sujeito & restrigio h(z,y) > ¢
que estd ativa neste ponto, que satisfaz a condigio de regularidade
Vh(s*,5*) # (0,0).

(c) (z*,9*) é um méximo de f(z,y) sujeito & restri¢o h(z,y) < ¢
que estéd ativa neste ponto, que satisfaz a, condicdo de regularidade
Vh(z*,y*) # (0,0).

(d) (x*,y*),é um maximo de f(z,y) sujeito & restrigio h(z,y) 2 °
que esta ativa neste ponto, que satisfaz a condigio de regularidade
Vh(z*,y*) # (0,0).

com as outras duas abaixo

(1) EXiSte /\* Z 0 tal que Vf(:c*, y*) — /\* ] Vh(.’l}* y*)
(2) Existe \* S 0 tal que Vf(:v*, y*) - )\*. Vh(m*7 y*)

Aqui f e h sio fungBes de classe O Justifique sua resposta.

[18] Considere o problema de otimiza¢dio que consiste em

_—

maximizar T+2y
SUjeitO a q;z + y2 <1
— ]

z >0,

— 420
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0 Exercicios

(@)

lagrangeano)

de otimizagao satisfazem a copgi.s Missiye] q,
teorema de Karush-Kuhn-Tycke,

b) Escreva 0 lagrangeano e ag cond;

(O problema de otimizagio possui solucdo? Em
encontre-a! Justifique cuidadosamente sy, respost Efa,s

[19] Considere o problema de otimizacio que consiste em

(a) Escreva as condigoes de primeira ordem
o problema de otimizagao.

(b) Quais restricdes estéo ativas no ponto p = |
(¢) Mostre que p = (0,0,4) néo ¢ solugfio do Pr N H
Justifique cuidadosamente sua resP o

d Considere o problema de oti

@) Faga um esbogo do conj
(b) Mostre que todos 0s pontos do Cq
de otimizaggio satisfazem cond! |
teorema de Karush-Kuhn—TuCker' . de prirnell‘a

‘) Bscreva o lagrangeano © as cond!
i Problema de otimizacdo- - : 50111§§O?

N u

) problema de otimizagdo poss te SU ré y
€ncontre-g!

S 08 pontos g

1620 de

GOes de pripme; |
ara o . Primeirg :
P problema de otimizagsg ordem (sistem, lade |

(c) Encontre todos os pontos que satisfazem as congis ads |
ordem do problema de otimizacso, Ondigoes de primeir, "o ’-;

Sses .

Nos
rios

wes |
Se -

0 aﬁrmativo,

maximizar z+y+502 .
sujeito a z—z?—-y2+4>0, -
z+ 3t + 2 —4<0, ‘

x>0,

y2>0.

(sistema lagrangeano) para

(0,0, 4)?
oblema de otimizagao.

osta.

e em

mizagao que consist

unto admISSWGI ssfvel do P

: m :
oo : ularidade exigid?
diga0

9668

. ente
Justifique Culdadosam .
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imizaga nsiste em
[21] Considere o problema de otimizagao que Cco

maximizar a; + 2 2y + 4z
sujeito a z*+y° + z2 < 64,
g2 4 y? + 2° > 21,

z2> 0,

y> 0,

z> 0.

(a) Mostre que o problema de otimizagdo ndo possui solugdes no interio;
do conjunto admissivel. Justifique sua resposta.

(b) Mostre que o problema de otimizagio no possui solugdes onde ape-
nas a restrigio z2 + y? 4 22 > 21 est4 ativa.

[22] Considere o problema de otimizacdo que consiste em

maximizar 2z 4y+4 2z
sujeitoa z+ 2y + 2 = 1,
2+ 9y < 1.

(a) Escreva o lagrangeano e as condigdes de primeira ordem para o
problema, de otimizacio.

(b) Encontre todos os pontos que satisfazem as condigbes de primeira
ordem do problema de otimizacio.

teorema de Karush-Kuhn-’Ihcker.

maximizar o + 250y 4 200 »
sujeito g g2 +yi 422 <3
? + 92 ~ 2° <1,

x>0,

y =0,

Pl
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Mostre dué P = (0, v2, 1) ndo ¢

4 a ] . Um ml .
otimizagao. Justifique cuidadosamengq Suammo loca] ¢ Prob]
idere o problema de otim; % Tesposty, ema g
4) Consl € otimizagsg qUe cone
maximizar -~
sujeito a 2% 4424 z2y=+ N
)
z>(
y2>0,
z 20,

(a) Faga um esbog9 do desenho do conjunto admissfvel e diga se ele ¢
compacto ou njo.

(b) O problema de otimizagéo admite solugdo? Justifique sua respostal

(c) Verifique a condigdo de regularidade exigida pelo teorema de Ka-
rush-Kuhn-Tucker.

(d) Escreva as condigdes de primeira ordem deste problema de oti-
mizacao.

(¢) Resolva o sistema obtido a partir das condigdes de prime!
Especifique cuidadosamente os seus célculos!

= ¢ g solugdo do
(f) Verdadeira ou falsa? O ponto (z, ¥, z) = (1,1,126<3suaa respgosta!
problema de otimizagao. Justifique cuidadosamen

ra ordem.

ndo é minimo global da

8 Verdadeira ou falsa? O ponto (2,9) = (1,1)

funczo 2
floy) == = 2Y30V T
)
SWeito & restrigdo 2 2=2
Wz,y)= TY "
Justiﬁque cuidadosamente Sua resposta- N <27 >0e
. icO€s
[26] MaXimize f — 22 4 2 sujeito a5 restrig0
(z,y) =2"+9Y 2<1,"'ZOe

y>
> 0. e

U6,
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2 En
2 _ oy sujeito as restrigoes 2+y’<lLz=20ey>0 [34] (
[29] Minimize =~ Y 2 ,gysujeitoa‘lw"'?’yé 10,y—4w22\2’ p1
[30] Minimize 22° +2Y° 25y
a:ZOeyZO- )"33 z + z sujeito g 72 [35] Ut
Considere o problema de maximizar f(2,¥,2) = %Y Jetto a z® 4 do
31] Conslaer
| ]y2+z<6,$207yzoez->—0' ; c C
- i mei ' te probl
icO rimeira ordem associadas a este problema,
(a) Escreva as condigoes de p s 2. < @ estd ativa ou N30 na solucs [36] Ma
(b) Determine s€ a restrigio £ +y“+2 S 0 €5 Gio pos
(ou solugdes) do problema. | | det
(c) Encontre a solugdo das condigdes de primeira ordem que inclui o
caso ¢ = 0.
(d) Encontre trés equagoes nas varidveis z, y e z que devem ser satis-
feitas se z # 0 na solugao. | Est
(e) Mostre que = = 1, y = 1 e z = 4 satisfazem estas equagoes. 811’31’
nur
[32] Considere o problema de otimizagao que consiste em e
maximizar z% 4+ 9%+ 22 | fun
sujeito a z >0,
r <1,
y=0,
Y S 1. Com
229, 371 D
z < 1. ] ete
(2) Faga um esbogo do desenho d
(b) Verifique a cond 0 conjunto admissivel
condaica
rUSh-Kuhn-’I‘uckeg 0 de regularidade exigida pelo teorema de Ka no o,
(c) Escreva as condins ‘ | sati
ondi oe : . . 18
mizagao §oes de primeira ordem deste problema de ott
(d) O problem
a de otimizacs . _
encontre-g! JuStiﬁqUGZc?f'ado POssui solucio? Em caso o firmativo
33 . ldadosamente g
] Uma Caixa de made; ua resposta
@ cmd, ong adeira sem tampa dey onte!
da m;d n ¢ € um nﬁmero pOSit. € Ser COnStrufda de fOI‘ma ac ul‘a
menoy e oMo 2 cajxy deve g Vo dado, Ignorando-se a esp?ssr .
da, caix(i;l‘? ntidade de Madeiry, (mer.construl’da, a fim de se utlhzados Onde
. edida pela soma das 4reas do la

™,
v
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3 53
Encontre a expressao geral (em termo 1

S
de todog 0s Parmeg,;

U(z do popt
juta! +pome = 1. | ( L2) = kzggl-a > Pontg

Utilize multiplicadores de Lagrange Para encopt
do plano aZ + by + ¢z = d mais Préximo Tar o pontg ("

- . da, ori ,y*,z*
. constantes ndo simultaneamente nulag, tigem (0,0, 0) )

3 C0m a, b e
. 2 9.2 LI 2 2

y) Maoimize z°Y“z” sujerto a z” 4y 4 ;2 = ¢, onde ¢ & umg

ositiva fixa. Qual € o valor méximo da fyp

determinado pela restrigio? Mostre que para

. “Ma constante rea]
¢ao-objetivo ng conjunto

todo z,y, z € R ocorre
2 2 y)
3 T° + z

x2 . y2 . 22 < Y+ .
Esta desigualdade afirma que a média geométrica de trés nimeros po-
sitivos é sempre menor ou igual do que a média aritmética destes trés
nimeros. Mais ainda, estas médias sdo iguais se, e somente se, 0s trés
nimeros (z2, y2 e z?) sio iguais. Naturalmente, a mesma demonstragao
funciona para um conjunto de 7 nimeros pOSitvos:

| 2
2. .2 N e
(/;1.x2 ..... mng

n

: I
com igualdade se, e somente €, 1= 2~ .

¥1) Determine o valor méximo da funcéo

5171'272""'27"

n
4z_-_—;f((1;1’11;2,..-,$n)'— mn)emanue

Ty
ontos (Z1;
10 conjunto admissivel formado pelos P

Satisfazem as restricoes

2
S AVARAVAR
>

2
2
\

L | desiguald®®

30
, 78 ent ‘
“Mde ¢ § yma constante real Dedu bt O
py + %2

n
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ética dos numeros z;, gz,

Tty 2

447 ritm
geometrica e a N

édias :
entre as anterior.

s
Compare com O exerciclo

[38] Verdadeira ou falsa? Sejan.l
classe C°. guponha que O 815

f: R* — Re h: R - R fung(")es de
tema associado as condigdes de Primej,

ordem

Vi(x) = ) - Vh(x),
{ h(X) = 0)

possua uma nica solugao (x*,\*). Entao x* é um extremo global de f

no conjunto admissivel
D={xeR"|h(x)=0}.

Apresente uma demonstragio caso a sentenga seja verdadeira ou um
contra-exemplo caso ela seja falsa.

[39] Diga se cada uma das sentengas abaixo é verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma demonstragao caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa. |

(2) Sejam f: R? — Re h: R2 — R fungdes de classe C*°. Suponha que

o sistema
( Of ok
%(w)y) = A- %(m)y)’
{ 9f dh
oy "Y) = A 5-(z.0),
\ h(a:, y) = 0,
Nao possua sol 5
junto ugoes. Ento f ndo possui extremos globais no ¢t

C={zy)er _
(b) Sejam f: R S R g 1, g )€ | ho,y) = 0}

O Sistems, = R fungdes de classe O. Suponha 4*
4 af
ow'HY) = ’\'%Z(w,y),
0
< a“f(‘”’y) = .0k
y "y &),
\ h(may) = 0’

10

210>

(¢)

[40] Seja

Mos

remg

Em (
Pode
(x* .
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ndo possua solugbes e que 533

Vh(z,y) # (0, 0) para tog (

Entdo f nao possui extre
mos globa;

C={(z,y) e w2 | Bz
(c) Sejam f : R2 3> Reh: R

Y) € R,
Onjuntg
9) =0},
— R funcBes de clagse o

o sistema . Suponhg, Qe
4 af
il oh
31: ((L‘,y) = A . F(iﬂ, y))
of .
| 5@ = )
Y oy 0
X h(fl’),‘y) = O’

possua uma tnica solugdo (z*,y*, A*) com
Vh(m*iy*) 7& (O) O)
Entdo (z*,y*) é um extremo local de f no conjunto
C = {(wy) € B | He,9) =0}

e clagse C*®. Suponha que

4] Sejam f: R® — R e h: R* — R funges d
digdes de primeira ordem

P=(x*, \}) e q = (x*, \3) satisfagam as con

Vf(x) — )\Vh(x))
h(x) = 0

) xigida pelo teo-
MOStre que se x* satisfaz a condigdo de regUIafldadf e
entao AL =N

*ema dog ipli
range :
multiplicadores de Lagrang® ent&o na0

i ularidadei Y
Bm Outras palavras, se x* satisfaz a corldl(}ao.Cle rrelfes tais qué (x )¢
bodem existir dois multiplicadores e diers

(%) ALY cop ; imeira 0rde™
))\2) satlsfagam as Condigoes de prlrnelr

4
[ 1] COnSi deI‘e

— f 5y
1\/[3,lelZaLr (3, y) = 0.

3 L 1
Problema, de otimizagao 1: sujeito

!

fa:,?/ )

Maximi?® () =~
problema de otimizagao z yﬂoa/

/
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::.'I}2+y2"' le h?,(w)y) = (3}2+y2\1)2

onde f(z,y) =%+ hi(z,y)
Mostre que todos OS pontos do conjunto admissivel do probl,
o 1 satisfazem a condicdo de regularidade exigid, my
licadores de Lagrange. Pel
conjunto admissivel do problem, 4
digdo de regularidade exigidy pele
0

(2)

de otimizaga
teorema dos multip

(b) Mostre que todos os pontos do
otimizacao 2 nao satisfazem a con
teorema dos multiplicadores de Lagrange.

(c) Verdadeira ou falsa? Um ponto p € R?* é solugdo do problem (
otimizagdo 1 se, e somente se, P € R? é solugdo do problems de
e

otimizacdo 2. Justifique cuidadosamente sua resposta.

(d) Escreva as condigdes de primeira ordem (sistema lagrangeano) pa
o problema de otimizagdo 2 e mostre que o sistema resultante n;a
0

possui solugoes.
(e) Encontre todos os
pontos que resolvem o problem imi
° ‘ a de 3
Justifique cuidadosamente sua resposta. ool

[42] Verdadeira ou falsa? Sej
a? Sejam f: R2 Y .
classe C*®. Considere o conjun{o + Reh: R — R fungdes de

D= {(m)y) € R? I h(:l:, y) — 0}

Se todo pont
ponto dteD n;o(sj;,tzijgf iy Sat-isfaz Vh(z,y) = (0,0), isto é, se todo
extremos globais em aDZ * ¢ondigo de regularidade en’t{io f "7»,50 ossul
seja verdadeira ou ~ Apresente uma J'uStiﬁcat,iva pt a
um COntra,-exemp]O caso ela . f 1 caso a sen eng
seja falsa.

43] Vi .
[ ]Cliidadei? ou falsa? Se f: R2
se C®eo conjunto —+ Reh: R 5 R sio fungdes de
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1 [xercicios
]

unto de pont =

) e 0 conj pontos (z, ) que satist, 2 dec:
€s1gy
é um conjunto compacto, entj

()Sejamf R Reg: R
o sistema

{Vf(w,y) = /\-vg(:c,y),
g(m7y) = 0,

nio possua solugées. Entdo f nao possui extremos globais no cop-
junto C = {(z,y) € R? | g(z,y) = 0).

(c) Sejam f: R® - R e 9: R® — R funcdes de classe O, Suponha que
o sistema,

| Vf(z,y,2) = X Vyg(z,y,2),
' { ‘ g(.’L’,y,Z) = 0,
possua uma dnica solugio (z,y, z,A) = (a*,b*, ¢, X*) para a qual
Vg(a, ,b*,c ) # (0,0,0).
Ent3o ( T, v, z) (CL b*, c ) 4 um extremo global de w = f(x,y,Z)
Sujeito & restrigéo g(z,y,2) =0

m
[5] Resolva, o problema, de otimizagio, que consiste €

)yn) = Zmi.yi’

maximizar f(z1,.- T Y- =

[ —— ,

\
]
S
i
=

el ,yn) - —
sujeito a hl(xl,...,ﬂ?myl, -

.,Z/n)

ha(1, - T 0
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Otimizacao com restricge
///"'f =8
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n p2. Compare com
o gy = asf iy @ 03 = b/ 2z U SIS O oo Provas
GSCI'eYCeln o ;Xercicio [46] da péglna 78 e nO exercicl paging, ]-58
sugeridas n | o
sio constantes positivas, ache os pontos (z,¥, 2) do elipsside
c

2 2
2 YL F

—

2 b2

que estdo mais perto da origem 0 = (0,0,0).
or de Lagrange) Considere o pro.

[46] Se a, be

[47] (O significado do multiplicad
blema de otimizacio que consiste em

Maximizar flz,y)=z+y
sujeito a h(m, y) = g2 + y2 = a.

(a) Resolva o problema de otimizacdo para o caso a* = 1. Mostre que,
neste caso, o valor méximo de f é z* = v/2 e que o multiplicador
de Lagrange associado ao ponto de méximo é \* = /2 /2.

(b) Resolva o problema de otimizagdo para o caso a > 0.

(c) Note que, para cada a > 0, vocé encontrard um ponto de méximo
que depende de a e, conseqiientemente, um valor méximo de f no
conjunto admissivel que também depende de a. Mostre que

z=g(a) = v2/a

éa -fungao que e,stabelece a dependéncia do valor méximo de f no
conjunto admissivel em funcio do pardmetro q

(d) Mostre que

Teoi'err-ié_‘ll; 2:
- dado valor'do pars
 blema de oty

\

Des
fun
0 cC
valc
Evi
vari
Eco:



Desta maneira, o multiplicador mede a sensitividade do valor 6timo da
funcdo objetivo com relagdo a variagdes de um parametro que determina
o conjunto admissivel. Sendo assim, ele fornece uma medida natural do
valor de recursos escassos em problemas econOmicos de maximizagao.
Evidentemente, o teorema acima pode ser generaliz:oxdo para 0 9&3([)71116
vérias restricdes dependendo de varias variveis. VeJAa atreofe;enma .
Economistas chamam A*(a) de prego sombra do parametio &




