/»%95 A-Y.
Capitulo 3

Funcoes escalares com varias variaveis

Como vimos, muitos problemas em 4reas cientificas sio modelados com

o uso de muitas varidveis. Neste capitulo vamos estudar os objetos ma-
tematicos adequados para a representacao desses problemas.

3.1 Lembrando Calculo I

Vamos considerar um exemplo bem simples de uma fungio de uma vari-
4vel, definida pela expressdo algébrica:

y = f(z) = z%

Toda funcdo tem um dominio e um contradominio. Em nosso caso, o dominio
de f & o subconjunto mais amplo do conjunto de todos ndmeros reais (R)
para os quais podemos efetuar as operagdes indicadas na expressao. Como
podemos elevar qualquer nimero ao quadrado, vem que o dominio de f é o
conjunto de todos os niimeros reais:

Dominio de f = R.

Dado que a fungdo f “devolve” um nimero real e nenhum contradominio foi
indicado explicitamente, vamos assumir que

Contradominio de f =R.

Uma fungiio é uma regra que associa a cada ponto do dominio, um wnico

ponto do contradominio. Assim, por exemplo, a funcdo f acima associa o
L4 ’ — 2 —

niimero real z = 0 ao nimero real ¥ = f (0) = 0° = 0. Analogamente, ela
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1,m=_1ay=f("1)2=(‘1).2=1,
=5,m=7ray=f(7r)=7r,eass,1mp0r

ntada ometricamente atrayg
diante. Estas associagoes podem ser T€Prese tadas g€ avés
iante.

de um diagrama, conforme indic

Dominio de f

ado na figura abaixo.

} R R
| A A
| —/———/_”_
ok S ay
B § oo
R 2 o
0 """"""'_’:_—::::::r—* ------- -
-16---""" -

Contradominio de f

Contudo, é dificil conseguir informagées importantes do comportamento

de f (como, por exemplo, crescimento, decrescimento, maximos, minimos,
etc) através desta representacao geométrica.

Vocé aprendeu em Célculo I que a representacdo geométrica adequada
para se estudar uma funcdo real ¢ através de seu grifico. O grdfico de uma

fungdo nada mais € do que a colegdo de todos os pares ordenados da forma
(z, f(z)), com z no dominio de f. Mais formalmente:

De maneira i ]
e mane nformal, o gréfico de uma fungdo f nada mais é do que “juntar”
© dominio & o contradominio de f em um meg o

mo desenho (o dominio em um

PSP
e

¢
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eixo € o contradominio em outro eixo)

e fazer a representacgio de f através
dos pontos da forma (z, f(z)),

com z variando no dominio da funcao.

EI;’I nosso exemplo, os pares ordenados (0,0), (1,1), (-1,1), (+/5,5) e
(m,m*) sdo pontos do grifico de y = f(z) = 2% Por outro lado, o ponto
(3, 15) néo é um ponto do grafico da fungdo. Tente justificar estas afirmagoes!

Um esbogo do gréfico de y = f(z) = 22 est4 na figura (3.1) e é nossa
conhecida pardbola. Esta funcio ¢ realmente muito simples. Para o caso
de fungdes definidas por expressées algébricas mais complicadas, vocé pode
utilizar as técnicas aprendidas em Célculo I para fazer um esboco represen-
tativo do gréfico de f. Finalmente, observe que através do grafico de f po-

demos responder todas as questdes de interesse: crescimento, decrescimento,
maximos, minimos, etc.

Figura 3.1: Esbogo do grifico de y = f(z) = 2°.

3.2 Funcdes de duas variaveis

Exemplo 3.1 (O PARABOLOIDE ELIPTICO DE REVOLUGAO) Néo vamos
ser muito ambiciosos: vamos comegar com uma funcdo de duas varidveis bem

simples, definida pela expressao algébrica

2 2




Fungdes escalares TOM TELES Varidvayy

L ee——

i ar de ny
ssocia cada p Merg
- ¢ de duas variaveis porque 812 :om'(l dos quadrados de z ¢ ys
{\ fungac;o imero real 2 definido Com?iemos dizer que ela associa ¢ pa;
reais v e ¥ _ - acta, PO 3 A,
Ou, com uma notagao mais COMPET 2. Como a eXpressao algébric,
)

=z’ +Y

imero real z = © alores d
ordenado (z,y) a0 nurr;elZulada sara qualquer e.scolhazdf)-s ]g lore ezey,
que define f pode 5% & o o plano cartesiano R® = :

io de f é tod
temos que o dominio d f - _®w-RxR
Dominio de f = ’ |
X devolve” um numero reat e nenhum

a0 .
Como antes, dado que 2 fung yamos assumir que

PR . vl nte
contradominio foi indicado explicitamente;

Contradominio de f=R

lcular f em alguns pontos: f(0, r +
12 Xa{n§s(fa1§u=a12f+ 2o f(1,-1) =12+ (-1 =2¢/ (v2/2, \fﬂ) =
1/ 2—-}— ,1/‘) =,- 1. Novamente, €ssas associacbes podem ser representadas geo-

. indi figura abaix
metricamente através de um diagrama, conforme indicado na g o

2 2 R
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I S s .
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o 22 i1 z
\\ : ,/, ,/,
\\ ' . ,,
\ ! i .,
a 1 ’ ’
A ] ,’ ,/
—1 -t ) ‘\—-o(l’—l) /',,
Dominio de f

Contradominio de f

Como antes, ¢ dificil conseguir informacoes importantes do comporta-
rrjent.o de f através desta associacio de pontos onde dominio e contradominio
sao representados separadamente. Uma, representagio geométrica conveni-

los em ini isto é : ,
um unico desenho, isto é, através do grdfico

ente é tentar represent4-
da fungéo f.
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Cf)r.no ° do‘mlmo de f precisa de 2 eixos para ser representado e o contra-
dominio PrEcish de'l e1xo, entao o grafico de f precisa de 3 eixos para ser
representado. O grafico de f é o subconjunto de R® = R? x R formado pelas

triplas ordenadas da forma (z,y, f(z,y)), com (z,v) no dominio de f. Mais
formalmente:

graficode f 60
R* xR definido _.

N

N

Por exemplo, o ponto (1,1,2) é um ponto do grifico de f e o seu desenho €
dado na figura abaixo.

zZ A

QOutros pontos de R3 que também pertencem a0 grafico de f sao (0,0,0),
(0,1,1), (1,—1,2) e (v/2/2, v2/2,1). Por outro lado, (2,2,15) nao é um
ponto do grafico de f. Tente justificar estas afirmagoes!

Como conseguir um bom esbogo do grafico de £? Vocé poderia ser tentado

a fazer uma tabela de valores (z,y, f(z,y)) para alguns vz‘ﬂ.ores de ey e,
em seguida, desenhar os pontos obtidos. Se vocé tentar utilizar esta tecnica
(o]

para 10 valores de = entre —2 e 2 ¢ 10 valores de y entre —2 e 2, obtendo
entdo 100 pontos do grafico de f, o que voce verd é a figura (3.2). Como

. D, o
vocé pode observar, 0 resultado nao € promissor:

v e wa =
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Z A

Figura 3.2: Desenho de 100 pontos do grifico de z = f(z,y) =2+ v

4 uma técnica mais eficaz, que consiste em se fazer
do gréfico da fungao, isto é, vamos de-
lanos (algo supostamente

Vamos estudar agor
uma “tomografia computadorizada”
terminar a intersecdo do gréfico com diversos p
mais facil de se fazer) e, a partir destas intersecdes, tentar fazer um esbogo

do gréfico da fungao.

Por exemplo, considere o plano z = 1, isto &, o conjunto de todos os pontos
de B3 da forma (z,9,1), com z, y € R. Este plano ¢ paralelo ao plano zy e
passa pelo ponto (0,0, 1) (veja a figura (3.3)). Que figura geométrica obtemos
quando fazemos a intersegao deste plano com o gréfico da fungdo? Se um
ponto (z,y, 2) pertence ao grafico da fungdo f, entdo z = f(z,y). Por outro |
l,ado,. se o, ponto ta,mberr'l pertence ao plano, entdo sua terceira componente
é 1, isto é, z = 1. Combinando estes dois fatos temos que

f(x,'y)=z=]_,

ou seja, vale a equagdo

o z? + y* =1
oral da histéria: a i a ]
a historia: a intersegdo do grafico da funcdo z = f (z,y) = z? + y2

Com : i
?

centro em (0, 0,1) (veja a figura (3.4)) contida no plano z = 1 e de




e
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Figura 3.3: Desenho do plano z = 1 passando pelo ponto (0,0,1).

Figura 3.4: Intersegao do plano z

A \

— 1 com o grafico de z = f(z,y) = 2% +¢°.

o e o e 03 = o R SN X T [
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4aa? {int e o0es).
Vamos tentar outros «oortes” (inters § )

o Com o plano z = 2.
s pelo ponto (0,0,2). Os pontos

Este plano é paralelo a0 plano ZY .e pass ( -
(z,y,2) da intersegao <50 caracterizados PO satisfazerem z = f(z,y) (4

ponto estd no grafico de flez= (o pontq esta, no plano); Assim,
histéria: a intersegao do grafico de f

2=z=f(:1; y)::a:z—{-yz Moralda . .
com 0 plano, z=2¢a circunferéncia de raio /2, contida no plano z = 9

e de centro em (0,0,2) (veja 2 figura (3.5))-
Z A

Figura 3.5: Interse¢io do pl =
¢ plano z = 2 com o gréfico de z = f(z,y) = 2% + ¢°

o Mai
als geralmente, com o plano z = k, onde k & uma t
constante > 0.

Este caso é com
pletamente andlo
g0 ao caso '
Pa}'alelo 20 plano zy e passa pelo ponto (0 oo,
gréfico de f vale a equagio k =  — o (0,0,k
circunferéncia de raio vk =z=f

O plano z = k €
(@ )-2 Na interse¢do com 0
Y) = 2% 4 ¢2, isto &, temos a

contida no plang z —
o Com o plano z = (. 0 z=k e de centro em (0,0, k)-

Observe que o
Plano z2=046}j]
f(z,y) =22+ 92 O tni € justamente o p
’ ¥°. O tnico val pPlano ry. Com =z=
o 3.0y que satsfas st cquaghe £ 2 -
equagao € T =

N

\\
‘//’
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e y = 0. Moral da histéria: a interse¢do do grafico de f com o plano z =0
& o ponto (0,0,0).

o Com o plano z = —1.

Este p~lano é paralelo ao plano zy e passa pelo ponto (0,0,—1). Na in--
tersecio com o grafico de f temos —1 = z = f(z,y) = z?+y?. Nio existem

nUmeros reals T ey que satisfazem esta equagio. Moral da histéria: nao
existe intersecao entre o grafico de f e o plano z = —1

o Mais geralmente, com o plano z = k, onde k é uma constante < 0.

Este caso é completamente andlogo ao caso anterior. O plano z = k é
paralelo ao plano zy e passa pelo ponto (0,0, k). Na intersecao com ©O
grafico de f vale a equagdo k = z = f(z,y) = «* + y2. Como k é negativo,
esta equagio nao tem solugdo e, portanto, nao existe intersecao entre o
grafico de f e planos da forma z = k, com k negativo.

Vamos resumir os resultados obtidos: a medida que tomamos planos
paralelos, mas “por cima” do plano zy (isto é, com valores de z maiores
do que zero), obtemos uma circunferéncia com centro no eixo z. Quanto
mais préximo do plano zy estivermos, menor ser4 o raio da circunferéncia.
Quando tomamos o préprio plano xy, obtemos apenas 0 ponto (0,0, 0). Pla-
nos paralelos, mas “por baixo” do plano zy (isto é, com valores de z menores
do que zero), possuem intersecao vazia com o grafico de f.

Estes resultados j& permitem inferir um primeiro esbogo do grafico de f,
mas eles ainda nfo sdo suficientes. Observe a figura (3.6). Qual figura repre-
senta melhor o grafico de z = f (z,y) = £2+92? A figura (a) ou a figura (b)?
Nas duas figuras obtemos circunferéncias quando fazemos “cortes” com os
planos da forma z = k.

Para obter um esbogo melhor é preciso fazer cortes com outros tipos de
planos. Por exemplo, com planos da formay = k, que representa o conjunto
de todos os pontos de R3 da forma (z, k, 2), com T, 2 € R (veja a figura (3.7))
ou com planos da forma Z = k, que representa o conjunto de todos os pontos
de B3 da forma (k, ¥, 2), com 4,2 € R (veja a figura (3.8))-

Vamos entio estudar a intersegao do grafico de f com planos da forma
y = k, com k uma constante real.
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(2)

Figura 3.6: Qual figura representa melhor o grafico de z = f(z,y) = 2® + y*?

“

/

(0,k,0)

k
Passando pelo pontg (0,%,0)
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\

/ (k,0,0)
T

Figura 3.8: Desenho do plano z = k passando pelo ponto (k,0,0).

e Com o plano y = 1.
Este plano é paralelo ao plano zz € passa pelo ponto (0,1,0). Na mtersegao
deste plano com © grafico de f temos y = lez = flz,y) = z? -+ 2.

Portanto, vale a equagao
z=x2+12=m2+1.

ode f como planoy = 1¢a

Moral da histéria: a intersecio do grafic
tice (0,1,1) (veja a figura (3.9)).

pardbolaz =7 241 no plano y = 1 com vér

e Com o plano y =0.
Observe que 0 plano
= f(z,y) = z2 + y%. Portanto, vale a equagao
z = g + 02 = 2.
o grafico de f com 0O planoy = 0 € a
vértice (0,0,0) (veja 2 figura (3.10)).

y =0 é Justamente o plano zz2. Como antes, y =0e¢€

Moral da histéria: 2 intersecdo d

pardbola z = £ 1o plano zz com
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Figura 3.9: In a = = =
.9: Inte
rsecio do plano y =1 com 0 grafico de z = f( )
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Figura 3.10
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o Com o plano y = —1.

Este plano é paralelo ao plano
~ Tz e .
tersegdo deste plano com o grifico dsa}ss‘?eri&j;) ypcflto (0,-1,0). Na in-

$2+ yz. POl‘tanto, Va,le a equagao —lez= f(.'li,'y) =

P (1P =t

Moral da histéria: a interseca .
o pardbola z = §80 do gréfico de f com o plano y = —1 &

z® + 1 no plan — ,
figura (3.11)). plano y = —1 com vértice (0,—1,1) (veja a

1 /

Figura 3.11: Intersegdo do plano y = —1 com 0 grafico de z = f(z,y) = z* +¢*

o Mais geralmente, com o plano y = k, onde k é uma constante real.

Os cileulos sio exatamente os mesmos: como y =k € z = 2% 4+ 32 entéo,
2z = 22 + k2. Moral da histéria: a intersecdo do plano y = k com o grafico
de f é a pardbola z = 22 + k2 no plano y = k com vértice (0, k, k2).

Com estes planos adicionais é possivel eliminar o desenho (b) na ﬁgura; (3.6)
— um cone — como candidato a grafico da funcio z = f(=z,y) = z° + y?
pois, como vimos, a intersegdo do grifico de f com o plano y = 0 é uma

s o e T

J N
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pardbola, enquanto que a intersegao deste plano com O CONE € UM par de

semi-retas (no formato de um “w).
a forma z = k? Fica como exercicio

E as intersegdes com os planos d
e f com o plano = k é a pardboly

demonstrar que a intersegao do grafico d
z = y2 + k2 no plano & = k com vértice (k, 0, k?).

3.12), temos o grafico de z = f(z,y) = 22+ 42
ém aparecem as curvas resultantes dg
0.0, z= 0.5, z=1.0, 2=20,
=0ey=1 n

Para encerrar, na figura (
gerado por computador. Nela tamb
intersegdo do gréfico de f com os planos z =
z=252=2302=23.52=40,2=45Y= -1,y

z

Figura 3.12: Gréfico de z = — 2
f(z,y) = 2 +y? gerado por computador.

'
1
¢
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E;cri;?lf;; e:j{fm((l) ?ARABOLGID%E HIPERBOLICO) Vamos fazer mais um (im-
Eém conhecido plo juntos. Considere agora o paraboléide hiperbélico (tam-
como a sela de cavalo) definido pela expressio algébrica:

z= f(:l:,y) = o2 —y2.

3 facil de v i .

fE f:r um eslfcl; qude ° d’cliimzmo de f é R? e que seu contradominio é R. Para
az ’ . godo gkra co, vamos utilizar a técnica de “cortes” com os planos
z=k,y=Fkexz =k Comecaremos com os planos da forma z = k.

o Com o plano z = 1.

=z = = g2 1
Temos 1 = z = f(z,y) = 2* — 32, logo a intersecio do gréfico de f com o

plano z = 1 é a hipérbole 2% — 2 = 1, com vértices (—1,0,1) e (1,0,1),
neste plano (veja a figura (3.13)).

o Mais geralmente, com o plano z = k, onde k é uma constante > 0.

Este caso é completamente andlogo ao caso anterior: temos k=2z=
flz,y) = 22 — y2, logo a intersegio do grafico de f com o plano z =k € 2
hipérbole z2 — y? = k, com vértices (—\/E,O, k) e (\/E, 0, k), neste plano.
Observe que quanto menor o valor de k (isto é, quanto mals k estiver
préximo de 0), mais os vértices da hipérbole tendem a se aproximar.

s Com o plano z = 0 (o plano zy).

Temos 0 = z = f(z,y) = ° —y°. Entfo 2—yt=(z—y) - (z+y) =0
Portanto, z—y = 0ouz+y =0, isto é, y = z ou y = —z. Desta maneira,
a intersecdo do grafico de f com o plano z = 0 é o par deretas y = = ¢
y = —z, passando pelo ponto (0,0, 0), neste plano (veja a figura (3.13)).

e Com o plano z = —L1.

Temos —1 = z = flz,y) = ¢ — y? ou, ainda, multiplicando-se por —1,
—z2 +y* = 1. Desta maneira, a intersegao do grafico de f com 0 plano
2 = —1 é a hipérbole —z? +y* =1, com vértices (0,—1,—1) e (0,1,-1)
(compare com 0 €aso Z = 1 e observe a mudanga do eixo da hipérbole),
neste plano (veja a figura (3.13)).

o Mais geralmente, com o plano z = k, onde k é uma constante < 0.

Fste caso é completamente analogo ao caso anterior: terr;os k2= z =
flz,y) = 72 — y? ou ainda, multiplicando-se por —1, —z* +y* = —k.
’ , . » . ’
Desta maneira, a intersegéo do grafico de f com 0 plano z = k é a hipérbole

///

——

. i e e b e
o o A A -

- e o ST S T

o i e A -
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o (\ln ko (isto G, (uanto s b estiver
A1 . v

arbolo tonden & H0 aproximar,

ol gt = =k, com vdrkico (
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Observe que quanto maior o3 1l ’
préximo do 0), muis o8 vérbices da ap

z A
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Figura 3.13: Intersegio do grdfico = = 2% -y comos plamos x =1, 2=0¢ z = —1.

Mesmo com estas intersegdes, ainda estd muito dificil compor um bom esbogo
do grdfico de f. Vamos tentar utilizar outros planos, por exemplo, & = &,
com k& uma coustante real.

Vamos tratar diretgmente do caso geral ao invés de fazer alguns casos
especificos primeiro pois, a esta altura, vocd j& deve ter adquirido pritica
nesta técnica de “cortes”. Bem, como na intersegiio temos z = f(
P—ylen = k, segue-se que z = A® — y2. Moral da histdria: a int
plano z = k com o grifico de f é a pardbola z = 42 ~y* com vértice (k, 0, k)
no plano x = & (as pardbolas estio com concavidade “voltada para baixo")
Também ndo ¢ diffcil de perceber que os vértices (k,0, &2
descrevem outra pardbola, z = z*, que nada m

&,y) =
ersegio do

) destas pardbolas
ais ¢ do que a intersegio do

e e e et e
————— .
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plano y = 0 com o grafico da fungdo f.

Agora estd mais facil de visualizar o grafico de f: vocé pode imaginar
ama seqiiéncia de pardbolas z = k? — y2, com concavidade “voltada para

torn) : et P

X cujos vértices 4 :
baixo”, cuj > ces est8o sobre a pardbola z = z? (veja a figura (3.14)),
formando uma “sela de cavalo”.

Figura 3.14: Parédbolas z = k? — y* “dependuradas” sobre a pardbola z = z°.

Para encerrar, na figura (3.15), temos o grafico de z = f(z,y) = % — y?
gerado por computador. Nela também aparecem as curvas resultantes da

intersecdo do grafico de f com os planos z = ~12.0, z = —10.0, z = —8.0,
z=—6.0z=—40,2= —2.0,2=0.0, 2= 2.0, z=4.0,z2= 6.0, z = 8.0,
z2=10.0,z=12.0ez = 0.0. a
Estas duas fungoes, z = 2+ytez= z? —y?, junto com a fungado
g = g — 1P
(cujo grafico pode ser obtido fazendo-se a reflexdo do erifico de z = * +9°
apesar de simples, s30 muito importantes. Como
s, elas descrevem O “comportamento” de fungoes
de candidatos a extremo local.

com relagdo ao plano TY),
veremos, sob certas condigoe
mais complicadas nas proximidades

S

e L, A VS
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Figura 3.15: Gréfico de z = f(z,y) = 2? — y* gerado por computador.
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3.3 Curvas de nivel

1 ‘“""‘C"l afllltersegao do gréfico de uma funcio f de duas varidveis com
}; anos ¢ Rb o1 n? z = k serve mais do que apenas nos auxiliar na construgao
2 . .
de um ecsbogo do gréfico de f. Esta intersecio motiva um dos objetos mais

m’lpcl)rtante na teoria que vamos desenvolver aqui: o conceito de curva de
nivel.

Suponha, por um momento, que a fungdo z = f(z,y) = z% +y?%, estudada
1o exemplo (3.1), represente o lucro de uma determinada empresa em fungao
das quantidades z e y de dois insumos diferentes. Uma pergunta muito
natural que se pode fazer é: quais sdo todas as possiveis combinagdes nas
quantidades z e y dos insumos que produzam lucro igual a 1? Por exemplo,
¢ = 1 e y = 0 produzem lucro 1. Outras combinacg0es que pro

sio (0,1), (—1,0), (0,—1), (v2/2,v/2/2).

\as como determinar todas as combinagoe

duzem lucro 1

s? Bem, se o lucro deve ser 1,
entio z = 1 (pois z = f(z, y) = 22 4 1% representa justamente o lucro obtido
com uso das quantidades z e y de insum

os). Desta maneira, T €Y devem
satisfazer a equagao

1=z 4+

Descobrimos entao que 0S {inicos pontos que produzem lucro 1 sdo os pares
ordenados sobre a circunferéncia de centro na origem (0,0) e raio 1. Observe
que o modo como a equagdo desta circunferéncia fol deduzida é completa-
mente andlogo ao processo de se determinar @ imferse(;do entre o grdfico de f
¢ o plano z = 1! Isto motiva a defini¢ao de curva de nivel:

Definicdo 3.3 (CURVA DE NivEL) Seja f: D CRE—= A

de duas varidvels com dominio D. Dado um numero At
definimos a curva de nivel associada;a{kegomo,’o,',conjupﬁ

{pelc RQlf(‘”"y) k

isto ¢, o conjunto de todos os pontos dodomzmo d f.;;
valor da funcdo é k. R

ara 08 qUais 0 -

2 42 de nivel associada
so = = 2. a curva de nive
Por exemplo, para a fungao z = flz,y) =2"TY

Anci 2| 22442 = o curva de nivel
a0 nivel 1 é a circunferencia {(z,y) € R | z°+ v 1},
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do apenas pelo ponto (0,0)

conjunto {(0, 0)} forma

associada ao nivel 0 é 0
da ao nivel

e nivel associa —1 é o conj

e a curva d
' CUIDADO! CUIDADO!

CUIDADO!

ntificar uma curva de nivel

lanos da for
do dominio da fungao

Apesar de vocé poder ide
do gréfico da fungao com p
da curva de nivel deve ser feito

e ndo no plano z = k.

curva de nivel

junto vazio.

fazendo a intersegao

maz =k, lembre-se que O desenho
(isto é, no plano zy)

VOCé pod ] .

e 1maginar ,

ocupada por urgn . fO;Zluf.%, se calculdssemos o valor da func
m ] a0 . o~

z= f(z,y) =k no pla guinha (pontual) andando sobre Gao f na posigao

plano zy, veriamos sempre o me a curva de nivel

smo valor k '

zzf(may):-ln(em'*'y_l) .

Faca u
m esbogo d
o dominio
de f e uma descrigdo de sua
s curvas de ni
fvel.

estd definida apenas

___,__/ -
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iarabvalodres positivos de ¢, segue-se que es*¥ — ] > 0, isto &, e*t¥ > 1
embra 3 5 ’ :
Lemby no bot Sue In é uma f;l_l;gao crescente e é inversa da fungdo ;Xponencial

& mos que In (e™*Y) = g 44 > In(1) = 0 e, portanto, y >
Assim, ’ Yo

S8y

Dominio de f = {(z,y) € R* | y > —z}.

Vamos agora tentar obter uma descricdo das curvas de nivel de f. Para
z = k temos

bl (D) m ke A= e
r+y=l()=h(1l+e) ey=—c+h(1+e),

isto é, a curva de nivel associada ao nivel z = kéaretay = —z+In (1 + eF

no plano zy, paralela & reta y = —z e passando pelo ponto (0,In (1+ ¢€*)).
Na figura (3.16) temos as curvas de nivel y = —z +1In (1+e?),y=—z+
In(2) e y = —z +In (1 + €?) associadas aos niveis z = =2, z=0¢ z = +2,
respectivamente. Observe que quanto maior € o valor de k, mais a reta
y=—z-+In (1 + ek) se distancia de y = —z e, por outro lado, quando k
tende a —co0, y = —z +1n (1 + ek) tende a reta y = —. o

+ e i

e g e i e =
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Figura 3.16: Curvas de nivel z = —2,z=0ez=+2da fun¢io z = f(z,y) = In (" 1),

3.4 TFungoes de trés varidveis e superficies de nivel

Exemplo 3.3 Considere a fungdo de trés varidveis definida pela expresso

algébrica

w::f((l),y,Z):'-\/g—fL‘2""y2—22-

Nao podemos calcular a fungdo para qualquer escolha de z, y e z. Por
exemplo, o ponto (10,0, 0) ndo estd no dominio de f. Os pontos do dominio
satisfazem a desigualdade 9 — 2% —y? — 22 > 0, isto é, z2+y?+22 < 9. Assim

Dominio de f = {(z,y,2) €R® | 2 +¢? + 2% < 9}.

Geometricamente, o dominio de f € a bola, isto é, a fronteira e o interior
da esfera de centro na origem (0,0, 0) e raio 3 (veja a figura (3.17)). Como
a fungdo f “devolve” apenas um nimero real, e nenhum contradominio foi
indicado explicitamente, vamos assumir que

Contradominio de f = R,

(Elleopgraﬁco da fungé? f? Uma vez que o dominio de f é um subconjunto
" e o contradominio de f & R, o grifico de f é um subconjunto de R'

e e
e —
e e
e

-
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Dominio de f

Contradominio de f

Figura 3.17: Dominio e contradominio de w = f(z,y,2) = \/97— 2 — 32 — 22

e, portanto, ele ndo pode ser desenhado adequadamente em nosso mundo
tridimensional. Contudo, ainda é possivel fazer a representagao geométrica
de uma superficie de nivel de f, isto ¢, do conjunto de todos os pontos (z,v, 2)

do dominio da funcio para os quais f(z,y,2) = k, com k uma constante.
Mais formalmente:

Definigdo 3.4 (SUPERFICIE DE
funcio de trés varidveis com domy
k € R, definimos a superficie de

{(@u2e:

isto &, o conjunto de todos 05 pontos
yalor da fungdo é k. °..

Em nosso exemplo, vale o seguinte:

o Se k < 0, entao a superficie de nivel é o conjunto vazio, pois a funcio raiz
quadrada sempre devolve um nimero > 0.

YR Vi / . . . _ 2_ 2— 2
o Se k > 3, entdo a superficie de nivel é o conjunto vazio, pois 9—g2—y?—22 <

9, de modo que f(z,¥,2) = Jo—Z -y — 2 < /9 =3, isto & mao

‘_Mﬂ

a7
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WL
e A e v R

e faneRo [ para os quais f(x, 1
istont pontos (s, ¥, 2) O (lomfmodaIung.uoj para os ¢ f(z,y, 2) >3
existen 08 () 8 =

v , o csfera
e So 0 < Ak <3, entiio superffcic de nfvel ¢ ¢

I T Y.
{ (2,9, z) € R | ™ -+ g2zt =9 k*}
de centro ent (0, 0,0) ¢ raio VO — k#, pois

: T 2= )
flayy,2)=hk= Vo—a2—y =2 k=

‘ ! ,2 2 2__
9—3:'3—'3/“)—::2:/62#% +y + 2 =9k

, s z A 3 .
Ewm particnlar, para & = 3, & superficic de nfvel é o conjunto {(0,0’0)}

formado apenas pelo ponto (0,0, 0).

Desta maneira, a fungiio f ¢é coustante sobre cada esfera de centro (0,0,0) no
domimio de f. Sec mna formigninha (pontual) caminhasse sobre 1'1ma mesma,
esfera de raio r, o valor da fungao na posicao por ela ocupada seria constante

eigual a v9 —r°, -

Exemplo 3.4 Considere a fungio de trés varidveis definida pela expressio
algébrica

2 2

w:f(a:,y,z):z—:z: -y,
E ficil de ver que o domfnio de f é todo R3 e que o contradominio de f
¢ R O grifico de f ¢é um subconjunto de R* ¢ nio pode ser desenhado

adequadamente. O melhor que podemos fazer aqui é tentar determinar quais
sdo as superficies de nivel de f.

Como vocé ja deve estar com bastante pratica, vamos atacar o caso geral
diretamente:

w:j‘(z,y,z):lcz‘/z—wz—y2=lc=>z=a:2+y2+k,

oude £ é uma constante real.

Moral da histdria: a superficie de nivel de f associada ao nfvel k nada
mais ¢ do que a translagdo do grdfico do paraboldide eliptico de revolugao
estudado no exemplo (3.1) com relagdo ao eixo z de
(isto ¢, no sentido positivo do eixo z),sek>0¢ |k| unidades “para baixo”

((;sto }c, (r;o sentido negativo do eixo z)se k < 0. Na figura (3.18) estao
esenhadas as superficies de ni =
; I sdcmvelw-.—Z,w_—_oewzzdef. d

. . ”»
|k| unidades “para cima
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Dominio de f

Contradominio de f

Figura 3.18: Superficies de nivel de w = z— 22 —? para os niveisw = =2, w =0ew = +2

3.5 Fungoes de 1 varidveis e hiperficies de nivel

utilizar a geometria para 1 i’ , e
estes resultados sao verdadeiros mesmo parad funcoes de muitas variavels.

ermi i : o de fungdo de n varidveis:
Para terminar, aqui esta um exempl C

que 2 cada ponto (1,2, - & ol
nimeros, e a defini¢ao formal de hiperficie de DIVEx

Considere a fungdo de quatro varidveis definida pela expressao algébrica

w= f(z,y,z W)= 22+ y? 4+ 2 +w? O dominiode f € R, o contradominio é
R e, portanto, 0 grafico de f ¢ um subconjunto de R5! Agora, ndo podemos
representar nem o grafico de f, nem qualquer hiperficie de nivel de f (isto ¢, 0
conjunto de pontos (z,y,2w) € R4, tais que f(z,9 z,w) =k = constante).
A mesma dificuldade ocorre para qualquer fungao que dependa de n > 4

variaveis.

O que faremos & estudar situagoes com 9 ou 3 varidveis, onde podemos

intulr resultados ¢, posteriormente, mostrar que

R atn 1. Y L.
m—':f(ml;$27-"axn): n no

" ' {Jia aritmética m destes
z,) de R" associa & média ar

o i A T

R o

P
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Dufiicio 5.5 (HIPBRE :N»I‘....l)‘l."%I;ff\fli}r;) geja f1 D C R = R uny
ini¢a HpEREICIE DE NIVE

Definigio 3.5 (HIPE

fungido den varigveis com d}ox

“definimos a hiperficic de nive

e D.ClR" I f(-'Ul; Loy 371») = lb} ,

] associada a &k como O conjunto

T e e

{(@1, 051 T0) ;
N ) o o ) Y ara os qu’LiS
. o onanios do domindo de [ pa als o
1 TR todos Os\ponl.os |
isto é, o conjunto de todos 05 |
valor da fuhgﬁ,oié k.- o \

3.6 Exercicios

[01] Mostre que a intersegio do paraboldide eliptico de revolucdo
2
z=fz,y) =2’ +y

.2 L
com o plano z = k ¢ a pardbola z = y® + k%, no plano = = k, com
vértice (k, 0, k?).

2 9 gl
[02] Faga um esbogo do grédfico de z = f(2,y) = —z” — y°, identificando as

§ intersegdes do grafico com planos da forma z =k, y = k e ¢ = k. Faga
= também um esboco das curvas de nivel da fungéo.
[03] (A elipse) O objetivo é descrever geometricamente o conjunto de pon-
tos em R? que satisfazem a equagio da elipse
2,2
¢ 1
StE=1 (¥
a? b2
com a e b nimeros reais positivos (ou, em outras palavras, justificar
porque a elipse (*) tem o desenho que vocé j4 conhece). Vamos usar
Célculo I para fazer isto: uma vez que
22 g2 ~ |
o} + 2= 1 se, e somente se,
2 2
- . Z X
y'—f(m)”'b 1""?011"1/:9(:1;):-—[)- 1-—-&2-, \
:agta getel{)xznnar 0s graficos ~de f e g (fungBes reais em uma, varidvel)
: r;lld eo elé z?lrepresentagao geométrica de (+). Utilize o que vocé
eu 2. .
IOPC N ;em ac}llzo I' (domfhnio, crescimento, concavidade, extremos
» €LC) para obter os grificos de fe .
g ¢, em seguida, montar um
esbogo do desenho da elipse (x). ’ 8 ’

fmio D. Dado um ntimero (nivel) k ¢ g :
n - |
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[04] (A hipérbole) Utilize a idéia do exercicio anterior para descrever geo-

n?et'rlcamente o conjunto de pontos de R? que satisfazem a equagao da
hipérbole
22 g
a? b b
com a e b numeros reais positivos.

[05] (O paraboloide eliptico) Resolva as questdes abaixo.

(a) Faga um esbogo do gréfico de z = h(z,y) = z?/4-+y’/9 identificando
as intersegdes do grafico com planos da forma z = ky=ker= k.
Faca também um esbogo das curvas de nivel da fungao.

(b) Faga um esbogo do grifico de z = g(z,y) =4 z2 + 9 y? identificando
as intersecdes do grafico com planos da forma z =k, y=kez = k.

Faca também um esbogo das curvas de nivel da funcao.

(c) Mais geralmente, faga um esbogo do grafico de

2,2
— _Z Y
2= (1) = 5+ 5 (4)
com a e b constantes positivas, identificando as intersecdes do gréfico
com planos da formaz =k, y = kez = k. Faca também um esbogo
das curvas de nivel da fungdo. O que acontece quando a = b?
(d) Quais sao os valores de a e b na equagdo (*x) para as funcdes h e g

dos itens (a) e (b)? Eparaa fungao do exemplo (3.1) na pagina 817
O gréfico da fungao (*#) recebe o nome de paraboldide eliptico.

[06] Por que vocé acha que o grafico da fungao z = fz,y) = z*/a® + y2/b?
do exercicio anterior recebe o nome de paraboléide eliptico? Por que
nio chama-lo de elipséide parabélico?

[07] Por que vocé acha que o grafico da fungao z = f(z,y) = 22—y es-
tudada no exemplo (3.2) na pégina 93 recebe o nome de paraboléide
hiperbélico? Por que nao chama-lo de hiperboloide parabolico?

i Nﬂ . _

/ [08] Faga um esbogo das curvas de nivel da fungao z = g(z,y) =2 ¢ .

\ Compare com as curvas Je nivel do paraboldide hiperbélico estudado
no exemplo (3.2). O que vocé conclui?

*[09] Faga um esbogo do grafico de z = f(z,y) = max {|x|, |y|} identificando
as intersecoes do grafico com planos da forma z = k~:, y=kez =k
Faca também um esbogo das curvas de nivel da fungao.

AMBARAR
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ol e 1) dolintda o oxorete,,

m fancy) =2 lll(
[10] Cousidere & fungiio & = J (-M!I)
resolvido (1),

fhTALR

‘ san polo pont
o dn e do nfval do q\m‘pa‘n polo pouto (8,9)
“““ (a) Escrova a Cquagto = S (-2, ).
: ¢ da curva de nfvel quo passi
! < b J

i ; Vi , ' 1 8
werova A equagho Ju enrva do iy ol de J que passy,
(b) Mais goralmenle, C3erevy (

- ~ S -
o pelo ponlo (a,, 1)), comt 03

[} ‘) A + ( ( .
: \ v . Y = -l '|- 2 0 constan ,(}) \SL()
i (¢) Mostre que © valor da [ sobre robiv Y

& quey = =+ D G i curviy Jdo nfval do J - |
: (d) Mostre que 0 valov de J sobre robt ;z/lz-i ‘-—j:‘n - 3 & constante, islg
' & quey = —uv+3 & nana curva de nfvel de /. ‘ |
rxf (e) Se, por nm womento, [ popregentasse lucro, so)l) ('}m,"l.-}-m'“ VOch
goét:a.riu de estary y = = - 9 ony = —u-b 37 Justilique sua
i vesposta.

Vot T P . | HelN \ . .
! [11] Cousidere a fungilo & = fleyy) = V(@ y)/ (- 3/)7 Dcl(\mm‘e £00
¥ wmetticamente o domiuio de Jf ¢ faga v eshogo das curvas de nivel da
z fungao.

i N ~ . — FRSA I T 2 —_— Y - A H

*[12] Considere a fungiio = = g(wyy) = (@ +y 1)/ (= y). Dct.mm'me
geometricameute o dominio de g ¢ faga um csbogo das curvas de nivel
da fungao.

*[13] Cousidere a fungio = = h(z,y) = sen(w — y). Determine geometrica-
mente o domfnio de h e faga uni esbogo das curvas de nivel da fungio.

Www

Até agora, utiizamos os planos =k, y = k ¢ z = K, com &k uma coustauie,
para uos ajudar a fazer o esbogo do grdfico de uma fuugdio de duas varidveis.

A mesma técnica pode ser aplicada para nos ajudar a fazer o esbogo de nma
superficie de nivel de nma fungiio de (rés varidveis.

)
\[14] (O plano) Resolva as questdes abaixo.
N (a) Considere a fuungio
w = f(:v,y,::) = 2-'1:"*'3"1/ 44 z.
Utilize os planos z = k, 4 =
superficie ge ufvezlLd pu=kez=k para. fazor um esbogo (0
Qe M s ¢’ .
v 19 f associada aos nfveis w = +12, w =0¢

e e e
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(b) Considere a fungao

W= f(m,y,z) =2z + 3.

Utilize' 05 plan?s v =k,y==kez=k para fazer um esbogo da
superficie de nivel de f associada aos niveis w = +12, w = 0 e
w= —12. ,

(c) Considere a fungao

wzf(may;z)=2$.

Utilize os planos & = k, y = k e 2z = k para fazer um esbogo da

superficie de nivel de f associada aos niveis w = +12, w = 0 ¢
w = —12.

(d) Mais geralmente, considere a fungao

w"—:f(fl},y,z):a,‘q;_*_bw_*_cm,

onde a, b e c sio constantes ndo simultaneamente nulas, isto é, a, b
e ¢ sio constantes tais que a2+ b%+ ¢ # 0. Utilize os planos ¢ = k,
y = k e z = k para fazer um esboco da superficie de nivel de f

associada ao nivel w = d nos casos abaixo.
(1) a#0,b#0,c#0ed#0.
(Q)G#O,b#O,c#Oedzo.
(3)a¢0,b;é0,c=0ed7éo.
(4)a#0,b#0,c=0ed=0.
(5)a#0,b=0,c=06d#0.
(6)a#0,b=0,c=06d=0.

O conjunto de pontos que satisfazem a equagdo az +b +cz = d

(a superficie de nivel w = d de f) é um plano. Compare com a
equagio (2.16) da pagina 70.

[15] (O elipséide) Resolva as questdes abaixo.

(a) Considere a fungao
2 PR 2

w=fZy=7T 971§

Utilize os planos T = k,y=kez= k para fazer um esbogo da
superficie de nivel de f associada a0 nivel w=1.

APAIA
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' fungao
(b) Mais geralmente, considere a 1un

w:—_f(:v,%z):;i'*”l;?— c?’

it ‘lize os planos T =k, y =
b e c sio constantes positivas. Ut’11'17e 0s P s oy K
ondea, be fazer um esbogo da superficie de nive ssociads
= az e :
ez= lclpzﬁEL 1. Observe que 08 pontos desta superficie satisfazem
ao nivel w = 1.
a equagio , \

2
.’?__.}-ZJ__ %::l'
a2 b oc

()

(c) O que acontece éom o desenho da superficie E?le nivel w = 1 quando
o =b? E quando b=c? E quando @ = b= c!

(d) O que vocé pode dizer sobre as superficies de nivel de f para outros

niveis?

O conjunto de pontos que satisfazem a equagao (***) (a superficie de
nivel w = 1 de f) recebe o nome de elipsdide.

[16] Por que vocé acha que o conjunto de pontos que satisfazem a equagao

2%/a? + y2/b* + 22/ = 1 do exercicio anterior recebe o nome de
elipséide?

[17] (O cone, o hiperboldide eliptico de uma e duas folhas) Considere
a funcao

A WWW

w=f(z,y,2) =z*+ 94> — 2.

(a) Utilize os planos z = k, y = k e z = k para fazer um esbogo da

superficie de nivel de f associada ao nivel w = —1. Observe que 0s
pontos desta superficie satisfazem a equacao

—zt— P =1

Esta superficie de nivel é denominada hiperboldide eliptico de duas
folhas.

(b) Utilize os planos z = k, y = k e 2 = k para fazer um esbogo da

superficie de nivel de f associada ao nivel w = 0. Observe que 08
pontos desta superficie satisfazem a, equacao

2
z =-’L‘2+y2.

Esta superficie de nivel é denominada cone

_

po
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(c) Utilize 05 planos © = k, y = k e z = k para fazer um esbogo da

superficie de nivel c}e. f associada ao nivel w = 1. Observe que 0s
pontos desta superficie satisfazem a equagéo

-’1?2+y2—z2=1_

Esta superficie de nivel é denominada. hiperboldide eliptico de uma

folha.

Por que VOCe acha que estas superficies de nivel foram batizadas com
estes nomes?
18] (Superficies cilindricas) Utilize os planos ¢ =k, ¥ = k e z =k para

fazer um esbogo da superficie de nivel de cada uma das funcdes abaixo f
associada ao nivel w = 0.

(a) w=fl@y,2) =2 +¢" -1
(b) w= f(z,y,2) = — .
(c) w:f(:z:,y,z):;;;?-_;.z__z.
(d) w= f(e,y,2) =l —=

Todas estas superficies de nivel té&

m algo em comum: apesar de f de-
pender de trés varidveis,

apenas duas aparecem na expressao algébrica
que define f. Mais especificamente, temos

R - R
(z,y,2) — w= f(z,y,2)=9(@:Y)’

onde
g:R2 — R,

para 0 €aso onde & a variavel «,” que estd faltando na definigéo de f.
Como vocé deve ter percebido, para desenhar uma superficie de ni,vel
w = k de uma funcao deste tipo, basta desenhar a curva de nivel
g(z,y) = k de g ne plano =y € ent3o, sobre cada ponto desta curxg,
desenhar uma reta perpendicular ao plano £y (vega a figura (3;19)). S
casos onde a variavel uy? ou a varidvel “y? estao faltﬂando 520 'tra(ti;a-
dos de maneira andloga- Estas superficies Je nivel sio denominadas

superficies cilindricas.

e
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9,2 = k/ .

/1
g(zy) =k
/—<
e Yy

) T
\_//

Figura 3.19: Uma superficie cilindrica.

[19] (Superficies de revolucao) Utilize os planos z =k, y =kez=k
para fazer um esbogo da superficie de nivel de cada uma das funcdes
abaixo f associada ao nivel w = 0.

(a) w=f(a;,y,z)=:1:2+y2—z2.

(b) w=f(a;,y,z)=a:2+y2—62z.

(c) w= f(z,y,2) = 2* +y* — (cos(2) +2)*.
d) w=flg,y,2) =2>+9° — L

Todas estas superficies de nivel tém algo em comum: os cortes z =k
sio circunferéncias com centro no eixo z! Mais especificamente, se
b

[ R - R

(@,9,2) = w=f(z,y,2) = 2?+ 4% — (g9(2))""
onde

9:R—R*
¢ uma funcdo nao- ; <
F(o9.2) = 0 do f aeonives entdo a intersegio da superficie de nfve
em (0,0, k) e raio g(k) (\?e-p ano z = k é uma circunferéncia de centro
Ja a figura (3.20)). Estas superficies de nivel

sdo denominada ci
S s
uperficies de revolugdo. Geometricamente, o desenho
b
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de uma superfici ~
uma. Curvap I cie de revolugdo pode ser obtido através da rotagéo de
(o sizo d p Illa (Na curva geratriz da superficie) em torno de um eixo
o de revolugao da superficie) que, em nosso caso, ¢ o eixo z
) .

zZ A
g(k)
h{

Figura 3.20: Uma superficie de revolugao.

Evidentemente, as superficies de nivel w = 0 de fungdes do tipo

w= flay7) = o+ - (@0) ew=fEu2) =9+~ (@)

também sio superficies de revolugdo, com eixos de revolugdo dados,
respectivamente, pelos eixos y € Z. De fato, podemos generalizar um
poluco mais: as superficies de nivel w = 0 de fungdes do tipo

w= f(z,9,2) = h(z? + 92, 2),w = f(z,y,2) = hz?+2%y) e
w = f(,9,2) = h(y’ + 2%, 1),

com h: B2 = R, também podem ser descritas como a rotagdo de uma
m eixo de revolugao. Para ver como esta

curva plana em torno de u R ’
um esbogo da superficie de nivel w = 0 da

generalizagao funciona, faga esbog
funcio w = f(2,9,2) =%~ In(z® +y°)-

o yorr e i,

e T o e T AT T T ——

N e

//W
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[20] Utilize 0s planosz =k, ¥ = ke z = k para fazer um esbogo da superticie

~ : - :~da ao nivel w = 0.
de nivel de cada uma das fungdes abaixo f associad

=f(a3,y,z)=z—(a:—1)2—-(y_1)2

2
(d) w= f(2,9,2 =z—(a:+1)2+ y—1)%

‘-_“\ A e
! [21] 2 desenho de uma esfera de centro em (0,0,0) e raio 1 pode ser o grafico
k/ e alguma fungdo z = f (z,y) de duas varigveis? Justifique sua resposta.

[22] Resolva as questoes abaixo.

(a) Considere a fungao w = f(z) = = Determine as curvas de nivel
de f e faga um esbogo de seu gréfico.

(b) Considere a fungdo w = g(z,y) = z*. Determine as superficies de
nivel de g e faga um esbogo de seu gréfico.

(¢) Considere a fungao w = h(z,y,2) = 22 Determine as hiperficies de
nivel de h.
(d) Suponha que vocé chegue em uma sala de aula onde a nica sentenga

escrita no quadro é: “Faga um esbogo do grdfico da fungdo w = 2",
Que desenho vocé faria?

[23] Resolva as questoes abaixo.

(a) Faga o grifico da fungdo y = f (z) = z? Escreva uma fungéo

F: R? - R cuja curva de nivel associada ao nivel 0 seja igual ao
grafico de f.

(b) Mais geralmente, dada uma fungdo f: R — R, escreva uma fungao
F:R? = R cuja curva de nivel associada ao nivel 0 seja igual ao

grafico de f. O que vocé pode dizer a respeito das curvas de nivel
de F' para niveis diferentes de 07

(c) Seja z = f(z,y) = 2% + y* Escreva uma fungao F: R — R cuja
superficie de nivel associada ao nivel 0 seja igual ao grafico de f
(d) Mais geralmente, dada uma funcgio f: R? — R, escreva uma fungao

F: 3 v . ’ .
R* — R cuja superficie de nivel associada ao nivel 0 seja igual

ao grafico de f. O que vocé pode di ‘
. zer a respeito das s (s
nivel de F' para niveis diferentes de 0? o superficies de

PR

A

~

AR
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[24] Na figura (3.21) temos, respectiva
de seis fungoes diferentes: mente, o desenho das curvas de nivel

(a) z = filz,y) = sen(zy)/ (zy),

(b) 2 = falz,y) =™ + e,

(c) z = fa(x,y) = 152%™V /(g + y?),
(d) 2= fa(z,9) = (v’ —2°)/2,

(e) z = fs(w,y) = sen(y/2? +¢7),

(f) z = fo(z,y) = (y* — 8y* —43%)/21.

Faga a associacao destas curvas de ni
vel com cad 4
figura (3.22)- a um dos graficos na

[25] As superficies de nivel da fun¢ao w = flz,y,2)=2— 22 —y? associadas

‘aos niveis w = =2, w = 0 e w = 2 (veja a figura (3.18)) podem se
interceptar? J ustifique sua resposta!

[26] Utilize um prograima de computador para fazer os graficos das seguintes

fungdes de duas varidveis:

(a) z = f(z, y) =1z’ — y’. (Sela de cavalo)
(b) z= f(z,y) = 2% — 33y’ (Sela de macaco)
(c) z=f(z,y) =4 23y — dzy’. (Sela de cachorro)

Consulte a pagina http: //WWW.mat.puc—rio.br/cursos/MATllSQ/ para
ama lista de programas disponiveis. Tente também visualizar as curvas

de nivel destas fungoes.

Seja f: D C R* = R uma fungdo de 7 yariaveis definida no dominio D.
Dizemos que um ponto x* = (3,72, - ,zt) e Déum ponto de mdzimo

global de f se f(x) < f(x*) para todo X = ((Bl,.’IJz,...,fEn) e D (isto &, f

assume seu maior valor no ponto x*). Analogamente, dizemos que um ponto
x*) para todo X € D

«* € D 6 um ponto de minimo global de f se f(x) = f( '
u menor valor no ponto X°)- Um extremo global € um

(isto &, f assume S€ >
e minimo global.

ponto de maximo global ou um ponto d

[27) Mostre que (0,0) é um ponto de minimo global da fungao

9 , 2
s = flz,y) =T +Y

estudada no exemplo (3-1)-

v////'ww
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2 _ 22 eat
ponto de minimo global da fungao z = flmy) =2~V estudada no

exemplo (3.2).

[29] Mostre que a fungdo z = f(z,y) = In (e*t¥ —1), estudada no exercicio
resolvido (3.1), ndo possui extremos globais.

[28] \Mostre que (0,0) ndo é nem um ponto de maximo global e nem um

[30] Encontre os extremos globais (caso existam) da fungao

w::f(:z:,y,z)=\/9——:lc2--112"*'5:Z

estudada no exemplo (3.3).

[31] Mostre que a funcdo w = f(z,y,2) = z — z® — y?, estudada no exem-
plo (3.4), ndo possui extremos globais.

[32] Considere a fungéo de duas varidveis
f: DCR? - R
(z.9) = z=f(e,y)=2>+y"

definida em um subconjunto D de R%. Faga um esbogo do gréfico de f
em cada um dos trés casos abaixo.

(a) D={(z,y) eR? | 2° +y* < 1}.
b) D={(z,y) eR*| —1<z<+le —1<y< +1}.
(¢) D ={(z,y) e R? | 22/4 +4?/9 < 1}.

[33] A diferencga de potencial E entre duas solugdes eletrélitas separadas por
uma membrana é dada por

R-T z—y |
7 x+y-nz,

E=

onde R, T e F s&o constantes que representam, respectivamente. a cons-
. ?

tante universal dos gases, a temperatura absoluta e & unidade Faraday.

As varidveis T e y representam as mobilidades de Nat ¢ 1™

. 3 , respec-
ivamente. A varidvel z representa a razio c1/es
?

onde ¢ e ¢y sdo as

concentragoes média de sal (N aCl) em cada lado d
T | 0 da membrana. Assuma
(a) Escreva a superficie de nivel F = —1 a fo 5 = (.'17 y)
2 na forma, z = flz,y).

(b) Na pritica, y = 3z/2. Faga esta substityj

. 30, Smnli
0 gréfico da fungéo (de uma varigvel) Gao, simplifique e esboce

resultante.

e e

— -
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[34] Uma chapa plana de metal estd situada no plano zy de modo que a

semperatura T (em °C) no ponto (a,y) ¢ ; |
distancia da origem (0,0). (z,9) é inversamente proporcional &

rev .sotérmicas, isto &
(a) Descreva as wsotérmicas, isto é, as curvas de nivel de T' que repre-
sentam pontos onde a temperatura é constante

tem 5 40°
(b) Se. a .peratura no ponto (4, 3) é 40°C, ache a equagio da isotér-
mica para uma temperatura de 20°C.

[35] O potencial elétrico V' no ponto (z,y, z) é dado por
V =6/(z? + 4y + 922)/%.

(a) Descreva as superficies egiiipotenciais, isto é, as superficies de nivel
de V que representam pontos onde o potencial elétrico & constante.

(b) Ache a equagdo da superficie eqilipotencial V' = 120.

[36] De acordo com a lei de gravitagdo universal de Newton, se uma particula
de massa mg estd na origem (0,0, 0) de um sistema de coordenadas zyz,
entio o médulo F da forca exercida sobre uma particula de massa m
situada no ponto (z,¥, z) é dada por

mp-m
F=G -————>
1132 +y2 + zZ

onde G é a constante de gravitagao universal. F depende de quantas
— 1.9910% kg e m = 5.98 10% kg, descreva as su-

varidveis? Se mg =
perficies de nivel da fungdo resultante. Qual ¢ o significado fisico dessas

superficies de nivel?

[37] A fronteira superior da regiao semicircular da figura abaixo

y A

10°C
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[38] De acordo com a let dos

[39] A forca P gerada por um rotor edlico é proporcional ao produto da
4rea A varrida pelas pas do rotor e & terceira poténcia da velocidade v

[40] Se z ¢ a velocidade do vento (em m/s) e y & a temperatura (em °C),

’ . ] \ i. . p , . 16e
1 . A

(z,y) interior & regiao é dada por
20 2y ) '
T(z,y) = — arctg /1 —2

e as isotérmicas s&0 arcos de circulos com centros no eixo Y

Mostre qu ntos (=1,0) e (1, 0). Esboce a isotérmicy

negativo e que passam pelos po !
correspondente & temperatura de 5°C.

gases ideais, a pressdo P, o volume V e

temperatura T' de um gés confinado estao relacionados pela equagao

para uma constante k. Expresse P como funcao de V e T e descrevs
as curvas de nivel associadas a esta fungdo. Qual é o significado fisico

dessas curvas de nivel?

do vento.

(a) Expresse P em funcdo de A e v.
(b) Descreva as curvas de nivel de P e explique seu significado fisico.

(c) Quando o didmetro da &rea circular varrida pelas pés é 2 metros e
a velocidade do vento é 30 km/h, entdo P = 3000 watts. Ache a

equagao da curva de nivel P = 4000 watts.

entao o fator de resfriamento edlico F (em (kcal/m?) /h) é dado por

F=(33-y) (10v/7 — z + 10.5).

(a) Ache as velocidades e temperatura para os quais F' é zero (admita

queO§$§50e—50_<_y§50).

b) S
(b) Se F 2> 1400, pode ocorrer congelamento em partes expostas do

corpo humano. Esboce o desenhq da curva de nfvel F = 1400.
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41] A pressdo atmosférica nas proximi

imidades do solo em um 150 &
m

dada por uma certa regiao €

pz,y)=a-z?+b-y? +e,

oma,be it i
coma,bec consEantes po§1t1vas. Descreva as isobaricas (curvas de nivel
de p) para pressdes superiores a c.

[42] (O toro) Resolva as questdes abaixo.

(a) Considere a fungao

w = f(3,,2) = @+ + 2+ 5 -2 -4 (5)° (&" + 1)
Utilize os planos z = k, y = 0 e z = 0 para fazer um esbogo da
superficie de nivel de f associada ao nivel w = 0.

(b) Mais geralmente, considere a fungao
w= flz,y,2) = (& t 2+ 22+ R ) — 4R (2* + ),

onde R e r sdo constantes positivas com R > 7. Utilize os planos
r=ky=0ez= 0 para concluir que a superficie de nivel de f
associada ao nivel w = 0 tem o formato de uma cimara de ar de
um pneu de automével, conforme indicado na figura abaixo. Esta
superficie recebe 0 nome de toro.

Z A

R

Figura 3.23: O toro.

M——-—M e T
e i

e e i R R S T ST e

A e S ¢ B s




