Capitulo 5

Derivadas parciais

Suponha que a fungdo z = f(1,29,...,%,) modele o lucro z de uma
determinada empresa em termos dos insumos z1, T2, . . ., Zn. Suponha ainda
que se conheca o lucro z* para uma escolha (z3%,z3,...,z%) dos insumos:

* = f(z},%3,...,2;). Uma pergunta que surge imediatamente é como va-
riacdes nos valores dos insumos z},z3,...,z} afetam o lucro da empresa.
Por exemplo, aumentando-se apenas a quantidade do primeiro insumo e
mantendo-se constantes os demais valores, o lucro da empresa estard au-
mentando ou diminuindo? E se fizéssemos isto para os outros tipos de in-
sumo? O que seria mais lucrativo? Por que ndo variar todos os insumos ao
mesmo tempo? Neste capitulo vamos introduzir os objetos matemadticos que
permitem encontrar as respostas para estas perguntas.

5.1 Lembrando Calculo I

Vocé aprendeu em Célculo I que a derivada de uma fungéo f: R — R
mede o quanto a funcdo est variando: se (df /dz)(zo) > 0 e df /dz é continua,
entio f é crescente em um intervalo aberto contendo zg. Do mesmo modo,
se (df /dz)(zq) < O e df /dz é continua, entao f € decrescente em um intervalo
aberto contendo zo. Quanto maior o valor da derivada, maior € a taxa de
variacio. Mais ainda, vocé viu que 0 valor da derivada —‘['(:IJ()) no ponto xg
¢ o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f neste ponto e este
valor pode ser obtido através do limite do coeficiente angular da reta secante

a0 arifico de f pelos pontos (zo, f(z0)) e (z, /(= z)) quando = — To:
d—f(a:o) — lim fz) = f(mo)’

dzx I-¥To r— X
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. .. 14 — T+ h:
Podemos ainda reescrever este limite com a mudanga de varidvel = 0

d h) —
Y (o) = i L2 1= 120,

Y
reta tangente
reta secante
@) g gréfico de f
f(ﬂ:o) L I :
0 % z ;

Figura 5.1: Interpretagdo geométrica da derivada de uma func¢io de uma varidvel.

5.2 Definicoes e exemplos

Para comegar, considere uma funcao

f: R? -5 R
(z,y) = 2= f(z,y)

e p = (a,0). O que acontece com o valor z = f(z,y) da fun¢do quando
variamos z nas proximidades de a e mantemos y constante e igual a b? Ora

se y = b, entdo podemos construir uma nova funcdo de uma, vnica, varidvel a
partir de nossa fungio de duas varidveis:

g: R - R
z = z=g(z) = f(z,b) "
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Para saber a taxa de variagio de f no ponto (a,b) mantendo-se y = b cons
tante, basta derivar g no ponto z = a:

9(@) = 9(@) _ . f(z,b)~ f(a,)

d.’B - T — Q T—ra T —a

Este limite é tAo importante que vamos usar um simbolo especial para ele:

%(a’ b) = lim f(il?,b) - f(a, b)

r—ra m.__al

(8f/0z)(a, b) é denominada derivada parcial de f com relagdo a x no ponto
(a,b). Geometricamente, estamos fazendo a restrigdo de f sobre aretay =b
¢ olhando para a curva correspondente sobre o gréfico de f. Desta maneira, o
nimero (8f/02)(a,b) = (dg/dz)(a) é o coeficiente angular da reta tangente
4 esta curva no ponto (a,b) (veja a figura (5.2)).

i i = a0 a .
Figura 5.2: Interpretagao geométrica da derivada parcial de z = f(z,y) com relagao

fungao
ontece com O valor da
Analog odemos perguntar o que ac

P g idades de b e mantemos O valor

z = f(z,y) quando variamos y nas proxim t50 podemos construir
de z constante e igual a a. Novamente, s€ T = fL’ Sn 8Loslf:s)a funcdo de duas
uma nova fungdo de uma unica yarigvel a partir de 1

-
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varidveis:

h: R - R .
y z=h(y)=f(a,y)

Para saber a taxa de variagdo de f no ponto (a,b),
constante, basta derivar h no ponto y = b:

mantendo-se T = @

dh - — f(a,b
(0) = b)) o S = S(@h)
y yb Yy —D y—+b y—0b
ste limite:

Como antes, vamos usar um simbolo especial para denotar €

a_f ERT f(a’a y) — f(a'a b)
3y(a’b) —}JI-E% y—b ‘

(8f/8y)(a,b) é denominada derivada parcial de f com relacdo a y no ponto
icio de f sobre a reta

(a,b). Geometricamente, estamos fazendo a restrl
¢ = a e olhando para a curva correspondente sobre o grafico de f. As-
sim, (8f/8y)(a,b) = (dh/dy)(b) é o coeficiente angular da reta tangente a

esta curva no ponto (a,b) (veja a figura (5.3)).

Figura 5.3: Interpretagao geométrica da derivada parcial de z = f(z,y) com relagio a y

Como (3f/i$)(a1 b) e, (af/ay)(a, b) sdo derivadas, vocé pode aplicar tudo
o que aprendeu em Célculo I para concluir propriedades sobre o comporta-
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mento de f. Por exemplo, para fungdes f tais que suas derivad i
of [0v e df /0y sdo continuas, vale que: %5 parclals

o Se (8f/0%)(a,b) > 0, entdo f cresce quando mantemos y = b constant
e aumentamos localmente o valor de x com relagéo a a e

o Se (8f/0y)(a,b) > 0, entdo f cresce quando mantemos z = a constante
e aumentamos localmente o valor de y com relagéo a b

o Se (8f/0z)(a,b) < 0, entdo f decresce quando mantemos y = b cons-
tante e aumentamos localmente o valor de & com relagao a a.

o Se (0f/8y)(a,b) < 0, entdo f decresce quando mantemos r = a cons-
tante e aumentamos localmente o valor de y com relagdo a b.

Vamos ver como tudo isto funciona com um exemplo.

Exemplo 5.1 A fungdo de produgdo Cobb-Douglas
z = f(a;’y) =4. 333/4 ) y1/4

modela a produgdo de uma certa empresa em funcdo do capital z e do tra-
balho y. Assim, por exemplo, com capital z* = 10000 e trabalho y* = 629, a

produgdo desta firma é de
= f(z,y") = f(10000,625) = 4- (104 (54" = 20000

unidades. Vamos agora calcular a taxa de variagdo da produgdo no ponto
(10000, 625) quando mantemos a quantidade de trabalho constante e vari-
amos a quantidade de capital [0 que significa calcular (8f/0z)(10000, 625)]
lar a taxa de variagdo da produgio no ponto
tidade de capital constante e variamos
(8f /8y) (10000, 625)]. Para

e, de maneira reciproca, calcu
(10000, 625) quando mantemos & quan
a quantidade de trabalho [0 que significa calcular
isto, vamos construir as funcdes auxiliares

f(z,625) = 4. 34 (54)1/4
4. (104)3/4 !/t = 4000 y4

_ _‘3/4
z = g(z) = = e

z = hiy) = £(10000,y) =

Desta maneira,

5 d ~1/4 = 1.9,
5%(10000,625) = ;1%(10000) = 152 10000
8f dh B ) -3/4 = 8.
of _ Bigos) = 10000y 7 g
5, (10000,625) 7 (6%) y=02

~ -
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Uma vez que (8f/0z)(10000,625) = 1.5, se a quantidade de traball}ga% ese
mantida constante e aumentamos a quantidade de capital z* €m h un%dades,
entio a produgao sofrerd um aumento de aproximadamente 1.5+ huni p é(;
Por exemplo, para um acréscimo de 10 unidades no capital z*; @ produg
aumentard, em aproximadamente 15 unidades. Analogamente, umi Vf}foqu*e
(8f/0y)(10000, 625) = 8, para um decréscimo de 2 unidades no traballo ys,
a producdo diminuird em aproximadamente 16 unidades.

Para esta empresa, no ponto (z*, y*) = (10000, 625), entre aumentar o ca-

pital ou aumentar o trabalho, é mais produtivo aumentar o tr’abalho. Con-
tudo, como veremos, a estratégia mais produtiva de todas € aumenta.tr o)
trabalho e o capital a0 mesmo tempo na proporgao 1.5/8 = 0.1875 (veja o
capitulo 8 sobre derivadas direcionais e o vetor gradiente). o

Dada uma fungio f e um ponto (a, b), podemos calcular as derivadas parciais

of . f(z,b) — f(a,b)
%(a,b) = };13)1;11 T —a
of . fla,y) = f(a,b)
P lat) = tiy L0

(caso os limites existam) associadas ao ponto (a,b):

of
ox

(a,b) e (a,b) — a—f(a, b).

(a,b) = 3

Se fizermos esta associagdo para cada ponto (a, b) de R? (supondo que os limi-
tes sempre existam) estaremos criando duas novas funcdes de duas varidvess:

ox of e Oy
a ’

2 . -
que a cada ponto (z,y) em R associam, respectivamente, as derivadas par-
ciais com relagdo a z e a y no ponto (z, y)

Mais ainda, a prépria definicio de derivadas parciais sugere um método
prético para calcular estas fungdes de derivada parcial:
derivar f com relagcdo a z, consideramos Yy como uma constante e efetua-
mos a dertvada como se estivéssemos em Cdlculo | e, analogamente, quando

V4

quando queremos
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queremos derivar f com relagdo a y, consideramos T como uma constante e
procedemos normalmente com o cdlculo da derivada.

gxcmplo 5.2 Considere a fungdo z = f(z,y) =3 z?y? +4zy® + 7y. Vamos
calcular 8f/0z considerando y como uma constante. A primeira parcela é
22 vezes uma “constante” (3 y*) de modo que sua derivada é 2z vezes a
constante, isto é

0
5z (3 mng) =2z -3y’ =6y’

A segunda parcela € uma “constante” vezes @, assim, sua derivada é a propria
constante

0
52 (42y®) = 4¢°.

Finalmente, desde que consideramos 7y como uma constante no cdlculo da
derivada parcial com relagdo a z, segue-se que sua derivada é zero:

0
5 (v =0

Colocando tudo isto junto e usando o fato de que a derivada da soma é a
soma das derivadas, obtemos que

d
Bn (3:1:2y2+4:z:y3+7y) = 6:1:y2+4y3.

Para calcular a derivada parcial com relagio a y, tratamos z como uma
constante. A primeira parcela de f é y* vezes uma constante de modo que
sua derivada com relagdo a y é 2y vezes a constante:

—a% (3z%°) = (29) - (32%) = 6 z’y.

A segunda parcela é y® vezes uma constante, assim, sua derivada com relagao

a y é 3y* vezes a constante:

dy
Finalmente, a derivada com relagioay de 7y é, naturalmente, 7. Colocando
tudo isto junto, encontramos que
m]

2
D (3ot 440" +70) = 6o’y +12ay + T
)

-
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Para o caso de uma fungdo f de trés varidveis , ¥ € % temo
parciais, uma para cada varidvel:
,b,C - f a’)b)c)

?—f-(a’ b’ C) = lim L(_.’L‘___—)—’___(___’,———’

oz T—a z—a

O b = lim f(a,9,0) = flab,0).

5y @9 = m Y — b

of . flab,2) = fla,b,9)

—L(a,b,c) = lim—=————""—"

0 z—¥c z—C

ivamos f com relagdo a T consi-

A regra prética continua valendo: quando der !
lagio a y consideramos

deramos y e z constantes, quando derivamos f com re .
z e z constantes e quando derivamos f com relacdo a 2 consideramos = e
y constantes. Mais geralmente, para uma funcado de n varidveis. temos a
defini¢do a seguir.

. ndmero

o m

Com a mudanga de varidvel z; = p; + h, podemos escrever

ainda

0
af(pl,’pn):hmf(pl’7p2+h,,pn)—f(pl,,p“,pn)
Z; h—0 h .

Existem outras duas notagdes para a derivada,
f(z1,-..,2n) com relagio a z;:

o
Bz, Pl 3 Pn) = fo(p1, ..., pn) = Dif (p1, - -, Pn).

parcial de uma funcdo z =

i e,
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r/——-——_—_(—;"

O “z” que aparece na 5
estamos derivando a f HOfagao 0/0z serve apenas para indi

1 fungao f com relacio & primei ndicar que
exemplo, as duas fungdes abaixo eira varidvel! Por

2z = f(a’,"y) = 4 . w3/4 . 1/4
Yy 5] U = g(s’t) = 4. 83/4 't1/4

sd0 tguais pois ela
. rrfesmapregra di I;g:zgf;naz mesmo dominio, 0 mesmo contradominio
& definicio de cada uma.QA;S?rlilesz Iie; ag;,;eacerem “letras” diferentes
dizer a mesma coisa: ' - z quanto dg/0s querem
\ orimoira varidy sla 13 denvada: parcial da (mesma) fungdo com 361&(;&0
vz que ela na . Neste sentido, a notagio D1 f é a mais cl

que ela ndo se compromete com o uso de “varidveis auxili ar &: uma,

xiliares”.

A defini¢do (5.1) de deri
. erivada parcial pre 0 a
i ! : ’ pressupoe que a funcao tej
fa ein todo R . Contudo, é possivel fazer uma extensao desta df ﬁe y o
pa? gngoes mais gerais: se f: Df CR* - Rep = (p )e mlg)ao
> . . = IR
50 basta garantirmos que seja possivel avaliar o quocz’enté de ’]€Zwtin :

f(ply'“amia'“apn)—f(pla'“)pi)'“)pn)
Ti — Di

em e
pontos (p1, .-+, Tiy -« pn) para todo z; suficientemente proximo de p; e
1™

sendo assim, podemos indagar se o limite

lim f(pla“'am’h'-'apn)—f(p17°°'7pi7“°7pn)

T;i—IT] . — Di
1 1 'rEZ p'l

existe 3 ' '
ou nio. Caso ele exista, definimos o seu valor como sendo a derivada

parcial de f com relacao a z; no ponto p.

ossivel avaliar o quociente de Newton para
préximos de (p1y--->Pis -+ _pp) significa
elo ao €1X0 Z; inteiramente con-
ento. Mais informalmente,
artir do ponto P,

t Geometricamente, dizer que € p
d(?dos 0s pontos (pi, .-, Tiy--- , Pn)
tilgsreiﬁe}) existe um s’egmento de ’re.ta paral
Podemo gk Ol?de p é o ponto medio degte SCBINES "

s “caminhar” um pouco para frente e para tras, &P
Paralelamente a0 eixo T;, Sem sairmos do dominio Dy de f.
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:da em um
- 2 definida ..
considere uma fungdo f: Dy C R d#) Jerivadas parciais
ir as duas .
. Podemos defini S fir apenas 2 der%vada
os definir nem a derivada
elagdo & Y-

Por exemplo,
conjunto Dy dado na figura (5.4)
de f no ponto p- Agora, para o ponto q, podemos
parcial de f com relagio a x. No ponto r nao podem

. ~ . : r
parcial com relagao a z € nem a derivada parcial com
iais em um

derivadas Parc

Observe que sempre podemos definir todas as
ponto interior do dominio da fungao.

Figura 5.4: A relagdo entre a topologia do dominio de uma funcédo e o con-
ceito de derivada parcial.

CUIDADO! CUIDADOV CUIDADO!

Um abuso de notacdo cometido por muitos autores é o de se omitir os
pontos onde as derivadas parciais sdo calculadas, com a justificativa de
economia de espago nas formulas. Assim, por exemplo, as derivadas
parciais de z = f(z,y) = 42**y'/* s30 indicadas por |

gf. — 3$—1/4y1/4 e _a_f — $_1/4 1/4

Oz ay Yy
ao invés de

9 :
__Ji(x, y) — 327_1/43/1/4 e Q]_c_(m, y) — m"1/4y1/4.

Mais ainda, alguns autores trocam o nome da fungdo pela varigvel que
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representa o valor da fung@o em um ponto do dominj
| io:

0z _
Y 3¢ 1/4y1/4 e 0z —1/4y1/4

Oz oy "
Estes abusos de notagdo podem causar confusio (veja, por exempl
v o' , mplo
observagdes da pagina 278 sobre as complicacdes deste abuso de pt e
28 A2} . notagao
com relagéo a’u.agra da cadeia). Em nosso texto, estes abusos forgam
evitados a0 maximo e eles aparecem apenas em alguns exercicios

Uma vez que a derivada parcial de uma fungio de véarias varidveis nad
mais ¢ do que a derivada de uma fungao adequada de uma tnica variéwefL
a8 propriedades da derivada com relagdao a soma, multiplicagio e diviséc;
transferem-se imediatamente para o caso de funcoes de vérias varigveis.

Teorema 5.1 (P!
derivadas parciai‘Q'_

de f e g com relagio a &; No P

(a) A derivada parcial def .4
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3 . . . r
@ Derivadas parciais de ordem supe€rio
igvels, suas derivadas parciais

Dada uma fungdo z = f(z,y) de duas varia

of o
Oz Oy

também sdo fungdes de duas varidveis! Podemos entao derivar Iziar?almente
0f/0z e 0f /0y gerando as derivadas parciais de segunda ordem da fungao f:

0 f) 0? >*f
or (8:1: 2

of
oz 8 (O0f\ _ O°f
F @(5:9_33/33:
o g)_ 0% f
of —:1:<8y _Ba:ay
2 ()=

Exemplo 5.3 No exemplo (5.2) calculamos as derivadas parciais da funcao
z= f(z,y) = 32%? + 4393 + 7y

of 0
g(z,y)zﬁmy2+4y3 e %(m,y) =6x2y+12:cy2+7.

Desta maneira,

0 [0f 8
5(£> (2.9) = = (62y* +4y?) = 642

0 [(Of 5

dy (7:) (2,y) = 57(6xy +47°) = 12ay+1242
o [(0f 9

£<*y> (z.9) = (6333/+12:Cy +7) = 12$y+12y2’
9 (of )

9y <7’ @9) = _35(637231-1-12:1:.7;2—}-7) = 6x2+24xy.
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portanto,
"D p
2f . 9 - ' ‘ ,
g——[—,(w,y) =0y", 57/8—,1:("?,?/) = 120y -+ 1297,
e yow
('):L‘(?y(m’ y) =120y + 129" ¢ 5’6}'(% y) = 6x* + 24 zy. i

Uma fungdo de trés varidveis possui 9 derivadas parciais de segunda ordem:

gf O O S R s
22 DwOy' O0wdz’ Oyda’ 0y’ Oydz’ 0Oz0z’ 020y’ 0z%

e

-~ (34 . . 2 . e
Uma fungiio de n variaveis possui n- derivadas parciais de segunda ordem:

8% f
Ow;0%;’
parai=1,...,nej=1...,m A derivada de segunda ordem com relagéo
a z;7; ¢ usualmente denotada por
of
Ox?

a0 invés de 0°f/0z;0z;. As derivadas parciais de segunda ordem da forma
0% f/0z;0z;, com i # j, sao denominadas derivadas parciais mistas. Como as
derivadas parciais de segunda ordem de uma funcio de n varidveis também
sio fungdes de n varidveis, podemos derivd-las parcialmente e obter as de-
rivadas parciais de terceira ordem de f. Este processo pode ser continuado
a fim de obter as derivadas parciais de ordem superior, enquanto o0s limi-
tes que definem as derivadas parciais existirem. Observe que uma funcao

de n varidveis possui n® derivadas de terceira ordem, n* derivadas parciais

de quarta ordem, etc.

A definicio a seguir estabelece um critério de suavidade da fungao em

termos da continuidade das derivadas parciais de ordem superior.

Definigio 5.2 (FUNGAO DE CLASSE C*) Dizemos
f:D; ¢ B* — R & de classe C* se todas asderivadas.p.
ordem < k existem e sdo continuas em Dy. Uma fungéo & de: lasse
se ela é continua e é de classe C*® se possui todas &5id¢ﬁ‘{ad&3-

de todas as ordens continuas.
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O teorema de Young

lamos as derivadas parciais de segundg,
| c mn
alcular 0

(5:2) bserve que em g,
No exemp103 1:2'?/2 ’+ 4 xy:} + Ty. Obse 2
Z-’—'—-‘f(m)y): ' 2 2= af(m,y)’
o°f (z,y) = 122y + 12y By0z
Oz 0y T N
derivadas parciais mistas de f sdo iguais. Istg N ¢ -
4 eri
isto €, as fluas
coincidéncia!

-~ Teorema

Xem .

af — bkmayb—l’
R
i o f

_ a—1 b1
= ~1yb-1 z = abkz* Y,
&Bay(m, Y) abk £ty ¢ Byé)m( Y

. . O a: de Y

.O teorema de Youp

. de
. arclals
g pode ser generalizado para derivadas P
ordem superior. Por ex

3 entéao
— ' se C
emplo, se 7 = f(x1, T9, T3, z4) é de clas

8% f B3 f 83 f
—_—— - —— = - - =
82318(1328!1:4 8:1718{1:48272 82}2811218324
f
93 f o°f
_—

= = 55400208
0%920%40,  Ox401,0T2 0%
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N()' :](ltl“ ()”'/I il “()'/d("“z{) jr(}(’il](;“f,(:”j(:nt,,’ l“”’/i?}, e d(;rj'/;}/]a;i p;‘r(’;";c; o

punda orden inchui le
Dy
Du0y

[igtes mesmos bruques de notagio tambérn sio usados para indicar deri verdzz
parciais de ordem superior, tais cormo fijy ¢ agsim por diante.

f#e

Ui f
= [y = Iy, 1f ¢ D0 = fon = Djif.

5.5 IExercicios 5

[01] Determine as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes de duas
varidveis abaixo.

(a)z—- fr,s) =12+ 8%
(b)z—- F(s,t) =t/s— s/t ;
= f(z J)—2w4y3—wy +3y+1. i
f(t,v) = n/(t+2)/(t —v)-
e)zzf(:z:,y) (2 —yH)%
(
f(

@ z,y) = € In(zy).

(h) z = f(z,y) = z cos(z/y)-
[02] Determine as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes de trés

varidveis abaixo.

(2) w = f(zu,1) = (8> = 19)/ (1 +sen(39)):

(b) w = f(z,9,2) = (0" +2)"

Ne) w = f(r,s,0) = @27+ 3 5))
d) w = f(r,5t) = r2e2® cos(t).
(e) w = f(z,y,2) = z€ — Y€ T+ ze”V.

| (thw = f(z,v,2) = cyze™?
Ses de duas variaveis:

([0\3] Na figura (5.5) encontram-se 05 graficos de trés fungoe
f, 0fjoz e Of/%Y

" Faga uma identificagao entre os graficos € a8 fungoes.
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d/eriva das parciais

Figura 5.5: Os gréficos de f, 8f/8z e 8f/y.
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[0.1] Para cada uma das fungdes abaixo verifique que wgy = Wys.
(3) w = TYZ.
(b) w= Tyt — 2%y + 42 —3y.
(c) w==g/(z+y).
(d) w= eV + y~* cos(x).
(&) w =¥ +1/(5*).
(f) w=Va?+y* + 2%

[05] Resolva as questdes abaixo.

(a) Calcule w_y: para w =3 o2z + zyta? — yz.
(b) Calcule w, para w = wivt? — 3uvts.

(c) Calcule w.y para w = yIn(z? + 2%).
[06] Resolva as questoes abaixo.

(a) Calcule & w/0z0y" para w = 22/ (y* + 2°).
(b) Calcule OPw/0z0y0z para w = sen(zyz).

[07] (Fungao harmonica) Uma funcao z = f(z1,...,%n) é harmonica se
cla satisfaz a equagdo de Laplace
82z_1_82z+ +02z —0
oz 03 T 0= '

) =z’ - 3zy’ ez = g(z,y) = In+/z2 + y? sdo

Mostre que z = f(Z,¥
funcdes harmonicas.

[08] Quais destas fungoes satisfazem a equagio de Laplace (veja a questao

anterior)?

(a) z= fz,y)=2"—V"
(b} z= f(z,y) =2+ y.
(¢) z = flz,y) = <V-

() z = flz,9) =" +32Y
(e) z= f(z,y) = € seny

' - = do real c.
[09] Se w=e"¢" sen(cz), mostre queé Wz = w; para to

!
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quagdo da onda

[10] Mostre que v = sen(k z) - sen(akt) satisfaz a €

Po_ a2
ot? o2

boléide z = g —z%—y?

. - 5 ara
[11] Seja C a curva resultante da intersegdo do P . C no ponto

com o plano z = 1. Determine a equagio da tangentedl l
P = (1,2,4). Esboce o gréfico do paraboléide, de C eaet.

[12] Calcule

: 3+(:1:+y+h)2z——(3+($+y)2z)
lim .
h—0 h

[13] Utilizando diretamente a definigao de derivadas parciais, calcule 0f/0z

e 0f /8y para as fungdes f dadas abaixo.

(a) z = f(z,y) =z + 2y
(b) z=f(:1:,y)=:z:2+3y2.

[14] Encontre f5(0,0) e f(0,0) para

Z=f(:1;,y):: 1132+y2 se (1137?4)7é (070)7
0 se (z,y) = (0, 0),

e g-(0,y), com y € R, para

z? — 1y

z=g(z,y) = T4y se (z,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).

[15] Encontre fz(z,y) e fy(z,y) para as fungdes abaixo.
Y
(a) z= f(z,y) = / In(sen(t)) dt.
Y
0) 7= flog) = [ Vg

[16] Calcule todas as derivadas parciais de primeira ordem da funcéo

T
u=g(z,y,z) =zz+¢€ (/ thtdt> :
0
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o Gl gt Jtvts s s s
18] Seja 2 = f(%,9) = oy’ — 2% + o, |
(a) Calcule 8%z /0y0z0z, 8°2/0x0yOz e 8°2/0xOzdy.
(b) Calcule 8%z /0z0yOy, 8%z/0yOzdy e 83z/Oydyox.
%[19] O objetivo deste exercicio é examinar uma fungéo de classe C' para a

qlla,l. a teﬁse do teorema de Young falha: as derivadas parciais mistas néo
sdo iguais. Seja

z? 4+ y?
0 se (z,y) = (0,0).
(a) Prove que f se anula sobre os eixos z e . Conclua entdo que
(8f/0x)(0,0) e (8f/0y)(0,0) sdo iguais a zero.
(b) Calcule 8f/0z e Of /Oy para pontos (z,y) # (0,0) e conclua que
(0f/0z)(0,y)=—y e (8f/0y)(z,0) = =.
(c) Mostre que

3y — z1y’
= floy) = {—J—y— se (2,1) # (0,0)

of of
0°f o (0f —=(0,y) — 5-(0,0)
2 0,00=—{ == — lim 92 oz '~ _ _
2 0= (L) 00 =jm P ="

(d) Mostre que

of of
o f 5 [0f | 5@(56,0)—55(0,0)
3may(0,0)—5;(5§> 0,0) = Lim p— =+1

e conclua que as derivadas parciais mistas de f ndo sdo iguais

em (0,0).

(e) Calcule (8%f/0z0y)(z,y) para (z,y) # (0,0).

(f) Use o item anterior para mostrar que (0 fz/c’?:v@y)(a:,:z:) = 0 para
z > 0. ’

(g) Conclua que (8°f/0z0y)(*
f ndo é uma fungdo de classe

Young no se verifica.

,y) é descontinua na origem (0, 0) (assim,
C?) que é a hipotese do teorema de

~ea,
\\..\ //
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L sio [ungoes d,l,[(”l 51/
of /0w ¢ of [ 0y.

v prdbical

[20] Sejo = = [, y) = g(x) - h(y) onde g ¢ b
de wma tuica varidvel, Encontre uma expressto
Dica: lembre-se como caleular uma derivada pare

para '
ial de manct

R 50 dircto
, 1 ra anberior com 0 U8
[21] Estabelega os mesmos resultados da questao ante

da definigiio de derivadas parciais.

) entre 9°f/0u* € Of0n)*?

[22] Qnal ¢ a diferenga (se ¢ que existe

: o . 1 da fungio
[23] Calcule todas as derivadas parciais de ordem 1 da fung:

: 2
s= [y, .., @) =874k T

[24] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(a) Se f: R® = R é uma fungdo de classe C! satisfazendo f(0,0,0) = 0,
/,(0,0,0) = 0 e [:(0,0,0) = 0, entdo f(z,y,2) = 0 para todo
(z,y,2) € R3.

(b) Se f: ¥ = R ¢ uma fungéo de classe C! satisfazendo f;(z,v,2) =
0, fy(z,9,2) =0 e [:(,y,2) = 0 para todo (z,y,z) € R3, entdo
f(z,y,2) =0 para todo (z,y, z) € R3,

[25] Diga se cada uma das sentencas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(2) Se f: D C R3 — R é uma fungio de classe C! definida no conjunto
aberto
D={(z,y,2) eR* |z <1} U{(z,,2) € R® |z > 2}
satisfazendo [;(z,y,2) = 0, [y(z,y,2) =0 e fz(:v,y,z) = ( para
todo (.'L',y,Z) € D7 entao f(-’ll,y, Z) =0 para todo (w,y, Z) € D.
b)Sef: DCR} 5 R A 1 '
(b) abe{to C R® — R ¢ uma fungio de classe C? definidg, no conjunto
D={(z,y,2) R |z <1} U{(z,9,2) € R? |z > 2)

satisfazendo fi(z,y,2) = 0, fy(z,9,2) = 0 e f,

(.’L‘ 1 z) = () .
todo (z,y,2) € D e f(0,0,0) = 0, entdo flz,q e bara
(z,y,2) € D. (%:9,2) = 0 para todo

~— o

A
RN

i
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[26] A Companhia ACME produz trés tipos de roller skates. O custo em
reais para se produzir =, y e 2 unidades de cada tipo de skate é

c(z,y, z) = 30000 + 27z + 36y + 47 =.

(2) O valor Oc/dz representa a taxa variagdo no custo devido ao acrés-
cimo de uma unidade na produgdo do skate mais barato, sendo que

os niveis de produgao das outras unidades mais caras permanecem
constantes. Encontre esta taxa.

(b) Encontre Oc/dz e fornega uma interpretagao.

[27] Quando um poluente tal como 6xido nitrico é emitido por uma chaminé
de h metros de altura, a concentragio C(z,y) (em p/m’) do poluente
em um ponto P situado a y metros acima do chao e cuja projegao

ortogonal sobre o chéo estd a z quilémetros da base da chaminé pode
ser representada por

C(z,y) = % (e”b(y"‘)z/m2 + e—b(y+h)2/z2>

em que a e b sdo constantes positivas que dependem das condicoes
atmosféricas e da taxa de emissdo do poluente (veja a figura (5.6)).
Suponha que

Figura 5.6: Concentragao de um poluente emitido por uma chamine.

200 [ _0.02(y-10)%/z* | g0 (r+10)°/2" )
C(a:,y)=—;i'<e ’ e )

Calcule e interprete 0C [0z e oC/0y no ponto P = (2,5)-

- v e ‘___________,__._-———-"""‘_';
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[28] A andlise de certos circuitos elet

[29] A maioria dos computbadores tem apenas

rénicos envolve a férmula

V
I = ‘ 0 ?
VR L2 w
o resisténcia, L & indutancia e

¢ 81/0R ¢ 81 /OL.

em que I ¢ a corrente, V' a voltagem, R
w uma constante positiva. Calcule e interpret
um procesSador que pode ser

¢ . entretanto
atilizado para cdlculos. Os supercomputadores mpdernos, )

tém entre dois a virios milhares de processadores. Um sppercomputador
multiprocessador ¢ comparado a um computador umprocess.ado'r em
termos de speed up. A speed up S é o ntimero de vezes mais rapido
que um calculo pode ser feito com um multiprocessador do que com um
uniprocessador. A lei de Amdahl é uma férmula para determinar S:

p
S(p,(]) - q+p' (1_(1)’
em que p é o niimero de processadores e g ¢ a fragao de cdlculo que pode
ser realizada utilizando todos os processadores disponiveis em paralelo,
isto é, usando-os de maneira que os dados sejam processados conco-
mitantemente por unidades separadas. A situagao ideal, paralelismo
completo, ocorre quando g = 1.

(a) Se ¢ = 0.8, ache o speed up quando p é igual a 10, 100 e 1000.
Mostre que o speed up S ndo pode exceder 5, independentemente
do nimero de processadores disponivelis.

(b) Ache a taxa de variagdo de S em relagao a q.

(c) Qual a taxa de variagdo no item anterior se hd paralelismo com-
pleto? Como o nimero de processadores afeta esta taxa de va-
riagao?

A eficiéncia E de um cdlculo por multiprocessador pode ser calculada,
pela equacio

S(p:q) _ 1
p g+p-(1—q)

(d) Mostre que se 0 < ¢ < 1, entdo E é uma fungio decrescente de P
Conclua que sem paralelismo completo, o aumento do nimero de
processadores ndo aumenta a, eficiéncia do célculo.

F =

o o
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d traca '
[30] No .estudO ta p\ene rfagaé)_ da geada em uma rodovia, a temperatura T
no instante t e & profun idade x pode ser dada aproximadamente por

T =Tye ™ sen(wt — Az),
em que Tp, w € A sdo constantes.
(a) Calcule e interprete as derivadas parciais 07'/0t e 8T/ 0.
(b) Mostre que T' satistaz a equagdo unidimensional do calor:
orT o*T

5 = ko

com k = 22%/w.

[31] A capacidade vital V' dos pulmdes é o maior volume de ar que pode ser
exalado ap6s uma inalagdo de ar. Para um individuo do sexo masculino
com z anos de idade e y centimetros de altura, V' pode ser aproximada

pela férmula
V =27.632z—0.112y.

Calcule e interprete as derivadas parciais 6V/0z e oV/0y.

[32] Em um dia claro, a intensidade da luz solar as t horas apds o nascente
e & profundidade ocednica de z metros, pode ser aproximada por

I(z,t) = Ihe™® sen’(wt/D),

com I a intensidade da luz solar ao meio-dia, D a quantidade horas do
dia. com luz solar e k uma constante positiva. Se Iy = 1000, D = 12
e k = 0.10, calcule e interprete as derivadas parciais 0I/0t e 01 [0z

quando £ = 6 horas e z = 5 metros.

[33] Em Economia, a elasticidade de preco de procura de um artigo indica
a reacdo dos consumidores a uma alteragio no prego de mercado do
artigo. Suponhamos que 7 artigos Ay, Ag, ..., An tenham pregos pi,
Dy, ..., Py, Tespectivamente, e que a demanda pelo artigo Ay seja uma

funcio g dos pregos p1, P2, - - -1 Pn:

qk = fk(p17p27 s )pn)

go Aj € a fungdo ex (que depende dos

A elasticidade de prego do arti
Precos py, pa, - . -, Pn) definida por

_pe 0%
= g Opk
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Cobb-Douglas
Mostre que se modelarmos a demanda g cOm uma
-a —ak,2 —ak,n (*)
ki1 I ,

g ="0br-p; " P2
a ao-
onde ay1, ar2, - -, Grn SA0 constantes n
dade e serd uma funcao constante.

negativas, entao a elastici-

go Aj se uma variagao no
Isto equivale & condigao
¢ modelada pela Cobb-

Diz-se que o artigo Ay, é independente do artl
preco p de Ay, nio afeta a demanda g; de A;.
da gk
0g;/Opr = 0. Mostre que se a deman e
Douglas (x), entdo Ay é independente de A; se, e somente se, djk
[34] Mostre que para toda constante positiva ¢, a fungao

12 cel=et) Ve
(ela=et) Ve 4 1)

u(z,t) =

satisfaz a equacio de Korteweg-de Vries (KdV):
uy (2, ) + Ugge (7, ) + u(z, t) - ug(z,t) = 0

Esta solucdo (denominada sdliton) representa o perfil de uma onda de
dgua navegando por um canal estreito.

5.6 Nota histdérica

A notagio du/dz foi usada pela primeira vez por Adrien Marie Legendre
em 1786 em sua obra “Memoire sur la maniére de distinguer les mazima des
minima dans le Calcul des Variations”. Na pagina 8 est4 escrito:

Pour éviter toute ambiguité, je représenterai par Ou/dz le coeffici-

ent de z dans la différence de u, & par du/dz la différence compléte
de u divisée par dz.

Legendre abandonou o simbolo e ele fo; reintroduzido por Carl Gustav Jacob
Jacobi, em 1841, em seu artigo “De determinantibys Punctionalibus”:

Sed quia uncorum accumulatio et legenti et scribenti molestior fiers
solet, pmetylz characteristica d differentialia vulgaria, differentialia
autem partialia characteristicq 0 denotare.

O simbolo 0 é algumas vegeg cha

a letra “d” do alfabeto russo.




