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funcoes vetoriais

Até o presente momento, estudamos apenas fungdes do tipo
f: DCR" =R,

€ D associa um dnico ndmero real z = f(x). Uma
funcdo cujo contradominio é o conjunto R dos nimeros reais é denominada
ampo escalar. Vamos agora estender 0 nosso estudo para
dominio é R™. Uma tal funcio é denominada funcdo

que a cada ponto X

fungdo escalar ou ¢
| funcGes cujo o contra
vetorial ou campo vetorial.

6.1 Curvas parametrizadas

de uma fungao vetorial é dado

o muito jmportante .
ada mais é do que uma fungao

, Um primeiro exempl
rametrizada, que 1

pela definigdo de curva pa

o ITCR —
t /»

m

(t) = (za(t) 22(D)s-- zm(t));

cujo dominio é um intervalo I da reta real € 0 contradon‘limO é R™. .CFIVZS
Parametrizadas sio utilizadas para S° modelar m quantldac.i.es (posfari :
um objeto, trabalho e capital de uma empresa, e.tc) que vzuz;m noO : OLp(t).
Assim, o intervalo [ usualmente representa um intervalo de tempo €

’ e [. Algumas

‘ ] - de tempo t
| fepresenta o valor das mm quantidades no instante d o pmmnetriZaLdaL -
Vezes, a varidvel ¢ € denominada de pardmetro da curva p
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188 Curvas parametrizadas, transfo \

A representagio 620 métrica mais importante de uma curva, Parametriz,
a

é o seu trago-

" Definigao 6.1

representa a posigdo de um objeto no instante de

Se, por exemplo, a(t)
e caso, a trajetéria do objeto.

tempo t, 0 trago da curva representa, nest
Vamos ver como tudo isto funciona com um exemplo.

Exercicio resolvido 6.1 Suponha que a posigdo de um objeto (um ponto
material) movendo-se no plano R? seja descrita pela curva parametrizada

a: R = R
t — alt)=(01+t3-2-1)

(a) Qual é a posigo inicial do objeto? (b) Qual é a posigao objeto no instante
de tempo t = 1? (c) O objeto passa pela origem (0,0)? (d) Faga um esbogo
da trajetéria do objeto.

SOLUGAO:

(a) A posigao inicial do objeto é a posigio que ele ocupa no instante de
tempo ¢t = 0. Assim, para sabermos a posigao inicial basta calcularmos

a(0) = (140,3—2-0) = (1,3).

(b) Para sabermos a P
posicao d : ) _
calcularmos ¢ao do objeto no instante de tempo t = 1 basta

a(l)=(1+1,3-2-1)=(2,1).

(c) Estamos qu .
14t3 i12€.r(zndo saber se existe um instante de tempo t tal que at) =
’ ) = (0,0). Como o sistema

{1+t
3—-2.¢

i
(==

Assil¥

—
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R g ndo possul solugao (veriﬁquel) segue-g
| " i "5¢ que o objeto nunca R
| origem (0, 0). passa pela & jf‘-i
\ a fazer um esbogo do gréafico d e
> (d) Par g a curva parametrizada o vamos tentar M
). determinar uma equagao nas varidveis ¢ e y em R? s
A | +£3— Y que é satisfeita pelos S
o pontos aft) = (1+ 2 -t). BEscrevendo e
. { z = 1+t
) A
| y = 3-2. i, o T
5 fesdior
: i podemos isolar isolar ¢ na p~r1meira equagio, t = z — 1, e substituir o
| valor de t na segunda equagao: bt
de y=3-2-t=3-2-(z—1)=-2-z+5. i
3t0 ' i . */
| Assim, o trago da curva « (e, portanto, a trajetéria do objeto) é a reta s
| y = —2-z + 5 no plano cartesiano R?. Veja a figura (6.1). i
o R
2 1 s
; i
l
nte
0G0
de —t—
108 T -
5ta ,’ Figura 6.1: Trago da curva (! ( , T
de duas manelras SE
i ode ser descrita S
Desta maneira, a trajetéria do objeto P eprizada a(t) = (1+1 3—2-t)
dlferentes (1) como o trago da curva Par;lc(m y) _9.x4+y—9 assomada i;‘;::\
V2 ¢ (2) como a curva de nfvel da fungao ue’ estamos descrevendo a curva i
: 90 nivel 0. No primeiro €aso, dlzemqs qlicitamente- o e
2 . 1m LT
A Parametricamente e, no segundo ¢aso; P
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190 Curvas parametrizadasa t Oriajq

5 um esbogo do traco da curva param Ctrinag,

Exercicio resolvido 6.2 Fag

: R?
B: B 7 B(t) = (cos(t), sen(®))

e ke e et e
3

mplo, B(0) = (cos(0), sen(0)) = (1,0) [ep,
¢t = 0 o mdvel estd na posigao (1,0, ﬂ(ﬂ/_‘lz = (cos(m/4),sen(r/4)) <
(v2/2,V2/2) [emt = /4 0 méuel estd na posicas (\/5/23 V2/2)] ?@(n/z) _
(cos(7r/2),sen(7r/4)) = (0,1) [em t = w/2 o movel esta na posigao (0,1))
Mas, a0 invés de tentar obter um esbogo do trago de B at.raves de alguns
poucos pontos, vamos utilizar a mesma técnica desenv~olv1da, no.exercicio
resolvido anterior, isto €, vamos tentar obter uma equagao nas variaveis g e

y que é satisfeita pelos pontos B(t), com t € R. Escrevendo

{m = cos(t),

Y sen(t),

SoLUGAO: Observe que, por exe

£ 8 decke ALSSTRA S s A T

IS UF FYRTNE Sl - SPACRRAY

I

«,q

observamos que
22 + 42 = (cos(t))” + (sen(t))” = L.

Desta maneira, o traco da curva B é a circunferéncia de centro na origem
(0,0) e raio 1. Veja a figura (6.2). .

{ e Lot T F N fe P
Lu ‘_x !j_.\,‘\_';'gklg .“‘é&»«.ﬁ:‘- {: o L?.«.ltz. &4}2”_‘;‘.,}' .
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5
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z’ ki ‘
5 1gura 6.2: Trago da curva B(t) = (cos(t),sen(t)).
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ercicio resolvido 6.3 Faga um cg
Ex ¢ m eshogo do brago da curva parametrizada
v: R — R?
L —
=oy(t) = (COS(2 ‘ I;),sen(Q 1)

goLUGAO: Vamos, novamente, tentar obter uma representacio implicit
para 0s pontos Y(t), com ¢t € R. Escrevendo G plicita

x
y

22 + 9% = (cos(2 - t))* + (sen(2- t))* = 1.

cos(2 - 1),
sen(2 - 1),

I

observamos que

Desta maneira, o trago da curva -, como a curva @ do exercicio anterior,
também é a circunferéncia de centro na origem (0,0) e raio 1. Entao as
curvas 3 e ~y sdo iguais? A resposta é ndo! No intervalo de tempo de 0 até
9.7, um mével locomovendo-se segundo a curva parametrizada B8 daria uma
dnica volta em torno da origem, enquanto que um mével locomovendo-se
segundo a curva parametrizada -y daria duas voltas completas. A diferenga

estd na velocidade! o

Exercicio resolvido 6.4 Faga um esboco do trago da curva parametrizada

a: R = R
. aft) = (8,19

il obter a representagao implicita

SoLuGgko: Nem sempre € uma tarefa fac ’ ci
este nao € o caso deste exercicio.

do trago de uma curva. Mas, felizmente,

Escrevendo 3
z = 1%
)
{ y =1

3 3 ' traco da curva & éo

2 _ 46 22\ — o3, Assim, 0 trag
obse 92 (13) =0 = (¢ =Y - ) .
rvamos que z° = (¢ ( ) el Veja o figura (()'3) -

i

grafico da fungdo y = J(z) = 22/3 de uma var

o trago da curva pammetrizada

Exercicio resolvido 6.5 Faga um esbogo d

B: [0, +OO>L : ISQ(L) = (L cos(t), b sen(t))
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acoes lineares e outras funcoeg vem”?iq
rm at.

yll

3 42
Figura 6.3: Trago da curva aft) = (8%, 1%).

1 ici a 0 da

curva parametrizada 3: b = tcos(t)
{ y = t-sen(t).
Como 22 + 52 = (¢ - cos(t))? + (¢ - sen(t))? = t* e t € [0, +00), segue-se que
t = 2 + ,y2

e, portanto,
y=+/z2+y?-sen <\/3;2 + y2) :

’ . ~ ’ . ' I'mulagé'o

E muito dificil obter informagdes geométricas a partir desta fO. o i
LAV N . { ] O

implicita. Com a experiéncia que ganhamos nos exercicios anteriores,

, ’1° e mais
mos tentar obter um esboco do trago de B através de uma andlis
qualitativa. Observe que

B(t) = (¢ cos(t),t - sen(t)) =t - (cos(t),sen(t)).

Assim, para cada ¢ ¢ [
sobre a circunferénci
senta o angulo orient
ponto (cos(t), sen(t))
(cos(t)\, sen(t)) po
de t! A medida,

to
0,00), a expressio (cos(t), sen(t)) representa um p;rie‘
a de centro na origem e raio 1. Observe que ¢ B) 60
ado que o segmento de reta unindo a origem .(O’. ando
faz com o eixo z. Agora, como estamos multip He alor
I't, o raio deixa de ser 1 e fica sendo ¢ e isto para €st€ ’Ua :
Q€ variamos o angulo t, mudamos o valor do raio P!

Exer

NOR

CXxer
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/ ! 1
Nao é dificil de se convencer que, portant
0, O tr
)

da espiral indicada na figura (G6.4). ago da curva B tem a forma

2]

N\

Figura 6.4: Trago da curva B(t) = (¢ - cos(t),t- sen(t)).
Exercicio resolvido 6.6 Faga um esbogo do trago da curva parametrizada

~: [0,400) — R
t = (@)= (et/5-cos(t),et/5-sen(t))'

SoLugAo: O trago de também é uma espiral. Contudo, para 7, 0 raio
(et/ 5) cresce exponencialmente com o tempo t, enquanto que para B, do
e’xercicio resolvido anterior, 0 raio (t) cresce linearmente. Outra diferenga
¢ que em ¢t = 0 temos ~(0) = (1,0) enquanto que B(0) = (O, 0). Veja a

figura, (6.5). .

de curvas parametrizadas planas, isto

Até agora vimos apenas exemplos
mplo de uma

Vamos ver entdo um exe

/

e ; 110 6
, urvas cujo contradomino € IR?.

Curva parametrizada tridimensiona.l.

Exemplo 6.1 (HI@LICE) A hélice é o trago da curva parametrizada tridi-
Mensiong]
a: R — R3

¢ = all)= (cos(t),sen(t),t) '
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Y
]

[ )

N

Figura 6.5: Trago da curva (%) = (/5 - cos(t), e/° _sen(t)).

SR

que a cada instante de tempo t associa um ponto (cos(t),sen(t),t) em R,
Para fazer um esboco do desenho da hélice, observe que escrevendo

r = cos(t),
y = sen(t),
z = t,

segue-se que

z? 9 = (C(‘)s(t))2 + (sen(t))2 =1,

isto é F el =
" fe,Aas duas primeiras coordenadas de a(t) satisfazem a equaga® da ¢
nierénci - . &
ounte enmatde centro na origem e raio 1. Conclufmos entdo que 0 tra% ™
@ estd cont; T : 3 o qued
b o tido no cilindro circular reto z2 + y? = 1 em R’ e
z =1 cresce com o tempo ¢.

aria, 0
obre ©
i

AS . ~ 7/ s Ny .
sagn, nao ¢ dificil de se convencer
on ;

Ic)ir 0 a(t) descreve uma trajetéria
indro, formando o desenho de uma

que & medida que o tempo ¢V
que vai se “espiralando” PO 5
“mola”.

(D~ (D~
o &
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195
Figura 6.6: Trago da hélice a(t) = (cos(t), sen(?), ). | ji,:':;
RS, CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO! i
O traco de uma curva parametrizada é a imagem da funcdo vetorial
a: I C R — R" e, portanto, é um objeto bem diferente do grdfico de a.
Por exemplo, o trago da curva parametrizada plana
a: R — R
¢ — a(t) = (cos(t), sen(t))
¢ a circunferéncia de centro em (0, 0) eraio 1 enquanto que o seu gréafico
é 0 subconjunto de R
{(z,y,2) e R |z=te (¥ 2)=at)} = .
a ' 4 . 3 3 | N N '::‘-.V_I:«:?: ‘,:‘
) da isto é, o grafico de a é a hélice do exemplo anterior ,gv’eja a figura (?7)), N
16 com a tinica diferenca que o eixo de “ggpiralamento e4o ?ITO T nf) ut?au el
do eixo z! Como toda e qualquer fungao (escalar OE .vettona ), }Ln?aocm va ST
: : . 30 é eto geometrico mais I an
| , parametrizada possul um grafico mas ele-: nao é o ob] -ealgmente o essa o~
& 0 Interessante. Para uma curva parametrlzada, 0 que I
" g &Seu trago. T
- i o
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Y

Trago de o -

® / P:
\_

Dominio de & Contradominio de &

vari:

A
Ass

con
um

Griéfico de o . .
. S1p

F. LA . { H
‘gura 6.7: Dominio, imagem (trago)
0

aft) = (COS(t),sen(t)). ¢ grifico d&. curva paramet;rizad?l
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6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizad
ada

6.2 0 Y& —

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

A partir de agora, ¢ mato wmporlante aprender a identificar uando

R . 8 . T que um
Jesenho estd representando o trago de uma curva parametrizad
conjunto de nfvel ou o grafico de uma, funcio! e
conjunto ¢ .

ra encerrar esta segao, o :
Pal‘. cao, observe que podemos considerar uma curva pa-
rametrizada

oa: ICR = R
to at) = (2(t), 2at), ..., zm(t)),

como um processo de se agrupar ou representar m fungdes de uma tnica
varidvel ao mesmo tempo:

ri: JCR = R zn: JCR = R
t = zy(t)’ B t = za(l)

Assim, por exemplo, a curva parametrizada 3 (t) = (cos(t), sen(t)) pode ser
considerada como o agrupamento ou representagdo de duas funcdes reais de
uma dnica varidvel:

zy: R = R e To: R — R .
t = () = cos(t) t +r ma(t) = sen(t)

6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizada

. trizada em R™. Se 0
Seja «(t) = (z1lt)y---» 7 (t)) uma curva parame ; |

) = b0, entao zi(t) = (dz; /dt)('b). é a velocidade
ongo da curva 1o instante t. As-
locidades ‘nstantaneas de cada

pardmetro t representa O tempo,
instantdnea da j-ésima coordenada a0 1
sim, é razoivel denominar o yetor com as Ve
componente

o(8) = (@t 2 (1))

de vetor velocidade da curva em & N
~tremidade inicial em
Se consid /(tg) um vetor em R com extremidade miclat ¢
: nsiderarmos & 4o £ Para ver 1Sto
- wa em alep)- 2 !
@0 = «lg), entdo o (to) serd tangent,? a 41culvz) CEutﬁ(o Zx(to + 1;) 6 uma
seia h. coa s 1 o5 tendendo & o : .
)2 hj uma seqiiéncia de numel (tg) na medida que h; tende

a . a
Seqiiéncia de pontos sobre a curva tendendo ¢

PRNES
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magcoes lineares € outras funggeg Vetoriy
i

O vetor deslocamento de a(ty) até alty 4,
J

diferenga

)

a zero (veja figura (6.8))-
em R pode ser escrito como &

oty + hi) — a(to): *)

Por outro lado, os vetores da forma
a(to -+ h]) — a(to)
oot T
hj

(**)

representam vetores de mesma diregao que 05 ‘Vetoclies eml(’;)., mas com
seus tamanhos modificados pois estam.os.multll?hcan otpo\r /hi (veja a §.
gura (6.8)). Quando h; — 0, o vetor h.ml‘te serd tangen 1e a; C(;va em a.(to)
(veja a figura (6.8)). Mas este vetor limite pode ser calculado da seguinte

maneira.

a(ty + h;) — a(to)

1}}510 hj
1

— T — . N, zm(to+ hi)) — (z1(to), - .,:Ern(to )
- i (ot bzl 1) = (sl 200

. (:Lj(to + hj) — :I:l(to) mm(to -+ hj) - iBm(to))
= lim ey

h;—0 hj hj

_ (lim z1(to + hj) — wl(tO),‘ . lim T (to + hj) — fb‘m(%))

h,~—>0 h‘] hj—)O h.7

(z1(t0), - - - » 2 (t0)) = &' (to).

Assim, o vetor tangente nada mais é do que o vetor velocidade o (to)- E™
outras palavras, para encontrarmos o vetor tangente a uma curva parame

trizada em um ponto ty, basta derivarmos cada componente z;(t) d¢ & no
ponto .

Exemplo 6.2 Considere a curva,

z(t) = cos(t), y(t) = sen(t).

v 7 . ’ . ~ . 1 ]-'
Ja vimos, € g circunferéncia de centro na origem © ralo
08 no ponto (1,0) e o vetor tangente neste ponto ©

O trago desta, como
Quanto t = 0 estam

d
d~t(cos(t), sen(t))

s = (- Sen(t), COS(t))lt=0 = (0, 1).

Este
no Pe
tamb
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6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizad
/ a,

199

A

or'(2y)

o{tyth) - afty

h,

oty +-hy) - oty)

X(ta) o{ty+hy)

a(t,+hy)

Figura 6.8: O vetor tangente de uma curva como um limite de vetores secantes.

Este vetor encontra-se representado na figura abaixo com extremidade inicial
no ponto (z(0),%(0)) = (1,0). Outros vetores tangentes & circunferéncia
também estdo representados na mesma figura.
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: serV° a4
~ n m b e
ara R ob””  qu
6.3 TFungoes de R™ p fefil'la C-1(;8«
! ‘ étl
i . /e ! 1 Iﬂ )
. ‘et nérico de nosso curso: . af
3 Vamos agora estudar o objeto mais g€ uma, funcg,
- , m.,
: vetorial de R para R™: C e )
n R?n 1 d‘
; f: DcCR' — pive
d _ — — (; L e
i x:(a}l,...,ﬂ)n) = Y= (y1,~-~,TJm) f(X) (fl(x)’ 1fm(X))’ d .
n . -
i que a cada ponto X = (z1,...,8q) em D C R™ com n coordenadaf associa Defin
3 ponto ¥ = (Y1, -- - ym) em R™. Voce pode pensar que uma fungio vetorja) fungac
3 £ D Cc R* — R™ é uma maneira de se agrupar o4 representar m fungaeg = (
A escalares definidas em D: como
1 fi: DcR — R {
! (:Bl,...,mn) = Y1 = fl(ml,"',mn) .‘:':‘
j isto é
A f21 DcR =+ R o
3 valor,
X (T1,...,Tn) P Y2 = fo(z1, .-y Tn) e
G .
a0 epreser
i b
7y grafico e
o . n
] fm: DcR* - R exemplo
j;% (3!11, ey mn) = Yy = fm(ml, Ceey an) gl‘éﬁco d
4 - _ . _ i
g Estas m fungdes escalares fy, fa, . .., frm 30 denominadas fungdes coordent- por dian
~§ , das da fungao vetorial f. intuirmc
) dimengg
% Exemplo 6.3 Considere a fungio vetorial 50
f. R — R? Exercf(
g : .
" (CBI, Lo, 1133) — (yl, yg) = f(g;l, 9, 3;3) — ( 1+ Sl:;g + 5/33, m) :
Zui alf-ada tripla (21, 23, 3) associa o par ordenado formado pela médid - assggg,
s ag mética : média geométrica de z;, z5 e z3. Podemos pensar f como 0
et rupamentso ou repre ,aca ~ .
=3 | presentagio de duas fungdes escalares de R® para K EOLUQ ;
fr: RS - R | e,y
":f»'«'; Slst
S : , ; e
L (ml,m2,m3) = Y = fl(ﬂ?l,.’l:z,a;g) _ T + zo + :L3, Mgy
A 3
- , f2 . Ra — R A D
" . .
Do (T1,T2,23) = yy = , lm
.—,-,’:“‘ ‘ b) ) J2 f2 (:Ll, m2, 3:3) — m. Qqana(
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6.3 Fungoes de R® para R™ el
e ——— bt LT .

201 i

ObSCfVe que, pO’r 'exel‘npk)) f(9) 9) 9) = (9’9) e f(9 9.0 ;;;?-'
feriria que a medlla .de suas notas em Célculo H’f(; )= _(6,0), Vocé pre- = h
aritmétlca ou a média geométrica? sse [eita com a média AT
B : kg w‘l‘i:?

Como no caso de fungdes escalares, também podemos defin
O e o vetorial mos definir conjuntos

VEL)SeJcL f: D C R* - R™ uma :
dominioD. Dado um ponto (nivel) B

rrrrrrr
,,,,,,,,

ara-os quais o 5

Representagdes geométricas de uma fungio — tais como conjunto de nivel,
grafico e trago — s6 podem ser feitas para dimensbes muito especificas. Por e
exemplo, conjuntos de nivel s6 podem ser desenhados se 1 = 2oun=3,0 e

grafico de uma fungao vetorial s6 pode ser desenhado se n+m < 3, e assim
los em dimenséo baixa serdo suficientes para

por diante. Mesmo assim, exemp
intuirmos resultados que, depois, mostraremos ser verdadeiros para todas as s

dimensdes com recursos algébricos.
Exercicio resolvido 6.7 Determine 0 conjunto de nivel da fungdo vetorial | E:ﬂx
f: RS — R? “-
’ = (z- 1,22 +v" —1) Ll
(33, Y, Z) = f(x’y’ Z) - ’ wee
associado ao nivel k = (0, 0). S
3 ta IR
} e R° tals que — DTN
SOLUGAO: Queremos determinar todos os pontos -(m’yc’lz\)/emos resolver 0 IR
f 2 o2 _ k = (0,0). Assim; €€ o
©,9,2) = (z = L,2* +¥ — 1) !
Sistema nao-linear _ 1 Vo
z = 5 e
2 _ K -“.«..;\
{ 224y = 1. RS o a segunda N
O Z = 1 enl ‘ [ '*M ‘:
A primeira equagao deste sistema descreve © plc? nconjunto de nivel de f & a T
®quagio descreve um cilindro circular reto © SR

// | . -






