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funcoes vetoriais

Até o presente momento, estudamos apenas fungdes do tipo
f: DCR" =R,

€ D associa um dnico ndmero real z = f(x). Uma
funcdo cujo contradominio é o conjunto R dos nimeros reais é denominada
ampo escalar. Vamos agora estender 0 nosso estudo para
dominio é R™. Uma tal funcio é denominada funcdo

que a cada ponto X

fungdo escalar ou ¢
| funcGes cujo o contra
vetorial ou campo vetorial.

6.1 Curvas parametrizadas

de uma fungao vetorial é dado

o muito jmportante .
ada mais é do que uma fungao

, Um primeiro exempl
rametrizada, que 1

pela definigdo de curva pa

o ITCR —
t /»

m

(t) = (za(t) 22(D)s-- zm(t));

cujo dominio é um intervalo I da reta real € 0 contradon‘limO é R™. .CFIVZS
Parametrizadas sio utilizadas para S° modelar m quantldac.i.es (posfari :
um objeto, trabalho e capital de uma empresa, e.tc) que vzuz;m noO : OLp(t).
Assim, o intervalo [ usualmente representa um intervalo de tempo €

’ e [. Algumas

‘ ] - de tempo t
| fepresenta o valor das mm quantidades no instante d o pmmnetriZaLdaL -
Vezes, a varidvel ¢ € denominada de pardmetro da curva p
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188 Curvas parametrizadas, transfo \

A representagio 620 métrica mais importante de uma curva, Parametriz,
a

é o seu trago-

" Definigao 6.1

representa a posigdo de um objeto no instante de

Se, por exemplo, a(t)
e caso, a trajetéria do objeto.

tempo t, 0 trago da curva representa, nest
Vamos ver como tudo isto funciona com um exemplo.

Exercicio resolvido 6.1 Suponha que a posigdo de um objeto (um ponto
material) movendo-se no plano R? seja descrita pela curva parametrizada

a: R = R
t — alt)=(01+t3-2-1)

(a) Qual é a posigo inicial do objeto? (b) Qual é a posigao objeto no instante
de tempo t = 1? (c) O objeto passa pela origem (0,0)? (d) Faga um esbogo
da trajetéria do objeto.

SOLUGAO:

(a) A posigao inicial do objeto é a posigio que ele ocupa no instante de
tempo ¢t = 0. Assim, para sabermos a posigao inicial basta calcularmos

a(0) = (140,3—2-0) = (1,3).

(b) Para sabermos a P
posicao d : ) _
calcularmos ¢ao do objeto no instante de tempo t = 1 basta

a(l)=(1+1,3-2-1)=(2,1).

(c) Estamos qu .
14t3 i12€.r(zndo saber se existe um instante de tempo t tal que at) =
’ ) = (0,0). Como o sistema

{1+t
3—-2.¢

i
(==

Assil¥

—
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R g ndo possul solugao (veriﬁquel) segue-g
| " i "5¢ que o objeto nunca R
| origem (0, 0). passa pela & jf‘-i
\ a fazer um esbogo do gréafico d e
> (d) Par g a curva parametrizada o vamos tentar M
). determinar uma equagao nas varidveis ¢ e y em R? s
A | +£3— Y que é satisfeita pelos S
o pontos aft) = (1+ 2 -t). BEscrevendo e
. { z = 1+t
) A
| y = 3-2. i, o T
5 fesdior
: i podemos isolar isolar ¢ na p~r1meira equagio, t = z — 1, e substituir o
| valor de t na segunda equagao: bt
de y=3-2-t=3-2-(z—1)=-2-z+5. i
3t0 ' i . */
| Assim, o trago da curva « (e, portanto, a trajetéria do objeto) é a reta s
| y = —2-z + 5 no plano cartesiano R?. Veja a figura (6.1). i
o R
2 1 s
; i
l
nte
0G0
de —t—
108 T -
5ta ,’ Figura 6.1: Trago da curva (! ( , T
de duas manelras SE
i ode ser descrita S
Desta maneira, a trajetéria do objeto P eprizada a(t) = (1+1 3—2-t)
dlferentes (1) como o trago da curva Par;lc(m y) _9.x4+y—9 assomada i;‘;::\
V2 ¢ (2) como a curva de nfvel da fungao ue’ estamos descrevendo a curva i
: 90 nivel 0. No primeiro €aso, dlzemqs qlicitamente- o e
2 . 1m LT
A Parametricamente e, no segundo ¢aso; P
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190 Curvas parametrizadasa t Oriajq

5 um esbogo do traco da curva param Ctrinag,

Exercicio resolvido 6.2 Fag

: R?
B: B 7 B(t) = (cos(t), sen(®))

e ke e et e
3

mplo, B(0) = (cos(0), sen(0)) = (1,0) [ep,
¢t = 0 o mdvel estd na posigao (1,0, ﬂ(ﬂ/_‘lz = (cos(m/4),sen(r/4)) <
(v2/2,V2/2) [emt = /4 0 méuel estd na posicas (\/5/23 V2/2)] ?@(n/z) _
(cos(7r/2),sen(7r/4)) = (0,1) [em t = w/2 o movel esta na posigao (0,1))
Mas, a0 invés de tentar obter um esbogo do trago de B at.raves de alguns
poucos pontos, vamos utilizar a mesma técnica desenv~olv1da, no.exercicio
resolvido anterior, isto €, vamos tentar obter uma equagao nas variaveis g e

y que é satisfeita pelos pontos B(t), com t € R. Escrevendo

{m = cos(t),

Y sen(t),

SoLUGAO: Observe que, por exe

£ 8 decke ALSSTRA S s A T

IS UF FYRTNE Sl - SPACRRAY

I

«,q

observamos que
22 + 42 = (cos(t))” + (sen(t))” = L.

Desta maneira, o traco da curva B é a circunferéncia de centro na origem
(0,0) e raio 1. Veja a figura (6.2). .

{ e Lot T F N fe P
Lu ‘_x !j_.\,‘\_';'gklg .“‘é&»«.ﬁ:‘- {: o L?.«.ltz. &4}2”_‘;‘.,}' .
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5
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z’ ki ‘
5 1gura 6.2: Trago da curva B(t) = (cos(t),sen(t)).
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ercicio resolvido 6.3 Faga um cg
Ex ¢ m eshogo do brago da curva parametrizada
v: R — R?
L —
=oy(t) = (COS(2 ‘ I;),sen(Q 1)

goLUGAO: Vamos, novamente, tentar obter uma representacio implicit
para 0s pontos Y(t), com ¢t € R. Escrevendo G plicita

x
y

22 + 9% = (cos(2 - t))* + (sen(2- t))* = 1.

cos(2 - 1),
sen(2 - 1),

I

observamos que

Desta maneira, o trago da curva -, como a curva @ do exercicio anterior,
também é a circunferéncia de centro na origem (0,0) e raio 1. Entao as
curvas 3 e ~y sdo iguais? A resposta é ndo! No intervalo de tempo de 0 até
9.7, um mével locomovendo-se segundo a curva parametrizada B8 daria uma
dnica volta em torno da origem, enquanto que um mével locomovendo-se
segundo a curva parametrizada -y daria duas voltas completas. A diferenga

estd na velocidade! o

Exercicio resolvido 6.4 Faga um esboco do trago da curva parametrizada

a: R = R
. aft) = (8,19

il obter a representagao implicita

SoLuGgko: Nem sempre € uma tarefa fac ’ ci
este nao € o caso deste exercicio.

do trago de uma curva. Mas, felizmente,

Escrevendo 3
z = 1%
)
{ y =1

3 3 ' traco da curva & éo

2 _ 46 22\ — o3, Assim, 0 trag
obse 92 (13) =0 = (¢ =Y - ) .
rvamos que z° = (¢ ( ) el Veja o figura (()'3) -

i

grafico da fungdo y = J(z) = 22/3 de uma var

o trago da curva pammetrizada

Exercicio resolvido 6.5 Faga um esbogo d

B: [0, +OO>L : ISQ(L) = (L cos(t), b sen(t))
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acoes lineares e outras funcoeg vem”?iq
rm at.

yll

3 42
Figura 6.3: Trago da curva aft) = (8%, 1%).

1 ici a 0 da

curva parametrizada 3: b = tcos(t)
{ y = t-sen(t).
Como 22 + 52 = (¢ - cos(t))? + (¢ - sen(t))? = t* e t € [0, +00), segue-se que
t = 2 + ,y2

e, portanto,
y=+/z2+y?-sen <\/3;2 + y2) :

’ . ~ ’ . ' I'mulagé'o

E muito dificil obter informagdes geométricas a partir desta fO. o i
LAV N . { ] O

implicita. Com a experiéncia que ganhamos nos exercicios anteriores,

, ’1° e mais
mos tentar obter um esboco do trago de B através de uma andlis
qualitativa. Observe que

B(t) = (¢ cos(t),t - sen(t)) =t - (cos(t),sen(t)).

Assim, para cada ¢ ¢ [
sobre a circunferénci
senta o angulo orient
ponto (cos(t), sen(t))
(cos(t)\, sen(t)) po
de t! A medida,

to
0,00), a expressio (cos(t), sen(t)) representa um p;rie‘
a de centro na origem e raio 1. Observe que ¢ B) 60
ado que o segmento de reta unindo a origem .(O’. ando
faz com o eixo z. Agora, como estamos multip He alor
I't, o raio deixa de ser 1 e fica sendo ¢ e isto para €st€ ’Ua :
Q€ variamos o angulo t, mudamos o valor do raio P!

Exer

NOR

CXxer
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/ ! 1
Nao é dificil de se convencer que, portant
0, O tr
)

da espiral indicada na figura (G6.4). ago da curva B tem a forma

2]

N\

Figura 6.4: Trago da curva B(t) = (¢ - cos(t),t- sen(t)).
Exercicio resolvido 6.6 Faga um esbogo do trago da curva parametrizada

~: [0,400) — R
t = (@)= (et/5-cos(t),et/5-sen(t))'

SoLugAo: O trago de também é uma espiral. Contudo, para 7, 0 raio
(et/ 5) cresce exponencialmente com o tempo t, enquanto que para B, do
e’xercicio resolvido anterior, 0 raio (t) cresce linearmente. Outra diferenga
¢ que em ¢t = 0 temos ~(0) = (1,0) enquanto que B(0) = (O, 0). Veja a

figura, (6.5). .

de curvas parametrizadas planas, isto

Até agora vimos apenas exemplos
mplo de uma

Vamos ver entdo um exe

/

e ; 110 6
, urvas cujo contradomino € IR?.

Curva parametrizada tridimensiona.l.

Exemplo 6.1 (HI@LICE) A hélice é o trago da curva parametrizada tridi-
Mensiong]
a: R — R3

¢ = all)= (cos(t),sen(t),t) '
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Y
]

[ )

N

Figura 6.5: Trago da curva (%) = (/5 - cos(t), e/° _sen(t)).

SR

que a cada instante de tempo t associa um ponto (cos(t),sen(t),t) em R,
Para fazer um esboco do desenho da hélice, observe que escrevendo

r = cos(t),
y = sen(t),
z = t,

segue-se que

z? 9 = (C(‘)s(t))2 + (sen(t))2 =1,

isto é F el =
" fe,Aas duas primeiras coordenadas de a(t) satisfazem a equaga® da ¢
nierénci - . &
ounte enmatde centro na origem e raio 1. Conclufmos entdo que 0 tra% ™
@ estd cont; T : 3 o qued
b o tido no cilindro circular reto z2 + y? = 1 em R’ e
z =1 cresce com o tempo ¢.

aria, 0
obre ©
i

AS . ~ 7/ s Ny .
sagn, nao ¢ dificil de se convencer
on ;

Ic)ir 0 a(t) descreve uma trajetéria
indro, formando o desenho de uma

que & medida que o tempo ¢V
que vai se “espiralando” PO 5
“mola”.

(D~ (D~
o &
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195
Figura 6.6: Trago da hélice a(t) = (cos(t), sen(?), ). | ji,:':;
RS, CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO! i
O traco de uma curva parametrizada é a imagem da funcdo vetorial
a: I C R — R" e, portanto, é um objeto bem diferente do grdfico de a.
Por exemplo, o trago da curva parametrizada plana
a: R — R
¢ — a(t) = (cos(t), sen(t))
¢ a circunferéncia de centro em (0, 0) eraio 1 enquanto que o seu gréafico
é 0 subconjunto de R
{(z,y,2) e R |z=te (¥ 2)=at)} = .
a ' 4 . 3 3 | N N '::‘-.V_I:«:?: ‘,:‘
) da isto é, o grafico de a é a hélice do exemplo anterior ,gv’eja a figura (?7)), N
16 com a tinica diferenca que o eixo de “ggpiralamento e4o ?ITO T nf) ut?au el
do eixo z! Como toda e qualquer fungao (escalar OE .vettona ), }Ln?aocm va ST
: : . 30 é eto geometrico mais I an
| , parametrizada possul um grafico mas ele-: nao é o ob] -ealgmente o essa o~
& 0 Interessante. Para uma curva parametrlzada, 0 que I
" g &Seu trago. T
- i o
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Y

Trago de o -

® / P:
\_

Dominio de & Contradominio de &

vari:

A
Ass

con
um

Griéfico de o . .
. S1p

F. LA . { H
‘gura 6.7: Dominio, imagem (trago)
0

aft) = (COS(t),sen(t)). ¢ grifico d&. curva paramet;rizad?l
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6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizad
ada

6.2 0 Y& —

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

A partir de agora, ¢ mato wmporlante aprender a identificar uando

R . 8 . T que um
Jesenho estd representando o trago de uma curva parametrizad
conjunto de nfvel ou o grafico de uma, funcio! e
conjunto ¢ .

ra encerrar esta segao, o :
Pal‘. cao, observe que podemos considerar uma curva pa-
rametrizada

oa: ICR = R
to at) = (2(t), 2at), ..., zm(t)),

como um processo de se agrupar ou representar m fungdes de uma tnica
varidvel ao mesmo tempo:

ri: JCR = R zn: JCR = R
t = zy(t)’ B t = za(l)

Assim, por exemplo, a curva parametrizada 3 (t) = (cos(t), sen(t)) pode ser
considerada como o agrupamento ou representagdo de duas funcdes reais de
uma dnica varidvel:

zy: R = R e To: R — R .
t = () = cos(t) t +r ma(t) = sen(t)

6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizada

. trizada em R™. Se 0
Seja «(t) = (z1lt)y---» 7 (t)) uma curva parame ; |

) = b0, entao zi(t) = (dz; /dt)('b). é a velocidade
ongo da curva 1o instante t. As-
locidades ‘nstantaneas de cada

pardmetro t representa O tempo,
instantdnea da j-ésima coordenada a0 1
sim, é razoivel denominar o yetor com as Ve
componente

o(8) = (@t 2 (1))

de vetor velocidade da curva em & N
~tremidade inicial em
Se consid /(tg) um vetor em R com extremidade miclat ¢
: nsiderarmos & 4o £ Para ver 1Sto
- wa em alep)- 2 !
@0 = «lg), entdo o (to) serd tangent,? a 41culvz) CEutﬁ(o Zx(to + 1;) 6 uma
seia h. coa s 1 o5 tendendo & o : .
)2 hj uma seqiiéncia de numel (tg) na medida que h; tende

a . a
Seqiiéncia de pontos sobre a curva tendendo ¢

PRNES
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magcoes lineares € outras funggeg Vetoriy
i

O vetor deslocamento de a(ty) até alty 4,
J

diferenga

)

a zero (veja figura (6.8))-
em R pode ser escrito como &

oty + hi) — a(to): *)

Por outro lado, os vetores da forma
a(to -+ h]) — a(to)
oot T
hj

(**)

representam vetores de mesma diregao que 05 ‘Vetoclies eml(’;)., mas com
seus tamanhos modificados pois estam.os.multll?hcan otpo\r /hi (veja a §.
gura (6.8)). Quando h; — 0, o vetor h.ml‘te serd tangen 1e a; C(;va em a.(to)
(veja a figura (6.8)). Mas este vetor limite pode ser calculado da seguinte

maneira.

a(ty + h;) — a(to)

1}}510 hj
1

— T — . N, zm(to+ hi)) — (z1(to), - .,:Ern(to )
- i (ot bzl 1) = (sl 200

. (:Lj(to + hj) — :I:l(to) mm(to -+ hj) - iBm(to))
= lim ey

h;—0 hj hj

_ (lim z1(to + hj) — wl(tO),‘ . lim T (to + hj) — fb‘m(%))

h,~—>0 h‘] hj—)O h.7

(z1(t0), - - - » 2 (t0)) = &' (to).

Assim, o vetor tangente nada mais é do que o vetor velocidade o (to)- E™
outras palavras, para encontrarmos o vetor tangente a uma curva parame

trizada em um ponto ty, basta derivarmos cada componente z;(t) d¢ & no
ponto .

Exemplo 6.2 Considere a curva,

z(t) = cos(t), y(t) = sen(t).

v 7 . ’ . ~ . 1 ]-'
Ja vimos, € g circunferéncia de centro na origem © ralo
08 no ponto (1,0) e o vetor tangente neste ponto ©

O trago desta, como
Quanto t = 0 estam

d
d~t(cos(t), sen(t))

s = (- Sen(t), COS(t))lt=0 = (0, 1).

Este
no Pe
tamb
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6.2 O vetor tangente a uma curva parametrizad
/ a,

199

A

or'(2y)

o{tyth) - afty

h,

oty +-hy) - oty)

X(ta) o{ty+hy)

a(t,+hy)

Figura 6.8: O vetor tangente de uma curva como um limite de vetores secantes.

Este vetor encontra-se representado na figura abaixo com extremidade inicial
no ponto (z(0),%(0)) = (1,0). Outros vetores tangentes & circunferéncia
também estdo representados na mesma figura.
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: serV° a4
~ n m b e
ara R ob””  qu
6.3 TFungoes de R™ p fefil'la C-1(;8«
! ‘ étl
i . /e ! 1 Iﬂ )
. ‘et nérico de nosso curso: . af
3 Vamos agora estudar o objeto mais g€ uma, funcg,
- , m.,
: vetorial de R para R™: C e )
n R?n 1 d‘
; f: DcCR' — pive
d _ — — (; L e
i x:(a}l,...,ﬂ)n) = Y= (y1,~-~,TJm) f(X) (fl(x)’ 1fm(X))’ d .
n . -
i que a cada ponto X = (z1,...,8q) em D C R™ com n coordenadaf associa Defin
3 ponto ¥ = (Y1, -- - ym) em R™. Voce pode pensar que uma fungio vetorja) fungac
3 £ D Cc R* — R™ é uma maneira de se agrupar o4 representar m fungaeg = (
A escalares definidas em D: como
1 fi: DcR — R {
! (:Bl,...,mn) = Y1 = fl(ml,"',mn) .‘:':‘
j isto é
A f21 DcR =+ R o
3 valor,
X (T1,...,Tn) P Y2 = fo(z1, .-y Tn) e
G .
a0 epreser
i b
7y grafico e
o . n
] fm: DcR* - R exemplo
j;% (3!11, ey mn) = Yy = fm(ml, Ceey an) gl‘éﬁco d
4 - _ . _ i
g Estas m fungdes escalares fy, fa, . .., frm 30 denominadas fungdes coordent- por dian
~§ , das da fungao vetorial f. intuirmc
) dimengg
% Exemplo 6.3 Considere a fungio vetorial 50
f. R — R? Exercf(
g : .
" (CBI, Lo, 1133) — (yl, yg) = f(g;l, 9, 3;3) — ( 1+ Sl:;g + 5/33, m) :
Zui alf-ada tripla (21, 23, 3) associa o par ordenado formado pela médid - assggg,
s ag mética : média geométrica de z;, z5 e z3. Podemos pensar f como 0
et rupamentso ou repre ,aca ~ .
=3 | presentagio de duas fungdes escalares de R® para K EOLUQ ;
fr: RS - R | e,y
":f»'«'; Slst
S : , ; e
L (ml,m2,m3) = Y = fl(ﬂ?l,.’l:z,a;g) _ T + zo + :L3, Mgy
A 3
- , f2 . Ra — R A D
" . .
Do (T1,T2,23) = yy = , lm
.—,-,’:“‘ ‘ b) ) J2 f2 (:Ll, m2, 3:3) — m. Qqana(
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ObSCfVe que, pO’r 'exel‘npk)) f(9) 9) 9) = (9’9) e f(9 9.0 ;;;?-'
feriria que a medlla .de suas notas em Célculo H’f(; )= _(6,0), Vocé pre- = h
aritmétlca ou a média geométrica? sse [eita com a média AT
B : kg w‘l‘i:?

Como no caso de fungdes escalares, também podemos defin
O e o vetorial mos definir conjuntos

VEL)SeJcL f: D C R* - R™ uma :
dominioD. Dado um ponto (nivel) B

rrrrrrr
,,,,,,,,

ara-os quais o 5

Representagdes geométricas de uma fungio — tais como conjunto de nivel,
grafico e trago — s6 podem ser feitas para dimensbes muito especificas. Por e
exemplo, conjuntos de nivel s6 podem ser desenhados se 1 = 2oun=3,0 e

grafico de uma fungao vetorial s6 pode ser desenhado se n+m < 3, e assim
los em dimenséo baixa serdo suficientes para

por diante. Mesmo assim, exemp
intuirmos resultados que, depois, mostraremos ser verdadeiros para todas as s

dimensdes com recursos algébricos.
Exercicio resolvido 6.7 Determine 0 conjunto de nivel da fungdo vetorial | E:ﬂx
f: RS — R? “-
’ = (z- 1,22 +v" —1) Ll
(33, Y, Z) = f(x’y’ Z) - ’ wee
associado ao nivel k = (0, 0). S
3 ta IR
} e R° tals que — DTN
SOLUGAO: Queremos determinar todos os pontos -(m’yc’lz\)/emos resolver 0 IR
f 2 o2 _ k = (0,0). Assim; €€ o
©,9,2) = (z = L,2* +¥ — 1) !
Sistema nao-linear _ 1 Vo
z = 5 e
2 _ K -“.«..;\
{ 224y = 1. RS o a segunda N
O Z = 1 enl ‘ [ '*M ‘:
A primeira equagao deste sistema descreve © plc? nconjunto de nivel de f & a T
®quagio descreve um cilindro circular reto © SR

// | . -
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intersecao destas dua‘s su
1 no plano z = 1 (veJ

rficies sendo, portanto, a circunferéncia, 12 + o
pe -

a a figura (6.9))- u

N
N
N

N
7

Figura 6.9: Intersegio do plano z = 1 com o cilindro circular reto z2 + 32 =1.

Defini¢io 6
vetorial

é de classe C* se cada fung
2 definigdo (5.2). Se cada. f; & cl
entdo dizemos que-f é de classe C°

Se cada f; é.de classe O, entéodlzemo

6.4 Transformacoes lineares

. 8

Vamos estudar agora uma classe de fungdo vetorial muito irrlportante;65
classe das transformagées lineares. Fm um certo sentido, elas sa0 a8 fung?

L] - . L] ,

vetoriais mais simples que podemos imaginar

Exemp
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Como veremos mais adiante, da
] . ~ ) mesm .
aproxima uma fungao de uma tnica vari4 ; 1mane“'aL que a reta ta £
M ) "1a,ve . . ngente
5 cOMPOSIGA0 de uma transformacio I na vizinh
~ acao linear zinhanca de um
50 afi e s ar com _ ponto
formagao m) ir4 aproximar uma funcj nma translagdo (uma trans’
phanca de um ponto em R" cao vetorial de virias o

yizl ., .
variavels na

e | ' ungé LIN EAR) Uma transformacdo li-
Gao. vetorial ‘definida por uma matriz

Po demos

Exemplo 6.4 Considere & transformagao linear L R? — R® definida por

1 2 . 1.2+2-Yy
T(z,y)= | 3 4 {y} ~l3.z+49y| >
5 6 | ax2 2x1 5.2+6-Y |3,

'lstoé’
T(m,y)=(1-m+2-y,3-x+4-y,5-m+6-y).

si0 do tipo const

rdenadas deT ‘
transforma

Ob

s -
erve que as funcoes OO
Neste sentido,

mais ig
e ~cons’cante vezes varidvel.
¢Oes realmente muito simples!

ante vezes varidvel
cOes lineares s20
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~ 1 . T3 :
Exemplo 6.5 Considere a transformagdo linear T': R® — R definida pg,
T
T(m)ya z) = [ 123 ]1)(3 1Y ) (61) pm O
Z 13x1 , ' de do
o
Observe que pal
T(a,y,2) =[l-o+2:y+8 - FApq=1-2+2y+32 () Tle
onde, na tltima igualdade, estamos identificando as matrizes 1 X 1 con
o conjunto dos ntimeros reais. Note também que a €Xpressao (6.1) ests o
codificando matricialmente o produto interno dos vetores (1,2,3) e (z,y,2) Em<
em R3: plica
T($7y72)=(1)273)'($)y7z)=1'$+2'y+3'z' a IIOV
| . cala
Devido & sua forma simples, uma transformagao linear possii muitas pro- S
priedades interessantes que as demais funcdes vetoriais ndo compartilham.
Por falta de tempo, nio vamos nos deter muito no estudo destas proprieda- Demonstra
des. Se vocé quer se aprofundar no assunto, existe uma disciplina totalmente ficam comc
dedicada s transformacdes lineares e suas propriedades: Algebra Lineor.
Contudo, vamos destacar trés propriedades interessantes:
Teorema 6.1 : EAR) T
Considere uma transformacao lin (x + Y)
ase] Se X ey sao vetores em R™ e ¢ é umn nimero real, entdo valem a5 ‘
i seguintes propriedades: | | | :
s (a) T(0) =0, isto &, o - - Tl
;\‘12»' T 0, 0),." oy (D — (g) 0, .. - (D. |
1 zeros m zeros Mo g T
- _ . ' :
ST Em outras Pala\{ras, toda transformacio linear leva a origem de (
R um espago na origem do outro, x Ekis
, r | al‘es ¢ Uy
L DOSS
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b) Tl +y) = T() + T(y), isto ¢
(Tt yne st yn) = Ton,. o 20) + Ty, ).

Em outras palavras calcular uma. transfor magao linear na soma,

de do1s vetmes e a mesma co1sa que calculs-la, em cada vetor se-
pa,radamente e, dep01s somar 08 resultados

Demonstracdo: Vamos provar apenas a propriedade (b). As outras duas

ficam como exercicio. Se
x = (T1,..,Cn) € Y= (Y1« + > Yn),

de modo que x +y = (z1 + V1> .., Zp + Yn), €ntdo

T(x+y)=T($1+y17$2+y2,--:,mn+yn>: ~ W _ .
Ty

:C1+'.lj1-‘ n
o+ Y2 | _ Z2 Y2
A- : =A-: : + 1 .

Lmn Lyn

L$n+yn-

trizes é distributiva, segue-se que

Como a multiplicagdo de ma ] .
- 21 —‘ [~ Y1 ’1 i -‘ W
Ty y2 4.1 +A 1,
' Y
L z, L Un ) i Tn ] L n |
- ) =TE+TE) =

zn) + T(Un Y2

uit 'nteressante que transformagoes line-
(0] 1 n m
— R™ é uma

isto éa T(X—I— y) = T(:El, Loy--*>

Existe uma, outra proprledade mu
ares possuem e as demais fungoe
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Ty > a -
B s«.r:\,._.\ o .
ST e T

N S NN T T T A e
L e AT s AV e P

S, transformagoes lineares e outras funcgesg Vetogia:
alg

nhece o valor de T em apenas n vetores (escq

1) entao vocé conhece o valor de T e todo
1 S
ciso, considere os vetores “especiajg”

transformacao linear e voce €O
lhidos de uma maneira especid
os vetores de R"! Para ser mais pre

e, = (1,0,0,...,0),
0,1,0,..-,0),

€2

e, = (0,0,0,...,1),

os assim denominados vetores da base canénica de R™. Suponha que saiba.
mos o valor de T em cada um destes vetores: T(e1), T(e2), ---, T(ey). Se
x = (1,...,2n) é um vetor qualquer de R* entao

x = (21,Z2,---,%n)
= 2,-(1,0,0,...,0)+22-(0,1,0,...,0) + -+ 22 (0,0,0,....,1)

r1-€1+zg-€+ -+ Tn-ECnp,

isto é, x pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores da base
canbnica {ej, e2,...,€n}.

Utilizando as propriedades do teorema (6.1) podemos facilmente calcular
o valor de T'(x):

T(x)=T(z1-e1+z2-e2+ -+ Iy €)=
z1- T(e1) + 2 T(eg) + -+ + n - T(en)-

Observe que T'(x) é uma combinagéo linear dos vetores T(e1), .- -, T(en),
sendo que os coeficientes da combinagao linear sdo justamente as coordena-
das z1, ..., T, de x. Assim, se T é uma transformacao linear, para saber
0 que acontece com a aplicagdo em um vetor x qualquer basta saber 0 que
acontece com a aplicagdo nos vetores ey, ey, ..., e,. Conhecer o comporta-
mento da aplicagdo T em apenas n vetores (escolhidos de maneira especial)

¢ informacao suficiente para calcular a transformagao linear nos infinitos
vetores de R™!

Exemplo 6.6 Considere a transformacio linear T: R® — R tal que
T(el) = (1,2, 1)7 T(e2) = (“1> 3, 9) e

Para calcular T(1,2, 3), observe que

T(es) = (2.3,7)

(1’2’3):1'(11010)'*'2'(0>1>0)+3‘(0>0,1)=1-e1+2-82+3'83’

Nt oy e

N S
L e, g SN

n0s .
Algebra. Lin

Para enc
uma transic

Teorerr
tal que

(1) T(x
(2) T(c

Entao N
tal que

DemOTLS trc
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‘ pol‘tanto,
' T0,23) = 1T +2-T(e) .10
| = 1 (L2142 (-1,3,9)+ 3. (2,3,7)
1 = (5,17,40).
a

[sto funciona apenas para os vetores ey, ..

.y €, da base candnica? Nio,

A técnica acima funciona para qualquer conjunto {by,...,b,} de n vetores
om R, para os quais nao ¢ possivel escrever um vetor como combinagio
linear dos demais (na linguagem de Algebra Linear, os n vetores devem
1 ser linearmente independentes). Em certas situagdes, muitos célculos sdo
\ simplificados com a escolha adequada da base {by,...,b,}. Nao vamos
10s aprofundar neste topico, que é amplamente discutido em um curso de

Algebra Linear.

Para encerrar esta se¢do, vamos dar uma outra maneira de se identificar

uma transformagao linear:

Teorema 6 2 Se
tal que

(1) T(x+y) = o
(2) T(c-x) =c-

zS‘eJ &y

Entio T é uma transfor
tal que T(x) = A~ X

Demonstracdo: Sejam €1, .-+, €n
dere os valores

T(e1)
. T(e2)

I

(an, a1y« aml))

(a12, ang, -+ am?))

I

(a‘lna aA2ny -+ amn)-

| T(en) =
: +$2.62+"‘+wn

Por outro lado, x = (21, %2, - - Jzp) =217 €1

t
| ue

‘ T(x) =z, - T(e)) +- + Tn T(e”) -
| - (an,azl,-..,aml)"”"

A~

4 @+ (@1 G200 -

~»=;-.ex1$f_cé_,,urfia matriz Amxn

os vetores da base candnica de R" e consi-

.e,, de modo

.y amn)a

e
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cer Q2n T2 | _
ag @22 . _ 4. %
Tx)=1| . .
.. w
L Qml am2 Gmn | L n
para todo x € R". n
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6.5 Exercicios

[01] Faga a associagéo das seis curvas parametrizadas indicadas abaixo com
cada um dos tragos na figura (6.10).

(a) a(t) = (£ —2t,1? — 1),

R
N
4
il
N
w0
@)
=
Vo
w
-
S’
w
)
B
N
N
o
S’
S’

( (sen(t + sen(t)), pos(t + cos(t))),
f) a(t) = (cos(t),sen(t + sen(5)).

Observagio: para cada um dos desenhos, escalas diferentes foram utili-
zadas para cada um dos eixos coordenados!

[02] Faga a associagio das seis curvas parametrizadas indicadas abaixo com
cada um dos tragos na figura (6.11).

a) «(t) = (cos(8t,t,sen(81)),

b) a(t) = (t* —1,8%,¢%),

(c) () = (&, 1/(1+1%),2%),

(d) () = (sen(61t) cos(2t),sen(6t) sen(2t),t),
(e) a(t) = (cos(t),sen(t),sen(51)),

() e(t) = (cos(t), sen(t), In(t)/2).

Observagio: . ilizada
Gao: em cada um dos desenhos, a mesma escala ol utilizac

ara. Al i sulf
para o0s t'res eixos coordenados, mas desenhos diferentes podem P%
escalas diferentes.
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=
Q()E]\)Faga um esbogo do traco das scguintes curvag paramectrizadas:
T () at) =4 =204141),
((b) a(t) = (%, £* +2),
(c) a(t) = (2 cos(t), 3 sen(t))
(d) aft) = (t,1%,1°).

[04] C01ls}dered S+ R = R uma fun¢do de uma unica varidvel. Mostre que
o grdfico de f no plano é exatamente o trago da curva parametrizada

definida por a(t) = (¢, f(t)).

[05] Um objeto move-se ao longo de um caminho de tal maneira que sua
posi¢io no instante de tempo ¢ € (2¢,4%,1 + t%), para t € [0,1]. No
instante de tempo t = 1, ele resolve seguir a reta tangente a sua tra-
jetéria mantendo a velocidade que ele tinha no tempo t = 1. Qual serd
a posigdo de objeto no tempo ¢ = 37

[06] Um objeto move-se sobre o caminho (z,y) = (e!+5%,1'—41). Quais 530
as coordenadas do objeto quando sua velocidade é paralela ao eixo z7

[07] Suponha que a curva parametrizada B(t) = (¢ - cos(t), ¢ - sen(t)) do
exercicio resolvido (6.5) esteja definida para todo t € R. O que vocé
pode dizer a respeito do trago de B7

08] Suponha que a curva parametrizada ¥ (t) = (et/5 - cos(t), et/5 . sen(t)) do
exercicio resolvido (6.6) esteja Jefinida para todo t € R. O que vocé
pode dizer a respeito do trago de 77

)

cada uma das curvas abaixo, isto é, ache
trago seja igual ao conjunto indicado em

O

9} Ache uma parametrizagéo para
uma curva parametrizada cujo
cada item.

{
\

(

(0,0) ao ponto (1,2).

(a) O segmento de reta que vai do ponto
(-1,1) ao ponto (1,1).

(b) O arco de pardbola y = 22 do ponto
(?(f) A pardbola y* =42
(d) A elipse 222 + 42 = 2-
{‘/‘2‘ i 0 os pontos (1,0 ~2) ¢ (1,-3,1).
@ O segmento de reta quc liga os po! y Ui o

p : Te) { z = - 2T =Y.
(I) A intersegdo do cilindro g2 4yt =4 como plano Y

i o pd eyt cOm O plano z +y+2 = 1.
(g) A intersegio do parabolmde z=a"TY

| AMVAAA




37

AT e

%A \;;:,\;‘, -’_‘,|_§.:._:{ k@y‘:r;’ T

AF

ot
R Tt S & TUPOOL RN B !
- RSN s o . 4 R - .
: ;}\&‘2 oS AR Rinced e, st s

es e outras funcoes Vetoriy;
— YCloriajg

oes linear
Curvas parametrizadas, transformagoes 1

[10] (Propriedades da deri

vada de uma curva parametrizada) Sejan

aICR___)RTl e ﬂ:ICR—'}Rn

curvas parametrizadas de classe C definidas em um mesmo intervalo J,

(a) Mostre que (¢ + B (t) = (t) + g'(t), para todo t € I.

(b) Mostre que se ¢ ¢ uma constante real, entdo (¢ @) (t) = c-a/(t),
para todo t € I.

(c) Mostre que se g: I C R = R é uma fungdo de uma varidvel de
classe C1, entdo (g- o)/ (t) = g @) -a(t)+g() o' (t), paratodot €I,

(d) Mostre quese h: J CR — 7 c R é uma fungéo de uma varidvel de
classe C1, entdo (c o hY' (t) = K (t) - &/ (h(t)), para todo t € I.

[11] (O comprimento de arco de uma curva parametrizada) Neste

exercicio vamos deduzir uma férmula para o cdlculo do comprimento
(de arco) do trago de uma curva parametrizada. Vamos mostrar que se
a: I =[a,b] CR — R* ¢ uma curva parametrizada de classe C, entéo
o comprimento de arco do trago de a é dado por

b
s= [ llelat 62

Para isto, vamos usar a técnica de aproximar o traco de a por poligonais.

Considere uma partigao do intervalo [a, b] em n subintervalos de mesmo
tamanho:

a=t0<t1<...<tn=b

CC;H?;'Af =tt1—t0 =tp—t;=--. =tn—tn1 = (b—a)/n. Associadaa esta
parti¢ao, temos uma curva poligonal obtida unindo-se pares sucessivos

de pontos a(t;) e a(ti41), com 0 < _
: i+1) <n-—
a figura (6.12)). <i<n—1, sobre o trago de c (V&2

O compriment, , )
rara opcom ri:)n get arcci‘o da curva poligonal fornece uma aproximagio
p nto de arco da curva original. K de se esperar due

quanto mais “fina” a particio, ; )
¢ : , qQuanto maior melho
sera o valor da aproximagio. Mas caley] or o valor de n,

curva poligonal é uma tarefa f4cil de ge
mento de cada segmento de reta que comy
agora a férmula para a distancig euclidia,

ar o comprimento de arco da
fazer: basta somar o comprt
poe a curva, poligonal. Usando
naem R? (veja a definigdo (44)

- - //\\\
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Z A

a
o——-o o—
th b
Figura 6.12: Aproximando o trago de uma curva parametrizada por uma

curva poligonal.

emos que O comprimento do segmento de reta que une

na pagina 139), t
os pontos a(t;) € o(ti1) é dado por

lleu(ts) — eetir)ll =
[z(tis1) — T (t:)

2+ [y (tig1) — y(t:))* + [2(tisn) — 2()1%

z(t)). Vamos agora usar o teorema do valor
[53]) para as funcdes T, Y € 2 de forma a obter
intervalo aberto (ti,t,-+1) satisfazendo

= g'(7F) Gis1 — ti),
Z/'(Tio) (Li+1 — ti);
= () (b — )

(ti41) bem comprimento

onde a(t) = (z(t),y(t),
médio (veja a referéncia

’ . o (o]
niimeros reais 77, 7; € Ti °

:I:(ti+1) - :L‘(t,)
y(tir1) y(t:)
z(ti1) — 2(t:)
o unindo a(t_i) e &

TR N )

il

Logo, o segmento de ret

|| (ts) — a(tiv)ll = [fb"(’fi*)]2 + [y
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va poligonal tem comprimento

e, porta.nto, a cur

sn = }:j S P+ (P [2/(9)]? At,

i=0

onde At = tix1 — b = (b — a) /n. Desta maneira, 0 comprimentq g,

arco s da curva para,metrizada o ¢ o limite da seqiiéncia s, quang,
. . . ! 2 ’ . . ]
n — +00, se este limite existe. Como o' é continua, tal limite eXiste o

b
s= lim sp= / VI @2+ [y (P + 2/ (¢ dt,

n—+o0

isto €&, X
o= [Nl .

Apesar das contas acima terem sido feitas para curvas parametrizadas
em R3, ndo é dificil de ver que elas podem ser estendidas facilmente

para curvas parametrizadas em outras dimensoes.

(a) Calcule o comprimento de arco da curva parametrizada
a(t) = (¢ cos(t), e’ sen(t)) ,
parat € [0, 1].
(b) Calcule o comprimento de arco da hélice
a(t) = (cos(t),sen(t), ),
comt € [0,27].

(c) Mostre que o comprimento de arco da elipse, definida parametrica-
mente pela expressao

a(t) = (a cos(t), b sen(t)),

comt € [0,27] e a>b> 0, é dada por

7[2
s=4da . V1 — e? sen?(t) dt,

— /2 ;
onde e = va® — b%/a é a excentricidade da elipse.

(d) Use a férmula (6 : o
trizada (6:2) do comprimento de arco para a curvad param®

| _ a(t) = (r cos(t), r seq(t)),

com ¢ - [0 2 7(] e

' 3 ) COHClua. que O CO i 1 f )
S : ’ . mprimen ClI'CLln el
. de raior é i l 2 ‘ p tO de uma

ancid

.r" - ..
et . .
.,
RPN
.
.
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do cili i
ndro cir
.1 cular ret,
. 0 o
bre um cilindro de cartolina, conforme ; d') Desenhe uma hélice so-
’ : ~ n
pégina 195. Se vocé cortasse o cilindro o icado na figura (6.6) da
. . I uma ret .
e 0 abrisse sobre uma mesa, que desenho vocs ete}? paralela ao eixo z
veriaf

[13] As fungoes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico sdo definidas. r
, respec-

tivamente, por:

e’ 4 7% z -
cosh(z) = = Te e senh(z) = et —e”
2

(a) Mostre que cosh? (z) — senh2(x) =1, para todo z € R.

(b) Mostre que o trago da curva parametrizada definida por
a(t) = (a cosh(t), b senh(t)),

com ¢ € R e a e b constantes positivas, ¢ o ramo da hipérbole

2 y2

rha

M
0,2

no primeiro e quarto quadrantes do plano euclidiano.

(c) Mostre que a derivada do cosseno hiperbélico é o seno hiperbdlico
e que a derivada do seno hiperbélico é o cosseno hiperbdlico.

[14] (A cicldide) A trajetoria descrita por um ponto p sobre uma circun-

feréncia, quando esta rola sem deslizar sobre uma reta fixa no plano

cartesiano, é denominada cicldide. Suponha que a circunferéncia tenha
xa sobre a qual & circunferéncia gira. Se

raior e que 0 €iX0 T seja a reta fi oun ’
quando a circunferéncia esta em (r, 0),

0 ponto p estd na origem (0,0) , k
mostre que a ciclside pode ser descrita parametricamente pela expressao

a(t) = (gc(e),y(e)) = (fr (0 — sen(6)),7- (1 — cos(9))) ,

ado na figura (6.13).

o ala & a solugdo do
A cicléide tem uma propriedade ntes anl,('e. Ol't sﬂ o Cirénos
problema da braquistécrond [do grego; brdchistos (b1ecxlns:1696
(tempo)], proposto por Johann Bernoulli em junho de :

)

o angulo indic
muito interess

onde o parametro 0 €

MM

S
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0 .'l:(9) T
Figura 6.13: A cicléide.

. )
O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

Encontre a curva ao longo da qual um ponto material M des-
lizard sem atrito no tempo mais curto, sob a influéncia da
gravidade, a partir de um ponto A até um ponto Z, situ-
ado mais abaixo e fora da reta vertical que passa por A.

A

T
) >

vy

/

A resposta ndo é
uma reta! Gali es de
Bernoulli e concluiu que o mo alileu estudou este problema antes °

¢ mais rdpido do vimento sobre um arco de circunferénct
pontos. Contud qule 2quele sobre o segmento de reta que uné % dot®
) u 01 cle 115,0 COn . . 0
seguiu est lucao
problema da braquistécrona, abelecer qual era a sO ¢

Muitos {43 0 &
. mate am &
S’aﬁo de Bernoulh e d strar maticos responder ”)
€ a am qu

curva, que resolve 0 probls ]

e, de fato, a cicléide (“im’erti %b—
braquistécrona. Entre eles: Le!

[15]
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niz, Jakob Bernoulli (irm3o de J
Bernoulli. ohann), I'Hopital ¢ o préprio Johann

[15]

Outra propriedade interessante da, ciclgide &
onde o ponto material M seja colocado . Z& "opyinte: nao importa
<l leva 0 mesmo tempo para desl 0 sobre a cicléide “invertida”,
® para deslizar até o fundo (pont o
cicléide). Portanto, a cicldide resolve també I;)z © mais baixo da
, em o problema da tautd
e00. tau g utdcrona
'[cc'l;)af I%u’ entso (S miasmo) + Cffronos (tempo)]. O fisico holandés Chris-
iaa Oscig ‘ Propos que o péndulo do relégio (que ele inventou) de-
veria alfem umm arCO.CICloldal, porque entdo ele levaria o mesmo
'f\?fnpg para taze1 uma oscilagido completa por um arco maior ou menor.
z%o erzlf)n§ raremos estas propriedades da cicléide aqui. De fato, elas
exigem técnicas u ' ;
g m pouco mais sofisticadas do que aquelas que desenvol-
veremos neste curso. Indicamos ao leitor interessado no assunto o livro

Stories about Mazima and Minima de V. M. Tikhomirov (referéncia [77]
da bibliografia).

(O vetor aceleragao de uma curva parametrizada) Se uma curva
parametrizada o: I ¢ R — R™ descreve o movimento de um ponto ma-
terial, entdo é natural definirmos a aceleracdo como a taxa de variagao

do vetor velocidade:
a'(t) = (a;’l’(t), o Th(t),

onde a(t) = (z1(f),- -+ zn(t)). Caleuleo vetor aceleragdo das seguintes

curvas parametrizadas:

(2) a(t) = (4 — 2%, 1+1)
(b) ex(t) = (% £+ 2)s

(c) a(t) = (2 cos(t),3 sen(t))

(d) e(t) = (t, 8% 1)

Se um ponto material de massa

sequnda lei de Newton, & forga F
relacionada com sua aceleragao:
i
Fa(t)) =m" @ (t)-
sobre O ponto material, entao

[ ’ ’
te, seu vetor velocidade o' ¢
rial € uma reta.

m se movimenta €m R3 entdo, pela
que age sobre cle no ponto cx(t) estd

ma forga a8
conseqiientemen t
5 trajetoria do ponto mate

Em particular, s€ nenhu
sua aceleragio o € 0 &
constante. Sendo assiih
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*[16] (Propriedades da derivada de uma curva parametrizada) Sejan 0
L ICR R e P ICR = R (b)Nl
: !
curvas parametrizadas de classe C" definidas em um mesmo interva, ) \
C
( d

(0) = o/ (t): B(t) + a(t) A'(t), para todo ¢ €l

(a) Mostre que (a-B)
lar de vetores em R°.

onde - denota o produto esca
wxBY(0) = /() x B) +alt) B 1), paratodo e
3

(b) Mostre que (
roduto vetorial de vetores em

onde X denota O p

1 de curvas parametrlzadas) Neste exerci-

*[17] (Geometria diferencia
tria diferencial de curvag

cio vamos desenvolver a teoria clissica de geome

parametrizadas.

Deﬁm a0 6 .. - AR -
. o A go) Dl77 (CURVA PARAMETRIZADA PDLO COMPRIMDNTO
8 emos que [a b C R~ IR" de classe Ccré uma

- curva pammetrzzada pelo
- para todo s € [a b] comp rimento de arco se ||a (S)H =




NSRRI T L TR - o 9
e e e e e e
6.5 ExercfciOS ’ )
219
(2) Mostre que se 5 € uma Ieparametrizagio de o, entio B
mo trago e 3 ) Qe [ possuem
0 mes GO € 0 mesmo comprimento de arco.
ostre que se a: |a,b N s .
(b) M q [~’ JCR = R* est4 parametrizada pelo '
mento de arco, entao o comprimento d 4 sompri-
nto de arco de o ¢ igual a b — o
(c) Mostre que 5€ & € uma curva parametrizada regular, ento a fungio DRI
de uma varidvel g: [a,b] — [0,1] definida por L
t TRl
— — ! e L
s=oll) = f llec ()l dr s
a . L -
| . 1 : : . . SRS
} ¢ de classe C-, estritamente crescente e inversivel. O simbolo ! ST
| : e
i representa o comprimento de arco de c. Seja h: 10,]] = [a,b] a e B
| inversa de g definida no item anterior. Mostre que h também € uma T e
i funcdo de classe C! estritamente crescente e que a reparametrizagdo T e
i B = a o h satisfaz a propriedade S
)l =1 N
para todo s € [0, 1]. Moral da histéria: toda curva regular pode ser o
i . ne
| parametrizada pelo comprimento de arco. s
} ENGE e
i T ~
R — R3 é uma curva regular de classe C*, T
(d) Mostre que se a: [a, b) C [0, RS
entdo t/(t) - t(¢) = 0 para todo ® € 1% |
: uma curva N
.t ario é possivel quantificar O quanto o 6.14) Gy T
Com o vetor tangente uniter iral 1ogaritmica dada na figura (6. 1' LTI
2 1rd . -0 1 - T e
estd “encurvada”. Observe * - tangentes unitérios em pontos 1guad e e
| 3 es b . 1 n- e
| Nela estéo desenhados 0% vetor® omprimento de arco entre dois po ‘ A
‘t i oC , o OT1e Spl- S
‘ mente espagados, no sentido due tos Mais pr(’)xnnos da origeny, i €sp . T Ay
i . , on R e qu e
i tos sucessivos ¢ constante. I P L ontos M distantes. Note d Ce D
‘ . " e C
ral est4 mais “encurvada’ do d¥ .
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quanto mais a curva se “encurva’, mais rapida € a variacdo da diy gio d,
vetor tangente unitario. A variagao do vetor tangente unitario fol?nec

portanto, uma medida da curvatura da curva.

oo

Yyl

7

&

.7—
/
S

Figura 6.14: O vetor tangente unitdrio em pontos “igualmente espacados”
da espiral logaritmica.

(e) Se uma curva regular «: [a,5] C R — R® de classe C*® nao estd
parametrizada pelo comprimento de arco sabemos, pelo item (c),
que € possivel reparametrizi-la pelo comprimento de arco € comn
esta reparametrizagio, podemos calcular sua curvabura. Contud®
é possivel estabelecer uma férmula para a curvatura de & usando
diretamente a parametrizacao original. Para, isto, mostre qué

L) = () x a(2)]]
k(1) wOF
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(f) M q areta tem curvaturg, Zero em cad d
a um de seus pontos

Mostre que a cur
g) ‘ va’tura de uma circunferénci _
um de seus pontos € constante e igual a " cia de raio r em cada
T.
(h) Calcule a curvatura da hélice a(t) = (cos(t), sen(t), 1)
n() 1
) ,U) parat € R.

(i) Faga 0 grafico da curvatura da .
Qual é o ponto da parébola depri;?;(ﬂa a(t) = (t,1*) para t € R
com a curvatura quando ¢t — 400? Erq?luat‘;gzutra_?} O q;le acontece
—OO !

c R — R3 uma curva
(t) # 0, para todo © € [a, b],
lares. Em outras palavras,

(j) Use o item (d) para mostrar que se o [a,0]

de classe C° com o
sio perpendicu
— 0, para todo t € [a, b].

parametrizada
entio os vetores t(t) e n(t)

mostre que t(£) - n(t)

cdo do vetor binormal, 08 vetores
erpendiculares. Estes vetores

(1)e pela defini
5. Veja a figurd (6.15).

Observe que, pelo item ‘ :
t(t), n(t) e b(t) s&o gnitarios e dois @ dois P
formam o triedro de Serret-Frenet da curv
3 yma curvad

ab) C R u =
o e todo o
bl(t) . t(t) =0,

plo escalar de n.

par ametrizada de

(k) Mostre que se &
classe C® com ¢

b () - b(t) =0

 Conclua que

e
b’ é um ml’lltl
para todo t € la, ]
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Yy

Figura 6.15: Os vetores tangente t, normal principal n e binormal n.

(1) Sejauma curva regular o [a,0] C R — R3 de classe C* (ndo nect™
sariamente parametrizada pelo comprimento de arco). Se o (t) # 0,

para todo t € [a, b]), mostre que a tor¢ao de a pode ser calculad?
pela expressio

() = 2O x ()] @”(t)

llod' (2) x e (¢)] 2

(m) Calcule a tor¢do da hélice oft) = (cos(t), sen(t), ), com t € R

Para
de C
com
tran:
cuja
0 tec

18] Digz

line:
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| (n) Mostre que a torgao de uma curva, pay » ‘": ;g
| curva cujo trago esta contido em allgulxin;(ftnzada pgl ana (isto ¢, uma .
f um de seus pontos. Se a torcio nio & i e;lllo de‘ER ) é zero em cada w
medida do quanto a curva tende a se fJ ?, entao ela fornece uma e :
| (0) Use 0 item (k) para d atastar de um plano. e
0] ara demonstrar . . st
uma curva parametrizada pel rar as formulas de Serret-Frenel de e :
pelo comprimento de arco: R
! —_— !
n,(s) = —k(s) - t(s) —r(s) - bls), g : ;
“ b (S) = —T(S) . n(S) "~“,r'
Para terminfn', rr}encionamos um resultado muito interessante na teoria
de Geometria Diferencial: dadas duas fungdes k = k(s) e 7 = 7(s), -
com k(s) # O para todo s, a menos de movimentos rigidos (isto ¢, PR
translagdes e rotagdes), existe uma tnica curva parametrizada em R3 R
cuja curvatura é k e cuja torgao € 7. Este resultado é conhecido como e
o teorema fundamental das curvas. T
18] Diga se cada uma das fungdes vetoriais a seguir € uma transformagao
‘ linear ou ndo. BEm caso afirmativo, encontre uma matriz A que satisfaz ST
Tlwy) =4 {y] L
e, em caso negativo, explique porque vocé acha que a fungdo vetorial T
em questdo nao € uma transformagao linear. ‘
(a) T(z,y) = (cos(z + y),sen(z — y))-
‘ (b) T(z,y) = (sen(e +y),sen(Z ~ ) S
| (¢) T(z,y) = (z =9, 2 +¥):
t (d) T(z,y) = (2 — ¥*,25Y) e
(e) Tz,y = (z,y) S,
65‘ (f) T ﬁ\:,
:O: ; m’yz(y’m)
o (&) T(z,y) = (z +y)/2
| (h) T(z,y) =z +y+1 R
(1) T((E,’y) = (0707070’0)' .\'A,
3 2 T
() Tlo,g) = (o-+ 29, —5 ~ %3720 1)y
3 + 2y, cos(1) @, sen Y e
(k) T(s,y) = (z+29,—T ¥ =
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Wametrm(ms,gglsformagﬁes lineares e outras fun% V
19) Dé trés exemplos de transformagoes lineares € trés exemplos de brans, 5]
formagoes nao-lineares
1
(a) de RQ para Rz, (b) de RQ para R, (C) de R para, R’ /[ng
(d) deRd para R,  (e) de R para R®,  (f) de R’ paraps
(g) de R® paraR', (h) de R para R, (i) de R® para RS, 30
120] Sabendo que T: R2 — R? é uma transformacao linear, T(1,0) = (2,2)
e T(0,1) = (0,1), calcule T (4, —3). 31]
21] Mostre que existe uma dnica transformagao linear 'I': R? — R tal que
T(1,0) = (2,2) e T(0, 1) = (0,1).
[22] Exiba explicitamente duas fungdes F1: R2 — R? e Fy: R? — R2 tais que
Fy(1,0) = Fa(1,0) = (2,2) e F1(0,1) = F2(0,1) = (0, 1), mas Fy # Ty
23] Seja T: R* — R® uma transformagao linear tal que
T(1,1,1) = (1,0,0), T(1,0,1)=(0,0,1) e T(1,1,0)=(0,10) [32]
(a) Calcule T(1,0,0), T(0,1,0) e T(0,0,1).
(b) Encontre uma matriz A tal que
T
T(z,y,2) =A- | y
g [33]
(¢) Calcule T(1,2,3).
24] g‘c()nsic%ere F: R:?‘ — R? definida da seguinte maneira: se p € R, entad
] p)'ﬁe a reflexdo de p com relagio ao eixo z. A fungdo F € linear”
qllllztlFEl;l)l)e SuzreSPOSt&! Em caso afirmativo, encontre uma matriz A tal
= . p'
*[25 ' : <
2] ng(;r)lsédere f‘ R* = R? definida da seguinte maneira: se p € R?, entad
a = ~ ~
a origem.r i EQ?Sﬁd? pﬁc‘le,arfglﬂo 0, no sentido anti-horario, em rela(}az
afirmativo encontgrioumaeriuil;e?r?fl Jlistiﬁque sua respostal Em 02°
’ atriz A tal que F(p) = A p.
26| C
126] Complete a demonstragio do teorema (6.1)
[27] Sejam T: R m . ~—
- R" e S:R* 5 gm - uma
nstante re ormagoes inear ,
C? t al. MOStre que T+ S: R trans § l es ¢ © pem
o Sao transformagﬁes lineares . —+RMec.T: R — K e

e \_‘-\\ |
: / N
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[28] Seja T R™ — R uma transformg,

: ao li .
s existe x € R” tal que T'(x) £ %20 finear. Mostre que se T s 0, isto ¢,

0 N ~
» e1ta0 T ndo possui extremos globais.
#(29] Mostre que uma transformagio linear T'. gn

m
R* em uma reta ou em um ponto de R™ — R™ leva cada reta de

[30] Mostre que a média aritmética, M (z1, 2o, B
6 uma transformacao linear definida, 91]21’ Rv;  Tn) = (T1+zo+ - +1,) /n

31] Considere a fungao vetorial

F: RS — R

~

’ (w,y’Z) — F(m"y’Z)=(z_m2_y2)z+m2+y2) .

Detejrmine os conjuntos de nivel de F' associados respectivamente aos
niveis (0,0), (—1,1), (—=1,-1), (1,-1) e (1,1). Faca um esbogo do
desenho destes conjuntos de nivel em R3.

32] Considere a fungao vetorial

| RB — R?
(fB,y,Z) = F(ZL','y,Z) = (332+y2+z2,z2—:v2—y2) -
Determine o conjunto de nivel de F associado ao nivel (1,0). Faga um

esboco do desenho deste conjunto de nivel em R®.

33] (Coordenadas polares) Considere a fungdo vetorial

F: Rx[0,400) — K

6,r) (z,y) = F,r)=(r cos(f), rsen(d)) -

i oP .
E e
I i —
0 7
adas polares € cartesianas.

Figura 6.16: Coorden
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pontos da reta 7 = € (no plano 6r), con
) Umg

constante = 0, em pontos da circunferéncia de centro na orige

raio ¢ (no plano )
I leva os pontos da reta @ = ¢ (no plano 6r) com,
! C

(b) Mostre queé _
e, em pontos da semi-reta que passa pela origem e t,
m

uma constant
inclinagao tg(c) (IlO plano :z;y).

(c) Conclua que a funcao F leva 08 pontos do retangulo [0, 6*] x 0 "
(no plano fr) nos pontos do setor circular delimitado pelas l‘étas
y=0,y= tg(0*)z e a circunferéncia 2+ y2 = (7‘*)2 (no plano zy)

conforme a figura abaixo.

Em particular, conclua que a fungao F leva os pontos do retangulo

[0, 27) x [0,7*] (no plano fr) no disco de centro na origem e raio 1’
(no plano zy).

Esta propri

o gtilpnoed%?e ile F transformar retangulos em setores circulares
c : : ‘

o a,lcqu de integrais duplas, assunto que vocé verd no
culo Integral de Fungdes de Véarias Varidveis.

Os nimer
os e T que sat;i .
sao denominados isfazem as relagdes z = rcos(f) €Y = rsen(?)
as coordenadas polares do ponto (z,y)
Y)-

*134] (Coord ri
(Coordenadas esféricas) Considere a fungdo vetorial

F: [0,+c0) x Rx R — R3

(P)(P,Q) — —
definida por (fE, ) = F(p, i 0)

F —
(p,0,0) = (psen(p) cos(6), psen(ip) sen(8), p cos(d)):
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“[35] (Coordenadas cilindricas) Considere a funga

227

(a) Encontre (o 0,0) € [0, 00) X R x R tal que F(

(b) Mos.tre que F leva os pontos do paralelepipedo
no sistema de eixos pph, em pontos dag, esfera
origem € ralo 7, no sistema de eixos yz

P, 0) = (1,1,1).
[0, p*1%[0, 2] x [0, ],
“sélida” de centro na,

ZA

F(p7 SO; 0)

\

Y

T

Figura 6.17: Coordenadas esféricas.

Esta propriedade de F transformar paralelepipedos em esteras seréd
4til no célculo de integrais triplas, assunto que vocé verd no curso
de Célculo Integral de Fungdes de Vérias Variaveis.

que satisfazem as relagoes T = psen (i) cos(f),

Os nidmeros p, @ € 0 :
y = psen(yp) sen(d) e z = pcos(f) séo denominados as coordenadas

esféricas do ponto (Z, ¥ z).
o vetorial

3
F: 0,+oo)><R><R——>R
[ (T,Q,Z) = ($7y1z)=F(T19?z)

definida por

F(p, v, 0

(a) Encontre (r,6,2) € [0, -+00)

' ipedo
(b) Mostre que F leva 08 pontos dO par alelep.{).ndro i
no sistema de €1xo0s rfz, em pontos do cili
i ixos TYZ.
altura z*, sobre O eix0 z, NO sistema de € Y

) = F(r,0, z)=(r cos(8), 7 sen(6), z).

« R x R tal que F("')g)z) = (1,1, 1).
[0, ][0, 2m] %[0, 2,
do” de raio r* €
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¢ propriedade de F transformar paralelepipedos em cilingy, .
l?s.la% calculo de integrals triplas, assTmto ql?.é,i Vc‘)c & vers ng ;
Idl:al Crglculo Integral de Funcoes de Varias Variaveis.

CUIso

zA
o F(n0,2)

% 2
i
|
i y —
0\ y
1
.-,; Figura 6.18: Coordenadas cilindricas.
{
:

s

Os nidmeros r, § e z que satisfazem as relagoes ¢ = rcos(f) ey =7 sen(f)
sdo denominados as coordenadas cilindricas do ponto (z,y, 2).

[36] (Campos vetoriais) Um campo vetorial em R* é uma fungéo

<
ps
2 F:DCR' - R,

| definida em um subconjunto D de R", que a cada ponto x em D 5550C1a
S um vetor F(x) em R*. Como toda fungdo, um campo vetorial possl
2 gra‘ﬁc-o, conjuntos de nivel, etc. Contudo ’a representagao geométrica
-J~:/_., mals Interessante de um campo vetoria] & a’quela que, para cada ponto X
ii em D, representa F(x) como um vetor com extremi’dade inicial em *-
T Para o campo vetorial dado por

FZ R2 — RQ
(,9) = F(z,y) = (—y, +z)

o temos, por exemplo, que F
ST pO.nto pP= (+9’ ~6)
- midade inicial no po

. 10
d (+9,—6) = (46,+9). Desta manel’® rle
» desenhamos o vetor F(p) = (+6,+9), com Xt

t = rd
HoP = (+9, —6). Se repetirmos este proces pe
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outros pontos, obtemos a figura (6.19) (

vara facilit e
tamanho de cada vetor foi reduzido pay para facilitar a visualizacio, o

a 15% do tamanho original).
Y

/////_\\\\\

6 / J /T ~ N\ \ \
/ / | /s v NN \ \
BRI SN I
\ VNN N T A / ’
\ \ NN T -7/ /
DN
— P

Figura 6.19: Representagao geométrica do campo vetorial F(z,v) = (-¥, +1).

(a) Faca a associag@o dos quatro campos vetoriais indicados abaixo com
cada uma das representagdes geométricas na figura (6.20). Ob-
servacao: para facilitar a visualizacdo, os vetores nesta figura estao

representados com escalas diferentes.

(1) F(z,y) = (0,1),
(2) F(wvy) — (ln(l + z’ +y2),$),
(3) F(z,y) = (¥, %),

(4) F(z,y) = (22 —3Y,2Z T 3y).
(b) Faca uma representagao geométrica andloga a da figura (6.19) do
campo vetorial F(z,¥) = (+z,+Y)-
(c) Faga uma representagao geométrica
campo vetorial F(z,y) = (—z,—Y)-
(d) Faca uma representagao geométrica do ¢
F(:z;,y,z) = (+a:,+y,+z).
ho deve ser feito no espago € nao

analoga & da figura (6.19) do

ampo vetorial

Observe que, desta vez, O seu desen
no plano euclidiano!
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Figura 6.20: Representagdo geométrica de quatro campos vetoriais diferentes.

Mas por que esta representacio geométrica é interessante? Vocé pod©
pensar, por exemplo, que o campo vetorial F modela a velocidade de
um ponto material. Mais precisamente, F(x) representa O vetor velo-
cidade que o ponto material teria se estivesse ocupando 2 POSigao *
Neste contexto, cada seta na figura (6.19) representa o vetor velocidad®
que o ponto material teria se estivesse ocupando a posig‘éo indica ’
pela extremidade inicial da seta. Assim, ainda com relagéo 80 camb’

vetorial F(z,y) = (—y,+z) da figura (6.19), devemos ler 2 relagdo

- \

Uma |
linha
ver qt

é um
que
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F(+9, —6) = (+6,+9) da seguinte maneira: a velocidade do

_ N £ i
terial na posicao p = (+9, —6) no plano cartesiano ¢ v = ( 619).

| ) +6, +9).
Esta interpretagao nos leva & seguinte pergunta: a partir das veloci
dades, isto ¢, a partir do campo vetorial F, é possivel determqi}rfaorcz
trajetoria do ponto material? Mais precisamente. dado um campo ve-
torial ', é possivel calcular uma curva, parametri;ada ’

a: I CR—S R

cujo vetor tangente ' (t) seja igual ao valor do campo F em «(t), para
cada t € I? Algebricamente, o deve satisfazer a equagio (diferencial)

o' (t) = Fla(t)).

Uma curva com esta propriedade é denominada uma curva integral,
linha de fluzo ou integral primeira do campo F. Por exemplo, é facil de
ver que, para cada r > 0, a curva parametrizada

a(t) = (r cos(t), rsen(t))

& uma curva integral do campo vetorial F(z,y) = (—y,+z), uma vez
que

o (t) = (—rsen(t),+rcos(t)) = F(r cos(t), rsen(t)) = F(a(t)),

para todo ¢t € R. De fato, pode-se mostrar que as curvas integrais de
F(z,y) = (—y, +z) sdo circunferéncias (veja a figura (6.21)).

Além de velocidades, campos vetoriais podem ser usados para se mo-
delar fluxos de calor, campos gravitacionais, populagoes de espécies em
um ecossistema, etc. Muitas leis da Fisica, Economia e Biologia sao

modeladas com campos vetoriais. No curso de Célculo IV (Equagdes
vocé estudard esta teoria com mais deta-
integrais bem como os

tegrais de um campo.

Diferenciais e de Diferengas),
lhes: questes de existéncia e unicidade de curvas
vérios métodos usados para se calcular as curvas in

A figura, (6.22) mostra algumas curvas integrais do campo vetorial de-

finido por :
F(z,y) = (sen(y), - ),
a Java Microscope dos professo-

geradas i elo program
numericamente Pe'o b ki, da Universidade Estadual do

res Shannon Holland ¢ Matthias Kaws
Arizona,
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Figura 6.22: Algumas curvas integrais do campo F(z,y) = (sen(y),1172 - Y)
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37) (Superficies parametrizadas) Na secio (6.1)
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(e) Mostre que a(t) = (e, In(1)), 1/1)

. varal £ () &
do campo vetorial F'(z,y, z) = : ) 1 # 0, é um

2 m’ z’ 22)
(f) Mostre que & (t) = (1, 2¢ — 1, /i)
do campo vetorial F(z,y, z) = (

. curva, integral

» Para t > 0, 6 um
y+1,2,1/(2 2)).

a. curva, integral

: ¢ ) . vimos que, em algu-
mas situagoes, podemos representar uma curva de duas maneiras: im-

plicitamente (isto é, como um conjunto de nivel de uma fungéo escalar
f: D C R — ]R) ou parametricamente (isto ¢, como a imagem de
uma fungao vetorial c: I C R — R?). Nos exercicios do capitulo 3
vimos alguns exemplos de superficies definidas implicitamente: planos,
elipséides, cones, hiperboléides elipticos de uma e duas folhas, etc. Cada
um destes objetos geométricos foi definido como o conjunto de nivel de
uma fungdo escalar f: D C R? — R apropriada. Agora, como no caso
de curvas, também podemos representar superficies parametricamente,
isto é, como a imagem de uma fungao vetorial @: R C R? — R3. Mais
especificamente, uma superficie parametrizada ¢ uma fungao vetorial

»: RCR® - R
(u,v) — (z,9,2)= ®(u,v) = (1(u,v), Po(u,v), Pa(u,v))

cujo dominio é um retdngulo R = [a,b] X [c,d] do plz(xino Zuclidi?note 0
14 vel a ' metros

tnio é R3. As varidveis u e v sio denominadas de para
e m S = ®(R) da regifio R, pela

ici metrizada ® e a image
e funcdo ®. Veja a figura (6.23).

funcdo @, de superficie correspondente &

vk

'rdd
3t
—deded

S
ot

[=)
e
)Y

trizada.

{ciec paramc
Figura 6.23: Uma superficie pard!
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Curvas parametriz

Como no caso de curvas parametrizad-as, 0 o’bjeto geométrico mais i,
portante de uma superficie parametrlzada ¢ sua 1m?gem S =g n
Costuma-se também dizer que $ é uma pararfbetmzagao c.la Superficie
Observe que, se fixarmos um valor pa.ura o pardmetro v, digamos, y - "
entao a superficie parametrizada & induz uma curva parametrigg da,

o: [a,b) CR — R3
2 ) = (son) = (B30 0), Dol ), B, )

definida no intervalo [a, b] e cujo trago estd contido na superficie § ~
®(R). Analogamente, se fixarmos um valor para o pardmetro u, diga.
mos, u = ug, entdo ® induz uma outra curva parametrizada,

B: [e,d cR — R
v = Bw) = ®(u,v) = (P1(uo, v), P2(uo, v), P3(uo,v))’

definida no intervalo [c,d] e cujo trago tambem estd contido na su-
perficie S. Estas curvas sdo denominadas de curvas coordenadas da
superficie parametrizada ®. Veja a figura (6.24).

ZA

"...""-'

YA

v constmltev

ar- o .

Figura 6.24: Curvas coordenadas de uma superficie parametrizada.

As 2 ’

cialcurvas ?Oordenadas de uma superficie parametrizada @ 580 €P ‘

cor:alentedmels para se construir um esbogo da superficie 5 = o(F)
spo ; ]
bondente. Por exemplo, considere 2, superficie paurzmletrlzada

®(u,v) = (cos(u), sen(u), v)

definida no retangulo R = [0, 2 ] % [0, §] ] fix0;

. Para cada v = v € [0 8
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, trago da curva coordenada

o) = () = (cos(u), senu),uy
‘a CircunferenCla no plano R = vy, de raio 1 e L’ 0
centro em

logamente, para cada u = ugy € [0, 2 7] (0,0,v). Ana-

fixo, o tra

3 y ¢o da curva coordenads
B(v) = ®(ug, V) = (cos(uo),sen(uo),v)

4 o segmento de reta paralelo ao eixo Z, cujas as extremi a

(cos(’LLoz,Sen(ito),’O) .e (cos(ug),sen(uo),S). Juntando trilmldades Py

formagoes, nao ‘e dificil ver que a superficie S = q;)([()o Zas o

correspondente a parametrizagio ®, é um cilindro. Veja a, ﬁ;]lrz ([g ,285];

?

2z )

7=
I

u constante

|
j\\

v constante 5
T

Figura 6.25: ®(u,v) = (cos(u),sen(u),v) é2 uma2 para
(og.s) € B | flwy,2) =2 +1" =1}

metrizagdo do cilindro

Assim, P (u,v) = (cos(u),sen(u),'v) é uma pammetm'zagdo (ou repre-
sentagdo paramétrica) do cilindro
{(w;y) Z) € R’ I 2’ +

Note que este mesmo cilindro admite uma 7‘epves’
serficie de nl

¢, ele pode ser descrito como & suj L
J: R - R definida por w = f(f”’y’z> =g +¥

2 __
Yy = 1}.
entacao implicila, isto
vel w = 1 da fungao

-

e
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(a) Faga a associacdo das quatro parametrizagéef indicadas abajx, con,
cada uma das superficies na figura (6.26). Néo esqueca de —
tar alguns motivos para a sua escolha.

(1) @(u, v) = (u— ul/3+ wv?, —v — wiv +v3/3,u% — v?), com (u,v)
no retangulo [—2,2] X [—2,2].

(2) ®(u, v) = (u cos(v),usen(v),v), (u,v) € [0, 5] x [0,37].

(3) ®(u,v) = (uv, u,v?), (v,v) € [=1, 1] x [-1,1].

(4) ®(u,v) = (u cos(v),usen(v),vcos(u)), (u,v) € [—4,4] x [0,2w],

T
Y
T )
Helicdide Parafuso de Steinbach
Zh b4
i\
T NEERENNEN
2 \\\\\\\\\\ N
\MAAANSRE RN
LW VAW W
(]
T
= Y

Guarda-chuva de Whitney Superficie de Enneper

Figura 6.26: Quatro superficies.

/ \
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p) Mostre que ® (u,v) = (sen(u) cos(v
~ ) CO
lores de (u,v) no retingulo [0, 7] x 0 32(:) c?s(v),cos(fu)), com va-
da esfera: » 47, € uma parametrizagio

z,9,2) ER® | f
{( Y ) |f(m,y,z)=m2+y2+z2=1}‘
[dentifique as curvas coordenadas de &

(c) Mostre que P (u,v) = (u cos(v), usen(v), w), com valores de (u, v)
no retédngulo [0,8] x [0,27], é uma parametrizacio do cone: |

3
{(z,y,2) ER’ | flz,y,2) =2’ + 14 =22 =0com 0 < 2 < 8}

Identifique as curvas coordenadas de ®.

(d) Considere o toro definido no exercicio [42] da pagina 119:
{(z,9,2) €R® | (& +12 + 2+ R = ")’ —4 R’ («" +¢") = O}
Mostre que
®(u,v) = ((R— rcos(v)) cos(u), (R — r cos(v)) sen(uv), rsen(v)),

com valores de (u,v) no retingulo (0,2 7] x [0,2], é uma parame-
trizagdo do toro. Identifique as curvas coordenadas de ®. Compare

com as curvas sobre o toro da figura (6.27).

“

Y
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38] Seja f: & C R? =+ R uma fungdo de duas varidveis definida ¢y, .
retangulo R do plano cuclidiano. Mostre que

P (u, v) = (u,v, f(u,'u)),

com valores de (u,v) no retdngulo R, € uma parametrizagio do aréficy
de f: ;
{(z,y,2) ER’ | (z,y) ERez= fz, )}

Identifique as curvas coordenadas de ®. Observe que o grafico de f
também admite uma representagdo implicita:

{(w,y,z) e R’ | (m,y) EReF(m,y,z) =Z_f($)y)=0}-

Compare com o exercicio [23], da pgina 112 do capitulo 3, item (d).

[39] Considere as fungoes

a: R = R? f: R
T

— R
t o alt) = (1) Y=

f(a:) = 23"
(a) A curva parametrizada « é de classe C7
(b) A fungdo f é de classe C'?

(c) Verdadeira ou falsa? Se o trago de uma curva parametrizada o de
R para R? possui um “bico”, entdo o nio é de classe C.

6.6 - Leitura suplementar

Para uma excelente coleténea de aplicacdes de conjuntos de nivel (como;

por exemplo, a projecdo de curvas sobre superficies em engenharia de
aviagao), indicamos o artigo:

1. T. A. Grandine, Applications of Contouring, STAM Review, vol. 4
no. 2, pp. 297-316, 2000.

Para saber mais sobre o uso e o cdlculo numérico das representagoe?

parametrica e implicita de curvas e superficies em computagdo grafict
indicamos o livro:

2. C. Bajaj, J. Blinn, J. Bloomenthal, M. Cani-Gascuel, A. Rockwood:

B. Wyvill e G. Wyvill, Introduction, to Implicit Surfaces, Morga®
Kaufmann, 1997.
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