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Capitulo 7 3~49-5

Aproximacao linear e a regra da
cadeia

Neste capitulo vamos ver que, sob certas condicbes, é possfvel aproximar
uma aplicagdo f: R" — R™ ndo-linear “complicada” na vizinhanca de um
ponto p por uma aplica¢do bem mais “simples”: uma funcio afim, que é a
composigdo de uma translagao com uma transformacao linear. Esta trans-
formacao linear € o objeto em Caélculo II, equivalente ao conceito de derivada
estudada em Calculo I e desempenhard um papel fundamental em toda teo-
ria que vamos desenvolver. Analisando as propriedades da matriz que define
esta transformagdo linear (algo supostamente mais ficil de se fazer) serd
possivel concluir propriedades muito importantes da fungao original. Vamos
comecar com fungdes de R para R, seguindo depois para fungdes de R? para
R, de &3 para R, de R" para R e, finalmente, de R" para R™.

7.1 Lembrando Célculo I: a equagao da reta tangente

Vocé aprendeu em Célculo I que a reta tangente é a “melhor” reta que

aproxima o gréfico de uma fungdo f: R — R na vizinhanga de um ponto p.

Mas em que sentido uma reta é “melhor” do que outra? I preciso estabelecer
um critério para fazer uma escolha entre as infinitas retas que existem no
(z)=a+B-2 é a equagao de uma reta, entao

plano cartesiano. Se y = [ , , e
queremos duas coisas: (1) que [(p) = f (p), isto é, que [ e f coincidam no

ponto z = pe (2) que '(p) = f'(p), isto é, que as derivadasdel e f também
coincidam no ponto z = p. Se f € de classe C!, entdo existe uma tnica
reta [ que atende a estas duas condigdes, a reta tangente ao graﬁco de f no

ponto p.
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por outro lado, como ') =f'(p)e I'(p) = B segue-se que
B=f(p).
Desta maneira,
(z)=ca+B-c=f(p)=B p+B 2=
F©)+ 8- (z-p) = £(p) + f'(p) - (= — p).

Esta é a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto z = p. Final-
mente, observe que

i 1@ =) o 1) = ) = £ () - (5~ )
z—p r—7p T—p T —p =
tim (L2210 1)) = ) - 11

ju]

Em outras palavras, este teorema nos diz que é possivel aproximar uma
funcio f de classe C'! na vizinhanca de um ponto p pela equagdo da reta
tangente [(z) = F(p)+ f'(p)- (z—p) (uma fungdo afim) e que o erro R(p, T) =
f(z) — I(z) cometido nesta aproximagéo tende a zero mais rapidamente do
que £ — p. Mais formalmente,

f@) = £() + £'(p) - (z = p) +R(p, ),

)

R . -1
z=p T —DP —=p T—0p

~ « =~ —
Podemos reescrever estas expressoes €m termos da “pertubagdo” h =z —p

com relagdo ao ponto p de modd que £ =P +he
R(p, )

Flo+h) = () + f/(p) - b+ Rp,h),  com m=—— =0 (7.1)

Exemplo 7.1 Seja f(z) = €* A equagdo da Teta tangente ao grafico de f

10 ponto p = 0 é dada por

y=.l(w)=f(0)+f'(0)-(w—0)=e°+e°~w=1+w-

- J—
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esta maneira,
D R(0, %)

o =1+a+ R0 ), com }01_13(1) 12 =0,

s

imples) para estimar o valor de J(a)

funcio mais 8
uma fung 0.2 temos 1(0.2) = 1402 = 12’

r exemplo, em T =
0.2 = 1.22140. ...

Podemos usar 1(z) (
para © proximo de 0. Po

enquanto que f(0.2) = ]

A equagdo (7.1) pode ser reescrita como

flp+h)—f)=Fp) N +R(p, h)
Vv{h) T(h)

e ela nos diz que a variagao V(h) = flo+h)—f (p) ~dO Yalor da fungio | no
ponto z = p pode ser aproximada pela transformagdo linear

T: R =+ R
h = T(h)=f'(p)-h

e que 0 erto R(p, h) = V (h) —T'(h) cometido nesta aproximagao tende a zero
mais rapidamente do que h. A matriz associada a esta transformagao linear

é dada por
df ]
——\P
[dm( ) 1x1

e ela pode ser identificada com o niimero real (df /dz)(p).

No caso de funcdes de uma varidvel parece néo haver ganho substancial em
se pensar em transformagdes lineares e matrizes quando falamos de derivadas
Contudo, como veremos a seguir, esta formulacio permitird a generalizaga0
do conceito de aproximagao linear para funcGes vetoriais. ‘

7.2 Aproximacgao linear em Célculo II

Funcoes es idvei
C calares de 2 varidveis: g equacao do plano tangentc

Vamos comegar com o caso m
de duas varidveis de classe 1
de f. Qual é o ¢
do ponto p? No

. . 20
ais simples: sejam z = f(z,y) uma fung

= o mio |
¢p= (a, b) um ponto do interior do dom?

melhor” p] : . 2
Plano que aproxima o grafico de f na yizinhat§

vamente, é prec; z
» € Preciso estabelecer um critério. Se # = &Y :

— Y
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a+B-c+7-y €a eC’lan«'?lO de um plano, ent3o queremos duas coisas: (1)
que I(p) = f(p), isto ¢, que [ e f coincidam no ponto p = (a,b) e (2) que

oL, | _of ol
5P =5 e L=y

isto é, que as derilvadas parciais de [ e f também coincidam no ponto p.
Se f € de classe C?, ent#o existe ump unico plano I que atende a estas duas
condigoes, o plano tangente ao grafico de f no ponto p.

grafico de f

gréfico de [

Figura 7.2: O plano tangente ao gréfico de uma fungio f de duas varidveis no ponto p.

\NO TANGENTE) Considere uma
P (a,b) um ponto do interior
/q%‘fléfsréiﬁi,sfaz as condicdes I(p) =

VR
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utras palavras, .

o1(a,y) vai para zero mais rapidamey,
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Demonstragdo: Se I(a,b) = f(a,b) entdo a -+ 3 - a + Y -b = f(a,b), isto 4
a= f(a,b)~B-a—+-b.

Por outro lado, como

ol _of ol 9
5. (@ b) = PRGN %(a,b) = a_i(a, b)
segue-se que
_of

= = of
ax(a, b) e v = a_y(a’ ).

Desta maneira itui
substituindo
1 os valores de o, 8 ~
que , » U € 77 na expressao de | vemos

l(x:y) = a+,3°w+.7.y
B f(a’b)"ﬂ'“‘7‘1’+ﬂ~w+7-y
= f(a:b)‘l“ﬂ'(m—a)_*_,),.(y_b)
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z,y) — l(z

‘i fl(( ;—y) ( ;)y) = lim flz,y) - Wz, y) _
@n-@d [T — e,y =)l @)= VE—ar+(y=b2 0.

Desta vez, a demonftlfagéo € um pouco mais sofisticada e requer o uso do
teorema do valor médio para derivadas. N&o vamos fazé-Ia aqui. Uma de-
monstragdo completa deste teorema pode ser encontrada na referéncia, [71]
pagina 833. ,

FEm outras palavras, este teorema nos diz que é possivel aproximar uma
fungio f de classe C* de duas variveis na vizinhanga de um ponto p = (a, b)
pela equagdo do plano tangente I(z,y) = f(a,b) + (0f/0z)(a,b) - (z — a) +
(05/0y) (a,b)- (y —b) (uma fungo afim) e que o erro R(a,b,z,y) = f(z,y)—
|(z,y) cometido nesta aproximagao tende a zero mais rapidamente do que
l(z — a,y — b)||- Mais formalmente,

fe,9) = F@,0)+ 5@ ) (0= )+ 2o(a,8)- (y=B) +R(e,b,z,3),

4

iz)

com

R -

lim (@bzy) _ o Sey-ley
en=@d) || —a,y =)l Gw)-ed ||(z —a,y—b)|

Podemos reescrever estas expressoes eém termos da “pertubagao” (hi, he) =

(z — a,y — b) com relagdo ao ponto p = (a,b), de modo que z = a + h1,

y=b+hye

0 0
fla+ h1,b+ he) = f(a,b) + 5%(0/, b) - b1+ 'a%(a, b) - he + R(a, b, h1, ha),
lim R(CL, b) hl) h2)
1
oM k=00 (R, o)l

=0. (1.2)

Exemplo.7.2 No exemplo (5.1), pagina 167, estudamos a fungdo de produ-
¢do Cobb-Douglas .

2= flz,y) =42yt

A equagio do plano tangente a0 grafico de f no ponto
é dada por

z=1(z,y) = f(10000,625)+ of
of _ 97 (10000, 625) - (v — 625).
53—:(10000,625) . (z — 10000) + ay(

(a,b) = (10000, 625)




B
[ it e

Aproximagao linear e g regra g,

246 N

Mas, conforme os célculos feitos no exemplo (5-11, 8f (110000, 625) < 200
(9 /0)(10000, 625) = 1.5 e (8 /8y)(10000,625) = 8, logo ,
= I(e,y) = 20000+ 1.5 - (¢~ 10000) + 8- (y = 625) =15 .z 4 g

5 is simples) para estimar 1
Podemos usar l(a;,y) (uma fungao mais simp valop &
f(z,y) para (z,y) préximo de (10000,625). Por exemplo, er (m,y) -
(10010, 623) temos [(10010,623) = 1.5 - 10010 + 8 - 623 = 19999, enqua,

que f(10010,623) = 19998.967.. .. .

Suponha que um certo fendmeno de interesse seja mo~delado POor uma fupez,
z = f(,y). Em experimentos, os valores de z e y sdo amostrados com yy
certo erro percentual. Uma pergunta muito natural é o quanto esteg errog
afetam o valor z da fungdo. A equagio do plano tangente é uma ferrament,
bastante 1itil para se estimar este erro. Vamos ver como esta técnica funciop,
em um exemplo.

Exemplo 7.3 Considere um baldo meteorolégico que é liberado ao niyel
do mar, a uma distancia d do olho de um furacio. Sua altitude aumenta 3
medida que ele se move em diregdo ao olho. A altitude & que o balao atingir
quando ele estiver no olho do furacio pode ser modelada pela relacéo

h=m%g. = (7.3)

onde g é uma constante gravitacional e ¢ & uma medida meteorolégica deno-
minada circulagdo da velocidade do vento (a circulagio estd estreitamente
relacionada com a intensidade e a diregéo dos ventos no interior do furacéo).

2
c=fldh)y=g.gu2. &

A equagio do plano tan

gente ao grafico de » — onto (d*’h*) é
dada pela expressio f@,y) nop

* * 6
{d,h) = f(d*, h*) + ;ﬁ(d*, ) (d— gy 4 OF (d" ) - (= 1)

—
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e

I AT
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Se (d, h) esté préximo de (d-, h*) entdo 1(4
de f(d, k) e, portanto, a variacio A] (d 1(1) ’ il)ll(c(;rl;lle)ce ur?a boa aproximacio

boa aproximagao para o erro (abgolytg A 5 F(d*, h*) fornece uma,
assim, ) f(d’ h) - f(d’ h)~f(d*, h*) Sendo

of

Af(d,h) ~ Al(d, B) = 2T (. vy 0

f(d, h) (d, k) 54 4h)  (d—4 )+67]:(d*,h*)-(h—h*).
Agora, derivando a fungio f com relacdo a d e k no ponto (d*, h*)

respectivamente, obtemos,

Of v 1+ 2d* 0
5 (dR) = gt2. 22 -fd* V=g g2, (d)?
ad (R © Gp @ h) = m gt S

Desta maneira, escrevendo Ad = 4 — d*e Ah=p — h*, segue-se que

2d* %\ 2
Af(d,h)~ Al(d,h) =m-g/2. 2% ny o ap 1 (dP
(h*)1/2 Tty 2 (h*)372 Ah,

Como estamos interessados em estimar O erro percentual, vamos dividir esta
expressao por f(d*, h*) (que é igual a | (@*, h*)), de modo que
Af(d, h) L Ald,h) o Ad 1 Ah

—— C — e —

fl@ R T a(d, ) T e T

Note que Ad/d* e Ah/h* representam, respectivamente, os erros percentuais
nas medidas da distincia d e altura h. Nio é dificil de ver que os valo-
res méximo e minimo de Al(z, y)/I(d*, h*) sdo obtidos tomando-se Ad/d* e

Ah/h* com sinais contrarios:

d, h 1
~6.5% = 2. (—2%) — % . (5%) < ZA(;( ;l*)) <2-(2%) - 5 - (~5%) = 6.5%

Desta maneira, podemos estimar o erro percentual maximo no calculo da
circulagdo ¢ em +6.5%. i

A equagdo (7.2) pode ser reescrita como

) P |
Fla+hy, b+ hy) — f(a,b) = '37]:‘(“’ b) - by + (—9;(0,, b) E+R(a, b, ha, ho)

N——— _ N ~—
T(hl 7h’2)

V(hy,hz)
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Ela nos diz que a variagio V (hy, he) = f(a + h1,0+ hg) — f(a, b) do Valor g,
fungdo f no ponto p = (a,b) pode ser aproximada, pela transformagd 0 lngy

T: R? » R
of of ’
(h1,h2) = T(h1, ha) = 5"(‘17 b) - b1+ %(% b) - hy

z

€ que o erro R(a,b, hy, hg) = V(hy, hg) — T'(h1, he) cometido nesta apy,.
ximagao tende a zero mais rapidamente do que [|(h1, ha)|| = \/}m 4
matriz associada a esta transformacao linear é dada por

of of J
[%(a,b) 0y(a,b) 1x2

de modo que

9 0 0 h
T(h1,h2) — g—i(a, b)-hrf'%(a, b)hz = [ 0;;(@7 b) 0;;(“7 b) J1x2.[h21 Lxl'

T é a “melhor” transformacio linear que aproxima a variagio de [ perto do
ponto (a,b) oy, equivalentemente, | (que define a equagao do plano tangente)
¢ a melhor funcio afim 4ue aproxima f perto do ponto (a,b).

Funcées escalares de 3 varidveis

E para uma fungdo de trag varidveis? Se o — f

(z,y, 2) é uma fungdo de
classe C1, p = (

a,b,¢) é um ponto interior do dominie de fe

Uz,y,2) = f(a, b, c)+

of of of |

——— . — —_b,

0$(a,b, c)- (z a)—f—%(a, b,c) - (y_b).;_a(a,b,c)-(z )

entao
hm f(IE,y,Z)—l(x,?,z) _

(z, ,z)—)(a,b,c) ”(CC - a,y — b’ 2 — C)” - E
lim f((l?, Y, Z) - l($7 Y, Z) - =1. b
(2 12)=(a,b,c) (a: — a)z + (y — 6)2 4 (z - C) | by




7.2 Aproximagao linear em Cailculo II

4 o tnica funcio a; ¥
| é a dnica fungdo afim que satisfay gg equagses
- Ou, usando um acs
a notagdo

1al mais compa ¢ = (o
yvetorié h ’ P cta ('}\ o (:L)y, Z) ep = (a b
classe C°, P € um ponto interigy do domfnjo d ,f,C)), temos que se f éde

CJe

~ - af /
0 = S0+ 5,00 ) 4 Dy, o) oy
entao z |

lin'l M
| x=p  ||x — pl]

Em outras palavras, é possivel g i

A o 0 Proximar uma, funcj
trés variavels na vizinhanca de um ponto pmi 21;1 gljl Oc)fpilea Cfliflsg(:"xoc;f' .

Y : ‘ b, im
I(x) = f }(21)) +’(3f/ 8:1,2 (P): (z~a)+ (9F/8y)(0)- (y—1) + (07 /6z)(p). (z=c)
e 0 erro (p,x) = f(x) -1 (x) cometido nesta aproximagdo tende a zero mais
rapidamente do que ||x — P||. Mais formalmente,

=0.

N of 0
f(k)_f<p)+5;<p>‘(m—a>+@ﬁp>-<y—b>+§§<p>~(z—cg

l(x)
+ R(p, x),

com
lim M -] M = Q.

x+p |[[x —p|| x=p |jx—p||

Podemos reescrever estas expressées em termos de h = (h1,ho, hg) =x—p

(h descreve a “pertubagio” com relagdo ao ponto p), de modo que x = p+h

€

Fo+1) = £(p) + L () - 1 + %@) o+ 2L 0) b+ R(p, ),

0z
h
com lim Rph) 0. (7.4)
n—0 ||h||
A equagfio (7.4) pode ser reescrita como
of OF (3 1o+ 2L (0) - g +R(p, h).
f(p+h) = f(p) = 5(p) - a5 (P) P F 5, (P fis (pb)
—— v N T‘(I,l)f

V(h)
do valor da fungdo f no

Ela nos diz que a variagio V(h) = f(p+ h) - f~(P) s R defnid
Ponto p pode ser aproximada pela transformagao linear T':
bor




Aproximagio lineay ¢ Togen
( H] 0

250 |-'l
of or, ., . af
T(h) = T(h, by ba) = 5 () Bt () 250) by,

= — cometido nesta aproxiyun.s
e que o erro R(p,h) = V(h) = T'(h) AL Aproximagy, ey,

— 200202 "
zero mais rapidamente do que ||| = /A% -+ B3 - k3. A may, 5800,
esta transformagao linear é dada por

of \ Of \ 9f
bT(m 03/(l)> 03(l)> 1x3

!

de modo que

Jxl

= [ofy of, v af ]
= _03;(1’) 0y(p) 5, (P) | h.

T é a “melhor” transformacio linear que aproxima a variagiio de [ perlo
do ponto p ou, equivalentemente, | é a melhor fungdo afim que aproxima [
perto do ponto p. Também, [ é a tinica, fungio alim que satisfaz as condigdes

©)= 10 700 =5lw, Koy Ly o LUy

Funcdes escalares de n varidveis

Evidentemente, tudo isto pode ser estendido para [ungdes que dCPC“d‘“;‘
de n varidveis. Se w = (%) = f(z1,.. .y &y) 6 uma [uncio do classe O
P=(p1,...,py) é um ponto interior do dominio de fe

d
1) = )+ 52 (0) - (o1~ pyy .. 4. 2L (0« (an — )

entao

lim —
X=p ”X — p“ 0‘

N
—_— /
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Em outras palavras, ¢ Possive]

s . - aprOXimar uma,
variavels na vizinhanca, de Um ponto pela f
. un
f(x) = I(x) cometido nesty aproximacgg, tendeg

que |[x — p||. Mais formalmente,

{ungéo f de classe O ge n
40 afim [ e o errg R(p,x) =

—_—

& Z€ro mais rapidamente do

f(x) = f(p) %(P)‘(%*pl)-;...._*_ﬁ(

— — 5, P) " (@ = pu) +R(p, X),
I(x) ’
com
o B(p,x) f(x) =1
lim — 220 %) = i (X) —
2 lx~pl] " xR —p =

Podemos reescrever estas €Xpresses em termos de b — (hy hn) =x—p
1eeylin) =

(h descreve a “pertubacio” com relagio ao ponto P), de modo que x = p+h
e

0
FOF1) = 10) 4 o) huot oot L ) 4 4o,

T
. R(p,h)
com }111_1%\”11“ =0. (7.5)

A equagio (7.5) pode ser reescrita como

of of
f(p+h)— f(pz=@:(p) chiee 4 amn(p) : hri+R(p,h)-
V(n) T(h)

Ela nos diz que a variagio V(h) = f(p + h) — f(p) do valor da fungo f 1o
ponto p pode ser aproximada pela transformacéo linear T: R* — R definida,
por

of Oy
T(h) = T(hl, vaey hn) = a_:vl(p) ¢ hl + + 33;“ (p) )
= - ido nesta aproximagdo tende a

€ que o erro R(p,h) = V(h) — T'(h) cometi ‘ '
zero mais rapidamente do que ||h|| = \/E% + «--+ h2. A matriz associada a

esta transformacao linear é dada por

[y e 5o
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de modo que

of

of iy
T(h) = g-(P) it + 55 (P)
i hy
[ Of Bf( )
- | Zp) - p) -
- _8$1(p) Oz, dixn h, .

[ of ... 9f h
- i —8—:1?1-(1)) awn(p) J1xn

T ¢ a “melhor” transformagdo linear que aproxima a variagdo de f petto
do ponto p ou, equivalentemente, [ € a melhor fungao afim que aproxip, i
perto do ponto p. Também, [ é a tinica fungao afim que satisfaz as condices

0
i) = SB), eP) = 5B r 5 (P) = )

Vamos resumir os resultados que obtivemos até agora em um teorema.

Teorema 7.3 (APROXIMAG
dere uma funcio f D CR" -
ponto no interior deDEnt
satisfaz as condlgc")esl(p N fip

—r

e

§
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isto ¢, a diferenca entre f(x) e l(x) {;end(.\’

que [|x = pll- Em outras palayy

9 .
ﬂﬂ:fﬁﬂ+5£mf@“*m%w~+ﬁi

9% (p) ) (fL'n - ])") - R(]),X),

N & Zero maig rapidamente (o
¢
, ,

com lim M = ().
%= [[x ~ p]|

Fungoes vetoriais: o caso geral

Também podemos aproximar uma funcio vetorial f de ¢]
transformacao afim | na vizinhanca de um ponto p no int

de f. O que vamos fazer é uma extensio imediata do te
fungoes escalares.

asse C! por uma
erior do dominio
orema (7.3) para

Considere uma fungio vetorial

f: DcCcR' — Rn
xz(mla‘--:xn) = y=f(x):(yly-'-:ym)=(f1(x)7"~1f7rz(x))

definida em um subconjunto D de B*. Como vimos, podemos pensar que
f: D C R" — ®™ ¢ uma maneira de se agrupar ou representar m fungdes
escalares definidas em D:

Si: Dck — R
x:’(xlr-':xn) = :Ij1=f1(X)=f1(fE1,...,.'IJn)

f2: DcPRkR' - R |
x = (z1,...,25) — Ya=fa(¥)=Jo(T1,- ., 2n)

S DCcR — R )
XZ(II,---7$11) = ?/m=fm(x)“' mivLr

J1s J2, s Jm também

- = enadas
Como £¢ de classe C, entdo suas fungoes coord 7.3) para clas ¢ obter

530 de clagge (1. Logo, podemos aplicar 0 teorema (
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funcoes afins

0f1

0
(L) = A) + o) (=B +od G hR)- oy
0/ o, 05
) Lx) = fo(p) + %—I(P)'(xl—Pl) oot amn(P)'(xn—pn)
8fm L Ofm
| m(9) = m(p) + e, (P) (=) oot 5 m(P) - (2 - py)
que aproximam, respectivamente, f1, fo, ..., fm, nas proximidades do pont

p = (p1,p2,---,Pn). Mais especificamente,

(160 = AE) + 5E0) -p) +o+ S0 (e

+ Rl (p,X),

fL(x) = falp) + %(P)'(wl—m) +oeee axn(P)'(wn—Pn)

. R1p,X :
il_)rfll)”x(\_%l:O, limM:O limﬁﬂﬂ’i‘l.—.o. E
2 e |lx—pl] =7 <35 x - pll '

i

Observe que podemos reescrever

as m igualdad ' ra 2+
usando matrizes: g €5 acima pa J1, f

‘A J




1(py

(s
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] [ oF
(40 TA® ] | 5@ o 2
£&) | | A %, of 1~ py |
: B : | O P) - Q(P) Ty — py
W) | L) || o) s
- - 2Jm of, _
| 3z, (P) %(D)J L ¥ = Pn |
[ Rl(pix) ]
" RQ(I.),X)
B (p,x) |

cional mais com i 5 T
pacta, isto €, Sem 0 uso de coo denadas. Para isto sejam
3

i(x) = (h(x),ly(x),. .., Im(x)), R(p, x) = (Ry(p, x), Ry(p, x),. . - B (p, %))

[ 0/ LT
5 ® 22
of Ofs
Df(p) = BTT(IJ ) aaj:n (p)
o ¥
i a—i(p) gin (p) [
de modo que
f(x) = f(p) + Df(p) - (x — p) +R(p, x), (7.6)
I(x)
com
fim 2RX) _ g 0169
X—=p ”X — p” o X=p ”X—- pH

Em outras palavras, é possivel aproximar uma fungdo vetorial f de classe C1
14 vizinhanga de um ponto p pela transformagio afim 1 e o erro R(p, x) =




ol <+ 2 e e ot A o oot s
e e o e amn —

e A Y A" 8 b A 0 _
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f(x) — 1(x) cometido nesta aproximagao tend(? a Zero mais rapig,
que ||x — p||- A equagao (7.6) pode ser reescrita como

—f(p) = .h+R(p,h).
f(p + 1) — f(p) Df(p) (p, )
V(h) T(h)

Mentq dy

Ela nos diz que a variagdo V(h) = f(p + h) — f(p)~ dq valor dg fuﬂ(;é,of
no ponto p pode ser aproximada pela transformagdo linear T': Rn S

definida por T(h) = Df(p) - h, isto &,

o of,
75, ®) B (p) by
0f2 . 0h hy

T(hy, ..., hs) = 3z, D) 5z, P) .
afm ) % o hn - nxl

A a_illl(p) Bz, () J s

e que o erro R(p,h) = V(h) — T(h) cometido nesta aproximagcio tendes |
zero mais rapidamente do que o ||h|| = /A2 + - - 4+ h2. A matriz associada
a esta transformacao linear é dada por

- o -
a—z(p) a—i(p)
af2 8f2
Dfp) = | 55, P T 7 (P)
TS
| 95, ) amn(p)_mxn

Ela é denominada a matriz jacobiana (ou, mais simplesmente, jacobz'ana) de
f no ponto p. A matriz jacobiana Df(p) representa em Célculo II o mes™
papel que a derivada f '(p) representa em Célculo I. Muitas idéias, teoren,las
e algoritmos sdo elaborados com o Seu uso. A transformagao linear induzi®?
por Df(p) é denominada 5 derivada de f no ponto p.

7 M ‘0
d §0vamente’ T éa “methor” transformagao linear que aproximaa varet
e f perto do po ; , 308
p ponto p ou, equwalentemente, 1 é a melhor transformaga®

due aproxima f perto do ponto P. Também, 1 é a tnica transformaga®?
que satisfaz as condicoes

— AN
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~ . 1. T3 2 .
7.4 Considere a fungao vetorial f: R° — R definidg poy

Exemplo

:El + CEZ + 373
(y1, %2) = £(z1, 32, 83) = 3

que foi apresentada no exemplo (6.3). As fungoOes coordenadas de fsig

,'131 + .'1;2 + x3
Y1 = f1($1)$27$3) = 3

e y2= foz1,30,33) = Veray

Portanto, a matriz jacobiana de f no ponto (z1, T2, T3) é

" 0f; oh of
( ) Fp, (1T T) F- (31, %2, T3) Sy L 2 33)
Df(z1, 20, 3) = of of of
2 2 2
9J2 ,T3) 7 (21, T2, 23) (21, 20,2
s (z1, T2, T3) 8m2( 1 ) 523 2, T3) L.
- 13 1/3 1/3
= Io T3 Tl - T3 129 .
| 33/t - x5 28 3/} 22 o2 34/zi 2323 |,

Uma vez que f(1,2,4) = (7/3,2) e

Df(1,2,4) = {

segue-se que a equagao da transforma,

proximidades do ponto p = (1, 2, 4)
isto é,

1/3 1/3 1/3
2/3 1/3 1/6

.

¢ao afim que melhor aproxima f nas
é dada por I(X) = f(p) + Df(p) . (X—p)’

)
3

X3

—1

(a1, 2, 35) = 7/3 s 1/3 1/3 1/3 21_2
2 2/3 1/3 1/6 ?

51}3——4

Il

Podemos usar a transformg

pontos (1, T2, ¢3) préximos de (1,2,4)

1(1.1,1.9,3.9) = (2.3, 2.016... ),

(331/3 +22/3 + z3/3, 2%1/3 4+ z9/3 + a:3/6> :

5 . em
G20 afim I para estimar o valor de f(z1, 2, 2)
. Por exemplo,
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enquanto que

f(1.1,1.9,8.9) = (2.3 9,019 L.

Obscrve qne ll(.’l}],lltg,.’b‘(;) = f, (3;1,,,;2’.,83) para todo (g,

j C Ve Ty, z3) € B3, Isto
nio ¢ uma coincidéncia, como Veremos mais adiange,

e

Vimos que a matriz jacobiana, Df(p) de uma fun¢io f em ponto p define a
translormagiio lincar que melhor e

iagio da fungio perto deste
ponto. Mas o que acontecer i a0 j4 fosse uma transformacio
lincar? Lembre-se que uma transformacio linear T nada mais é do que uma
fungao vetorial definida por um

a matriz: T(x) = A-x. Ora, a melhor
transformagio linear que aproxima a variacio de uma transformacao linear
€ a prépria transformacdo linear. Como conseqiiéncia, a matriz jacobiana de

uma transformagio linear é igual & matriz que define a prépria transformagio
linear, isto é, DT'(p) = A. Maijs formalmente,

Tedi'elﬂé 7 5 SCJ& TR" ~+ R’” uma, tranéformagfio linear definida |
por uma matriz A,,x,, isto é, seja
Entdo -
.D:T‘(p) = A
para todo p € R", .
Demonstragdo: Para fixar as idéias, vamos fazer o cason = 3 e m

= 2, isto
e)

T
T($1,€L‘2,IC3)= [2 : ;J Ty | = (az; + bxe + a3, dzy+exs+ fz3).
T3

Como as fungses coordenadas de T siio

Ti(z1, 22, m3) = azi+bzp+cas,

T2(~'I71,-772,m3) = d$1+e$2+f$37
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nio ¢ diffcil de ver que

- O on, ot
i (17171)271).1) 8.’1;2 ([ 17?217.5) 03}3 (p117’2,p3)
DT(u1P8) = | oy " 0T o | on
'5?;]_.(7)177)27[‘1 Oy Py P2, P3 %;(pl’pz’p.})
(a0 b ¢ ]
T lde S/
= A
O caso geral é demonstrado da mesma maneira. Se
[ aynr a2+ Qg [ L1 ]

Qg Q22 -+ Qoy )

v
)

T(z1, 22 .y Cn) =

i m1 Am2 *** Gy A ] Ty

entao

7 n n
T((IJI,:EQ,. '-7:1;11) = Zalk * Tk, Za@k K TR -)za‘mk * Tk
k=1 k=1

k=1
Desta maneira, a i-ésima fungiio coordenada de T é dada por

n

7}(:517:321'--7371;) = Zaik "TL =051 X1+ aocx9t Qi Tn
k=1

de modo que, para calcularmos o elemento na, posi¢io ij da matriz jacobis®

de T no ponto p, basta derivarmos T; com relagdo a x; no ponto Mis K_

note que !
a ()=

—_— T a' . R N v - (9 \‘

(9:1,']- (9113]' i TLF Qi By A - gy -'Dn> Gij» ,

xX=p '

1sto €, o elemento ng posicio w0l

1 da matriz jacobiana DT(p) ¢ igual

mento na posicio ij da magy; om0

' ‘ 055t i
Mesmos elementos, conclyf 2z A. Como as matrizes DT(p) ¢ AP g |
ufmos s 850 irua

) Mos que clas sdo iguais. |
{
Observacs .
vacio: o | fume
Gao: A matyi, Jacobiana de uma funca ar [1R AR
a [ungio escalar J: i

N

AN

-

\
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matriz linha 1 X n:

DI = | 5509 2

.

enquanto que a matriz jacobiana de uma, curva, parametrizada a: R — R™,

com a(t) = (1 (t), ca(t), ..., on(t)), é uma matriz coluna n x 1:

[ ai(t) ]
Daf(t) = a2'(t)

A(t) |

A matriz jacobiana de uma fun¢do compartilha das mesmas propriedades

que a derivada de uma fungéo de um varidvel que vocé aprendeu em Célculo L.
O préximo teorema resume estas propriedades

Teorema 7 6 (PROPRIDDADD_
foCR"%Rmeg Dy C
classe C*, k > 0. Entao

(1) f+g éde classe o e__m “D
para todo p € Dfﬂ D
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Demonstragao: Basta
madas por derivada
rivacdo de uma funga
Céleulo I satisfaz todas as

S

des estendem-se naturalmen

Vamos ilustrar esta idéia co

50 de uma varl

Aproximacgao linear e g reg
ra q
e
Al s
e]a

Da defini¢io de matriz jacobiana, temos que

D(f+g)(p)

" O(fi + 1)

8.’1)1

8561

8371

(p)
d(fa+ g2) (p)

O +an) )

0z,

0l +.9)

0z,

O(fn + 9m)

0z,

observar que as entradas da matriz jacobig
parciais que, por sua vez, sdo obtidas &traia: 53
dvel. Como a operagdo de de 'S da g,
propriedades enunciadas acima, estag Tvacy,

te para a matriz jacobiana de fungge

(p)
(p)

g (p)

-

O o

m a demonstracao da primeira Props
Tedaq
J

Por outro lad

(cstamos u :anociovzli iﬁ'i(e?l (a]:ll :dgei)q/ u@wj)glp)é C(18]01'/ 0z;)(p) + (0gi/0z;)(p)
. € a der i .

das derivadas parciais de cada parcela) e pollf;z ni(f)armal da soma é a soma

D(f+g)(p)

[ afl 891
55, P) T 5, (P)
af? 5g2
5a; P) T 54 (P)
Ofm 5
9Jm g
| 7o, )+ 5, (P)
[ 0f1
0. P) of
L Oy,
o of
8331 (p) 8 2
"ETI.
Bf: 5
s2(p) ... Ym
- 1 amn

- Df(p) =+ Dg(p)

oh
Oz,

0

0z,

(p) +
(p) +

-

9
fm(p) +

0z,

8(1)1
02
81231

| 8(1)1

dg)
oz,
dga
0z,

(p)
(p)

O9m
0z, (p)

5
)

p)

a .
™ ()
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onde, na pentltima igualdade, 15amos a definigio de somag, de duas matri
i atrizes.
A demonstragido das demajis Propriedade

: , S se faz de maneira ang
deixaremos como um exercicio para voca analoga e a
a

Exemplo 7.5 Considere f(z, y, Z) =gl 442 4 2, 9(z,y,2) =22+ 1e

h(ﬂ?,y,z) = M = M
9(z,y, 2) 22 + 1

Aplicando-se diretamente g defini¢do de matriy Jacobiana para h, vemos que

0z

[ 2z (1—9?—22) 2y 2z
(22 +1)2 e?+1 2241 |°

[ Oh Oh
Dh(m,y,z) == %((B,y,Z) a‘y(xayyz> %(J),y,Z)}

Por outro lado, aplicando-se a “regra do quociente”, concluimos que

g(IL‘,y,Z) 'Df(il?,y,Z) —f(.’ll,y,Z) Dg(iL‘,y,Z)

Dh(z,y,z) =
(02 l9(z, v, 2)’
(22+1)-[ 22 2y 22] — (22 +2 +22)- [22 0 0]
_ ($2+ 1)2
_ [2z(1-9y*-2%) 2y 2z_|
B (2 +1)2 z2+1 22+1
Note que as duas maneiras conduzem ao mesmo resultado. 0

Observacio: Lembramos que a “regra do quociente” s6 vale para funcdes
escalares (fungdes cujo contradominio & um subconjunto de R) uma vez que

a divisdo de funcdes vetoriais ndo esta definida.

// d

7.3 Composicao de fungoes coOT- LY

ovas funcoes através da soma,

. = emos criar n -
A partir de duas fungoes pod s iniciais. Um outra operagao

' ivlicaca ivisdo das fungoe
diferenca, multiplicagdo ou divisao daIC 525
muito importante é a composi¢ao de funcgoes.
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Deﬁmgé 071(oompos1g;7xo pE FUNGOES) Considere f: 4 5
O = Dcom f(A) C C. A fungio h: A = D obtida, aplicay (10~sz
. grlme ito £a x € A e entfio aplicando-se g a0 resultado f(x) ¢ Qenony;,
':‘f“ﬁédﬁ-rd funsr Go composta das fungdes g ¢ fe derlopada porgof.

A figura (7.3) ilustra a composigéo de g com f.

A C D
f(A)
f : —g—b

Figura 7.3: A composi¢do de g com f.

Exemplo 7.6 A fungio h(z) = sen’(z) é resultado da composigio de g(z) =

}
%
, (
z? com f(z) = sen(z). A funcio h(z) = (x + 4)? é resultado da composigio | I
de g(z) = 2® com f(z) = z+4. A funcio h(z,y) = \/z% + y? é resultado da { |
composi¢do de g(z) = /z com f(z,y) = 22 + ¢2. m

Exemplo 7.7 Composigdes de fungdes aparecem naturalmente em modelos
dindmicos, isto 6, modelos para os quais as varidveis dependem do temp®
Por exemplo, suponha que a fungéo de produgiio Cobb-Douglas z = f(¢:4) *
4. %4 174 represente a producdo de uma empresa em fungdo de seu capital
Z e de seu trabalho Suponha també
(2(0),5(®)) = (10000 + 100 £,625 + 5 - ¢) descreva como o capital alf)” |
10090+ 100+ ¢ o trabalho Y(t) = 625+5.1 desta empresa variam 1o temp”
Ent3o, se quisermog estudar como g, producdo desta empresa varia 10 tempo: :
S0mos naturalmente levadlog 5 considerar a funcéio composta |

\

m que a curva parametrizada alt)®

M) = (fo 0)(t) = 4- (10000 + 109 . ¥ (625+5-0)"

_ N
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15 et PO (O voed :
: L(lqmr;,, m ]', HE . b »
wibd sendo COMPOSLO com (nong lonti wilidade de sprergart quem
enti ' ey g enlbificanq 0 domfnio ¢ o contradominio

o cudda fuagiio o COtponiiio, Principahnente no cago o que uma ou
v e I N ' s <t ’ ¢
todas as lingoes nio 1O g (:xph(;i(;;.‘.m.,.('(.

Mg mlie‘n.nl.n vur(lem().w COIMO expreggae o makriz jacobiana de uma com.
POSICAO e Loviroy (s nbeizoy Jncohinnag dag [ 5o by '
CONPOSICAO. 18ho vasn]Laed ML regra dg (:(1,(1(371:13 !1:12({:)((3;2;;0:1Izgirzgzrtftl?f
zado com bhastante Feeqiinein wa, beovia que vamog closcnvb]vcr. Mais ainda
voed cerlinnente usmeg o, regen dn cadain om qualquer discipling em que umzi
devivada apavegn, I\fli(:r()cunnmnin‘, Cileunlo IT1, Célculo IV, Fisica, Equagdes
Dilerenciais, ote,

O segredo na wlilizagio g regra da cadeia estd ng idenlificacdo correta
das fungoes que fozem parte da composidol Vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 7.8 A fungio z = J((t), y(1)) 6 uma fungdo de R para R que
pode ser descrita como g composigiio da fungio escalar z = f(z,y) de R?
para R com a envva paramotrizacda ot) = (z(),y(t)) de R para R2, Mais
formalmente, s z = h(t) = f(x(1), y(l)), entdo b= fo q. o

Exemplo 7.9 A fungio z = (e (u, v), y(u, v)) 6 uma funcio de R2 para R
que pode ser descrita como a composigio da funcio escalar z = f(z,y) de
R* para R com a funciio vetorial 8(wv) = (2(4,v), y(u, v)) de R? para R?.
Mais formalmente, se z = h(w,v) = [(x(u,v), y(u,v)), entdo h = fog. 4

Exemplo 7.10 A fungiio z = f(u+v,u — v + t) & uma fungio de B3 para
R que pode ser descrita como a composi¢io da funcdo escalar z = flz,y) de
R* para R com a fungdo vetorial g(u,v,1) = (u+v,u—v+t) de R3 para R?.
Mais formahnente, se z = h(u,v,8) = f(u-+v,u—v+1) entdo h = fog.
Observe que g ¢ uma transformagiio lincar de R3 para R? (por que?). o

—_

Exemplo 7.11 Sejam p um ponto ¢ v um vetor cl? R*. A fungio z
J(p+1-v) 6 uma funcio de R para R que pode ser descrita como a composigao
da fungiio escalar z = f(x) de R" para R com a curva parametrlzac@ a~(t) =
P+t-vdeR para R" (c« representa a reta que passa pelo p Ina dire¢do do
. > « \ . % - foa
vetor v). Mais formalmente, se z = h(t) = f(p+1{ V), entdo h = f o
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7.4 Lembrando C4lculo I: a regra da cadeia

Considere f: Df CR—Reg: D,CR—=R Eluas fungdes de
com k > 1, tais que f(Dy) C Dy Podemos entdo construir ¢,
hzgo_]-”: Dp=D;CR—=R

A regra da cadeta afirma que h também é uma funcdo de Cl%lsse Ck ¢ e
(g o f)" pode ser obtida em termos das derivadag e

i

asse (O
)
Mposic,

sua derivada A’ =
de f e g. Mais precisamente,

W (p) = (g0 f)(p) = g'(F(p)) - '(p)- (1)

Exemplo 7.12 A funcdo h(z) = sen(z® + 4z) pode ser escrita como 4
composicio de duas fungdes: h(z) = (g9 0 f)(z), com f(z) = 2 44,
g(z) = sen(z). Como f e g sdo fungdes de classe C'™ segue-se que h tambey
é uma funcio de classe C*®°. Vamos usar a regra da cadeia para caloyly
a derivada de h. Para isto, precisamos calcular as derivadas de fe g 4
derivada de g é
g'(z) = cos(2)
e a derivada de f é
f'(z) =32+ 4.

Desta maneira, pela regra da cadeia, a derivada de h é

H(@) = g'(£(2)) £'(z) = cos(f (a)) - f'(w) = cos(s® +4z) - (357 +4). ,

7.5 A regra da cadeia em C4lculo II

Como veremos, a regra da cadeia em Caleulo II é muito parecida com &
regra da cadeia de Célculo I se utilizarmos a, notacdo matricial.

Jacobiana de b em p ¢ igual ag
" 1p) pela matiiz jacobiana e
~ Dhip) = D(go 1)(p) = De(i(p)) - DE(p
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(.0 £

Ou, mais explicitamente, se

X:(:El;'--:zn)) y:(yl)"‘wym)

1) = (A0, fun()),

entéfo;\a. matriz jacobiana de h(x) =

8(y) = (o1 ¥),.. - ai(y)),
(hi(x),... » (%)) é dada por

: I'_C‘z_hl Ohi, | 1
[ - gy
551.: \\5}“’ -
< o P 5z, ) I

><n, Dg(f(p)) é uma matriz I x m
‘Qdio[Que a multiplicacdo de matrizes

- ] i 8fl 8f1 T
- be, (p) %;(p)
o O O
fi»_f_‘ | L%, (p) - 9z, (p) !
- Di(p)
Obs:

Note a, semelhanca entre as expressées (7.7) e (7.8): as derivadas K (p),
9(f(®) e f'(p) (que em Célculo I sdo nimeros reais) sio substituidas, res-
bectivamente, pelas matrizes jacobianas Dh(p), Dg(f(p)) e Df(p). Eviden-
temente, o sfmbolo - na expressao (7.8) indica a multip}icagéo,de matriz§s,
®Nquanto que na expressdo (7.7) ele indica a multiplicagdo de nimeros reas.

Uma demonstracdo formal da regra da cadeia pode ser en_contr.ada nas
Teferénciag [01, 7 1] , contudo, vamos tentar fornecer uma _]u‘Stlﬁcat.lV?. .mzls
informg] com base na idéia de aproximagao linear desenvolw;la no 11(:111010 0
“apitulo. Pelo teorema (7.4), as variagdes de fem p € dfadg em S(}Zig\(:a ;I;lnizr
“Proximadas pelas transformagdes lineares T e S defini asi, %eops o destast
Pelag matrizes jacobianas Df(p) e Dg(f(p)). A composi¢
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Ses lineares deve fornecer uma “boa” aproximagio i
da composicdo h = go© f no ponto p. Mas, pelo exercicio [22], a compg
de duas transformagoes lineares é tambem'urfla transformagio ling,, s Gy
triz associada & fungao composta nada mais € do qlie 0 produto da rnatriza‘
que define cada transformagao linear na composigao. Desta manejyy ;

. : , o
tural esperarmos que a matriz jacobiana Dh(p) seja dada pelo prq dutg d:s
matrizes jacobianas Dg(f(p)) € Df(p).

transformac Vafiaggo

Vamos fazer uma revisdo desta justificativa informal usando 3 notag,
matricial: j& sabemos, pelo teorema (7.4), que

g g(y) ~ g(q) + Dg(a) - (y — ),
Agora, fazendo q = f(p) e y = f(x), obtemos
g(f(x)) =~ g(f(p)) + Dg(f(p)) - (f(x) — £(p)). (19

Por outro lado, novamente pelo teorema (7.4), temos que
f(x) = f(p) + Df(p) - (x — p).
Substituindo esta expressio no lado direito de (7.9), vemos que
g(f(x)) ~ g(f(p)) + Dg(f(p)) - (£(p) + Df(p) - (x — p) — £(p)),

isto é,

g(f(x)) ~ g(f(p)) + Dg(f(p)) - DE(p) - (x — p). (7.10)
Aplicando o teorema (7.4) mais uma vez, agora para h = g o f, segue-se 4

h(x) ~ h(p) + Dh(p) - (x — p),
isto é,
g(f(x)) ~ g(f(p)) + Dh(p) - (x — p). (7'11)
1

(
Comparando-se as expressdes (7.10) e (7.11), ndo é dificil de se suspeitar que

D(g o f)(p) = Dg(f(p)) - Df(p).

Exercici ; :
Iclo resolvido 7.1 Considere ag fungdes vetoriais

f: R2 — ]RQ

($)y) > f(([;’y)_—_-(mZ__yQ’m.y) e

Aproximacao linear ¢ g regra g .
A cag:
Ela

Jar!
ma

de1

As |

e

i
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g: R 4 R3
('l.l,, U) = g(u) ’U) = (sen(u . 'U), U~y — ’U)
Encontre a matriz jacobiang gy funcio COmposty h : R? 3
pontopz(l,l). =gofiR? 4 R no

: 1L,1), b -
larmos Dg(f(l) l))) -Df(l, 1) €, em SegUida, ( ) asta Ca:lcu
matrizes Dg(f(1,1)) - Df(1,1). A

fl(w,y)=:z:2~y2 e

de modo que

of 0 ]
Do) iy
Oz Oy 2.2 —9.
Df(:l), y) = = v y .
Loy Loy |~y
Oz \’ Oy 7’ J
As fungdes coordenadas de g sdo
91(u,v) = sen(u - v), 92(%,v) =u+v € g(uv)=u—y,
de modo que
P -
[ @(u, v) ﬂ(u, v)
gu 882) v+ cos(u-v) u-cos(u - v)
g2 992 - 1 1
Dglu,v) = | 5=(w,v) 5=(u,0) | = 1 .
b3 99s
-87(”’ ’U) v (U, ’U) _l

'

No ponto (x, y) =p= (1, ].) temos
2 =2

(12 _ 12’ 1-1) = (O’ 1), temos
€, 1o ponto (u,v) = f(p) = £(1,1) = (1 )
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.3~0

0
Dg(f(l, 1)) = Dg(ox 1) = 1

[ Sy

—1

Logo, Dh(1,1) = D(gof)(1, 1) = Dg(f(1, 1))-Df(1,1) =

isto &,

1 0 5 o 2 —9

.Dh(l,l): 1 1] 1 1 =13 —1
1 -1 1 —3
Dg(f{1,))  DHLY)

Em particular, se hy, h2 e h3 sdo as fungbes coordenadas de h, entsg

8h1 9 ahl
— =2 —(1,1) = —2,
8112 (17 1) ) By ( )
Ohs Ohs

- = —(1,1)=-1
am (17 1) 3) ay ( 3 ) 3
ahS _ 8h3 _
8112 (1: 1) - 17 ay (1; 1) = —3.

Evidentemente, vocé poderia calcular a matriz Jacobiana Dh(1,1) sem 2
regra da cadeia. Basta efetuar primeiro a composicao:

h(z,y) = (g o N)(z,9) = g(f(z,9)) = g(z® — 12,z - y)
= (sen (z* =9 -z ‘) =ty -y —z-y),

depois calcular a matriz jacobiana Dh(z,y) diretamente:

[ 8h1 ahl 7
5z (&) Ty(m’ y)

8h2 ahg
o () By (@)
8h3 8h3

- %(3": ) Fy—(x’ )

Dh(z,y) =

W,
&
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(32%y — %) cos (22 — 42
_ 2SB+y )-'L'y) ($3_3my2)cos((x2_y2)my)
21 — Y —'gy +z
I
e, finalmente, substituir os valoreg 4 — ley=1;
2 -2
Dh(l, l) = 3 -1
1 -3

Vocé poderia se perguntar: por que calcular a derivada,
uma f.ungao composta pela regra da cadeia se é possivel efetuar a composigéo
e derivar o resultado diretamente? Neste exercicio resolvido, de fato. nio
vemos a vantagem de um método com relacio ao outro. P(;r outro ,lado
nem sempre temos explicitamente as funcdes que fazem parte da composigéc;
(veja os exemplos (7.8), (7.9), (7.10) e (7.11)). Por isto, a regra da cadeia
é uma ferramenta extremamente 1til quando estamos querendo estabelecer
resultados tedricos. '

(matriz jacobiana) de

o

Exercicio resolvido 7.2 Sejam f: R2 = R? e g: R?2 — R? as funcdes veto-
riais definidas no exercicio resolvido anterior. Encontre a matriz jacobiana
da fungdo composta h = go f: R — R3 em um ponto p = (z,y) qualquer.

SOLUCAO: Pela regra da cadeia, para encontrarmos Dh(z,y), basta calcu-
larmos Dg(f(a:,y)), Df(z,y) e, em seguida, efetuarmos a multiplicagdo de
matrizes Dg(f(z,y)) - Df(z,y). Como vimos no exercicio resolvido anterior,

~%l;l(cc,y) —a—y‘(‘”’y) _ {2-:6 —Q'y}.
Df(z,y) = %_f;_(m,y) %’;g(m,y)— y @
| !
000) G| ) s
Dg(u,v) = —a%%(u’”) %gf(u’v) ) 1 —1
EER A
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concluimos que

Oh ) = Sl o) G0+ 5y 80D 5w,
. P of 0
g%(u,v) = gﬁ(g(u,v))'%( ,U)+—@(g(u,v)).%(u,v)

Exercicio resolvido 7.5 Use a regra da cadeia
parciais de primeira ordem da funcdo z = h(u,v,t) = fu+v,u—y ey
exemplo (7.10). Assuma que

para calcular ag deri\'ad
&

f seja uma funcdo de classe C. 0

SOLUGAO: A fungdo z = h(u,v,t) = flu+v,u—v+ t) pode ser dese
como a composi¢do da fungao escalar z = f(z,y) de R? para R com g fllngéz
vetorial g(u,v,t) = (u+v,u—v+1)de R? para R%. Pela regra da cadeig
também é uma funcdo de classe C' e Dh(u, v, t) = Df(g(u,v,t)) 'Dg(u,v,,t),
Como as funcdes coordenadas de g sao dadas por

g(u,v,t)=u+v e

segue-se que

Uma vez que

go(u,v,t) = u—v +1,

i 391 3g1 8g1

——(u,v,1) —(u,v,1) - (w0,
Dg(u,v,t) = 3;; 3;’ ggt |
2 2
_—%(u,fu,t) —a—v—(u,fu,t) —a—t(u,fu,t)
_ (1 1 0
1 —1 1
| 9f of

temos

Dh(u,v,t) = D f(g(u,v,t)) -

| 0f

e (8(u,v,1))
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Efetuando-se a multiplicacio de 3
que, por definicdo, matrizes na €Xpressao anterior e lembrando
Dh(u,v,t) = oh Oh oh
au (u,'U, t) F’U(u, 'Uyt) Ft(u, v, t) s

concluimos que

Oh 8f

i — i 0

au(u+v,u 'v—}-t) = am(u'*'v’“‘U+t)+a—§(U+v,u—v+t),

oh of of

av(U+U;U—U+t) = a—x(u‘l‘v,U*U—l—t)—a_y(u_l_v’u_v_l_t),

Oh (u+v,u + ¢ 0

Bt U=vtt) = By Ut v u—v+). )

Exercicio resolvido 7.6 Use a regra da cadeia para calcular a derivada da
funcdo z = h(t) = f(p+¢- v) do exemplo (7.11) em ¢ = 0. Assuma que f
seja uma fungao de classe C1.

SOLUGAO: A fungio z = h(t) = f(p +t-v) pode ser descrita como a

composi¢do da fungdo escalar z = f(x) = f(z1,...,z,) de R* para R com a
curva parametrizada de R para R"

a(t)=p+t-vz(p1,...,pn)+t'(’Ul,---,’Un)=(pl-l-t'vl,---,pn'l-t'%)-

Il

Pela regra da cadeia, h também é uma fungdo de classe C' e Dh(0)
Df(a(0))- Dex(0). Como as fungdes coordenadas de a sdo dadas por e (¢)
pr+t-vy, as(t) =pa+t-voy ..., o (t) = pp + t - vy, segue-se que

all(t) (5
a(t) , ;
an(t) nxl nJdnxl
Uma vez que
of
of T
Df($1,...,$n) = —a—x—l—(ml""’mn) Gwn(xl ) 1xn
-
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e a(0) = +0-v=p, temos
o Dh(0) = Df(ex(0)) - Dee(0) = Df(p) - Dex(0)

of Y1
[ Of ] .
3 ® 5 ], |
] T dnxt
[ Of of ]
— - . + .o + p * Up .
| Oz (p) -1 5%( ) Ix1
Lembrando que, por definicao,
dh
Dh(0) = [ E(O) JIXI,
concluimos que
, dh, . Of of B . of
PO =GO =) o1+ + Fo (P) - = > 9, (p) - v |

Observagdo: a maioria dos livros de Célculo II nao enuncia a regra da

cadeia com o uso da notagio matricial. O que eles fazem é trocar a versio
matricial da regra da cadeia

F % 5h1 7
52:1 (p) Tt 8‘%(13)
Oy, Com, |
La*ml(p) Tt E(p) |
?hfp)
F%(f(p)) @(f( ))- - 0fi ) Qf_l_(p)
5gk . : : ‘. :
0 ) o ey || Oy V)
Layl 5ym p | ] 5(171 (p) «_—%/
lﬁfr(p)) S Dio)
(estabelecida
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coluna da matriz jacobiang Dh(p) pode ser obti

meira linha da matriz jacobiana, Dg(f(p)) do multiplicando-se a pri-

pela primeirg coluna da matriz,

jacobiana Df(p):
| Oy = D91 g O, o
52, (p) Byl( (p))'Tm(p)+"'+b%(f(p))-g%(p) (7.12)
Y 991 Of
; 5 TP 55 )

Podemos obter k- n expressses deste tipo considerando-se 0s k- n elementos
da matriz jacobiana Dh(p), isto é, para cada t=1..,kej=1,.. s7, 0
elemento da i-ésima linha e J-ésima coluna da matriz Jacobiana Dh(p) pode
ser obtido pela multiplicacsio da i-ésima linha da matriz jacobiana Dg(f(p))
pela j-ésima coluna da matriz, jacobiana, Df(p)):

ahi ) — % afl Bg,-

- 03 ) = 5, (0D G 0) oo Dy Dny g

= 5" 9% ) -Z%?(p).

G Assim, em resumo, o que a maioria, dos livros de Célculo IT faz é trocar
uma tnica equacio matricial (isto €, Dh(p) = Dg(f(p)) - Df(p)) pelas k - n
equagoes reais definidas em (7.13).

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

E preciso tomar muito cuidado com o seguinte abuso de notagao que
pode ocorrer com a regra da cadeia. Considere funges z = f(z,y) e
g(w,v) = (g1(u,v), ga(u,v)) de classe C. Pela regra da cadeia, a funcio

composta

z = h(u,v) = (f o g)(u,v) = f(g(u,v)).

é de classe C! e
Oga

0 of
e 0) = 2L (gu,0) - L)+ S g ) Fw), (119

092
B (g u,0)) - 22w, 0) + 2L (aa0)) - (). (719




278

. ) el e it T it e
e e e £ ) e,

Aproximacao linear e a regra gy
Cad
ela

Um abuso de notagao cometido por varios autores é o de se omity -

pontos onde as derivadas parciais sao calculadas, com a JuStiﬁCativad
economia de espago nas fsrmulas. Desta maneira, as expressoes (7-14) e
(7.15), com este abuso de notagao, escrevem-se da seguinte form.

oh Of 591+§’1_293

a0z Ou Oy Ou’ (7.1
oh _of O 9J 0%
90 9z Ov | Oy v (7.17)

Outro abuso de notagdo é o se trocar 0 nome da funcdo pela varigyg
que representa o valor da fungao em um ponto do dominio. Em noeggg
exemplo, isto corresponde a trocar f por z, h por w, g1 por z e g, por y:

0z 0z Oz N 0z oy
ou Oz Ou Oy Ou’
9: 0z 0u 0z 0y
v Oz Ov Oy Ov
Contudo, esta notacio, apesar de compacta, pode trazer confusio em
certos casos. Por exemplo, considere a situacdo onde z = flz,y) e
g(z,y) = (o1(z,v), g2(z,¥)). Se escrevermos a regra da cadeia para
a fungdo composta z = h(z,y) = (f o g)lz,y) = f(g(a:,y)) =

F(g1(z, 1), g2(z, y)) com estes abusos de notagio, vamos obter as seguin-
tes expressoes:

(7.18)

(7.19)

0z 0z 0z 0z Oy
6c  5a O By On
0z 0z Oz 0z 0Oy
Oy Oz Oy * dy By
Por outro lado, nestas expressdes, dz/0z nao significa a derivada parcia
de = com relagao a z que, no caso, seria igual a 1! Aqui, 0z/0% represent?
a derivada parcial da primeira fungio coordenada de g com relagdo @ g
isto é, 9z/0z = 8g1/0z. Também, o simbolo 0z/0z que apare® nes
dois lados da equagio (7.20) representa duas coisas diferentes- NO lado
direito, 0z/ 0z representa a derivada, parcial da funcdo f com relagao a®

enqu~anto que, no lado esquerdo, 92 / 0z representa a derivada paI‘Cial 4
funcao composta h com relagdo a z!

(7.20)

(7.21)
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Moral da histéria: na dqvig

4, sempre utjl
omita os pontos onde gg fu

ngoes estio ca

//

—

1Z€ 0 nome dag fungGes e nunca
lculadas, -

7.6 Exercicios

[01] Encontre a, equagao do plano tan

gente ao grafico da, fungao definida por
flz,y) =at+2 a2y? 4 zyt + 10

yemm:lOey:l
[02] Use a aproximacio lineas da fun
no ponto (10, 1) para obter umg

[03] Use a aproximaco linear da fun
ma aproximagao de f(998, 101.5).

ponto (1000, 100) para obter y

?(M\] Use a aproximacio linear da fungdo f(z,y,2) = Va2 4 yl3 15,2 no
ponto (4,8,1) para obter umag aproximagdo de f(4.2,7.95, 1.02).

[05] Use a aproximagao linear da fungdo de produgio Q = 3 K3L1/3 4

ponto (1000, 125) para obter uma, aproximagao de Q(998, 128).

[06] Por que podemos dizer que os graficos das fungdes f(z,y) = 22 + y? e

9(z,y) = —2% — 42 —i—}\xy"’ SEE) “tangentes” em (0,0)?

a0 f(z,y) = 24 + 227 + 2yt + 10y
aproximagéo de f(10.36, 1.04).

¢a0 de producao f (z,y) = 622/3y1/2 no

——

[07] Calcule a matriz jacobiana das fungdes dadas abaixo.
() £: B 5 B, £(z,9) = (z).
(b) f: B? — R®, f(=z,y) = (ze? + cos(y), z,z + e¥).
(c) £: R® = R?, f(z,y,2) = (z+ € +y,yz?).
(d) f: B2 — R3, f(z,y) = (zye™, z sen(y), 5 zy?).

[08] Calcule a matriz jacobiana das fun¢des dadas abaixo.
(a) f(z,y) = (e, sen(zy)), (b) f(z,9,2) = (z — v,y + 2),
(c) f(z,y) = (z + v,y — z,zy), (d) f(z,9,2)=(z+2y-5zz~y).

ato esteja nadando segundo a reta deﬁni'da pa’rame—

[09] Er?f:;rllzztzlfo? I;:_E 3+ 8¢ i’ y=3—2t. A ten.lp e~r aturatda aglﬁiiﬁi

por T = z2 cos (y) — y2 sen(z). Encontre. a varlagaolda en;Psg dein o

fungdo do tempo, dT'/dt, de duas maneiras: (a) peda reIgrfdi et

(b) expressando T em termos de ¢ e entao derl.vsfn 25 h esq?l e
tamente as fungdes que fazem parte da composicéo,
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estabelecer as dimensoes do dominio e do contradominio de ¢caq, qugao
envolvida.
[10] Verifique a regra da cadeia para as fungdes dadas abaixo. Indique expl.

citamente as fungdes que fazem parte da cOmposigao, nao esqueceng, &
estabelecer as dimensoes do dominio e do contradominio de cady fung

a0
envolvida.
(a) f(z,y) = (2> +9?) In\/a? +y? comz = ey =e™"
(b) f(z,y) = et comz=tey=—t.
(¢) f(z,y,2) = ¢ +y*+ 2%, com z = cos(t), y =sen(t) e z=t.
(d) f(-'L','y,z) =e"* (y2 —562)7 comz =t,y = etez=1%.

[11] Verifique a regra da cadeia para u = z/y + y/z + z/z, onde z = ¢
y=c¢!" e z=¢'". Indique explicitamente as funcdes que fazem parte ds
composi¢do, nao esquecendo de estabelecer as dimensoes do dominio e
do contradominio de cada funcao envolvida.

[12] Verifique a regra da cadeia para u = sen(zy), comz = > +tey =14,
Indique explicitamente as func¢Ges que fazem parte da composigio, nio

esquecendo de estabelecer as dimensdes do dominio e do contradominio
de cada fungdo envolvida.

[13] Seja z = /22 +y2 + 2z1%, onde z e y sao funcgdes de u. Encontre
uma expressdo para dz/du usando a regra da cadeia. Indique explic-
tamente as fungdes que fazem parte da composicio, nio esquecendo de

estabelecer as dimensdes do dominio e do contradominio de cada fungéo
envolvida.

[14] (2) Use a regra da cadeia para encontrar (d/dz)(z*) utilizando, par
isto, a fungdo f(y,z) = y2.
(b) Calcule (d/dz)(z®) utilizando o célculo em uma, varigvel.

(c) Qual maneira vocé prefere?

[15] O que est4 errado com o seguinte argumento: suponha que w = f (,9)

— .2
com y = z*. Pela regra da cadeia,

Assim,0=2-z. (0w/dy), de modo que dw/dy = 0.

e ————
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‘UQQS
A Considere a func@o de prodycs |
[16] Y ~~ M€ Producao .CObb-Dougla,s Q = 4 K3/ 1/4 Su-
. ponha que as varidveis K ¢ |, variem com o e t
]dXDli. interesse r segundo as expressoes PO L com & taxa de
0g,
] 1: 2
s K(t,r) = 10\15
S (tr) = = ¢ Lt,r) =642 4 250
Use a regra da cadeia para cajculay a taxa de variacs a
r
atquando =10 er g1 12630 de @) com relaco
[17] Considere a fu.ngéo de producéo Cobb-Douglas Q = 4 g3/411/4, Supo-
nha que as varidveis de capital e trabalho, K e L, variem com o tempo ¢
e com a taxa de interesse 7, isto é, K = K(t,ryeL = L(t,r). Sabendo
que K(10,0.1) = 10000, L(10,0.1) = 625,
=t
.t : DK(10,0.1) = [ 2000 —100000 ] e DI(10,0.1) = [ 120 250 ]
g
Tiog calcule a taxa de variacio de Q com relacdo a ¢ quandot=10er = 0.1.

[18] Sejam G: (0, +00) x (0, +00) C R? — (0, +00) X (0, +-00) C R? definida
—t3' por

10 z2
E G(CB, y) = ( yx )63"2 + 250y>
niny
e F: (0,+0c0) x (0,+00) C R? — R definida por F(r,s) =4r34s1/4 Qe
H = F oG, calcule DH(10,0.1).
i?:e [19] Sejam G(z,y) = (2 + 1,3%) e F(u,v) = (u+ v,v?). Calcule a matriz
;“Ja‘ Jacobiana de H(z,y) = F(G(z,y)) no ponto (z,y) = (1,1).
08
) 20] Sejam f(u,v) = (tg(u — 1),u* — v?) e g(z,y) = (* ¥,z —y). Calcule
foge D(fog)(1,1).
5| P Sejam fu,n,w) = (4, cos(u + u) + sen(u + v+ w) ¢ g(oy) =

(€%, cos(y — z),e7¥). Calcule fog e D(fog)(0,0).

[22] Sejam T: B* — BR™ e S: R™ — R* transformages lineares definidas,
respectivamente, por T(x) = A-x e S(y) = By, com A uma matriz
m X n e B uma matriz m X k. Mostre que a composicao

R=SoT:R*—RF

também é uma transformacdo linear e que a matriz assoczfmda;.a R é
dada por C' = B-A. Moral do exercicio: compor transformagoes lineares
= _ . '
o nem!
corresponde a multiplicar as matrizes que as defi

[
’ S
' \\ |
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[23] Considere w uma fungdo de R? para R! de classe C, p — T
e F(z,y) = w(r(z,y),s(z,y)). Calcule 9F/9z e dF /gy o terg ¥

Ow/0r e Ow/0s.

[24] Considere w = f(z,y), 8(s,1) = (91(5,2), 92(5,1)) € h(s,1) = ( Fog)(s,
Use a regra da cadeia para obter uma expressio parg Oh/8s ¢ ah’/ 6)

em termos das derivadas parciais de f, g1 e ga. Assumg que f 0 e t
* ey,

= ~ 1
sao funcoes de classe C*.

[25] Considere u = f(x,y,2), g(r,s,t) = (gi(r, s, t), ga(r, s, t);g:;(r,s,t))
h(r,s,t) = (f o g)(r,s,t). Use a regra da cadeia para obter yp, e):
pressao para 0h/0r, Oh/ds e Oh/Ot em termos dag derivadas Parcig
de f, g1, g2 € g3. Assuma que f, g1, g2 € g3 sdo fungGes de clagge ct

0] Gonsidere u = f(@,9), £(r,5,) = (1(r,5,),92(r,5,) & b,
(fog)(r,s,t). Use a regra da cadeia para obter uma €XPressio par,
Oh/0r, Oh/ds e Oh/Ot em termos das derivadas parciais de f, g, ¢ 0
Assuma que f, g; e g, sdo funcées de classe C1.

[27] Seja z = f(z,y) uma fungdo de classe C. Sejam também 7 — 9(u,v) =
veos(m+u)+eWey= h(u,v) = u? — v2. Sabendo que
of of
Fo(-1L,—4)=3 ¢ 3, (L4 =2
determine (9F/0u)(0, 2) e (8F/0v)(0, 2) da fungdo composta F(u,v)=
f(9(u,v), h(u,v)).

(28] Seja f: B3 — B uma funcdo de classe ¢ tg] que f;(0,0,0) =2,
/y(0,0,0) = £,(0,0,0) = 0. Se 9(u,v) = flu —v,u? - 1,3v -3,
calcule g,(1,1) e 9(1,1).

[29] A resisténcia 3 retirada de um Prego indica sua forca de adesio & me
deira. Uma f6rmulg empirica para Pregos comuns é

P =24335 S*?RpD,

em que P ¢ a resisténcia 3 retirada méxima em kg, S éa gravidade
eslgciﬁca da madeira 5 12% de umidade, R é o raio do prego (em Cm)
¢ & ¢ a profundidade (em cm) da penetragio do prego na madelra,.

Um brego C'd comum d s2 et10 €
€5 cm de compr; de diametr
completamente introduzid primento ¢ 0.28 cm -
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specffica ¢ 0,54, (o Se o
Cbp((,- :u' 2 resi “,S\ )‘.U% b edquagiio (g, BPYOXIMNGTG) 1oy de 12 poara,
aproximan a h:(lll(,lll. mdximg, ) Fobirada, Ny o Micnes o
sexto dessa resisténein & consicoragy soEnro o ](l o e
‘ i ‘B0, para longog berfodos de
tempo. (D) Q‘}“"‘(]O 08 Pregos sio lnhricn(los, Rao D ])())(l(‘m VAL bor
4:2%, ¢ a gravidade espectlica o diferenge ~ T —
ode variar por 3%, U . L es amostiag de bk Douglag
p : 00 USCaequacio dy, aproximagiio lineay de P para,

(Tbtg‘ ML Aproximagiio do erro bereentual meximg 10 valor caleulado
de P,

7.0 ixercfeioy
,""-‘"'-—

[30] A resistéucia total R de brés resistorag Ry, Ryo R

¢ dada pol » ligados em paralelo,
é dada por

Ly
R TRt R

Se as medidas de Ry, Ry ¢ Ry sio 100, 200 ¢ 400 ohmg, respectivamente,
com erro mdximo de 1% om cada medida, aproxine o erro mdximo
uo valor caleulado de R através da cquacio da aproximagio linear,

[31] A vesistéucia elétrica R de um fio ¢ dirctamente proporcional ao sey
comprimento e inversamente proporcional ao quadrado do seu didmetro.
Sabendo que o comprimento ¢ medido com um cerro possivel de =-1%
e o didmetro ¢ medido com nm crro possivel de =:3%, aproxime o crro
mdximo uo valor caleulado do R através da cquagio da aproximagio
linear.

[32] O fluxo sangiiinco através de uma arterfola é dado por I = wPR'/(8vl),
em que [ é o comprimento da arterfola, R ¢ o raio, P ¢ a diferenca,
de pressio entre as duas extremidaces, ¢ v ¢ a viscosidade do sangue.
Suponha que v e | sejam constantes. Use a cquagio da aproximacio
linear para aproximar a variagiio percentual no fluxo sangiiinco se o
raio decresce 2% ¢ a pressio aumenta 3%.

33] Se um remédio ¢ ingerido por via oral, o tempo T (lm.'antif: o qual a
maior quantidade do remédio permancee na corrento' saugufnﬂea pode
Ser calculado com o auxilio da meia-vida z do remédio 10 es(;omagg c
2 meia-vida y do remédio na corrente sangiiinea. Para muitos remédios

comuns (como a penicilina), 7' é dado por

zy (In(z) — 11‘1(?/))'
T'= n(2) (z—y)
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[35]

(
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~

Para um certo remédio, £ = 30 min e ¥ = 60 min. Sc¢ ¢ ery
ar / | Se
stimativa de cada meia-vida é £10%, use a equagio (|, (

e 1 . L4 A

linear para estimar o erro méximo no valor calculado (g

0 ”m}\'imo

q)roxinmq&o

4] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira oy falsa, Wresg,
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou un Conl,m.emnmlo

caso ela seja falsa.
(2) Se f: R® = R é uma fungdo de classe C! tal que
Df(0,0,0)=1[0 0 0]

para todo (z,y,2) € R®, entdo f(z,y,2) = 0 para todo
IR3,

(b) Se f: R® = R é uma fungao de classe C! tal que
Df(z,y,2)=[0 0 0]

para todo (z,y,2) € R®, entdo f(z,y, z) = 0 para todo (z,7,2) ¢
R3.

*(c) Se f: R - R é uma fungdo de classe C1

((L‘, .7/32) €

tal que
Df(#,3,2)= [0 0 0]

para todo (z,y,2) € R3 ¢ £(0,0,0

) = (, entao f(il?,y, z) = () para
todo (z,y,2) € R,

Diga se cada uma dag sentengas a se

tando uma justificativs, caso el
caso ela seja falsa,

(a) Se f: DCR® - R éum
aberto

guir é verdadeira ou falsa, apresen-
2 seja verdadeira ou um contra-exemplo

& fungéo de classe C? definida no conjunto

D={($;y7Z) €R3 ,$<1}U{($,7,Z) ERS '.’L'>2}
tal que

bara todo (z,y,2) em B3, entig f(z,y,2) = 0 para todo (z,9,2) €
R3,
b)Sef: DR 4 g tma fungdo de classe ¢ definida no conjunt?
aberto
D= {(z,y,2)

€R3lx<1}U{(m,y,z)€R3]$>2}

—_—

il
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tal que

Df(z,y,2) = [0 0 0]
para todo (z,7,z) em R3 ¢ (g 0.0) — .
todo (2,9, 7) € R, f(o, ,0) = 0, entdo f(z,v, z) = 0 para
[36] Diga se Cadi.t uma da.s sentengas a seguir ¢ verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contr;;-exem lo
caso ela seja falsa. P

(a) Se f: R® = R é uma fungdo de classe (! satisfazendo
Df(0,0,0)=[2 0 0]
entdo f(z,y,z) = 2z para todo (z,y, z) € R,

(b) Se f: R* = R ¢ uma funcio de classe C! satisfazendo

Df(zy,2)=[2 0 0]
S:;ra todo (z,y,2) € R3, entdo f(z,y,2) = 2z para todo (z,y,2) €
*(c) Se f: B> — R é uma funcéo de classe C* satisfazendo
Df(z,y,2)=[2 0 0]
para todo (z,,2) € R e f(0,0,0) = 0, entdo f(z,y,2) = 2z para
todo (z,y, z) € R3.

[37] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo

caso ela seja falsa.

(a) Se f: D ¢ B® — R é uma fungao de classe C! definida no conjunto
aberto

D = {(z,9,2) ceR|z< 1}U{(a:,y,z)€1R3 | z > 2}

satisfazendo
Df(z,9,2)=[2 0 0]

para todo (z,v,2) N dominio D, entao f(z,y,2) = 2z para todo

(z,y,2) € D.
(b) Se f: D c B3 — R ¢ uma funcao de classe
aberto

¢! definida no conjunto

— S
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D={(z,9,2) R | <1} U{(z,y,2) € R? ;m>2}

satisfazendo
Dfwy)=[2 0 0]
para todo (z,y, 2) no dominio D e f(0,0,0) = 0, ents, f

(x’yyz)\
2z para todo (z,y,2) € D.

[38] (FungGes homogéneas) Dizemos que f: R® — R § ymjy fungi, "
mogénea de grau k se

para todo x € R" e pra todo ¢ > 0.

(a) Dé exemplos de fungdes homogeéneas de grau 1 e 2 definidas ep R
(b) D& exemplos de fungdes homogéneas de grau 3 e 4 definidag em R

(c) f(z1,z0) = 2wy + 32172 + 23 6 uma fungdo homogénea?
(d) Para a fungio f do item anterior, mostre que
of of =3 f(zy,
T 8—331@1, T2) + T4 5z, (21, zo) [z, z2),

para todo (zy,z5) € R2.
(e) f(z1,m0) = 42223 — 5 z123 6 uma fungiio homogénea?

: 2
(f) Para a fungdo f do item anterior, mostre que existe (z1,2,) € R
tal que

o o
zy %(ﬂil, Tg) + x4 87{2(371, T3) # k f(z1, z2),

para todo k € R.

(8) (Teorema de Euler) Mostre que se f: R* — R ¢ uma fungo
homogénea de grau k, entdo

0
xla\gi(x)ﬁ-zz%(x) +i oz, ;;:l(x) =k f(x),

para todo x € R~

haturalmente em Economia. Por~exer<;:

to (que surgem a partir de Irungoesées
demandg, (que surgem a partir de fur(ljilos

aticamente funcdes homogéneas nos m° um
O capftulo 20 da referéncia [71] oferect

€s homogéneas no contexto econdmico-

plo, funcdes de lucro e de cus
produgido), e fungdes de
de utilidade), 53, autom
econdémicog tradicionajg.
excelente estudo de funcs

A
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*[39] Sejam 2 = f(u,v), g(z,y) = (91(37;?/),92(-’13,@) e h(z,y) = (fog)(z,v).
Mostre que

azh 75(P) = aug 5(8(P)) - (%(P)) +

591

592( )

%%;(g(p» ‘ (—g}-(p)> +

O (eo))- 25 0) + Lo - 5200,

+

_of dg1 N
Ba:(?y(p) = -5&P) 3 () ()

%@(p» (%205) 22000+t 2)) 4

7 (ae) e ) L)+
8245
—Ji(g(p)) : %(p) + —%(g(p)) : agféy(p),

0 C?.
onde f, g e go sdo fungoes de classe
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[40] (O método de Newton) Em Célculo I vocé estudoy o Wétog,
Newton como um algoritmo com a finalidade de aproximay g g,

‘idvel, isto é, aproximar um nimerg
fungdo real de uma varidvel, isto €, apr 0’\1m um n nC?IO real p tal
f(p)=0,com f: R—R. A idéia do método é muito simpleg, A pary
=0, : 3
de uma aproximagao inicial g, calculamos a equagdo da rety tange,

ao gréfico de f no ponto zo, %

y = I(z) = f(zo) + f'(z0) (z — 20).

R

WWWY |

Observe que encontrar uma raiz c%a aproximacao [ é mais f4cj| do que
encontrar uma raiz da fungdo original f:

y:l(:z;): f(ﬂ?o)-l-f'(mo)(:v—:z:g) =T =:z:0-—]]:l((‘\2))_

O nidmero z; = zg — f(20)/f'(zo) é uma outra aproximagio da raj P
de f (estamos supondo, evidentemente, que f'(zq) # 0). Basta agor
repetir o processo, trocando zg por z; para calcular zo, e assim por
diante. Espera-se que a seqiiéncia gerada por esta construgio convirja

para a raiz p de f.
O método de Newton pode ser generalizado para funcgdes vetoriais do
tipo
F:R" - R",
seguindo a mesma construgio do caso escalar. A partir de uma apro-

ximagao inicial %, calculamos a equagao da aproximacao (afim) de F
no ponto xy,

¥ =1(x) = F(x0) + DF(x) (x — xo),

onde DF(xg), de tamanho n, x n, € a matriz jacobiana de F no ponto Xu
Observe que encontrar uma rajz da aproximagio 1 é mais facil do que
encontrar uma raiz da, fungdo original F:

F(x0) + DF (x0) (x ~ x) = 0 =» DF (xo)(x — xg) = —F(xp) =
X %0 = —[DF(x0)] F (x) = x = xp — [ DI (x0)] " F0)

O ponto x; = x - [DF (%0)]"'F (x0) € uma outra aproximagdo da raiz. P
de F (estamos supondo, evidentemente, que a matriz DI(xq) sej in-
versivel). Basta ago0ra repetir o processo trocando xo por X1 pard @
cular x2, e assim por diante. Duag obser\,ragées:
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(1) No caso escalar, a derivady, f'(p’) ,
sentido dividir por F(p). No ¢ :
e, portanto, a divisdo & sybgyis ..« & derivada ¢ umg matriz
a notacao

0 caso escalar.

(2) Numericamente, dado o)

bonto x;, nip se cal
) alcula o
férmula ponto x; pela

1= X0 = [DF (x0)] ' F (),
pois calcular a inversa de ymg matriz ¢
O que se faz ¢ resolver o sistema linear (

e, entdo, tomar x; = X0 + z.

O método de Newton ¢ uma manifestagio de uma idéia central na te-
oria de Célculo II: para se resolver um problema n&o-linear (em geral
muito dificil), o que se faz & tentar simplificar o problema com umg
aproximagao linear (o papel da derivada é fundamental nesta parte),
resolver o problema no caso simplificado (algo mais f4cil de se fazer) e,
entdo, relacionar a solucdo do problema simplificado com a solugéo do
problema original.

Naturalmente, a exemplo do caso escalar, a seqiiéncia gerada pelo mé-
todo de Newton vetorial pode ndo convergir. N&o estudaremos, aqui,
questoes de convergéncia, testes de parada e detalhes de implementagio.
Indicamos, ao leitor interessado, as referéncias [30, 34, 61).

(2) Seja F (21, z2) = (2? + 23 — 1,z — sen(z;)). Calcule os trés primei-
ros elementos da seqiiéncia gerada pelo métod(-) Fle Newton para a
funcio F, usando xq = (1,1) como tentativa inicial. o

(b) Mostre que se F: B® — R é uma fungio de classe C* e a seq:31~e;1<:;:a
Xk gerada pelo método de Newton para F € convergenttei,sfearvlZ 50 T
cOnverge para uma raiz p de F. Dica: mostre que X sa

Xpi] = Xp — [DF(XI:)]—IF(X’“)’ dois lados
- , ois la
Para todo £ > 0 e, entdo, tome o limite para k — oo dos

desta equacao.




