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No capitulo anterior estudamos o conceito de fungdo de vérias varidveis

objeto matemdtico por exceléncia para se modelar problemas. Vi:
im as diversas maneiras de representé-lo geometricamente: seja
fico ou seja através de suas hiperficies de nivel. Com estes
s vamos estudar uma primeira propriedade interessante

que € 0
mos tamb
stravés de seu grd
TeCursos geométrico

que fungoes podem ter: continuidade.

41 Por que fungoes continuas sao importantes?

o para vocé pois vocé ja deve

O conceito de continuidade nao deve ser nov
a0 do

1o estudado em Célculo I. De qualquer modo, vamos fazer uma revis

assunto.
Sejam f: D C R — & uma funcio de uma variavel e p € D um ponto

do dominio D de f. A fungdo f associa p no dominio 2 f(p) na imagem.
Corsidere agora z € D uma aproximagéo de p. O que podemos dizer a
wpeito de f(z) (o valor de f na aprozimagio) ¢ F() (0 valor de J 10
#mi0)? Para uma funcdo continua € possivel «ymarrar’ estes quatro valores:

o ' imacao de
J € continua em p, entdo f (z) pode ser considerado wma aproximagao ;
e T esteja suﬁcientemente proxim

IRE .

dép)’ t4o boa quanto se queira, desde dU . syficientemente
mp j Em outras palavras, para garantir que f(a) estar® S 4ximo de P
*%imo de f(p) (na imagem) basta tomar T suficientemente Pf

(

suly) ;.
domlmo)

trn

aveés de seqiiéncias

Ce by 1?7 Atr
“IN0 formalizar matematicamente este conceito’ A

T
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, para fungoes contfnuas em P espera-se que F(zz) convirs
Ja

gura (4.1)). Mais formalmente:
|

numéricas: €0
vergem para p €
para f(p) (veia f

PropriEdade 1:

O val
or de um 5
. a funga 1
variacs ¢ao contin
modaiOes em p. Para exemplifi & em um ponto p ¢ “esty
elando matematicament car, considere a seoy] estavel” por pequenas
e . ‘si
um determinado fen§UInte situagdo: vocé estd
Omeno (d' .
ligamos
, 0 quanto
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uma ponte suspensa € resistente ao vento) e é necessdrio calcul 3

resultante em pontos da forma 2 -k - 7, com k = 0.1 gél a; a fun?ao f
utilizando um computador para fazer os calculos cer:ua;r-le‘ar‘liue . Se voce estd
guird calcular a fungao exatamente nestes pont(;s pois send(;loce nao conse-
real ™ que possul infinitas casas decimais n&o-periédicas. O melhor ueero
consegue fazer é calcular a fungdo f em aproximagdes d;astes pontos,,q 'digf::

mos, em 6.28-k ou 6.2831-k (isto sem considerar os erros de arredondamento
efetuados durante os calculos).

. Voc~e passa:ma por uma ponte suspensa que foi projetada utilizando apro-
ximagbes e nao os valores originais? Se a fung¢do que descreve o fenémeno
é continua, entdo vocé pode ficar mais trangiiilo pois vocé sabe que, para
pontos suficientemente préximos de 2k -, o valor da fungiio nestes pontos

estara tao préximo do valor correto f(2-k- ) quanto se queira. Basta entao
escolher uma tolerdncia e prosseguir com os célculos.

Propriedade 2:

Nem todo problema de otimizagio possui uma solucdo, isto €, nem toda
funcdo definida em um. conjunto possui um méximo global ou um minimo
global neste conjunto. Uma importante pergunta é: como saber, a priori, se
um problema de otimizagao possui ou nao uma solugdo? Um teorema que
resolve esta questdo envolve o conceito de continuidade.

Teorema 4.1 (WEIERSTRAS
continua definida no-int
nos um méaximo glob

Observe que o teorema exige duas coisas: (1) a continuidade da fungéo f e,
(2), que ela esteja definida em um intervalo techado e limitado da forma [a, b].
Se uma ou as duas destas condigoes nao se verificarem, nada se pode garantir.

Faca algumas figuras e tente pensar €t exemplos € contra-exemplos!

4.2 Continuidade em varias variaveis

A idéia é a mesma! Vamos cOmEGar com duas variavets: considere uma

fungdo f: D C B2 = Re (a b) um ponto do dominio D de f. A fungao
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Figura 4.2: Tlustragdo do conceito de continuidade em 2 varidveis através do
dominio/contradominio de f.

Definicdo 4.2 (CONTINUIL
que f € continua’'em um
toda seqiiéncia
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Talvez a melhor maneira de entender como uma, funcdo continua se parece é
visualizar o grafico de uma fungio que nao € continua

Exemplo 4.1 A funcao

2 sey>0,

Z=f(.’17,y)= 1 seuy <0
y=Vy

nao é continua em p = (0, 0) pois a seqiiéncia

%0 = enn) = (0.2

n

converge para p = (0, 0) mas
) = Sleman) =1 (0.7 ) =2

converge para 2, que é diferente de 1 = f (p) (veja a figura (4.3)). Em
verdade, f é descontinua em todos os pontos da forma (a,0) (o eixo z) e

continua nos demais pontos. o

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

Para mostrar que uma fungéo & cont{nua em um ponto (a,b), & pre-

ciso provar que para todas as seqiiéncias (Zn,Yn) que convergem para
(a,b), tem-se f(Zn,Yn) convergente para f(a,. b). Esta})ele/cer a con-
vergéncia para uma ou duas seqiiéncias particulares 1ao € suficiente
para demonstrar a continuidade da fungao no ponto. No exemplo ante-
rior, a seqiiéncia (Zn,Yn) = (1/n,0) converge para (0,0) e f(m;,gngle;
f(l/n, 0) = 1 converge para 1 = f(0,0) mas, mesmo assimni,

continua em (0, 0).
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Figura 4.3: O grafico de uma funcdo descontinua.

Exercicio resolvido 4.1 A fungao
-y

— se(Z, 0, 0),

1/2 se (z,) = (0,0),

é continua em (0,0)?

SOLUGAO: Inicialmente, observe que
11

(iﬂmyn) = (-7;7 ‘—> — (070)
11
Fzn, yn) = -2 Y0 g';

z2+y2 (1
_> +(
n

Contudo, isto ndo garante que / seja continug e
uma ou?;ra seqiiéncia (zn, y,) que converge para, Y
convergindo para 1/2 = £(0,0). De fato. tg] se

n
1
_n2_1 1
1\? 3—5—>§=f(0,0)-
n n2

(0,0) pois pode existir
(0,3 0) mas com f(wm yn) nao
quencia existe pois

(Tn, ¥n) = (-le %) = (0,0)
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1 2 9
Tt Yn nn —
BN = 5 - r’ —_— 2 2
f(.l,m 3/11) .’lI2 + 1 2 2 9 = n- = - - 1
n n n?

gendo assim, f ndo é continua em (0,0). Observe que 0s pontos d A

(1/m1 /n) ‘(que converge para (0, 0)) estfio sobre a ety V= 2o a sequeéncia,

da seqiiéncia (1/n,2/n) (que também converge para (0,0)) estaguse SS pontos
’ obre a reta

—92z.
y.—-aa’
O

Vamos ver agora exemplos de como provar que funcdes sdo contf
ntinuas.

Exercicio resolvido 4.2 Mostre que a funcio z = f(=z y) = é contf
_ n
o ponto (2’ 1) ) mua

SoLuGAO: Dada uma seqiiéncia qualquer (z,,y,) que converge para. (2,1
devemos mostrar que f(zn,yn) converge para f(2,1) = 2. Como (zn,y ), —;
(2,1), sabemos que o

Tp — 2

C Yn — 1. Entéo, ,
f(mn,yn) =z, 2= f(27 1)- o

Exercicio resolvido 4.3 Mostre que a fungdo z = f (z,y) = = é continua.

SoLugAo: Devemos mostrar que f & continua em todos os pontos (a, b)
de ®2. Seja entdo (T, Yn) uma seqliéncia qualquer que converge para (a,b).
Devemos mostrar que f(Zn, Yn) CONVEIgE para f(a, b). Como (Zn, yn) —+ (a>0)

segue-se que
Ty — O
¢ 4, — b. Portanto,

f(xmyn) =Tp 70 1@ b)

coes que

Jmente para fun

o . . atura
A definicdo de continuidade se estende 1

dependem de trés ou mais yvariaveis:
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na imagem. Se:f

descontinua em P. S€f:
entdo dizemos simplesmente qu
que z, = f(T1n, Tan, - - Trin) €

O teorema seguinte estabelece uma maneira facil de se criar e de se identificar
fungtes continuas a partir de outras funcdes continuas.

Teorema 4.2 Sejam f: D; CR’”
continuas em p € Dy N D,. Entao

Demonstracgo: A demonstra
um teorema, andlogo

g
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& uma funcdo continua. Os demais casos (f

demonstrados analogamente e vamos deix4- ~9 f-9, flgehof ) séo

los como exercicio.

Seja Xp UM seqiiéncia converg;
o gindo para
cntmaidade de f o g, temos P € DyND,. Entao, poa

f(xn) = f(p) e 9(x%n) — a(p)

Em Célculo I vocé aprendeu que a soma de seqiiénci

gentes CONVErge para a soma de seus respe ts_e(menmas numeéricas conver-
- N , ctivos limi

g(xn) sao seqiiéncias numéricas (isto &, seqiiénci hmltezg e, como f(x,) e
. ] 1aS em

respectivamente para £(p) e g(q), segue-se que ) que convergem

(f + 9)(Xn) = f(xn) + 9(xn) — f(p) +9(p) = (f + 9)(p).

Isto mostra que f + g é continua em p.

C , e
om este teorema é possivel justificar, por exemplo, a continuidade da fungao
F(z,) = sen (e +97).

De fato: z e y sdo fungbes continuas (veja o exercicio resolvido (4.3) e 0
exercicio [01]). Logo, z2 e y? séo fungdes continuas como produto de fungoes
continuas. Conseqilentemente, g2 + y? é continua como sOma de fungoes
continuas. Finalmente, como a fungao seno & continua, segue-se que f(z, y) =

2 2 4 /’ o« o -~ ’,
sen (117 + vy ) é continua como composi¢ao de fungdes continuas.

4.3 YO teorema de Weierstrass no caso de n variaveis

ariavel definidas

fungoes continuas de uma v
um maximo

[a, ] possuem pelo menos ,
Uma pergunta natural €

mais varidveis. A
fungao ainda sej@
t&do [a'7 b] no

Como vimos na segio (4.1),
em um intervalo fechado e limitado
global e pelo menos um Minimo global em [a, D).
se existe um resultado parecido pard funcoes de duas ou
resposta é sim! I de se esperar que o continuidade da tung
exigida mas o que faria o papel de um intervalo fechado ¢ lim1

C D
aso de n varidveis?

Para responder a esta pergunta;

intu i ' issivel
uir as propriedades que um conjunto adm

S
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menos uIn maximg

0
i ossua pel
50 continua definida em D Dp
<

ini Jobal em L/
um minimo g
global e pelo menos
Considere

f: DC R = R

e '2 20
(wy) = #=f@Y=TTY

e D pode ser um dos seis conjuntos abaixo.

(1) D=F,
@ D={(z.y) eR |2 +y" <1}
R? | 2% +y* <1},

€
(3) D= {(z,y) €
) eR| —1<a<+le —1<y <41},

() D={(z,y) eR? |1 <> +y’} e
6) D={(z,y) e R | 1 <2+ 3% < 4}.

Pergunta: em quais dos seis casos a fungao-objetivo f possui pelo menos um
méximo global e pelo menos um minimo global no conjunto admissivel D?

Observe que estamos usando uma mesma expressio algébrica para a
fungdo-objetivo f e mudando apenas o conjunto admissivel D.

O desenhoo dos:’ varios conjuntos admissiveis e respectivos graficos de z =
f(z,y) = 27 + y? encontram-se nas figuras (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) e (4.10). Note que as figuras (4.5) e (4.9) representam apenas uma

parte do grafico de f.

possui pontos de méximo global em ) — R?

feitos no exemplo (3.1) da pagina 81 4 facil de'
vazias) de f sdo circunferéncias de centro n
de (0,0), entdo o valor da funcio diminy; e

o valor da fun¢io aumenta (nos pontos dg ci
¢ raio r, o valor da funcio ¢ r?)
préprio ponto (0, 0), segue-se que (0,0
Por outro lado, como podemos ’
distantes de (0,0), isto €, pontos em ) —

T . . .
No caso (1), f possui um tnico ponto de minimo global, (0 0), mas f nao
De fato, a partir dos c4lculos

quando nos afastamos de (0,0)s
P rcunferé.ncia de centro em (0, 0)

© 0 ponto mais préximo de (0,0) é0
o ) é popto de minimo globa] de femE"
€T pontos em ) _ R? arbitrariamente



131

5
. «{veis diferentes:
4.4: Desenho de seis conjuntos admissive
' Figura 4.4:
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Figura 4.6: O gréfico de f definida em D = {(z,y) e R |z +¢* < 1}
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7O gréfico de f definida om p
¢ n] = n
{(:L)y) € R? I fL'?-}—yQ < 1}
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Figura 4.8: O grafico de f definida em D= {(z,y) €R
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Fizura £.10: O grafico de f definida em D = {(z,9) € R | 1<’ +y* <1}
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snico ponto de minimo global de [ em

. ar pontos arbitrari-
No caso (2), 7,2 < 1}. Como ndo podemos 0T P

‘bitrariame
D= {(%"J) P —é ue-se que f nédo 255UMe valores fl(l) ;S )ontosn(fe |
amente distantes a° (O,(()) );Ssgde D mais distantes de (0, 0) sa I a
es. De fato, 0s pont

~ t
tro em (0,0) € rajo 1 sendo, portanto, 05 PORLOS de
e centro )

2 | g2 +y” S 1F
méximo global de f em b= {(a:,’y) x| {nimo global de f em
3) (0,0) é ainda o nico ponto de TS os tom
No Easo)(e)’Rz [wz + 42 < 1}. Como no ¢as0 (2), netxo 1; i ;Lr
= {(z, ‘tanto, f nao pode
I]J)ontoi argitrariamente distantes de (0, 0) erlr; D M:s pz;ora nio existe um
assumir valores srbitrariamente grandes em - ’ ’

' (=i distante” de (0,0). Dado 5
ponto em D que seja considerado o ponto “fiajs dista (0,0) ‘.

qualquer ponto em D, é sempre possivel conseguir am outro ponto em D
?

. 13 o8 pRgRY |
ainda mais distante de (0,0). Quanto mais nos aproximamaos da “fr ?nten&,
{(z,y) € R? | 224y' = 1}, mais o valor da funcio f aumenta, aproximando-
se c’ada vez mais do valor 1. Mas nio existem pontos de D que realizem este
valor. Sendo assim, f néo possui pontos de méaximo global no conjunto
D ={(z,y) € K* | z?+y? <1}

grand
circunferéncia d

No caso (4), (0,0) é o tnico ponto de minimo global de f no quadrado
D = {(z,y) € RP| -1<z<+le — 1 < y < +1}. Por outro lado, os
pontos (—1,-1), (—=1,+1), (+1,-1) e (+1,+1) s@o os pontos de mdaximo
global de f em D. Justifique!

No caso (5), os pontos da circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1 sdo
os pontos de minimo global de f em D = {(z,y) € R* | 1 < 22 + y2}. Nao
existem pontos de mdximo global de f em D. Justifique!

No caso (6), f ndo possui pontos de minimo global e nem pontos de
mdximo global em D = {(z,y) € R? | 1 < 22 4+ 92 < 4}. Justifique!

A fim de garantirmos a existéncia de méximos e minimos globais, além

dg c?nfilnuldade da fungao-objetivo, estes exemplos sugerem que o conjunto
admissivel D também deve ter certas propriedades especiais:

o Dd e o <
g teve ser lzmz_tado, isto ¢, D néo pode possuir pontos arbitrariamente
istantes da origem (veja os casos (1) e (5)) e

ente eStaS dU. ? y i .l 1 ]

$a0 suficie :
ficientes para se estabelecer a existéncia de mdximos
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e minimos globais.

Para se formalizar estas propriedades (e estabelecer outras de interesse)
vamos precisar de alguns conceitos topoldgicos: distincia euclidiana, bola
aberta, bola fechada, ponto interior, conjunto aberto, ponto de fronteira,
conjunto fechado, conjunto limitado e conjunto compacto.

Distancia euclidiana

NA EM R") No plano R2,

Vamos ver alguns exemplos.

4 TP Fa—2)° =8
(a) A distdncia entre os pontos (1,2) e (3, 4) é /(3 12+ ( ) o
— 10, 1] %[0,
(b) A distancia entre os vértices (0,0) e (1, 1) do quadrado Q? [0,
6 JI—0)2+(1—0)7=V2 .
0)e(L1L,. .,1) do cubo n-dunen-

(c) A distancia entre 0s vertlces (0 (R
n
sional Q, = [0,1] x [0, 1] x -+ % [0, 1] & v/

-

\.—.M

1)
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Figura 1.11: Distiincia cuclidiana entre dois pontos de R2,

Fizura 4,12 Distancia o

tuclidian

a entre dois pontos de 13,

5,
-
4




- . e s
. o #- = -
il o “pe

\.3 O teorema de Weicrstrass no caso de n varidveis
40 2

141

O proximo tcorema estabelece algumas propriedades da distincia euclidiana,

Teorema 4.3 (PROPRIEDADES DA FUNGAO .D,IHSJ’“I“f\:NCI A) Consi dere'
p,qer pontos em R". Entao. R S :

(1) d(p,q) = 0ed(p,p)=0,
(2) d(p,a) = d(q,p) e S
(3) (Desigualdade triangular) d(p,q) < d(p,r) + d(r, q),

onde d(p,q) é a distancia euclidiana entre os pontos pe q.

A primeira propriedade diz que a distancia entre dois pontos é sempre
> 0 e que a distincia de um ponto p até ele mesmo é zero, a segunda
propriedade afirma que a distancia de p até q é igual a distincia de q até
p e, finalmente, a terceira propriedade (a desigualdade triangular) afirma
que dado um tridngulo de vértices p, qer, a medida de um dos seus lados
(d(p,q)) ¢ sempre menor ou igual que & soma das medidas dos outros dois

ledos (d(p,¥) + d(r), @))-

p

Figura 4.13: A desigualdade triangular: d(p,q) < d(p, r) + d(r; q).

ceis de se demonstrar. No exercicio [25]

As propriedades (1) e (2) 530 fa propriedade (3)) a partir

Indicamos como obter a desigualdade triangular (
da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

P //’

e
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Bola aberta |
. 7 ma per unta muito
dir distancias em K", 1 X perg
o p em R” quais sa0 todos 0s pontos
)

Agora que sabemos €O
do que um numero ™ (fixo) com

oe €é: onto
natural que se poe ¢ dado 'u1-1} P or
x em R que estdo a uma distancia

relagio a p? No caso do plano (n = 2), temos

d(p,x) < & d((pr,p2), (81, 82)) <7 . o
St @ —mP <7 e (@ “p1)* + (w2 —p2)” <7,

isto ¢, um ponto X = (z1,®2) estéd a uma distancia menoi do q,tle T com
relagio a p = (p1, p2) se, e somente se, X estd no disco sem “casca

(o, m0) € B | (1 —pr)2 + (@ —p2)* <7},

de centro em p e raio r. Néo é dificil de ver que no caso tridimensional
(n = 3), um ponto x = (1, 22, z3) estd a uma distdncia menor do que 7 com
relagdo a p = (p1, p2, p3) se, € somente se, X estd na bola aberta

{(z1,22,23) € R | (m1 = p1)? + (2 — po)® + (23 — p3)? < r’},

de centro em p e raio 7. Isto motiva a definicio de uma bola aberta n-
dimensional:

Definicdo 4.5 (BOLA ABERTA) A bolaaberta
(Pl, . ,pn) € R" deraior > 0éo coﬁjuﬁto

Br(p)={(z1,...,z,) e B | (@1 —p1)? +. ; +

formado por todos os R
onfo n . e A

Bola fechada

distanci

acao a y ou 1gy

bo]a b m ponto p € 'Rn dado Na , g a"la um
aberta com sua “cagey - 120 e diff

rel

e —
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Definigo 4.6 (BOTA FECHADA) A bola fechada de
| (pl) et ,pn) e R" de raio 7” 2 Oé O COnJunto 3

formado por todos os pontos de R*, cuja distancia até p é menor ou

jgualari

Conjunto limitado

Com o conceito de bola fechada, podemos definir o que é um conjunto
limitado:

conjunto D de B¢

Definicao 4.7 (CONJUNTO
0) de centro em 0 =

dito ser limitado se existe um
(0,...,0) e raio r tal que D

Em outras palavras, um subconjunto D de R" ¢ limitado se é possivel colocé-
Io dentro de alguma bola fechada de centro na origem 0 = (0,0,...,0).

Considere os exemplos a seguir.

(a) Os conjuntos dos casos (2), (3), (4) e (6) da pagina 130 sao limitados.
Os demais conjuntos nio s&o limitados.

(b) O quadrado Qs = [0,1] x [0,1] é um subconjunto limitado de R* pois
ele estd contido na bola fechada B 5(0,0) de centro em (0,0) e raio v2.
Mais geralmente, o cubo n-dimensional Qn = [0,1] x [0,1] x ---[0, 1] é
um subconjunto limitado de R™ pois ele esté contido na bola fechada
B ;(0,0,...,0) de centro em (0,0, .. .,0) e raio y/n.

(¢) O semiplano superior {(z,y) € R? | y > 0} ndo é um subconjunto limi-
tado de R? pois nio é possivel colocé-lo em nenhuma bola fechada.

Ponto de fronteira

cdo de «fronteira”, um conceito que

Vamos agora tornar mais formal a no _
xtremos globais de

gUiou nossa intuigio na discussdo sobre a existencla de e
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! .
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um ponto P estéd na fronteirg

) ndo, .
‘ itivamente fala ue estdo em D ¢
~ nua. [ntuitiv - ontos d

ame funga(? C?ontlD se € possivel aprox1ma—lo por P

de um conjunto

3 . formalmente,
pontos queé nao estao emt D. Mais fo

por

Por exemplo, qualquer ponto da circunferéncia
2
$' = {(=z,9) cR|2*+y° = 1}

é um ponto da fronteira da bola aberta Bi(0,0). Observe que um ponto da
fronteira de um conjunto ndo precisa estar no conjunto! Com relagio aos
conjuntos definidos na pagina 130, temos 0 que se segue.

(1) D = R? ndo possui pontos de fronteira.

(2) Os pontos de fronteira de D = {(z,y) € R? | % 4+ y* < 1} sdo os
pontos do circulo {(z,y) € R? | 22 +¢* = 1}.

(3) Os pontos de fronteira de D = {(z,y) € R? | 22 + ¢ < 1
pontos do circulo {(z,y) € R? | 2% + 4% = 1}.

(4) Os pontos de fronteira de

} sdo os

D={(m,y)€R2| —l<z<+le —1<y< +1}

a0 0s pontos do conjunto

(1} x -1, 1)) U (-1} x =1, +1))u

(=1, +1] x {-1})
o ! U([-1,+1] x {+1
1860 €, 0s pontos dog quatro lados de D Pt

(5) Os pontos de fronteira de p
pontos do circulg {(

= {(s, 2 -
T,Yy) €R? | :c2+zj/2)=€1R 1< 0%+ y?} oo os

Os pontos de f : }

. ronteira de p —

530 0s pontos dg of = {(zy) e R 2 2

oy ere | xzizgcuk;}{(m’y) <Rty g 1—<le: "
=4, = e do circu

(6)
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Conjunto fechado

O conceito que vamos definir agora — o de conjunto fechado — pogsy;
d AT - Slll
am papel fundamental na geometria e anslise dos espagos euclidianos

- Definigdo 4
- dito ser fecha

Considere os exemplos a seguir.

(a) Os conjuntos dos casos (1), (2), (4) e (5) da pégina 130 sio fechados. Os
demais conjuntos nao sdo fechados.

(b) A bola fechada B,(p) é um subconjunto fechado em R”.

(c) O quadrado Q2 = [0, 1] x [0,1] é um subconjunto fechado em R2. Mais
geralmente, o cubo n-dimensional @, = [0,1] x [0,1] x ---[0,1] é um
subconjunto fechado em R".

(d) O semiplano superior {(z,y) €R? | y >0} é um subconjunto fechado
em R |

(e) A bola aberta B;(0,0) = {(z,y) € R? | & + 32 < 1} (note a desigual-
dade estrita) de centro em (0, 0) e raio 1 ndo é um subconjunto fechado
em R2, pois os pontos de fronteira de B1(0,0) (isto é, os pontos (z,y)
em R? tais que z? + y? = 1) ndo pertencem a B1(0,0).

(f) Abola “furada” X = {(z,y) € R? | 0 < 22 +y* < 1} de centro em (0,0)
e raio 1 ndo é um subconjunto fechado em R?, pois (0,0) é um ponto
de fronteira de X que ndo pertence a X. Observe, contudo, que existem
pontos de fronteira de X que pertencem a X.

A préxima, proposicio estabelece uma outra caracterizagdo de CODJl'lntES
- 0

fechados: se p é um ‘ponto qualquer e se existem pontos em um conjun
fechado D arbitrariamente préximos de p, entao p também de

ve estar em D.

Proposigdo 4.1 Um sudenjuntb':',D,éﬁ?c_iga_
Somente se, toda seqiiéncia convergeny’tﬁéf[cll,ej _
limite também em D, isto ¢, s¢ Xn ED
X» = D, entdo p € D. o
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logo, p € D.

Figura 4.14: D 6 fechado, x, € D e Xp = P
uito simples de se identificar conjuntos fechados:

Existe uma maneira m

* Proposigdo 4.2'

A demonstragdo segue-se facilmente da proposicdo (4.1) e serd deixada como
exercicio (veja o exercicio [11] no final do capitulo).

Conjunto compacto

Podemos definir agora o objeto em R* «
chado e limitado [a, ] na reta R:

equivalente” a um intervalo fe-

uad @2 sio exemplos de conjuntos
(apesar de ser limitada). O sempj 180 € compacta porque ela nio é fechada

< dano superior {(z,y) ¢ R? | y >0} néo
' | ado (apesar de ger fechado)
$ Conjuntos dos cagog (2) e (4)

conj - da p4gi ~ :
Onjuntogs nao sjo compactos Pagina 130 Sa.0 compactos. Os demais
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O teorema de Weierstrass

Com tudo isto, podemos finalmente enunciar o teorema de Weierstrass o
—~ ./ . O
caso de fungoes que dependam de n variveis:

n80-vazio) possui pelo me-
m minime "gl‘o_bal_ em K.

Como vimos, os conjuntos dos casos (2) e (4) da pdgina 130 sdo compactos
e uma vez que z = f(z,y) = z* + y* é uma funcdo continua, podemos usar
o teorema de Weierstrass para garantir a existéncia de maximos e minimos
globais de f nestes conjuntos.

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

O teorema de Weierstrass diz que uma fungio continua f definida em um
conjunto compacto K nao-vazio possui pelo menos um maximo global e
pelo menos um minimo global em K. E se f nao for continua ou K nao
for compacto? Nesta situagao, o teorema de Weierstrass nao se aplica: f
pode possuir ou ndo extremos globais em K. Por exemplo, D = R? nao
é um conjunto compacto, mas z = g(, y) = cos(zy) possui MAaximos e
minimos globais em D. Por outro lado, z = h(z,y) = = +y néo possui
méAximo e nem minimo global em D. Cada caso € um caso. Vocé precisa
usar outras ferramentas para decidir se f possui ou n&o extremos globais.

O teorema (4.2) fornecé uma maneira simples de se identificar fungoes

continuas. Mas como identificar conjuntos compactos? Freqiientemente,

em problemas de otimizagao, o conjunto admissivel 6 modelado da seguinte

forma:

D= (x € R | m®) ety oy hn(¥) S en
hm

h,, sio fungdes de R* para R. Agora, se as fungoes hi, -

onde Ay, ...,
(4.2), os conjuntos

580 continuas, entao pela proposigao

= n hmx Scm}
Dlz{XERnIhl(X)Scl}, ve ey Dm—{XER l ()

\ '“-_MM —/




{mero finito de conjuntos fechados
um nu

] -se qué
o exercicio [15]), segu® q

ersecao de
.mto fechado (veja
p=Din:NPm

int
sio fechados. Como &1
& ainda um conJ
nhece um critério simples

’ 50 se CO
chado. Infelizmente, ainda nao
um conjunto da forma

(xeR | h(x) S c}
cio [12]-

também é fe
que permita dizer se

/
4 limitado ou néo- Veja, entretanto, o exercl

Ponto interior
terior a um subconjunto D de R" se p

Intuitivamente, um ponto P ¢ in :
ficientemente pequena de p ainda

pertence a D e qualquer “pertubagéo” su

estd em D.

- Definigdo 4.11 U
- se existe uma"bo_a;’e__t_b‘e];j‘;a_;{ldie
" todos os pontos inter de

i: ~interior de D.

Por exemplo, a origem (0,0) é um ponto interior da bola fechada B1(0,0)
de centro na origem (0,0) e raio 1, pois podemos conseguir facilmente uma "
outra bola aberta de centro em (0,0) contida em B;(0, 0). Por outro lado, 0
ponto (v/2/2,+/2/2) ndo é um ponto interior de _551—(_6,—0_), pois sempre exist{ré,
um ponto que ndo pertence a B1(0,0) em qualquer bola aberta de centro em

(v2/2,v2/2) (veja a figura (4.15)).

N"‘ 4 ay .
- ;C;ae %%C_lé d? se convencer que o conjunto interior da bola fechada
1(0,0) é a bola aberta unitaria B(0,0). Alertamos ainda que

0 interior de um conj
onjunto pode ser ; :
0 conjunt
exemplo, para uma reta em R? ou um pl ) Oﬂggazm. Isto acontece, por
ano em R°.

Conjunto aberto

Um i
conceito fortemente relacionado

0 1 . C A . . 7
conceito de conjunto aberto om a definigdo de ponto interior €
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=

Figura 4.15: O ponto p = (v/2/2,+/2/2) ndo é um ponto interior da bola fechada B,(0.0).

ST

CONJUNTO ABERTO) Dizemos que D C R" ¢ aberto
ontoss'alomterlores a D, isto é, se para todo pouto
ma:bole abe a_:_-:'Ef(p) de centro em p e raio r > 0

A palavra “aberto” tem a conotagio de “sem fronteira”: a partir de qual-
mover a uma pequena distancia em qualquer

njunto. A definigdo de um conjunto aberto
de um conjunto aberto possul uma

quer ponto podemos sempre nos
diregdo e ainda ficar dentro do co
torna esta idéia precisa: cada elemento
bola com centro neste elemento contida no conjunto.

Exemplo 4.2 A bola aberta B1(0) de centro em 0 = (0,0) e raio 1 & um
conjunto aberto. De fato: seja P = (z,y) um ponto de By(0). Devemos
mostrar que existe uma bola aberta Br(p) de centro em p contida em Bi(0).

Seja,
r=1-d(p,0).

(veja a figura (4.16)). Para mostrar que Br(p) est
Pela desigualdad

4 contida em Bi(0), con-

' ‘ ar (veja o teo-
sidere q um ponto em Br(P)- e triangular (ve]
rema, (4.3)),

d(q,0) < d(q,p) + d(P; 0)=d(p,a) + d(p, 0)-
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Figura 4.16: A bola Bi-d(p.0)(P) estd contida na bola B,(0)

Como d(p,q) < 1 —d(p, 0) vem que

d(q,0) < 1—d(p,0) +d(p,0) =1 a

A definigio de um conjunto aberto também implica que estes conjuntos de-
vem ser “cheios”, pois um conjunto aberto em K" contém uma bola aberta
n-dimensional com centro em cada um de seus pontos. Conseqlientemente,
uma reta em R2 ndo é um conjunto aberto (veja a figura (4.17)). Analoga-

mente, retas e planos em R® ndo sdo conjuntos abertos.

YA

N\

) N ¢

Figura 4.17. Toq
A7 a bola aberta com cent
tos fora da rets, F0 ¢m um ponto da reta contém pon-
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[xiste uma proposigao andloga a proposigao (4.2) para conjuntos abertos:

Proposi¢ao 4.3 Se h: R* — Ré COntz’nu

{xER | B <

¢ aberto em R, onde ¢ é uma constarite rea

4.4 Exercicios

[01] Dé trés exemplos de fungdes continuas e trés exemplos de funcdes des-
continuas definidas em R?2.

[02] No exercicio resolvido (4.3) mostramos que f(z,y) = = é uma fungao
continua. Mostre agora que g(z,y) = y e h(z,y) = k = constante sao
fungdes continuas.

[03] Complete a demonstragdo do teorema (4.2) da pagina 128.

[04] Mostre que toda fungdo polinomial

i
plz.y) =Y ai-z" -y =
0

~ k-1 : _

ao.ml_*_al.aj .y+...ak_1.m.yk1+ak.yk
. - , , 2

em duaS varlavels ¢ y e Contlnua. el R .

[05] Mostre que a funcao
fla,y)=q 22+

é continua em (0, 0).

[06] Enuncie outros teoremas importantes envolvendo continuidade que yoce

aprendeu no curso de Célculo I.

ua em p € D. Mostre que

*[07] Sei n funcao contin
eja f: D ¢ B* — R uma fungao ¢ (p) de centro em P e
P

se f(p) > 0, entdo existe uma bola aberta Br
raio r > 0 tal que f(x) > 0 para todo x € Br(p) N D-
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[08] Resolva as questdes abaixo. ermplos de conjun-

. ._iados e t1és €
(a) Dé trés exemplos de conjuntos Jimita
tos nao-limitados. s exemplos de conjuntos

. et
(b) D& trés exemplos de conjuntos abertos

que ndo sdo abertos. ) ¢ de conjuntos
xemplos
(c) D& trés exemplos de conjuntos fechados € trése p

que ndo sio fechados. 5 .
+da um dos subconjuntos de R” abaixo e

ou nio, aberto ou nao, limitado ou
, -
também o interior € & fronteira de

[09] Represente geometricamente ¢
diga se ele é um conjunto fechado
nao, compacto ou nao. Determine
cada um destes subconjuntos.

(a) {(z,y) ER* | _l<g<+ley=0}
(b) {(fc,y) € R? | z e y sdo nimeros inteiros}.
() {(z,y) eR |z +y =1}

(d) {(z,y) e |z+y <1}

(e) {(m,y)eR2|:c—oouy=o}

() {($7y)ER2|:n=Oey>0}

() {(z,y) e R | 1< +9? <2}

(h) {(z,y) €R?* | 0 < ®+¢% < 2}.

(i) {(z,y) eB® | 1<z <2}

(i) {(z.¥) €ER® |z =00uy=0mas z® + 42 # 0},

: 3
[10] O conjunto {(z,4,2) €R® | 220,y > 0,2>0ex+y+2 < 1} écom-

pacto? Justifique sua respos ca :
coniunt Ik% $ 1O5P ta. Dica: represente geometricamente este
Junto em R°.

[11] Mostre que se h: R"

——)' ]R é umea, fuIl a ’ ~ .
tos {x € B" | h(x ¢ao continua entao os conjun-

) = C} —o0on 14 . . ,
fungdo h —e {x e R* | h(x 0550 Ja conhecido conjunto de nivel da

< fnd .
escolha do ntmero . ) < c} séo conjuntos fechados para qualquer

[12] Mostre que o conjunto

{(1'1, ‘..

¢ limitado, onde aq
g,

,x "
n) ER |a1§m1§_b1,...,am§mm<bm}

Q. b 5
»4m,y 01,..., by, 530 constantes reais.
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[13] Mostre que O teorema de Weierstrass néo é mais v4lido se remg
. s S i ver
o hipotese de continuidade ou de compacidade do dominio da fun§~m o;
30

exibilldOZ

(a) Uma gungéo d~escont1'nua definida em um subconjunto K compacto
em R? que ndo possul nem miximo global e nem minimo gﬁobal

em K.

(b) Uma funcdo continua definida em um subconjunto F' fechado mas
nao—hm,ltz.ldo\(e, portanto, nao-compacto) em R? que ndo possui
nem maximo global e nem minimo global em F.

(c) Uma funcgio continua definida em um subconjunto L limitado mas
nio-fechado (e, portanto, ndo-compacto) em R? que ndo possui nem
méximo global e nem minimo global em L.

[14] Use o teorema de Weierstrass para dizer se é possivel garantir, a priori,
se cada um dos problemas de otimizacio abaixo possui ou nao uma

solugao.

(a) Maximizar

sujeito as restrigoes:

(b) Maximizar

sujeito as restrigoes:

(¢) Minimizar

sujeito as restrigoes:

(d) Maximizar
sujeito & restrigao:

(e) Maximizar
sujeito & restrigao:

(f) Maximizar
sujeito & restrigao:

(2) Maximizar

sujeito as restrigoes:

(h) Maximizar

sujeito as restrigoes:

(i) Maximizar

sujeito s restrigoes:

flz,y)=2+y
z>0,y>0ez?+y’ <1

f(:z:,y)=:1:2—y2
z>0ey2>0.

flzy) =2y
a:ZO,y_>_0e:r:+y=1.
f(z,y) = sen(z® +¥°)
2+ 92 < 1.
f(z,y) = sen(@® +9")
z?+y’ <L

f(z,y) = sen(@® +¥")
m2+y2 =1

oy 2)=ot2u Tt

m_>_0,y_>_0,z_>_Oew+y+zS1.

f(x)y’z)=$+2y+3z2
x?_o,yZOeszL*'y‘
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*¥[15] Diga se cada uma das sentengas aba

, . :1stifi-
ixo é verdadeira ou falsa, just

cando sua resposta.
mitado.

(a) Qualquer conjunto finito é um conjunto 1i o
5 junto fechado.
(b) A intersegdo de dois conjuntos fechados é um conjunto

ro infinito de conjuntos fechados € um

(c) A intersecdo de um ndme
conjunto fechado.

/ : f
(d) A unio de dois conjuntos fechados € um conjunto fe |
ito de conjuntos fechados é um conjunto

chado.

(e) A unido de um ntmero fin
fechado. ,

(£) A unifo de um ndmero infinito de conjuntos fechado
fechado.

(g) Qualquer conjunto finito 6 um conjunto fechado.

(h) A unifio de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto.

s é um conjunto

(i) A unido de um ntmero finito de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

(j) A unifo de um niimero infinito de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

(k) A intersegao de dois conjuntos abertos € um conjunto aberto.

(1) A intersecdo de um nuimero finito de conjuntos abertos é um con-
junto aberto.

(m) A intersecdo de um numero infinito de conjuntos abertos é um
conjunto aberto.

(n) Um subconjunto fechado de um conjunto compacto é um conjunto
compacto.

(o) A uniao de um niimero finito de conjuntos compactos é um conjunto
compacto.

junto compacto.

A interseca s .
(a) . ¢ao de um mimero finito de conjuntos 2
conjunto compacto. Compactos & um

(r) A intersecdo de um nimerq infi
conjunto compacto.
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16 D& um exemplo de um conjunto que é aberto e fechado e

un nem d& um ex
d a e
e um conjunto que nao aberto e nem fechado mplo

£[17) geja Q C R o ’su.bc’onJuri;co do§ nimeros racionais. Q & aberto? Q
& fechado? Q ¢ limitado? Q ¢ compacto? Qual ¢ o interior de Q?
Qual é & fronteira de Q? Responda a estas mesmas perguntas para .o
subconjunto dos nimeros irracionais.

18 Seja f: R — R uma fungao cc.mtinua em p = (py,pa,...,p,). Con-
sidere a fungdo g: R — R definida por g(t) = f(t,ps,...,ps). Mostre
que g é continua em p;. Este resultado implica que se f é continua,
entao sua restricdo em qualquer reta paralela a um eixo coordenado é
também continua. Contudo, a reciproca deste resultado ¢ falsa. Consi-
dere a fungao

T - y?
2= f(z,y) = 22+ 4l se (z,y) # (0,0),

0 se (z,y) = (0,0).

(a) Mostre que fi(t) = f(t,p) e fot) = f(p,t) sdo fungdes continuas
em t para cada valor de p fixo.

(b) Mostre que £, por sua vez, nao ¢ continua em (0,0).

(Limite de funcdes) Intuitivamente falando, diz?mos que uma iizgiz
f:Dy c B* =+ R possui limite L € .R em p (nao necgsar;zrri o 10
dominio Dy de f) se f(x) pode ser conmdera}do uma aprozi?;gc;) G
boa quanto se queira desde que X esteja suficientemente pr

formalmente:

Definicao 4.13 DlzemOSque
em p € R se para toda sequUEBCE
tem-se f(x,) — L. Neste cas

Estamos considerando os pontos P ps
nverge Pais

uma seqiiéncia x, € Dy que Convers

que p é um ponto de acumulagéodeﬁ

//
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. i osta.
[19] Calcule os limites abaixo, caso eles existam. Justifique sua resp

(a hm g;_zy_—l-—y?’.
(zy)—(0,0) T2+ y>
) lim Tty
@y)—11) (. —1)2 41"
(c) lim sy +9° +a’ 4y’
(z,9)—(2,3) v + y2 .
@ m 2EA8vtely
(@v)—2(00) z2+ 92+ iyt

(b

e lim e® cos(my)).
() (m,y)_)(l’l)( (my))

f lim e cos(mzy)).
(0 Jm ) € (mzy))

1
g lim .
(®) (@9)=(0,0) 1 -+ In(1 +1/(z? +2))

(Seqiiéncias em R™) Como vimos, uma seqiiéncia em R™ é uma aplicagdo
x: N = R™ que a cada n € N associa uma n-upla X, = (14, T2, .- -, Tmn)
em R™. Observe que x, nada mais é do que uma colecdo de N seqliéncias
numéricas:

Ty: N - R
n = T1,n
z2: N = R
n o= Top
T N — R
n = Tm,n
Como em Célculo I, podemos definir o conceito de convergéncia: X, conver
— ge
para p = (p1,ps ....,pn) S¢, e somente se, cada seqiiéncia numéricg, Tin
converge para pj, isto €, zy, — PL, Ton = P2, -y Tmpn —> P, Um,a

outra maneira de se caracterizar seqiléncias convergentes em R™

aneira de é atravé
da fungdo distincia e das bolas fechadas. o
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Dizemos que X, converge para p se, dado
dice no € N tal que para todo n > ng ¢
x, € p 6 menor ou igual a 1/10%.

E(ﬁ:luadquer K €N, existe um
m-5€ que a distincia entre

Ora, dizer que a distancia entre X, e p é menor ou i .

) b € menor ou igual a 1/10%
dizer que Xp estad na bola fechada B, /10¢(P) de centro el'{l p :3;??7;61}{6
Assim: '

Dizemos que X, converge para p se, dado qualquer K € N, existe umT
indice ng € N tal que para todo n > ngy tem-se que x,, e,m
isto &, o elemento x, da seqiiéncia estd na bola fechada de ce{,r/lic(i‘o en;
p e raio 1/10%.

Intuitivamente falando, uma seqiiéncia x, converge para p se, dada qualquer
bola fechada de centro em p (e por menor que seja o raio desta bola), existe
um fndice ng a partir do qual todos os elementos da seqiiéncia ficam dentro

da bola.

*[20) Mostre que X, — p segundo a definicio que vimos agora se, e somente
se, cada seqiiéncia Tjn —* Di, ¢ = 1,...,N.

*[21] Mostre que se f: R* — R é continua em p € R" e f(p) > 0, entdo
existe uma bola fechada B(p) de centro em p € raio r > 0 tal que

£(q) > 0 para todo q € B:(p)-

r o conceito de distancia introduzido na segao (4.3).

Vamos agora, generaliza
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[22] Mostre que d: R® x R? — R definida por

d(x,y) =max{|zz:1——y1|,|$2'“y2|}’ -

.+ distancia em R®. Faga
com X = (z1,%2) e y = (y1,¥2), ¢ uma fungaf) C;ISCtSEStrufda com esta
um desenho da bola de centro em (0,0) e 1‘310 R s R definida por
distancia. Mais geralmente, mostre que d: R* X

d(x,y) = max{|z; =y, [v2 — yal, -+ [Tn = Ynl}

~ e n
5 distancia em R".
com X = (z1,%a,...,%) € Y = (Y1,¥2, ..., Yn) & UMA

[23] Mostre que d: R? x R* — R definida por
d(x,y) = |21 — 1| + |2 — v2l,

~ . ~ : 2
com X = (z1,22) e y = (1, ¥2), é uma funcdo distancia em R®. Faca
um desenho da bola de centro em (0,0) e raio 1 construida com esta
distancia. Mais geralmente, mostre que d: R* x R* — R definida por

d(x,y) = |z —y| + |z2 — yol + - - + |20 — Ynl,
com X = (T1,Z2,...,Zn) € ¥ = (y1,¥2, ..., ¥n) é uma distincia em R".
*[24] Mostre que d: R? x R? — R definida por

0 sex=y,

4 y) = {1 se X # y.

¢ uma funcdo distincia em R2. Faga um desenho da bola de centro

em (0,0) e raio 1 construida com esta distincia,

*[25] O objetivo deste exercicio é demonstrar o teorema, (4.3), isto é, provar
que a distancia euclidiana definida por

n
dx,y) =, | > (2 — y)?,
i=1
com X = (zy, 1, .. HTp) ey = (v, 70, . .. ,Yn) atende as trés proprieda-

des da definicio de fungio distancia.

(a) Mostre que d(x,%x) = 0 para todo x € R™.
(b) Mostre que d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € R".

e At o et e
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I
(A desigualdade de Cauchy-

Schw
~ . s s . N arz
distancia euclidiana satisfaz a d ) Para demonstrarmog qu
€ea

esigualdade tri

. . e tria

 desiguald - ngula

de um g ade auxiliar, conhecida como desci)g ia"gmos precisar
auch\;-

Schwarz:

x|l = | ‘ ;
1] e |lyll= .,‘Zy?-
i=1
(c) Mostre que ||x|| = O se, e somente se, z; = 0 para todo 1 =1
=1,...,n.

(d) Mostre que a desigualdade de Cauchy- 2 imedi
0 ou llyl| = 0. auchy-Schwarz é imediata se ||x|| =

Assim, resta d(f,monstra,rmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para
pOI'ltOS X ey tais que H2XH + 0 e|ly|| # 0. Ora, para quaisquer nimeros
reaisaeb, 0 < (a—10b)*= a2 — 2. a-b+ b® ou, equivalentemente,

2.a-b<a’+0b ()

Como a e b sio numeros arbitrarios, podemos fazer a = |lz:| /||| e
b= |yi|/|lyl| em (*). Assim, para qualquer 1

| _‘_?ﬁ‘_ |z lyil” (%)

) ——

el Tl = TR T TP

Entio, somando (**) com relagdoat e usando |z; il = livzl |yi|, temos

Sl 2l 2 g

i=1 i=1 i=1 _
e A I

isto é,

9. = <1
HXH ] HYH aldade

a desigu
Multiplicando-se ambos 08 membros por | |||yl beros desis

de Cauchy-Schwarz.

S
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Com a desigualdade de Cauchy-Schwarz podemos facilment

trar a desigualdade triangular para a distancia euclidiana:
d(x,y) < d(x,2) +d(z,)-
: £ s ‘ata. Suponha
Observe que se d(x,y) = 0, entdo a desigualdade é imediata p
entdo que d(x,y) > 0. Agora,

n n

d(x,y)" = Z(wi — i) = Z((-’L‘i —z;) + (& — yi))z =

=1 i=1
n
Z (i — 2:) + (2 — vi)| - |(z: — 2i) + (2 — i)
1=1
Pela desigualdade triangular para niimeros reais temos que

I(fL‘i — Zi) + (zi - yi)' < |5L‘i - zi| + Izi - yi"

Assim,

n
d(x,y)* <>l — vl - (|2 — &l + |z —wil) =
i=1

n n
S lw = wl - lms =zl + ) le = wil - |z — wil.
1=1 i=1
Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
n n n
Solzi—wil-lei—zl < 4| D @i—w)? | D (@wi—=z)? e
n n n
R NEESIEIND LN by emnc)
i=1 \ i=1 \ i=1
isto é,
n
> olmi—wil - |z -zl < d(x,y) - d(x,z) e
i=1 ,
Zl |zs — wi| - |2z — wi] < d(x, Y) - d(z,y).
1=

Entdo d(x, y)2 < d(x,y) - d(x,2) + d(x,y) : d(z,y). Como estamos
supondo d(x,y) > 0, podemos dividir por d(x, y) e obter a desigualdade
triangular d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) para a distancia euclidiang, 4
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[26] O toro do exercicio [42] da pdgina 119, definido {
0 tor : como o nivel w = 0 da

w= f(2,9,2) = (8 +9* + 2° + R*— 192 — 4 R? (a2 + 4?),

é um conjunto compacto em R3?




Capitulo 5

Derivadas parciais

Suponha que a fungdo z = f(1,29,...,%,) modele o lucro z de uma
determinada empresa em termos dos insumos z1, T2, . . ., Zn. Suponha ainda
que se conheca o lucro z* para uma escolha (z3%,z3,...,z%) dos insumos:

* = f(z},%3,...,2;). Uma pergunta que surge imediatamente é como va-
riacdes nos valores dos insumos z},z3,...,z} afetam o lucro da empresa.
Por exemplo, aumentando-se apenas a quantidade do primeiro insumo e
mantendo-se constantes os demais valores, o lucro da empresa estard au-
mentando ou diminuindo? E se fizéssemos isto para os outros tipos de in-
sumo? O que seria mais lucrativo? Por que ndo variar todos os insumos ao
mesmo tempo? Neste capitulo vamos introduzir os objetos matemadticos que
permitem encontrar as respostas para estas perguntas.

5.1 Lembrando Calculo I

Vocé aprendeu em Célculo I que a derivada de uma fungéo f: R — R
mede o quanto a funcdo est variando: se (df /dz)(zo) > 0 e df /dz é continua,
entio f é crescente em um intervalo aberto contendo zg. Do mesmo modo,
se (df /dz)(zq) < O e df /dz é continua, entao f € decrescente em um intervalo
aberto contendo zo. Quanto maior o valor da derivada, maior € a taxa de
variacio. Mais ainda, vocé viu que 0 valor da derivada —‘['(:IJ()) no ponto xg
¢ o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f neste ponto e este
valor pode ser obtido através do limite do coeficiente angular da reta secante

a0 arifico de f pelos pontos (zo, f(z0)) e (z, /(= z)) quando = — To:
d—f(a:o) — lim fz) = f(mo)’

dzx I-¥To r— X
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. .. 14 — T+ h:
Podemos ainda reescrever este limite com a mudanga de varidvel = 0

d h) —
Y (o) = i L2 1= 120,

Y
reta tangente
reta secante
@) g gréfico de f
f(ﬂ:o) L I :
0 % z ;

Figura 5.1: Interpretagdo geométrica da derivada de uma func¢io de uma varidvel.

5.2 Definicoes e exemplos

Para comegar, considere uma funcao

f: R? -5 R
(z,y) = 2= f(z,y)

e p = (a,0). O que acontece com o valor z = f(z,y) da fun¢do quando
variamos z nas proximidades de a e mantemos y constante e igual a b? Ora

se y = b, entdo podemos construir uma nova funcdo de uma, vnica, varidvel a
partir de nossa fungio de duas varidveis:

g: R - R
z = z=g(z) = f(z,b) "
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Para saber a taxa de variagio de f no ponto (a,b) mantendo-se y = b cons
tante, basta derivar g no ponto z = a:

9(@) = 9(@) _ . f(z,b)~ f(a,)

d.’B - T — Q T—ra T —a

Este limite é tAo importante que vamos usar um simbolo especial para ele:

%(a’ b) = lim f(il?,b) - f(a, b)

r—ra m.__al

(8f/0z)(a, b) é denominada derivada parcial de f com relagdo a x no ponto
(a,b). Geometricamente, estamos fazendo a restrigdo de f sobre aretay =b
¢ olhando para a curva correspondente sobre o gréfico de f. Desta maneira, o
nimero (8f/02)(a,b) = (dg/dz)(a) é o coeficiente angular da reta tangente
4 esta curva no ponto (a,b) (veja a figura (5.2)).

i i = a0 a .
Figura 5.2: Interpretagao geométrica da derivada parcial de z = f(z,y) com relagao

fungao
ontece com O valor da
Analog odemos perguntar o que ac

P g idades de b e mantemos O valor

z = f(z,y) quando variamos y nas proxim t50 podemos construir
de z constante e igual a a. Novamente, s€ T = fL’ Sn 8Loslf:s)a funcdo de duas
uma nova fungdo de uma unica yarigvel a partir de 1

-
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varidveis:

h: R - R .
y z=h(y)=f(a,y)

Para saber a taxa de variagdo de f no ponto (a,b),
constante, basta derivar h no ponto y = b:

mantendo-se T = @

dh - — f(a,b
(0) = b)) o S = S(@h)
y yb Yy —D y—+b y—0b
ste limite:

Como antes, vamos usar um simbolo especial para denotar €

a_f ERT f(a’a y) — f(a'a b)
3y(a’b) —}JI-E% y—b ‘

(8f/8y)(a,b) é denominada derivada parcial de f com relacdo a y no ponto
icio de f sobre a reta

(a,b). Geometricamente, estamos fazendo a restrl
¢ = a e olhando para a curva correspondente sobre o grafico de f. As-
sim, (8f/8y)(a,b) = (dh/dy)(b) é o coeficiente angular da reta tangente a

esta curva no ponto (a,b) (veja a figura (5.3)).

Figura 5.3: Interpretagao geométrica da derivada parcial de z = f(z,y) com relagio a y

Como (3f/i$)(a1 b) e, (af/ay)(a, b) sdo derivadas, vocé pode aplicar tudo
o que aprendeu em Célculo I para concluir propriedades sobre o comporta-

i - ;
* rd Lo
» } [WAN
B . - *
j -
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mento de f. Por exemplo, para fungdes f tais que suas derivad i
of [0v e df /0y sdo continuas, vale que: %5 parclals

o Se (8f/0%)(a,b) > 0, entdo f cresce quando mantemos y = b constant
e aumentamos localmente o valor de x com relagéo a a e

o Se (8f/0y)(a,b) > 0, entdo f cresce quando mantemos z = a constante
e aumentamos localmente o valor de y com relagéo a b

o Se (8f/0z)(a,b) < 0, entdo f decresce quando mantemos y = b cons-
tante e aumentamos localmente o valor de & com relagao a a.

o Se (0f/8y)(a,b) < 0, entdo f decresce quando mantemos r = a cons-
tante e aumentamos localmente o valor de y com relagdo a b.

Vamos ver como tudo isto funciona com um exemplo.

Exemplo 5.1 A fungdo de produgdo Cobb-Douglas
z = f(a;’y) =4. 333/4 ) y1/4

modela a produgdo de uma certa empresa em funcdo do capital z e do tra-
balho y. Assim, por exemplo, com capital z* = 10000 e trabalho y* = 629, a

produgdo desta firma é de
= f(z,y") = f(10000,625) = 4- (104 (54" = 20000

unidades. Vamos agora calcular a taxa de variagdo da produgdo no ponto
(10000, 625) quando mantemos a quantidade de trabalho constante e vari-
amos a quantidade de capital [0 que significa calcular (8f/0z)(10000, 625)]
lar a taxa de variagdo da produgio no ponto
tidade de capital constante e variamos
(8f /8y) (10000, 625)]. Para

e, de maneira reciproca, calcu
(10000, 625) quando mantemos & quan
a quantidade de trabalho [0 que significa calcular
isto, vamos construir as funcdes auxiliares

f(z,625) = 4. 34 (54)1/4
4. (104)3/4 !/t = 4000 y4

_ _‘3/4
z = g(z) = = e

z = hiy) = £(10000,y) =

Desta maneira,

5 d ~1/4 = 1.9,
5%(10000,625) = ;1%(10000) = 152 10000
8f dh B ) -3/4 = 8.
of _ Bigos) = 10000y 7 g
5, (10000,625) 7 (6%) y=02

~ -
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Uma vez que (8f/0z)(10000,625) = 1.5, se a quantidade de traball}ga% ese
mantida constante e aumentamos a quantidade de capital z* €m h un%dades,
entio a produgao sofrerd um aumento de aproximadamente 1.5+ huni p é(;
Por exemplo, para um acréscimo de 10 unidades no capital z*; @ produg
aumentard, em aproximadamente 15 unidades. Analogamente, umi Vf}foqu*e
(8f/0y)(10000, 625) = 8, para um decréscimo de 2 unidades no traballo ys,
a producdo diminuird em aproximadamente 16 unidades.

Para esta empresa, no ponto (z*, y*) = (10000, 625), entre aumentar o ca-

pital ou aumentar o trabalho, é mais produtivo aumentar o tr’abalho. Con-
tudo, como veremos, a estratégia mais produtiva de todas € aumenta.tr o)
trabalho e o capital a0 mesmo tempo na proporgao 1.5/8 = 0.1875 (veja o
capitulo 8 sobre derivadas direcionais e o vetor gradiente). o

Dada uma fungio f e um ponto (a, b), podemos calcular as derivadas parciais

of . f(z,b) — f(a,b)
%(a,b) = };13)1;11 T —a
of . fla,y) = f(a,b)
P lat) = tiy L0

(caso os limites existam) associadas ao ponto (a,b):

of
ox

(a,b) e (a,b) — a—f(a, b).

(a,b) = 3

Se fizermos esta associagdo para cada ponto (a, b) de R? (supondo que os limi-
tes sempre existam) estaremos criando duas novas funcdes de duas varidvess:

ox of e Oy
a ’

2 . -
que a cada ponto (z,y) em R associam, respectivamente, as derivadas par-
ciais com relagdo a z e a y no ponto (z, y)

Mais ainda, a prépria definicio de derivadas parciais sugere um método
prético para calcular estas fungdes de derivada parcial:
derivar f com relagcdo a z, consideramos Yy como uma constante e efetua-
mos a dertvada como se estivéssemos em Cdlculo | e, analogamente, quando

V4

quando queremos
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queremos derivar f com relagdo a y, consideramos T como uma constante e
procedemos normalmente com o cdlculo da derivada.

gxcmplo 5.2 Considere a fungdo z = f(z,y) =3 z?y? +4zy® + 7y. Vamos
calcular 8f/0z considerando y como uma constante. A primeira parcela é
22 vezes uma “constante” (3 y*) de modo que sua derivada é 2z vezes a
constante, isto é

0
5z (3 mng) =2z -3y’ =6y’

A segunda parcela € uma “constante” vezes @, assim, sua derivada é a propria
constante

0
52 (42y®) = 4¢°.

Finalmente, desde que consideramos 7y como uma constante no cdlculo da
derivada parcial com relagdo a z, segue-se que sua derivada é zero:

0
5 (v =0

Colocando tudo isto junto e usando o fato de que a derivada da soma é a
soma das derivadas, obtemos que

d
Bn (3:1:2y2+4:z:y3+7y) = 6:1:y2+4y3.

Para calcular a derivada parcial com relagio a y, tratamos z como uma
constante. A primeira parcela de f é y* vezes uma constante de modo que
sua derivada com relagdo a y é 2y vezes a constante:

—a% (3z%°) = (29) - (32%) = 6 z’y.

A segunda parcela é y® vezes uma constante, assim, sua derivada com relagao

a y é 3y* vezes a constante:

dy
Finalmente, a derivada com relagioay de 7y é, naturalmente, 7. Colocando
tudo isto junto, encontramos que
m]

2
D (3ot 440" +70) = 6o’y +12ay + T
)

-
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Para o caso de uma fungdo f de trés varidveis , ¥ € % temo
parciais, uma para cada varidvel:
,b,C - f a’)b)c)

?—f-(a’ b’ C) = lim L(_.’L‘___—)—’___(___’,———’

oz T—a z—a

O b = lim f(a,9,0) = flab,0).

5y @9 = m Y — b

of . flab,2) = fla,b,9)

—L(a,b,c) = lim—=————""—"

0 z—¥c z—C

ivamos f com relagdo a T consi-

A regra prética continua valendo: quando der !
lagio a y consideramos

deramos y e z constantes, quando derivamos f com re .
z e z constantes e quando derivamos f com relacdo a 2 consideramos = e
y constantes. Mais geralmente, para uma funcado de n varidveis. temos a
defini¢do a seguir.

. ndmero

o m

Com a mudanga de varidvel z; = p; + h, podemos escrever

ainda

0
af(pl,’pn):hmf(pl’7p2+h,,pn)—f(pl,,p“,pn)
Z; h—0 h .

Existem outras duas notagdes para a derivada,
f(z1,-..,2n) com relagio a z;:

o
Bz, Pl 3 Pn) = fo(p1, ..., pn) = Dif (p1, - -, Pn).

parcial de uma funcdo z =

i e,
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r/——-——_—_(—;"

O “z” que aparece na 5
estamos derivando a f HOfagao 0/0z serve apenas para indi

1 fungao f com relacio & primei ndicar que
exemplo, as duas fungdes abaixo eira varidvel! Por

2z = f(a’,"y) = 4 . w3/4 . 1/4
Yy 5] U = g(s’t) = 4. 83/4 't1/4

sd0 tguais pois ela
. rrfesmapregra di I;g:zgf;naz mesmo dominio, 0 mesmo contradominio
& definicio de cada uma.QA;S?rlilesz Iie; ag;,;eacerem “letras” diferentes
dizer a mesma coisa: ' - z quanto dg/0s querem
\ orimoira varidy sla 13 denvada: parcial da (mesma) fungdo com 361&(;&0
vz que ela na . Neste sentido, a notagio D1 f é a mais cl

que ela ndo se compromete com o uso de “varidveis auxili ar &: uma,

xiliares”.

A defini¢do (5.1) de deri
. erivada parcial pre 0 a
i ! : ’ pressupoe que a funcao tej
fa ein todo R . Contudo, é possivel fazer uma extensao desta df ﬁe y o
pa? gngoes mais gerais: se f: Df CR* - Rep = (p )e mlg)ao
> . . = IR
50 basta garantirmos que seja possivel avaliar o quocz’enté de ’]€Zwtin :

f(ply'“amia'“apn)—f(pla'“)pi)'“)pn)
Ti — Di

em e
pontos (p1, .-+, Tiy -« pn) para todo z; suficientemente proximo de p; e
1™

sendo assim, podemos indagar se o limite

lim f(pla“'am’h'-'apn)—f(p17°°'7pi7“°7pn)

T;i—IT] . — Di
1 1 'rEZ p'l

existe 3 ' '
ou nio. Caso ele exista, definimos o seu valor como sendo a derivada

parcial de f com relacao a z; no ponto p.

ossivel avaliar o quociente de Newton para
préximos de (p1y--->Pis -+ _pp) significa
elo ao €1X0 Z; inteiramente con-
ento. Mais informalmente,
artir do ponto P,

t Geometricamente, dizer que € p
d(?dos 0s pontos (pi, .-, Tiy--- , Pn)
tilgsreiﬁe}) existe um s’egmento de ’re.ta paral
Podemo gk Ol?de p é o ponto medio degte SCBINES "

s “caminhar” um pouco para frente e para tras, &P
Paralelamente a0 eixo T;, Sem sairmos do dominio Dy de f.
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' A Derivadas parCIalS

(-
-
[ &)

:da em um
- 2 definida ..
considere uma fungdo f: Dy C R d#) Jerivadas parciais
ir as duas .
. Podemos defini S fir apenas 2 der%vada
os definir nem a derivada
elagdo & Y-

Por exemplo,
conjunto Dy dado na figura (5.4)
de f no ponto p- Agora, para o ponto q, podemos
parcial de f com relagio a x. No ponto r nao podem

. ~ . : r
parcial com relagao a z € nem a derivada parcial com
iais em um

derivadas Parc

Observe que sempre podemos definir todas as
ponto interior do dominio da fungao.

Figura 5.4: A relagdo entre a topologia do dominio de uma funcédo e o con-
ceito de derivada parcial.

CUIDADO! CUIDADOV CUIDADO!

Um abuso de notacdo cometido por muitos autores é o de se omitir os
pontos onde as derivadas parciais sdo calculadas, com a justificativa de
economia de espago nas formulas. Assim, por exemplo, as derivadas
parciais de z = f(z,y) = 42**y'/* s30 indicadas por |

gf. — 3$—1/4y1/4 e _a_f — $_1/4 1/4

Oz ay Yy
ao invés de

9 :
__Ji(x, y) — 327_1/43/1/4 e Q]_c_(m, y) — m"1/4y1/4.

Mais ainda, alguns autores trocam o nome da fungdo pela varigvel que
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representa o valor da fung@o em um ponto do dominj
| io:

0z _
Y 3¢ 1/4y1/4 e 0z —1/4y1/4

Oz oy "
Estes abusos de notagdo podem causar confusio (veja, por exempl
v o' , mplo
observagdes da pagina 278 sobre as complicacdes deste abuso de pt e
28 A2} . notagao
com relagéo a’u.agra da cadeia). Em nosso texto, estes abusos forgam
evitados a0 maximo e eles aparecem apenas em alguns exercicios

Uma vez que a derivada parcial de uma fungio de véarias varidveis nad
mais ¢ do que a derivada de uma fungao adequada de uma tnica variéwefL
a8 propriedades da derivada com relagdao a soma, multiplicagio e diviséc;
transferem-se imediatamente para o caso de funcoes de vérias varigveis.

Teorema 5.1 (P!
derivadas parciai‘Q'_

de f e g com relagio a &; No P

(a) A derivada parcial def .4
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3 . . . r
@ Derivadas parciais de ordem supe€rio
igvels, suas derivadas parciais

Dada uma fungdo z = f(z,y) de duas varia

of o
Oz Oy

também sdo fungdes de duas varidveis! Podemos entao derivar Iziar?almente
0f/0z e 0f /0y gerando as derivadas parciais de segunda ordem da fungao f:

0 f) 0? >*f
or (8:1: 2

of
oz 8 (O0f\ _ O°f
F @(5:9_33/33:
o g)_ 0% f
of —:1:<8y _Ba:ay
2 ()=

Exemplo 5.3 No exemplo (5.2) calculamos as derivadas parciais da funcao
z= f(z,y) = 32%? + 4393 + 7y

of 0
g(z,y)zﬁmy2+4y3 e %(m,y) =6x2y+12:cy2+7.

Desta maneira,

0 [0f 8
5(£> (2.9) = = (62y* +4y?) = 642

0 [(Of 5

dy (7:) (2,y) = 57(6xy +47°) = 12ay+1242
o [(0f 9

£<*y> (z.9) = (6333/+12:Cy +7) = 12$y+12y2’
9 (of )

9y <7’ @9) = _35(637231-1-12:1:.7;2—}-7) = 6x2+24xy.
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portanto,
"D p
2f . 9 - ' ‘ ,
g——[—,(w,y) =0y", 57/8—,1:("?,?/) = 120y -+ 1297,
e yow
('):L‘(?y(m’ y) =120y + 129" ¢ 5’6}'(% y) = 6x* + 24 zy. i

Uma fungdo de trés varidveis possui 9 derivadas parciais de segunda ordem:

gf O O S R s
22 DwOy' O0wdz’ Oyda’ 0y’ Oydz’ 0Oz0z’ 020y’ 0z%

e

-~ (34 . . 2 . e
Uma fungiio de n variaveis possui n- derivadas parciais de segunda ordem:

8% f
Ow;0%;’
parai=1,...,nej=1...,m A derivada de segunda ordem com relagéo
a z;7; ¢ usualmente denotada por
of
Ox?

a0 invés de 0°f/0z;0z;. As derivadas parciais de segunda ordem da forma
0% f/0z;0z;, com i # j, sao denominadas derivadas parciais mistas. Como as
derivadas parciais de segunda ordem de uma funcio de n varidveis também
sio fungdes de n varidveis, podemos derivd-las parcialmente e obter as de-
rivadas parciais de terceira ordem de f. Este processo pode ser continuado
a fim de obter as derivadas parciais de ordem superior, enquanto o0s limi-
tes que definem as derivadas parciais existirem. Observe que uma funcao

de n varidveis possui n® derivadas de terceira ordem, n* derivadas parciais

de quarta ordem, etc.

A definicio a seguir estabelece um critério de suavidade da fungao em

termos da continuidade das derivadas parciais de ordem superior.

Definigio 5.2 (FUNGAO DE CLASSE C*) Dizemos
f:D; ¢ B* — R & de classe C* se todas asderivadas.p.
ordem < k existem e sdo continuas em Dy. Uma fungéo & de: lasse
se ela é continua e é de classe C*® se possui todas &5id¢ﬁ‘{ad&3-

de todas as ordens continuas.
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punda orden inchui le
Dy
Du0y

[igtes mesmos bruques de notagio tambérn sio usados para indicar deri verdzz
parciais de ordem superior, tais cormo fijy ¢ agsim por diante.

f#e

Ui f
= [y = Iy, 1f ¢ D0 = fon = Djif.

5.5 IExercicios 5

[01] Determine as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes de duas
varidveis abaixo.

(a)z—- fr,s) =12+ 8%
(b)z—- F(s,t) =t/s— s/t ;
= f(z J)—2w4y3—wy +3y+1. i
f(t,v) = n/(t+2)/(t —v)-
e)zzf(:z:,y) (2 —yH)%
(
f(

@ z,y) = € In(zy).

(h) z = f(z,y) = z cos(z/y)-
[02] Determine as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes de trés

varidveis abaixo.

(2) w = f(zu,1) = (8> = 19)/ (1 +sen(39)):

(b) w = f(z,9,2) = (0" +2)"

Ne) w = f(r,s,0) = @27+ 3 5))
d) w = f(r,5t) = r2e2® cos(t).
(e) w = f(z,y,2) = z€ — Y€ T+ ze”V.

| (thw = f(z,v,2) = cyze™?
Ses de duas variaveis:

([0\3] Na figura (5.5) encontram-se 05 graficos de trés fungoe
f, 0fjoz e Of/%Y

" Faga uma identificagao entre os graficos € a8 fungoes.
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d/eriva das parciais

Figura 5.5: Os gréficos de f, 8f/8z e 8f/y.
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[0.1] Para cada uma das fungdes abaixo verifique que wgy = Wys.
(3) w = TYZ.
(b) w= Tyt — 2%y + 42 —3y.
(c) w==g/(z+y).
(d) w= eV + y~* cos(x).
(&) w =¥ +1/(5*).
(f) w=Va?+y* + 2%

[05] Resolva as questdes abaixo.

(a) Calcule w_y: para w =3 o2z + zyta? — yz.
(b) Calcule w, para w = wivt? — 3uvts.

(c) Calcule w.y para w = yIn(z? + 2%).
[06] Resolva as questoes abaixo.

(a) Calcule & w/0z0y" para w = 22/ (y* + 2°).
(b) Calcule OPw/0z0y0z para w = sen(zyz).

[07] (Fungao harmonica) Uma funcao z = f(z1,...,%n) é harmonica se
cla satisfaz a equagdo de Laplace
82z_1_82z+ +02z —0
oz 03 T 0= '

) =z’ - 3zy’ ez = g(z,y) = In+/z2 + y? sdo

Mostre que z = f(Z,¥
funcdes harmonicas.

[08] Quais destas fungoes satisfazem a equagio de Laplace (veja a questao

anterior)?

(a) z= fz,y)=2"—V"
(b} z= f(z,y) =2+ y.
(¢) z = flz,y) = <V-

() z = flz,9) =" +32Y
(e) z= f(z,y) = € seny

' - = do real c.
[09] Se w=e"¢" sen(cz), mostre queé Wz = w; para to

!
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quagdo da onda

[10] Mostre que v = sen(k z) - sen(akt) satisfaz a €

Po_ a2
ot? o2

boléide z = g —z%—y?

. - 5 ara
[11] Seja C a curva resultante da intersegdo do P . C no ponto

com o plano z = 1. Determine a equagio da tangentedl l
P = (1,2,4). Esboce o gréfico do paraboléide, de C eaet.

[12] Calcule

: 3+(:1:+y+h)2z——(3+($+y)2z)
lim .
h—0 h

[13] Utilizando diretamente a definigao de derivadas parciais, calcule 0f/0z

e 0f /8y para as fungdes f dadas abaixo.

(a) z = f(z,y) =z + 2y
(b) z=f(:1:,y)=:z:2+3y2.

[14] Encontre f5(0,0) e f(0,0) para

Z=f(:1;,y):: 1132+y2 se (1137?4)7é (070)7
0 se (z,y) = (0, 0),

e g-(0,y), com y € R, para

z? — 1y

z=g(z,y) = T4y se (z,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).

[15] Encontre fz(z,y) e fy(z,y) para as fungdes abaixo.
Y
(a) z= f(z,y) = / In(sen(t)) dt.
Y
0) 7= flog) = [ Vg

[16] Calcule todas as derivadas parciais de primeira ordem da funcéo

T
u=g(z,y,z) =zz+¢€ (/ thtdt> :
0
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o Gl gt Jtvts s s s
18] Seja 2 = f(%,9) = oy’ — 2% + o, |
(a) Calcule 8%z /0y0z0z, 8°2/0x0yOz e 8°2/0xOzdy.
(b) Calcule 8%z /0z0yOy, 8%z/0yOzdy e 83z/Oydyox.
%[19] O objetivo deste exercicio é examinar uma fungéo de classe C' para a

qlla,l. a teﬁse do teorema de Young falha: as derivadas parciais mistas néo
sdo iguais. Seja

z? 4+ y?
0 se (z,y) = (0,0).
(a) Prove que f se anula sobre os eixos z e . Conclua entdo que
(8f/0x)(0,0) e (8f/0y)(0,0) sdo iguais a zero.
(b) Calcule 8f/0z e Of /Oy para pontos (z,y) # (0,0) e conclua que
(0f/0z)(0,y)=—y e (8f/0y)(z,0) = =.
(c) Mostre que

3y — z1y’
= floy) = {—J—y— se (2,1) # (0,0)

of of
0°f o (0f —=(0,y) — 5-(0,0)
2 0,00=—{ == — lim 92 oz '~ _ _
2 0= (L) 00 =jm P ="

(d) Mostre que

of of
o f 5 [0f | 5@(56,0)—55(0,0)
3may(0,0)—5;(5§> 0,0) = Lim p— =+1

e conclua que as derivadas parciais mistas de f ndo sdo iguais

em (0,0).

(e) Calcule (8%f/0z0y)(z,y) para (z,y) # (0,0).

(f) Use o item anterior para mostrar que (0 fz/c’?:v@y)(a:,:z:) = 0 para
z > 0. ’

(g) Conclua que (8°f/0z0y)(*
f ndo é uma fungdo de classe

Young no se verifica.

,y) é descontinua na origem (0, 0) (assim,
C?) que é a hipotese do teorema de

~ea,
\\..\ //
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L sio [ungoes d,l,[(”l 51/
of /0w ¢ of [ 0y.

v prdbical

[20] Sejo = = [, y) = g(x) - h(y) onde g ¢ b
de wma tuica varidvel, Encontre uma expressto
Dica: lembre-se como caleular uma derivada pare

para '
ial de manct

R 50 dircto
, 1 ra anberior com 0 U8
[21] Estabelega os mesmos resultados da questao ante

da definigiio de derivadas parciais.

) entre 9°f/0u* € Of0n)*?

[22] Qnal ¢ a diferenga (se ¢ que existe

: o . 1 da fungio
[23] Calcule todas as derivadas parciais de ordem 1 da fung:

: 2
s= [y, .., @) =874k T

[24] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-
tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(a) Se f: R® = R é uma fungdo de classe C! satisfazendo f(0,0,0) = 0,
/,(0,0,0) = 0 e [:(0,0,0) = 0, entdo f(z,y,2) = 0 para todo
(z,y,2) € R3.

(b) Se f: ¥ = R ¢ uma fungéo de classe C! satisfazendo f;(z,v,2) =
0, fy(z,9,2) =0 e [:(,y,2) = 0 para todo (z,y,z) € R3, entdo
f(z,y,2) =0 para todo (z,y, z) € R3,

[25] Diga se cada uma das sentencas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(2) Se f: D C R3 — R é uma fungio de classe C! definida no conjunto
aberto
D={(z,y,2) eR* |z <1} U{(z,,2) € R® |z > 2}
satisfazendo [;(z,y,2) = 0, [y(z,y,2) =0 e fz(:v,y,z) = ( para
todo (.'L',y,Z) € D7 entao f(-’ll,y, Z) =0 para todo (w,y, Z) € D.
b)Sef: DCR} 5 R A 1 '
(b) abe{to C R® — R ¢ uma fungio de classe C? definidg, no conjunto
D={(z,y,2) R |z <1} U{(z,9,2) € R? |z > 2)

satisfazendo fi(z,y,2) = 0, fy(z,9,2) = 0 e f,

(.’L‘ 1 z) = () .
todo (z,y,2) € D e f(0,0,0) = 0, entdo flz,q e bara
(z,y,2) € D. (%:9,2) = 0 para todo

~— o

A
RN

i
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[26] A Companhia ACME produz trés tipos de roller skates. O custo em
reais para se produzir =, y e 2 unidades de cada tipo de skate é

c(z,y, z) = 30000 + 27z + 36y + 47 =.

(2) O valor Oc/dz representa a taxa variagdo no custo devido ao acrés-
cimo de uma unidade na produgdo do skate mais barato, sendo que

os niveis de produgao das outras unidades mais caras permanecem
constantes. Encontre esta taxa.

(b) Encontre Oc/dz e fornega uma interpretagao.

[27] Quando um poluente tal como 6xido nitrico é emitido por uma chaminé
de h metros de altura, a concentragio C(z,y) (em p/m’) do poluente
em um ponto P situado a y metros acima do chao e cuja projegao

ortogonal sobre o chéo estd a z quilémetros da base da chaminé pode
ser representada por

C(z,y) = % (e”b(y"‘)z/m2 + e—b(y+h)2/z2>

em que a e b sdo constantes positivas que dependem das condicoes
atmosféricas e da taxa de emissdo do poluente (veja a figura (5.6)).
Suponha que

Figura 5.6: Concentragao de um poluente emitido por uma chamine.

200 [ _0.02(y-10)%/z* | g0 (r+10)°/2" )
C(a:,y)=—;i'<e ’ e )

Calcule e interprete 0C [0z e oC/0y no ponto P = (2,5)-

- v e ‘___________,__._-———-"""‘_';
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[28] A andlise de certos circuitos elet

[29] A maioria dos computbadores tem apenas

rénicos envolve a férmula

V
I = ‘ 0 ?
VR L2 w
o resisténcia, L & indutancia e

¢ 81/0R ¢ 81 /OL.

em que I ¢ a corrente, V' a voltagem, R
w uma constante positiva. Calcule e interpret
um procesSador que pode ser

¢ . entretanto
atilizado para cdlculos. Os supercomputadores mpdernos, )

tém entre dois a virios milhares de processadores. Um sppercomputador
multiprocessador ¢ comparado a um computador umprocess.ado'r em
termos de speed up. A speed up S é o ntimero de vezes mais rapido
que um calculo pode ser feito com um multiprocessador do que com um
uniprocessador. A lei de Amdahl é uma férmula para determinar S:

p
S(p,(]) - q+p' (1_(1)’
em que p é o niimero de processadores e g ¢ a fragao de cdlculo que pode
ser realizada utilizando todos os processadores disponiveis em paralelo,
isto é, usando-os de maneira que os dados sejam processados conco-
mitantemente por unidades separadas. A situagao ideal, paralelismo
completo, ocorre quando g = 1.

(a) Se ¢ = 0.8, ache o speed up quando p é igual a 10, 100 e 1000.
Mostre que o speed up S ndo pode exceder 5, independentemente
do nimero de processadores disponivelis.

(b) Ache a taxa de variagdo de S em relagao a q.

(c) Qual a taxa de variagdo no item anterior se hd paralelismo com-
pleto? Como o nimero de processadores afeta esta taxa de va-
riagao?

A eficiéncia E de um cdlculo por multiprocessador pode ser calculada,
pela equacio

S(p:q) _ 1
p g+p-(1—q)

(d) Mostre que se 0 < ¢ < 1, entdo E é uma fungio decrescente de P
Conclua que sem paralelismo completo, o aumento do nimero de
processadores ndo aumenta a, eficiéncia do célculo.

F =

o o
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d traca '
[30] No .estudO ta p\ene rfagaé)_ da geada em uma rodovia, a temperatura T
no instante t e & profun idade x pode ser dada aproximadamente por

T =Tye ™ sen(wt — Az),
em que Tp, w € A sdo constantes.
(a) Calcule e interprete as derivadas parciais 07'/0t e 8T/ 0.
(b) Mostre que T' satistaz a equagdo unidimensional do calor:
orT o*T

5 = ko

com k = 22%/w.

[31] A capacidade vital V' dos pulmdes é o maior volume de ar que pode ser
exalado ap6s uma inalagdo de ar. Para um individuo do sexo masculino
com z anos de idade e y centimetros de altura, V' pode ser aproximada

pela férmula
V =27.632z—0.112y.

Calcule e interprete as derivadas parciais 6V/0z e oV/0y.

[32] Em um dia claro, a intensidade da luz solar as t horas apds o nascente
e & profundidade ocednica de z metros, pode ser aproximada por

I(z,t) = Ihe™® sen’(wt/D),

com I a intensidade da luz solar ao meio-dia, D a quantidade horas do
dia. com luz solar e k uma constante positiva. Se Iy = 1000, D = 12
e k = 0.10, calcule e interprete as derivadas parciais 0I/0t e 01 [0z

quando £ = 6 horas e z = 5 metros.

[33] Em Economia, a elasticidade de preco de procura de um artigo indica
a reacdo dos consumidores a uma alteragio no prego de mercado do
artigo. Suponhamos que 7 artigos Ay, Ag, ..., An tenham pregos pi,
Dy, ..., Py, Tespectivamente, e que a demanda pelo artigo Ay seja uma

funcio g dos pregos p1, P2, - - -1 Pn:

qk = fk(p17p27 s )pn)

go Aj € a fungdo ex (que depende dos

A elasticidade de prego do arti
Precos py, pa, - . -, Pn) definida por

_pe 0%
= g Opk
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Cobb-Douglas
Mostre que se modelarmos a demanda g cOm uma
-a —ak,2 —ak,n (*)
ki1 I ,

g ="0br-p; " P2
a ao-
onde ay1, ar2, - -, Grn SA0 constantes n
dade e serd uma funcao constante.

negativas, entao a elastici-

go Aj se uma variagao no
Isto equivale & condigao
¢ modelada pela Cobb-

Diz-se que o artigo Ay, é independente do artl
preco p de Ay, nio afeta a demanda g; de A;.
da gk
0g;/Opr = 0. Mostre que se a deman e
Douglas (x), entdo Ay é independente de A; se, e somente se, djk
[34] Mostre que para toda constante positiva ¢, a fungao

12 cel=et) Ve
(ela=et) Ve 4 1)

u(z,t) =

satisfaz a equacio de Korteweg-de Vries (KdV):
uy (2, ) + Ugge (7, ) + u(z, t) - ug(z,t) = 0

Esta solucdo (denominada sdliton) representa o perfil de uma onda de
dgua navegando por um canal estreito.

5.6 Nota histdérica

A notagio du/dz foi usada pela primeira vez por Adrien Marie Legendre
em 1786 em sua obra “Memoire sur la maniére de distinguer les mazima des
minima dans le Calcul des Variations”. Na pagina 8 est4 escrito:

Pour éviter toute ambiguité, je représenterai par Ou/dz le coeffici-

ent de z dans la différence de u, & par du/dz la différence compléte
de u divisée par dz.

Legendre abandonou o simbolo e ele fo; reintroduzido por Carl Gustav Jacob
Jacobi, em 1841, em seu artigo “De determinantibys Punctionalibus”:

Sed quia uncorum accumulatio et legenti et scribenti molestior fiers
solet, pmetylz characteristica d differentialia vulgaria, differentialia
autem partialia characteristicq 0 denotare.

O simbolo 0 é algumas vegeg cha

a letra “d” do alfabeto russo.




