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Capitulo 1

Funcoes Elementares

1.1 Introducao

Um dos mais relevantes conceitos da Matematica é sem duvidas, o conceito de Funcao.
Existem informacoes de que 300 a.C. Euclides ja utilizava conceitos semelhantes. As
primeiras ideias foram inicialmente apresentadas, mais formalmente, nos trabalhos de
Newton! e Leibniz por volta do século XVII. Entretanto, somente com Leonard Euler
é que este conceito foi apresentado de forma semelhante ao estilo de hoje.

Este capitulo consiste em apresentar as principais fungoes elementares e suas carac-

teristicas, bem como, alguns graficos especiais.

1.2 Definicao

Diz-se que uma relagao que associa o conjunto A em B ¢é uma funcao, se esta relagao
associar cada elemento do conjunto A a um unico elemento do conjunto B. Em

resumao:

f: A —B

é uma fungao desde que para cada = € A implique que exista um tnico f(z) € B.

!Boyer, Carl. Histéria da Matemaética
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1.3 Grafico de uma funcao

O gréfico de uma funcdo f: A — B é um subconjunto do produto cartesiano A x B

formado pelos pares ordenados da forma (z, f(z)), isto é,

Gr(f) ={(z,y) € AxB, y=f(z)}
@ , (b)
y y

o
— 4

A

x x
© 4 @ s

As figuras (a), (b), (c) e (d) sdo exemplos de ilustragoes que nao representam uma
funcao.

No estudo de funcoes vamos entender uma funcao como sendo uma relacao

f: A—>B

onde f éuma fungao cujo subconjunto A C R é o dominio (i.e., o campo de existéncia
de f edenotado por Dy = Dominio de f) e o subconjunto B C R ¢ o contra dominio
de f.

Ao conjunto formado pelos elementos f(x) do contra dominio chamamos de Imagem

de f, ou seja,

18



Im;={ye Btal que f(z) =y, com z €& Dy}

Exemplo. Considere a seguinte fungao

F:{1,2,30 - {-3,-2,-1,1,2,3}

entao o conjunto imagem desta funcao é dado por Im; = {—3, -2, —1}. O leitor atento
deverd observar que nem sempre o contra dominio de f (neste exemplo é o conjunto

{—3,—-2,-1,1,2,3}) coincide com a imagem de f.

1.4 Dominio de uma Funcao

O dominio de uma fungao pode ser entendido como sendo o conjunto dos elementos x

para os quais f(z) tem sentido, ou seja, o campo de existéncia de f.

1.4.1 Funcao Polinomial

Toda funcao f definida por um polindémio tem como dominio o conjunto (subconjunto)

dos numeros os reais.

Exemplo. Esboce o grafico da fungao polinomial

fx)=a% 222 +2—1.

19



f(x) =x3-2x*+x-1

1.4.2 Funcao Racional
P(z)

Toda fungao f definida por f(x) = 00)’ onde P(xz) e Q(x) sdo polinomios, tem
T

como dominio o conjunto formado pelos x € R tais que Q(x) # 0, ou seja,

Di={zeR| Q)#0}.

Exemplo. Dé o dominio e esboce o grafico da funcao racional

r—1

g(x)=x+2.

-1
909= <77

v

Solucao. D, ={zr e R|z# -2} =R —{-2}.
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1.4.3 Funcgao Irracional

Toda fun¢ao f definida por f(z) = {/P(z), tem como dominio o conjunto formado
pelos elementos x € R tais que P(z) > 0, caso n seja par, e todos os niimeros reais,

caso n seja impar.

Exemplo. Dé o dominio e esboce o gréifico da fungao irracional  f(z) = /z .

yA

fo) =\x

Solucao. Dy ={r €R|z >0} =[0,+o0[=R;.

Exemplo 1. Encontre o dominio e a imagem das funcoes:

a) f(x) =32 —bz*+ 2z

y f(x) =3x%- 5x7+ 2x

o
w|n >

Solucao. Neste caso temos, Dy = Imy = R.
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b) f(z) =322 15

vt 0 =\3x*+5

»
X

Solugao. Df = {x € R|322+5> 0} = R, pois, 322 +5 > 0,para todo = € R. J4
f

a imagem desta funcio é dada por Im; = {y € R|y > /5}.

Exemplo 2. Encontre o dominio das seguintes funcoes:

2 —3x—1
a) f(x):x2—5x+6

Solucao.  Esta funcao fica bem definida desde que o denominador nao se anule.

Assim sendo, Dy = {z € R|2? — 5z + 6 # 0} = R — {2,3}.

1 2241 1

P @)= =t r 32

Solugao. O dominio de f sera obtido a partir da intersec¢ao dos dominios das trés

expressoes que integram a fungao, ou seja,
Di={z€R|2*°-1>0,2°-3x+2#0ex #0}.

Para facilitar o entendimento colocamos Dy = Dy, N Dy, N Dy, , onde

Dy, é o dominio de fi(z) = cujo dominio é dado por

1
Dy, ={r €eR|2* —1> 0} =] — 00, —1[U] 1, oal.
2?2 +1
2?2 =342’
D, ={reR|2*-3z+2#0} =R - {1,2}.

Dy

3 onde o dominio é dado por

¢ o dominio de fo(z) =
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1
E por fim, Dy, é o dominio de f3(x) = —. O resultado é dado por
x
Dy ={reR|z #0} =R - {0}.

Portanto,

Dy =] —oo, —1[U]1, o[ {2}.

1.5 Composicao de Funcoes

Sejam f:A— B e g: B — C duas fungdes com f(B) = D, entdo,

(gof) : A= C
z — g(f(z))

as notagoes gof(x) ou g(f(x)) expressam a fungdo g composta com f, que é obtida

aplicando-se ¢ a imagem de f no ponto z do dominio de f.

gof

Exemplos. Considere f(z)=+v2?—-1 e g(x) =22+ 3:

(@)  (fog)(z)= flg(z)) = f2x +3) = /(2 +3)2 — 1 = V422 + 122 + 8
(b)  (gof)(z) = g(f(z)) = g(Va® 1) =2(Va* 1) +3

2

©  (fof)(@) = F(f(@) = FVaT—T) = /(VaT = 1) =1 = VaT =2
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1.6 Tipos de Funcoes

1.6.1 Funcgao Polinomial do Primeiro Grau

Chama-se funcao polinomial do primeiro grau toda fungao da forma

f(z)=az+b onde a,b € R coma # 0.

O gréfico de uma funcao polinomial do primeiro grau é sempre uma reta, que pode
passar ou nao pela origem. Dependendo do valor de a podemos ter informagoes se

f(x) =ax +b é crescente ou decrescente, ou seja,

f € crescente quando a > 0;
f é decrescente quando a < 0;

f é constante quando a = 0.

Exemplo. Considere as fungoes

1

flz) =22-3, g(z):\/éx—i—g e h(x)=—x.
A A A
y y 1 Y
f(x)=2x-3 g9 =2x+ h(x) = -x
31 / 1-/ N
: : > A . > : : b
3 3 X 1 1 X 1 1
/3 -1 -1

Nestes casos temos Dy = Dy = D), = R. E facil ver que f e g sao fungdes crescentes

e h é decrescente.

1.6.2 Funcao Polinomial do Segundo Grau

Chama-se func¢ao polinomial do segundo grau toda funcao da forma

f(z)=ax*+br+c a,b,c € R coma # 0.
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Neste caso, a respeito das raizes da equagao associada a funcao acima pode-se afirmar

que

b?> —4ac > 0 raizes reais e distintas;
b?> —4ac =0 raizes reais e iguais;

b?> —4ac < 0 raizes nao reais ou complexas.

O dominio deste tipo de fungao é sempre o conjunto R. O gréafico desta fungao é uma
parabola que pode ser voltada para cima ou para baixo, caso o sinal de a seja positivo

ou negativo, isto é,

Parabola voltada para cima se a > 0;

Parabola voltada para baixo se a < 0.

Exemplo. Esboce os graficos das fungoes f(x) =22 —=5x+6 e g(x) = —2% +4.

yA yA
f(x) =x?-5x+6
6 4
2 2 x
273 x
g0 =-x?+4

1.6.3 Funcao Modular

Define-se a funcao modular por

T se >0

—x se x<0.

25



Exemplo. Esboce o gréfico da fungdo modular f(x) = |z — 2|, depois encontre seu

dominio e imagem.

S =|x-2|

Neste caso tem-se, Dy =R e Im;=R,.

1.6.4 Funcoes Peridodicas

Diz-se que f é periddica se existe um nimero real t # 0 tal que f(x +1t) = f(x) VYo € Dy.

A funcao f(x) = 2 é periddica, basta observar que, f(z +t) = f(z) = 2 para qualquerx € R.

Observagao. As fungdes trigonométricas sao exemplos classicos deste tipo de fungao.
Uma boa leitura sobre estes exemplos pode ser feita pelo leitor ja nas préximas segoes

deste livro.

1.6.5 Funcao Par

Diz-se que f é uma funcao par, caso ela cumpra a condigao f(z) = f(—x) Vo € Dy.

Geometricamente, as fungoes pares sdo simétricas em relacao ao eixo dos ¥ .

Exemplo. As funcoes f(z) = 22, g(z) = |z| e h(x) = 4 sao pares. Veja os seus
respectivos graficos abaixo:

A A A
y Yy y

f) =x?
g9 = x| 4 hx) = 4

v
kv
v
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1.6.6 Funcao fmpar

Diz-se que f éuma fungao impar, caso ela cumpra a condigao f(z) = —f(—xz) Vo € Dy.

Geometricamente, as fungoes impares sao simétricas em relagao a origem.

Exemplo. Observe que f(z) = e g(x) = 23 sao exemplos de funcdes impares.
Veja seus respectivos graficos abaixo:
i d 8(x) =x’

fy) =x

v

v
=)
=

1.6.7 Funcao Injetora

Uma fungao f : A — B ¢ dita injetora quando cumpre a propriedade de que para
quaisquer que sejam x; # 2z nodominiode f (em A) implicar que f(z1) # f(z2)em B.

A fungao f(x) =, conhecida como funcao identidade, é um exemplo de fungao in-

jetora.

il [ =x

1.6.8 Funcao Sobrejetora

Diz-se que uma funcao f é sobrejetora quando o contra dominio de f for igual a sua
imagem. (CD;=1Imy). A mesma funcdo f(z)=2x ¢é um exemplo cldssico de funcao

sobrejetora.
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1.6.9 Funcao Bijetora

Diz-se que f é uma funcao bijetora quando for injetora e sobrejetora simultaneamente.

Consequentemente, f(z) =z é uma funcao bijetora.

1.6.10 Funcao Inversa

Seja f : A — B uma fungao bijetora entao a inversa de f é uma fungao denotada por
f~' que tem a caracteristica de levar os elementos do conjunto B nos do conjunto A,

isto é,

y = ).
Exemplo 1. Encontre a fungao inversa da funcao bijetora

_Sx—l

1) x+2

x#£ =2,

Solucgao. Escreve-se inicialmente a funcao da seguinte forma

_3:5—1
y= T+ 2

agora trocam-se as variaveis x por y e vice-versa, isto é,

3y —1
S oy+27

Finalmente, isola-se y, o resultado é dado por;

x(y+2)=3y—1 = a2y+2r=3y—1 = zy—3y=-2x-1.

Portanto,
2z +1)
=-— 3.
V=B T 7
Assim sendo,
3r—1 N _1 2z +1
se f(x)_:zz—Q—Q entdo f (x)—g_x.

28



Exemplo 2. Encontre a fungéo inversa de

flz) =2 — 1.

Solucgao.
Seja

y=2a°—1
Inicialmente, trocam-se as variaveis, isto é,
r=19"-1 = z+l1=9y* = y=xVvor+l1.

Neste caso, a inversa depende das escolhas do dominio e da imagem para que a fungao

f seja bijetora. Ou seja, escolhe-se a funcao bijetora

Entao f~! serd dada por

e [=1,00] — Ry
fHz) =Vz+1.

1.6.11 Caso Especial

Considere a expressao y = V4 — x2.

Da expressao acima podemos dizer que y > 0. Portanto,
y=Vi-2=y=4—-1" =y  +2* =4.

Mas, (z—0)°+(y—0)>=2% ¢éa equacio da circunferéncia de centro (0,0) e raio

2.

29



Como y >0, ogrdficode y=+/4— 22 ésomente a parte positiva da curva, observe

o grafico abaixo.

Neste caso, a funcao nao é inversivel por nao ser injetora. Para ver que esta funcao
nao é injetora, basta o leitor observar, que para r = —2 e x = 2 a func¢ao tem como
imagem o mesmo valor f(—2) = f(2) = 0. Portanto, nao ¢é bijetora, sendo assim, nao
é inversivel. Para torné-la inversivel, basta fazer uma das escolhas abaixo:
y=VI=2 f1]-2,0050,2),

ou

y=+v4—22 f:]0,2] =10,2].

Assim sendo, ambas sao inversiveis. Como tarefa faga o grafico destas fungoes e encon-

tre a lei que define a inversa em cada caso. Veja gréaficos abaixo.

.VA il
2 2
y=0 y=0
x 2 0 0 2 x
y=\4-x’ y=N4-x’
f:[2.0]—[o0,2] f:lo,2]—>[o0,2]
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1.6.12 Funcao Exponencial

Seja a um ntimero real, a > 0 e a # 1. Chama-se funcao exponencial de base a, a

funcao que a cada numero real x associa o numero real a”, ou seja,

f: R—=>R

r — f(x)=ad"

O dominio da funcao exponencial ¢ dado por R e a imagem por R7.

Exemplo. Se a > 1 entao a fungdo exponencial é crescente. FEntretanto, se
0 < a <1 entao a fungao exponencial é decrescente. Para ilustrar este fato, observe

os graficos das fungoes abaixo;

a) f(r)=2°

y f) =2
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1.6.13 Funcao Logaritmica

Chama-se fungao logaritmica de base a, coma > 0 e a # 1 a fung@o que associa a

cada x € R} o nimero real log, z,isto &,

f: R, SR

x — f(x) =log, x.

O dominio da funcao logaritmica é dado por R’ e a imagem por R.

Exemplo. Se a > 1 a funcao logaritmica é crescente. Entretanto, se 0 < a < 1

entdo a fungao é decrescente. Observe os gréaficos das fungoes:

a) f(z) =loga
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1.7 Funcoes Trigonométricas

1.7.1 Funcao seno

Considere o plano UOV e a circunferéncia de centro C'(0,0) e raio r = 1. Sejam, um
angulo com medida x radianos e P o ponto de intersec¢ao do lado terminal do angulo

x com a circunferéncia.

Denomina-se seno de x a ordenada P; do ponto P. A funcao seno é definida como

sendo a fungdo f que a cada x € R associa o nimero real f(x) =senz, isto é,

fi R =R
xr — f(z) =senx.

O dominio da fungao seno é R e a imagem ¢ o intervalo real [—1,1]. A fungao

f(z) =senz é periédica de periodo 2w, pois, f(x+27) = f(z) para todo = € Dy.

\ RN

v

NJERS
|

f(x) =senx

1.7.2 Funcgao Arco Seno

Para obter a funcao inversa da funcao seno considera-se a funcao bijetora

T ES Ny
f(z)  =senz.
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Entao a inversa de f(x) =senz é a fungao definida por

P[]

x — f'(x) = arc senx

y
T
2
s
L 1 R
2
f(x) =arc sen x

1.7.3 Funcao Cosseno

Considerando a circunferéncia anterior com as mesmas informagoes, denomina-se cos-

seno, a abscissa P, do ponto P.

A funcado cosseno é definida como sendo a funcdo f que a cada z € R associa o

nidmero real f(x) = cosz, isto é,

f:R-R

r — f(x)=cosx.

O dominio da fungao cosseno é R e a imagem é o intervalo [—1,1]. A fungao

f(z) = cosz também é uma funcao periddica de periodo 27, pois cos (z + 27) = cos x.
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f(x) =cos x

1.7.4 Funcgao Arco Cosseno

Para obter a funcao inversa da funcao cosseno considera-se a funcao bijetora:

f: [0,7] — [-1,1]

f(z) =cosux
entao a inversa de f(x) = cos x ¢é a funcao definida por

7t [-1,1 — [0,7]

x — f}(z) = arc cos z.
y A

777777777 T

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

i

L >

-1 1 X
f(x) =arc cos x
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1.7.5 Funcgoes Tangente

A funcao tangente

senx

tgx =
CcoS T

¢ definida para todos os numeros z € R tais que cosz # 0. Ou seja, o dominio da

funcao tangente é dada por D ={r ¢ R| 2z # J +km, k € Z}.

37t3

'
M\:l
l\)\?—l

Jfx)=1gx

1.7.6 Funcgao Arco Tangente

Considere a fungao bijetora

AEHEE

f(z) =tgw.

A inversa de f(z) =tgx é a funcao definida por

|

) = arc tgz.

1R

= |-
x = [

| N

™
27
1(1,
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=y

ftx) =arctgx

1.7.7 Funcao Cotangente
A funcao cotangente é definida por

COS T
cotgxr =

sen T

para todos os numeros x € R tais que senx # 0. Ou seja, o dominio da funcao

cotangente ¢ D ={z € R| x#knr, ke Z}.

A

y

|
[
o
ml?—l
a
=
=

f(x) =cotg x
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1.7.8 Funcgao Arco Cotangente

Considere a fungao bijetora
f: 0,7 — [-1,1]
f(z) = cotgux.
A inversa de f(z) é a fungao definida por
7 L1 —]0, 7

x — f!(x) = arc cotg z.

X
f(x) =arc cotg x
1.7.9 Funcgao Secante
Define-se a fungao secante como sendo
f: {zeR| 2#5+km ke Z} — R
1
x — f(x) = secx = :
cos T
ylk
_ 3:TE -T _i 0 i e 3:0'5 x
? ? : ?
f(x) =secx
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1.7.10 Funcao Arco Secante

Considere a funcao bijetora

v
filom={3} —1-00, 1 UL+l
x — f(z) = secx.
A inversa de f(z) é a funcao definida por

x — f'(z) = arc secx.

f(x) =arc sec x

1.7.11 Funcao Co-secante

Define-se funcao co-secante por

f: {zeR| z#km keZ} — R
1
senx

x — f(z) = cosecz =

39



f(x) = cosec x

Funcao Arco Co-secante

1.7.12

Considere a fungao bijetora

] —{n} —=]—o00,—1]U[1,4o0|

T 3T
27 2

A inversa da funcao arco co-secante é definida por

f:

= CoSecxT.

— f(z)

X

arc cosecx

Bl

f(x) = arc cosec x

40



1.8 Exercicios Resolvidos

(1) Considere a fungao

Jw) = 2;;11

Determine:
" f<1>—:>}{<_o;)+ 5/(2) by L0510 o (L.
Solucgao. . . 17
N £(1) = 3£(0) +5£(2) _ 5—3.(—1)+5.1 _ 5 +3+5 5T

f(=2) 5 5 5 10

(2h — 1) . 3h
by =IO _ B T Brn s 3
h h b h(h+1) (h+1)

ar +b

wid © a = —d mostre que f(f(z)) ==z.

(2) Se f(z) =

Demonstragao. De fato,

f(f(@)) f <ax+b) <aE?§iZ§ +b> <W>
x = pr— o\ _ T (etd)
(az+b) st Lebiedaid®
cx +d Clara) T d bl
_ a’x + ab + cbx + db B a2 + b
— acx +cb+cdr+d?) DT P

_w(a*4cb)  x(a®+cb)
(2 +cb)  (a?+ch) - "

(3) Se f(x) = |z| — 2z entao mostre que f(|a]) = —|a].

Demonstragao. Com efeito, se a > 0 entdao |a| = a e assim,
f(lal) = llal| = 2|a] = a = 2a = —a.
Por outro lado, se a < 0 entao |a| = —a e desta forma,

f(al) = lla|| = 2la| = —a + 2a = +a.
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Portanto,

—a se a>0
f(lal) =

a se a<0.

Desta forma,

fla]) = =fa] . =

(4) Seja (z) = 2x — 7 entdo determine Yo e [h(x)]?.

Solugao.

(Wo)(x)=v((x)) =v2e —T)=22x—7)—T=4x — 14 —7=4x — 21.

Por outro lado,

[1h(2)]? = 22 — 7)> = 42® — 28z — 49 .

(5) Seja h(x) = ax + b encontre os valores de a e b para que h(h(z)) =4x —9.

Solugao. Com efeito,
h(h(z)) = h(az + b) = a(az + b) + b= a’xv + ab+ b= a’x + (ab+b) .
Para obter os valores de a e b deve-se encontrar a solugao da equacao
h(h(z)) = @’z + (ab+b) = 42 — 9.

Portanto,

(6) Seja f(x) = 2? encontre a fungio ¢ para que (fog)(z)=4z*—12x+9.

Solugao. Com efeito, como f(x) = x? entdo

42 — 122+ 9 = (f o g)(z) = (f(g(x)) = [g(z)]*.

Portanto,

g(x) = V4?2 — 120 + 9 = £+/(20 — 3)? = £(2z — 3).
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(7) Seja f(x) = 31: entao mostre que f(h+1)— f(1) = —

h

~ . o . 1
Demonstragao. Com efeito, utilizando-se a fungao f(z) = —, tem-se

x

h

h+1)—fl)= ———-= —1=- [
S+ =IU) =3 =1 = s ht 1)
(8) Determine o dominio de cada uma das fungoes abaixo
1
a) f(z) = 2*—2z+1 b)g(x) = v4 — x? c)h(z) = :Er ] d)o(x) =ao——.
x x

Solucgao.

a) O dominio da funcdo f sdo todos os nimeros reais, isto é, Dy = R, haja vista que
esta funcao é definida por um polinémio do segundo grau.
b) Para obter o dominio da fun¢do g deve-se lembrar que esta funcao esté definida

por uma raiz quadrada o que significa que a sua existéncia somente se d4 quando a

expressao 4 — 22 > 0. Portanto,

Dy ={r eR|4—2">0}=[-2,2].

. x . ~
c) Analogamente, a funcao h existe desde que 1 > 0, pois, sao para estes valores
x

que a raiz quadrada faz sentido. Assim sendo;

T
z+1

Dh:{xeR’ zo} =] — 00, —1U[0, oo

d) O dominio da fun¢ao ¢ é composto pela intersecgao dos valores de existéncia para
as expressoes integrantes. Isto €, a expressao x tem como dominio todos os nimeros
: L o ) o -1 )
reais (pois, é um polindémio). J4 a existéncia da expressio — se da para todos os
x
nimeros reais, exceto o zero. Como o dominio é determinado pela intersecc¢ao (ou seja,

a existéncia simultanea destas expressoes), o resultado é dado por

Dy={reR|z#0}=R—-{0} =R".
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(9) Considere as fungoes

f(z) =Va3—16 g(x):1+x2 h(z) =3z —1.
Determine:
a) f(x) +g(x) + h(x),  b) f(x)g(x), ¢)(fog)x) e d) h(x}@g(m)
Solucgao.
a)
f(x)+g(x)+h(r) = Vad—16+ 1 fo + 3z —1)

(4 2)VaP —16) + o+ 3z — 1)(1 +2?)

- (112 '
b)

3 x Va3 —16
1000 = (V=) 1] =
c)
(fog)(z) = flg(x) = f ((Hw?)) = \/<(1+$Q)> —16.
Isto é,
a3 —16(1 + 2?%)3
(fog)(zx) = \/ (1+ a2)3 :
d)
W) —glz)  (Bu—1)— oy EEESUE g 29, g

fl@) Va3 =16 Va3 =16 (1+22) (Va3 —16)
(10) Seja f(z) = x? — 2z + 1 encontre uma fungao h tal que

(£ o1

Solugao. Com efeito,

x_1:<f> (:E)Zz(x):xQ—Qx—l—l.




Portanto,

(11) Esboce o gréfico da fungao

.
vV=-3—z se < =3

—r+4 se -3 <zx< —1

f(z) =
|22 —3] se Jz| <1
x
e2 se z>1
y f(x=e7x
Jx)=-x+4 ;
fo=F-x Ao=1x?43]
. 2\
-3 I1 1I x‘

(12) Seja f uma funcéo do primeiro grau, se f(—1) =2 e f(2) =3 entao encontre

a lei de formacao desta funcao.

Solugao. Com efeito, como f é uma fungao do primeiro grau entao ela pode ser
escrita como f(z) = ax + b onde a e b sdo numeros reais. Deve-se entdo obter os

valores de a e b. Assim sendo,

2=f(-1)=-la+b=b—a e 3=f(2)=2a+b.
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1
A solucgao deste sistema é dado por a = 3 e b= 3

Portanto,

f(yc):;:c+;

(13) Mostre que f(z) = 2> — 2z é uma funcao impar .

Demonstragao. Com efeito, é necessdrio demonstrar que f(—z) = —f(x), para

qualquer que seja x € Dy. De fato, considere z € Dy, entao
f(=2) = (—2)*=2(—2) = —2*+22 = —(2* - 22) = — f(2) para todo  x € Dy.
Segue entao que f(z) = 2 — 2z ¢é uma fungao impar . [ |

(14) Mostre que f(z) = |z| é uma fungao par.

Demonstracao. Para que [ seja considerada uma fungao par é necessario demons-
trar que para todo x € Dy tem-se f(—z) = f(z). Desta forma, considere x € Dy,

entao
f(=2) =] -l =z[ = f(z),
Portanto, f(x) = |z| é uma funcao par. [ |

(x+1)

(15) Mostre que ®(z) =In (@ —1)

¢ uma funcao impar.

Demonstracao. Com efeito, seja z € Dg entao

(—x+1) I —(x—1) I
(—x—1) —(x+1) (x+1)

(z+1) _1__n(x+1)__ N
n|Gog] = =,

O(—z) = In

Portanto, ® é uma funcao impar. |
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(16) Mostre que, se f e g sdo fungdes impares entao h(z) = f(z).g(x) é par.

Demonstragao. De fato, considere v € Dye v € D, entao , como f e g sao

fungoes impares, tem-se
Portanto,

Segue que h é uma fungao par. |
(17) Mostre que, se f e g sao fungoes impares entao T'(z) = f(x) + g(x) é fmpar.

Demonstragao. Com efeito, considere x € Dye v € D, entao, como [ e g sao

fungoes impares, tem-se

Portanto,

T(=z) = f(=2) + g(=2) = = f(z) = g(x) = =[f(z) + g(2)] = T(x).

Segue que T é uma fungao fmpar. |

(18) Mostre que para qualquer que seja a funcao f tem-se

1

H(r) = 5[f(0)+ f(=)]  épar e M(x) = J[f(x) ~ f(~a)] & impar.

Demonstragao. Seja f uma funcao qualquer e z € Dy entao

1

H (=) = 5[ (=) + f(~(a))] = 3 [f(x) + F(~a)] = H(z).

Portanto, H ¢ par. |

Por outro lado,



Assim sendo, M é impar. |

(19) Se f e g sao fungoes periddicas de periodo T' entao f+g¢g é periddica de periodo
T.

Prova. De fato, como f e g sao fungoes periddicas de periodo T entao
fle+T)=flx) e gla+T)=g(x).
Assim sendo,
(f+9)+T)=fle+T)+g(x+T) = fz)+9(x) = (f+9)(x).

Portanto, f + g ¢ periddica de periodo T |

(20) Seja f uma fungao periédica de periodo T entao mostre que 37 também é

periodo de f.

Prova. Com efeito, como f¢é uma funcgao peridédica de periodo T' entao
fla+T) = f(z).
Assim sendo,
fla+3T)=f((x+2T)+T)=f(xa+2T) = f((z+T)+T) = f(z+T) = f(x).
Desta forma entao, f é peridédica de periodo 3T'. |

(21) Considere h(z) = 2" entao

hz+3) — h(z —1) = ?h(ag) .

Prova. De fato,

h(z +3) — h(z — 1) = 23 _g@=h) — gz 93 _gro=l _ 9o {8 - 1} = Eh(gc) . n
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(22) Sejam

Mostre que

Alx +y) = 5 (™™ +a )] = = [a"a¥ + a “a Y]
Por outro lado,
1 1
A(x)A(y) + B(z)B(y) = 5 [a“’ + a_“’] [ay + a_y] + i[ax —a "]z[a¥ —a™Y]
= i[a$+y+a$ Y1La w+y+a$y]
4 i [arer — gt Y — gty 4 afxfy}
_ %[aaﬁy_i_a z y] _ [axay+a zq y} —A(;c+y)

Portanto,

r—1
yk
B x —1
8 = x+4
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(24) Esboce o grafico da fungao racional

2
i
E Jx) = - 1)

(25) Esboce o grafico da fungao polinomial

f)=2+(x-1°

(26) Esboce o grafico da fungao exponencial

fo)=e™

20



(27) Esboce o grafico da fungao exponencial

fla) = 2.

y

fog=-2"
28) Esboce o grafico da funcao logaritmica
( g Gao log
f(z) =In(-2).
¥y
Jfix) =In(-x)
x 1

(29) Esboce o grafico da fungao trigonométrica

f(z) = cos (a:+ g) .

y

f(x) = cos <x + %)
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ftx) = sen<x -

(30) Esboce o grafico da fungao trigonométrica
(31) Esboce o grafico da fungao trigonométrica
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(32) Esboce o gréfico da fungao trigonométrica

f(x) =14+senx.

y

N/

- I 0 ol T sn 21 X
2 2 2
f(x) =1 +sen(x)
(33) Considere (fungoes hiperbdlicas)
senh (z) = % e cosh () = cere”
Entao
a) Mostre que senh (z) é uma fungao impar;
b) Mostre que cosh (z) é uma fungao par.
Prova.
a) Com efeito,
—-T _ ,tx T _ T
senh (—z) = ¢ 5 SR 26 = —senh (z).
Portanto, senh (x) é uma fungao fmpar. [
b) De fato,
cosh(—gv):e re _¢c*e = cosh ().
2 2
Assim sendo, cosh (z) é uma fungao par. [ |

(34) Mostre que se f(x) = cosh(z) entao

fln(x +vVa2—-1)==x.
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Prova. Com efeito, como f(z) = cosh(x) segue que

|:e(1n(:r+\/m2—1)) +e—(ln(x+\/m2—1))]
fln(@+va? 1)) =

2

Por outro lado, lembre-se que
hmhu=log u=y<=e'=u<=lnu=he! =ylhe=y.

Portanto,

|:€(ln (z+Vx2-1)) + e—(In (1:+\/1:2—1)):|

flIn(z+va2-1) =

2

|:€(ln(:c+\/12—1)) _'_e(ln(:c+\/m2—1)*1):|
- 2
(V-4 (e + Va2 -1)!
B 2

2 _ 1
_ (@ + Va2 = 1)+ s
2
(z4+Vz2=1)%+1

v 2P 2avat—14(2®—1)+1

2 B 2(x + Va2 —1)
_ 2x(x+\/332—1):x -
2(x + Va2 —1)

(35) Determine a inversa da funcao

Solugao. Com efeito, seja y = f(z) entao segue que

_x+a

x—a

Efetuando-se a troca de varidveis, obtém-se

y+a
T = (y—a)r=y+a<—=yr—axr=y+a
y—a
— yr—y=ar+ta<=y(lr—1)=a(z+1)
a(x +1)
= y=——

(x—1)
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Portanto,

1
) = a((;j—l)) desde que 1z # 1.
2
36) Mostre que a funcao inversa de f(x) = T ¢é a prépria funcao f .
2 1
x pa—

Prova. De fato, considerando y = f(x) e realizando a troca de varidvel, tem-se

2
x:2y+1 — z2y—1)=y+2<=2zy—ax=y+2
y_
= py—y=z+2<=yx—-—1)=z+2
T+ 2
Yoo
Portanto,
1 $+2
= = . [
) = 2 g
(37) Encontre a fungao inversa de g(z) = va —x.

Solugao. Seja g(x) =y, a troca de varidvel permite escrever;

r=Va—y<=ar*=a—y<=y=a—2>.

Portanto, o resultado é dado por

gl (z)=a—2".

38) Determi i da funcao h(z) = .
(38) Determine a inversa da funcao h(x) o

Solugao. Com efeito, efetuando a troca de varidvel e levando-se em conta que h(z) =

Yy, tem-se
%
ngﬂ—i—l — 2P+ )= <= )l tr=y =)} -y =2
2 _ 2 _ _—7 2_ L
= Ylra—l)=—ur<=y'=——<=y =
r—1 11—z
x
= y=1/7 .
—x
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Esta é uma das possiveis escolhas. Como desafio (exercicio) ao leitor deixa-se a ve-
rificacdo, em todos os exercicios acima, do campo de existéncia das func¢bes ou as

consideragoes necessarias para a existéncia de cada uma dessas fungoes.

a+b
1+ ab

1—
) =1
(39) Se ®(z) =1In P

) = ®(a) + O(b).

entao prove que P (

Prova. De fato,

& a+b _ lnl_fifb
1+ ab atb 4 q

14+ab
_ 17?122)71) . l+ab—a-—b
= M) T M i b1+ ab
(1+ab)

1n1—a><1—b>:1n[(1—a)(1—b)}

Solugao. Com efeito, utilizando-se H(z) =y e a troca de varidvel, tem-se

x:% — (V12 +1)=y<= 2*(*+1) =y
VY
2 2 2 2 2 —a°
— yat—y = -1 <y =
9 7 x?
Yo oe Y=\V12

Portanto, um inversa para a funcao H(x) é dada por

)
1—a22°

H(z) =

Observe que a existéncia da funcdo H™! e a escolha da raiz quadrada positiva é
apenas uma opc¢ao. O leitor deve analisar outras possibilidades, bem como o campo de

existéncia desta fungao.

o6



1.9 Exercicios Propostos

(1) Um retangulo cuja base tem comprimento x estd inscrito em um circulo de raio

2. Expresse a drea deste retangulo em funcao de z.

(2) Determine o dominio da fungao definida por:

V=1 2z

X

(3) Considere a funcao:
f+ R—>R
f(x) =2x+5+ |z -5

Determine se a funcao ¢ inversivel. Caso afirmativo, escreve a expressao que representa
a sua inversa.

(Sugestao: reescreva a fun¢ao como uma funcao definida por mais de uma sentenca.
Faca a anélise e o grafico de cada uma destas sentencas, e determine a inversa de cada

uma delas).

(4) Verifique se a fungao
x

fle) = 20 +4

é bijetora. Em caso afirmativo, determine a sua inversa.

(5) Dadas as fungoes

flz)=2z+3 e g(z) =V,
calcule, se possivel:
a) (foyg);
b) (fof):

(6) Dadas as fungoes
0 se <0
flz)=9q 22 se 0<z <1

0 se =z >1
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1 se <0
g(z) =4 2z se 0<uz <1

1 se =z >1

determine (fog).

(7) Esboce os graficos da fungoes abaixo, depois, determine o dominio e a imagem de

cada uma delas.

a)
vV=-3—x se z < =3

—r+4 se -3 <x<—1

f(z) =
|22 — 3| se |z| <1
\e” se x> 1
b)
p
24+senx se x <0
2
- se O0<zxz<3
2
f(x) =

4—(x—5)2 se 3<a<T

loge se =z >7

c) flx)=1|2*—3z|+x+1
d) f(z) =13z —6]+|— 2z +1|

)
e) f(x) =11+ 2cosz|
f) flz) =2+tg(z—1)
)

g) f(z) = —2+ cosecx
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h) f(z) = arc sen 2z

8) Represente graficamente, dé o dominio e a Imagem de cada uma das fungoes abaixo.

9.2 1 x—1
2 f)=20-4 D=1  Of)="y
1 T +2
D fa) =2 @0 oS-l 0 =
z se x <1
g) flw)=q 2% se 1<z <3
Vr o ose x >3
(9) Encontre o dominio e a imagem da fungao inversa de
T +2
(10) Sejam
1 x —T 1 x —T
(I)(:L’):§( +a™") e \Il(x)zi(a —a™")
Mostre que
Oz +y) = 0(x).D(y) + V(x).¥(y) .
(11) Construa os graficos das seguintes fungoes
a) f(x) = cos(x + g) b) f(z) = tgg c) f(z)=1+2senz .

(12) Esboce o grafico das seguintes fungoes

a) f(x) =5 b) flz) =" ¢) f(e)=In(x+1).

(13) Usando fungoes, encontre a soluc¢ao de cada uma das inequagoes abaixo.
1 3 5 —

a) > b) 2
r+1 T —2 —x

> 1 c) z* > 2? .
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(14) Determine a inversa das seguintes fungdes (bijetoras)

a) f(r) = =1 b) f(z) = V=3 0) fla) =~
(15) Assinale com V (Verdadeira) ou F (Falsa).
) f(z) = |z| é uma funcdo par;
o gréafico de g(z) = 2r — /2 é uma reta crescente ;
Se f(z) =+/1—z entdo o dominio de f é dado por Dy ={x € R; z > 1} ;
se f & inversivel entao existe f~' e (fo f ) (z)=
se f:R — R com f(z)=2? entdo f é bijetora ;

Toda funcao constante € injetora ;

Toda fungao injetora e sobrejetora é par ;
se f(z) =2+ z entdo necessariamente Dy =R — {0} ;
se h(z) =14 +/z entdo D, =R — {0} ;

o grafico da fungao g(z) = e* é crescente desde que D, =R, .

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
)
)
) Toda fungao bijetora admite inversa ;
)
) se
)
)
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