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O primeiro conceito que iremos abordar é o de integral definida. Se trata de um conceito que foi
introduzido no momento da invencao do calculo inifinitesimal por G. Leibniz e I. Newton nos tltimos
anos do sec. XVIL

G.W. Leibniz (1646-1716) I. Newton (1642-1727)

O célculo integral tem como origem o problema do célculo das areas de figuras planas ndo elementares (e
volumes de solidos). A geometria euclidiana resolveu o problema do calculo das 4reas para os poligonos. O
génio de Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) calculou a area do subgrafico da uma parabola (dito “segmento”
de parabola; o conceito de grafico nao era conhecido; assim como nao era conhecido o conceito de fungao).

Outros mateméticos que deram uma contribui¢do importante, antes da invengdo do calculo infinites-
imal, foram dois alunos de Galileo, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) e Evangelista Torricelli (1608
1647), o mesmo Torricelli que inventou o barémetro de merciurio.

Neste curso apresentaremos a construcao da integral na abordagem devida ao (grandissimo) matemaético
alemao Bernhard Riemann (1826-1866).

A construgao da integral definida precisa que antes seja dedicado um espago (limitado) aos conceitos
de supremo e infimo de um conjunto de nimeros reais.

Seja £ um subconjunto de R. Um ntunero real M é dito majorante de E (em alguns livros cota
superior) se x < M para todo € E. Um namero real m é dito menorante de E (ou cota inferior) se
x > m para todo x € E.

Um conjunto F é dito limitado superiormente se admite pelo menos um majorante, enquanto é dito
limitado inferiormente se admite pelo menos um menorante. E dito limitado se é limitado superiormente
e inferiormente.



Definicao 1 (Supremo e infimo). Se F é limitado superiormente definimos supremo de E, denotado
por sup E/, o minimo dos majorantes; se E é limitado inferiormente definimos infimo de E, denotado
por inf E, o maximo dos minorantes. Se E é ilimitado superiormente escrevemos sup £ = +o00, se F ¢é
ilimitado inferiormente escrevemos inf £ = —oc.

Exercicio 1. Seja F um conjunto de ntmeros reais, limitado superiormente. Prove que a = sup F se e
somente se

(1) a é maior ou igual de cada elemento di F;
(2) para cada € > 0 fixado, existe (pelo menos) um elemento x € E tal que a — ¢ < .

Observe que o item 1 acima diz que a é majorante de F, enquanto o item 2 diz que a é o minimo dos
majorantes (de fato, se vocé “rebaixa” um pouco a, obtém um namero que ndo é mais um majorante).

Exercicio 2. Analogamente ao exercicio anterior, seja £ um conjunto de niimeros reais, limitado inferi-
ormente. Prove que s = inf F se e somente se

(1) s & menor ou igual de cada elemento di F;
(2) para cada e > 0 fixado, existe (pelo menos) um elemento = € E tal que s + & > z.

Para entender melhor os dois exercicios acima, pense em alguns conjuntos simples como o intervalo
(0,1) por exemplo.

O mdzimo de um conjunto E é o elemento maior, se existe, enquanto o minimo é o elemento menor,
se existe.
Um conjunto é dito finito se possui um ntmero finito de elementos.

O fato seguinte é uma propriedade classica (e crucial) dos ntimeros reais que enunciamos sem demon-

stragao.

Teorema 2 (Existéncia do supremo e do infimo). Um conjunto de nimeros reais, limitado superiormente
(inferiormente) admite supremo (infimo) em R.

Q por exemplo nao verifica a propriedade acima. Considere E o subconjunto de Q dos ntimeros cujo
quadrado é menor de 2. F nao possui supremo. Verifique este fato como exercicio. E praticamente a
prova do fato de que nao existe nenhum racional cujo quadrado seja 2.

Os exercicios seguintes podem ser complicados (alguns pelo menos). Tente dar uma olhada nao se
assustando pelas dificuldades encontradas.

Exercicios: Determine o superemo e o infimo dos conjuntos seguintes e, se existem, o méximo e o

minimo.
3. (2,3) 4. [0,400)
5. [-5,1)U(1,4] 6. (0,3]U[3,5]
1 1 1 1
7. {17n21}u{1+,n21} 8. U(,l}
n n n>2 2n n
2n
2
9. {reQ:2* <2} 10.{n2+1,n€N}

Exercicio 11. Determine supremo, infimo, maximo e minimo (se existem) do conjunto:



A:{1—17n>1},
n

1 1
Exercicio 12. Seja A = |J A,, onde, para cada n, A, = (—2, 1-— } Determine supremo, infimo,
n>2 n n

méximo e minimo (se existem).

Exercicio 13. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B. Prove que supA < sup B e
inf A > inf B.

Exercicio 14. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que para x € A e para todo y € B temos z < y.
Prove que sup A < inf B.

O processo para definir a integral de uma funcéo é o seguinte. Dado um intervalo [a,b] definimos
parti¢ao de [a,b] um conjunto finito P de pontos di [a,b], P = {zg,21,...,x,}, tal que a = z¢p < 21 <
w. <y =b. Seja f :[a,b] — R uma fungdo limitada. Para cada particdo P de [a,b] consideramos os
dois nimeros seguintes que dependem claramente de P:

n n

Sy(£,P) =) supf(t) (zj—x;1) e S_(f,P)=Y_ inff(t) (- 1)

j=1 t€lzi-1,24] j=1 t€lzj—1,a;]

Os dois numeros acima sdo as vezes chamados soma superior e soma inferior de f (que dependem da
partigdo usada). O leitor pode observar que é crucial a hipotese de que f seja limitada para que os varios
sup f(t) e inf f(¢) da formula acima nao sejam +oo.

As figuras abaixo mostram as somas superiores e inferiores relativas a duas diferentes particoes para
uma dada funcao f. As somas superiores e inferiores sdo dadas pelas somas das areas dos retangulos
determinados. Atengdo: o desenho representa uma funcgdo positiva; se f(x) for negativa, as somas
superiores e inferiores serao negativas e seria improprio chamaé-las de areas.

Zo T1



Xo X1

Exercicio 15. Verifique que, dada uma qualquer parti¢do P, temos Sy (f, P) > S_(f, P).

Dadas duas partigoes P e Py de [a, b] dizemos que P, é mais fina de P; (ou que P, é um refinamento
de Py) se todos os elementos de P; estdo em P,. Sendo de fato P; e P» dois conjuntos, P, é mais fina de
P1 se P1 g PQ.

Exercicio 16. Prove que, se P, é mais fina de P;, entao

Si(f, ) <S¢ (f, ) e S-(f, P2) =2 S-(f, P). (1)

Os dois exercicios acima permitem provar que, dadas duas parti¢des quaisquer P e @ de [a, b], temos

Sy(f, P) =z S-(f,Q).

O fato é bastante intuitivo se observamos um desenho (nio esquecendo que o desenho nao prova o
resultado; mas ajuda a visualizar). Lembrando o exercicio 15 acima e usando a desigualdade (1), podemos
concluir que, denotando por P a familia de todas as parti¢oes de [a, b],

< i .
sup S-(f,P) < it S4(f,P)

Podemos finalmente dar a definicao de fungao integravel e de integral de uma funcao.

Definigao 3. Seja f : [a,b] — R uma funcdo dada e limitada. Seja P a familia de todas as partigoes de
[a,b]. Dizemos que f é integrdvel em [a,b] se

_(f.P) = inf P).
18;;173)5 (f,P) I;relp&(f, )

O valor comum acima é dito integral de f em [a,b] e é denotado pelo simbolo

/ab f(z)dz.

Uma caracterizacdo da definicdo acima é dada pelo teorema seguinte.’

Teorema 4. Uma funcao f : [a,b] — R € integrdvel se e somente se para todo € > 0 existe uma parti¢do

P de [a,b] tal que S4(f,P)—S_(f,P) <e.

1Quando se fala de caracterizagdo de uma propriedade se entende uma propriedade equivalente. Por exemplo: as fungoes
constantes em intervalos sdo todas as fungdes com derivada zero e somente aquelas.



Demonstracgdo. 1 =-) Suponhamos que f seja integravel. Entao, pela definigao 3, temos sup pcp S—(f, P) =
infpep S4(f, P), onde P é o conjunto de todas as parti¢oes de [a,b]. Chamamos de I a integral de f.

Lembrando os exercicios 1 e 2 acima, seja € > 0 fixado. Considere £/2 e seja P uma partigéo de [a, b]
tal que

Si(f,P)<I+e/2 e S_(f,P)>1-—¢/2.
Subtraindo, temos:
S+(f,P)—S_(f,P) <e.

Sendo ¢ acima arbitrario, o processo montado vale para qualquer ¢ (adaptando obviamente P, que depende
de €) e a primeira parte do teorema é provada.

2 <) Suponhamos agora que para todo € > 0 exista uma particdo P de [a,b] tal que Si(f,P) —
S_(f,P) < e. Por contradicao seja f nao integravel. Isso significa que suppep S—(f, P) < infpep S4(f, P).
Considere um qualquer nimero positivo g9 menor de infpep Sy (f, P) —suppcp S—(f, P). Pela definigéo
de supremo e infimo, dada P parti¢ao qualquer de [a, b], temos S (f, P) > infpep Sy (f, P) e S_(f, P) <
suppep S—(f, P). Portanto, para qualquer particao P vale Sy (f,P) — S_(f,P) > €. Este fato é em
contradi¢ao com a hipotese. Portanto a f se torna integréavel. (|

Exercicio 17. Refaga de novo a demonstragao do teorema acima. Em particular, prove em detalhes que
as desigualdades

Si(f,P)<I+e/2 e S_(f,P)>I—¢/2
implicam
S+(f7P)_S*(f7P) <e&.

Observagao: online o leitor pode encontrar paginas sobre os matematicos citado acima:
https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://en.wikipedia.org/wiki/Bonaventura_Cavalieri
https://en.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://en.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
https://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Exercicio 18. Seja f(z) = ¢ constante, definida em [a,b]. Prove, usando a defini¢do, que f; f(z)dx =

c-(b—a).

Exercicio 19. Seja f(z) = z definida em [0,1]. Tente montar um processo, usando a defini¢ao, para
calcular fol xdzr. Anote quais sdo as dificuldades para levar o processo até o final. Constate que a
conclusao do processo é de fato um limite de sequéncia. Este exercicio mostra como a aplicagao da
definigao para o calculo da integral encontre dificuldades pesadas até para uma fungao muito simples
como f(x) = z. O caminho para o célculo explicito das integrais devera ser necessariamente bem mais
simples!

3. Sexta-feira, 7 de agosto de 2015

Vamos agora apresentar uma série de propriedades do conceito de integragao.
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Proposicao 5 (Propriedade 1: integral de uma soma). Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes integrdveis.
Entao, f+ g € integrdvel e

/ab<f+g><x>dx=/abf<x>dx+/abg<x>dx.

Demonstragdo. Aplicamos o teorema 4. Seja € > 0 fixado. Queremos provar que existe uma partigao
R de [a,b] tal que Sy (f +¢g,R) — S_(f +g,R) < e. Usamos o fato de que f e g s@o integraveis. Em
correspondéncia do ¢ fixado acima consideramos duas partigoes P e @ de [a, ] tais que

Se(f,P)=5-(f,P)<¢e/2 e S(9,Q) = 5-(9,Q) <e/2.

Somando os termos esquerdos e direitos (respectivamente) das duas desigualdades, temos

S+(f,P)+S+(g,Q) - (S—(f7p) +S—(gaQ)) <Eé.

Seja R uma partigdo mais fina de P e @ (por exemplo P U Q). Segue que (lembre o exercicio 16)
S+(fa R) + S+(gaR) - (S*(fv R) + S*(ng)) <e.
Considere agora um intervalo [z;_1,x;] contido em [a, b], determinado por R. E intuitivo observar que

sip  (f(8) +9(t) < sup f(t) + supg(t) e inf (f(t)+g(t) > ff@) + infe(t). (2)

telz;—1,24] t€lzj—1,x;]  t€[zj-1,24] telrj—1.2) te€lz;j—1,x;]  t€[zj-1,24]

Nao entramos nos detalhes: o leitor pode tentar a prova deste fato. Veja-se o exercicio abaixo. O
leitor pode também verificar o fato acima (nao se trata de uma demonstragao, somente de um exemplo)
no caso de senx e cosz em [0,7/2].

A desigualdade (2) e aquela anterior permitem imediatamente de escrever

S+(f+g7R) - S—(f"—g’R)) <e&.

Isto prova a integrabilidade de f + g, usando o teorema 4. Agora usamos de novo o fato de que, para
qualquer partigao R,

Si(f+9,R) <Si(f,R)+51(9,R) e S(f+g,R)=5(f,R)+5 (9, R).

Estas desigualdades implicam que

b b
inf < inf inf =
nf S4(f+g,R) < inf S4(f, R) + inf S4(g, R) /a f(x) dw+/a g(x)dx

(porque f e g s@o por hipotese integraveis) e
b b
sup S_(f +9.R) = sup S_(f,B) + sup S_(g. &) = [ fla)du+ [ glo)d
ReP ReP ReP a a

onde P é a familia de todas as parti¢oes de [a, b]. Necessariamente temos

sup S — inf .
;ggs (f +9,R) jnf Sy (f+g,R)

E o valor comum acima, que de fato é f;( f(z) + g(x)) dz, coincide com a soma das integrais das duas
fungoes, e a propriedade é provada. O

Exercicio 20. Refaca de novo a demonstragdo da proposi¢ao acima. Em particular, prove em detalhes
que as desigualdades

S+(f+g,R)§S+(f,R)+S+(g,R) € S—(f+gaR)ZS—(faR)+S—(gaR)



implicam que
. _ .
inf S+(f+9,R) < inf 5:(f,R) + jnf S4(g, R)

sup S_(f +g,R) > sup S_(f,R) + sup S_(g, R).
ReP ReP ReP

As propriedades seguintes sao dadas sem demonstracao. O leitor interessado pode tentar a prova, que
nao é dificil e é essencialmente baseada na definicao de integral.

Proposicao 6 (Propriedade 2: produto por um escalar). Seja f : [a,b] — R integrdvel e seja ¢ € R
fixzado. Entao a fungao c- f € integravel e

/abc.f(x)dxc.Lbf(x)dx.

Proposicao 7 (Propriedade 3: monotonia). Sejam f,g : [a,b] — R duas fungées integrdveis. Supo-
nhamos que f(xz) < g(x) para todo x € [a,b]. Entao,

/be(x)dx < /Cbg(x)dx.

. . . . - b
Consequéncias imediatas da propriedade acima sdo: se f(x) > 0 para todo z, temos fa flx)de >0
(isso porque a integral da fungao nula é zero e este fato pode ser provado usando diretamente a defini¢ao
de integral). Outra consequéncia: dada f integravel, temos

[ swaes|[ @ < [@ia

Proposicao 8 (Propriedade 4: aditividade a respeito do dominio). Seja f : [a,b] — R integrdvel e seja

¢ € (a,b) fizado. Entao,
b c b
[ t@de= [ @+ [ g

Exercicio 21. Prove algumas das propriedades acima apresentadas.

Exercicio 22. Seja f : [a,b] — R integravel. Prove que sao integraveis as duas fungoes seguintes:
9(z) = max{f(z),0} e h(x)=min{f(z),0}.

Uma convengdo que serd tutil é a seguinte: dada uma qualquer func¢do f(x) e dado a um ponto do
dominio de f, temos f; f(z)dx = 0. Este fato pode ser visto assim:

1) se a construcao da integral de uma fungao aceitasse também intervalos “degenerados”, reduzidos a
um ponto, a igualdade acima seria uma consequéncia imediata da construgao;

2) se a construgao da integral de uma funcéo nao aceitasse intervalos “degenerados”, a igualdade acima
pode ser aceita como uma conveng¢ao, nao entrando em contradicao com a construcao da integral.

Podemos observar que, com esta convengao, a féormula

/abf(:v) dz = /acf(:c)dx+/cbf(x)dx.

inclue sem problemas o caso em ¢ coincide com a ou b.

Concluimos esta parte com um aceno a relagao entre a integral e a area de uma figura plana.



Definicao 9. Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel. Suponhamos que f(x) > 0 para todo z. Entao,
é possivel definir a 4rea do subgrafico de f, o conjunto {(x,y) € R?: x € [a,b] e 0 <y < f(2)}. A érea

deste conjunto é por definig&o a integral f; f(z)dz.

Esta definigao abriria o espago para fazer muitos comentéarios; nao temos o tempo aqui para abordar
o tema (que, inclusive, foge do espirito do nosso curso de calculo 2).

(1)

A matemaética classica (Euclides e a escola grega, Arquimédes) determina a area de poligonos, da
circunferéncia, do segmento de pardbola. Cavalieri em 1640 elabora um método para o calculo
da &reas e volumes. Veja-se https://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle

Mas nao temos, até a inven¢ao do calculo e seu aperfeigopamento (que se completa com Cauchy-
Riemann-Peano-Weierstrass no sec. XIX) uma teoria geral das areas (e dos volumes). A defini¢ao
acima fornece uma ferramenta poderosa para definir (e, depois, calcular) 4reas. E importante
destacar que a igualdade da definigdo 9 entre area e integral de fungdo é mesmo uma definigdo e
nao um teorema. Se fosse um teorema, eu deveria ter uma nog¢ao anterior de area. Eu tenho sim
uma ideia intuitiva de area, mas que fica bem longe de ser uma definigao.

A area de um conjunto é como geometria classica, um valor positivo (ou nulo em caso de figuras
degeneradas). Se f(x) < 0 para todo z, o valor — ff f(z) dx sera a area do supragrafico de f.
Calcular areas em R? ou volumes em R® faz parte de uma teoria, que o leitor encontrara nos
cursos avancados que se ocupam de teoria da medida. Nao precisa dizer quanto seja importante
estabelecer uma correta teoria da medida. Nao erramos muito dizendo que a matematica nasce
na noite dos tempos como tentativa de medir o espago. A mateméatica moderna tem vérias teorias
da medida. Parece estranho, mas é assim. Elas tém pontos em comum:

i) incluem e ndo recusam a geometria cléassica (a area do retangulo serd sempre base x altura);

ii) se A C B, entdo u(A) < u(B);
iil) (AU B) < p(A) + u(B) e vale a igualdade se e somente se AN B = (.

Vamos parar aqui. A teoria da integragdo de Riemann (assim como a quase igual de Cauchy,
de poucos anos mais velha) permite a construgdo de uma teoria da medida, a primeira com um
grau avan¢ado de completude. Essa normalmente se chama teoria da medida de Peano-Jordan.
Veja-se

http://www.math.ucla.edu/ biskup/245a.1.14f/PDFs/Peano-Jordan-content.pdf

https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_measure

https://en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
https://en.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano

Os resultados extraordinarios da teoria de Riemann, assim como da teoria da medida de
Peano-Jordan, nao impedem todavia falhas e problemas de dificil solugao. Nao podemos aqui
aprofundar. A teoria da medida e da integracdo de Lebesgue do comeco do sec. XX resolve boa
parte dos problemas e se situa como um grande passo na frente. O leitor pode ver

https://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_measure

https://en.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue

4. Segunda-feira, 10 de agosto de 2015

Quais sao as funcoes integraveis? Nesta dula iremos dar uma resposta parcial. Comegamos por um
exemplo de uma fun¢do nao integravel. A fungdo de Dirichlet é a f : [0,1] — R definida por



0 sexzel0,1]\Q.

Devido ao fato de que qualquer intervalo [a,b] de R contém (infinitos) pontos racionais e irracionais, o
leitor pode provar o fato seguinte: dada uma parti¢do P qualquer de [a,b] ha S (f,P)=1eS_(f,P) =0.

f(a?){ 1 sexzeQnio,1]

Exercicio 23. Verifique em detalhes o fato acima.

Portanto
sup S-(f,P)=0 e inf Si(f,P)=1,
onde P é a familia de todas as partigoes de [0, 1]. Portanto f nédo é integravel. A fungéo de Dirichlet é
descontinua em todos os pontos do dominio.
De fato, o teorema seguinte diz que a continuidade de uma funcdo f garante a integrabilidade (se f é
também limitada, como acontece nos intevalos limitados e fechados).

Teorema 10 (integrabilidades das fungoes continuas). Seja f : [a,b] — R continua. Entéo, f é integrdvel.

Observe que nao precisa dizer que f é limitada, porque uma fungao continua em um intervalo limitado
e fechado é limitada (teorema de Weierstrass de Calculo 1). Nao podemos dar aqui a demonstragao
do teorema. FEssa é baseada no conceito de continuidade uniforme de uma funcao. Conceito que sera
apresentado somente no curso de Anélise Real.

A partir do teorema acima o seguinte resultado nao é dificil e pode ser provado por exercicio.

Corolario 11. Seja f : [a,b] — R continua com a possivel exce¢io de um nimero finito de pontos e
limitada. Entdo, f € integrdvel.

Observe que aqui sim precisa dizer que f é limitada. A falta de continuidade n&o permite mais o uso
do teorema de Weierstrass (por exemplo f(z) = 1/x se x # 0 e f(0) = 2 é continua exceto um nimero
finito de pontos; mas nao é limitada).

Exercicio 24. Prove o corolario 11 usando o teorema 10.

Apesar do nosso habito de tratar essencialmente fungoes elementares (polinomiais, trigonométricas,
exponenciais, logaritmicas e as somas, produtos e combinagoes entre elas), a quantidade de fungoes “com-
plicadas” é enorme na Anélise Real; e enorme é a quantidade de fungdes com infinitas descontinuidades.
Para este tipo de fungoes nao vale a pena investigar a integrabilidade ou nao. Primeiro, porque seriam
necessarias nogoes que se situam muito além do nosso atual alcance. Segundo e mais importante, porque
a questao é pouco interessante. Muitas fungdes com descontinuidades pesadas tém sim importancia em
muitas aplicagoes, mas a teoria da integracao de Riemann nao é adequada. Essa funciona bem com a
continuidade. Seréd a teoria da integracdo de Lebesgue que tera a capacidade de lidar melhor com as
fungoes com infinitas descontinuidades. De fato, na integragdo de Lebesgue a continuidade ndo é um
conceito importante.

Teorema 12 (integrabilidades das fun¢oes crescentes). Seja f : [a,b] — R crescente. Entdo, f € inte-
grdvel.

Demonstragdo. Sendo definida em um intervalo fechado, a funcao crescente f é limitada. Além disso,
fb) = max]f(a:) e f(a) = m[in]f(a?). Para provar o teorema usamos o teorema 4. Seja e positivo fixado.
€

5
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Consideramos ¢’ = ¢/(f(b) — f(a)). Seja P = {a = x¢, =1, ... , Tn_1, Tn = b} uma particao de [a, ] tal
que z; —zj_1 < ¢’ para todo j = 1,...,n. Entdo, temos

n

Sy(fiP) = sup f(t) (&5 — ;1) = Zf(xj)(xj —Tj-1)

j=1 t€lzj—1,24]

n

S_(f,P)=>_ inff(t) (&j—a;1)= Zf(%‘j—l)(%‘j —Tj-1)

j=1 t€lzj—1,2;]
sendo f crescente. Entao, temos

n n n

S+ (f. P)=S-(f,P) = _(f(aj)=flaj—1) (xj=wj-1) < D _(flaj)=flaj-1) e =&Y (fla;)—f(z;-1)).

Jj=1 Jj=1 j=1
Observamos agora que Z?Zl(f(mj) — flzj—1)=fb) - f

S+(f,P)—S_(f,P) <6/(f

a). Em conclusao,

(
(b) = f(a)) =,

e o teorema é provado.
Exercicio 25. O Teorema 10 (com o Corolario 11) e o Teorema 12 séo dois resultados independentes

um do outro. Tente determinar uma fungao definida em [0, 1], crescente e com infinitos pontos de
descontinuidade. O exercicio é intuitivo, mas nao facil.

Nao iremos além dos resultados anteriores. Para determinar a familia de todas as fungoes integraveis
segundo Riemann precisariamos da teoria da integracao de Lebesgue, que nao faz parte do programa do
NOSSO Curso.

Convencao. Até agora, a integral foi definida pelo classico simbolo, aquele tipo de letra “s" esticada,?
colocando em baixo o primeiro extremo a do intervalo [a,b] e colocando em cima o segundo extremo
b. Sera 1util definir a integral fba f(x) dx, porque em varias aplicagoes e contas aparece a necessidade de
considerar os extremos em posicao tal que o maior esteja em baixo e o menor em cima. A definicao desta
integral com extremos na ordem inversa é

/baf(x)dx - —/abf(x) da.

A igualdade acima é simplesmente uma defini¢ao, e nao precisa de explicagao logica. Por outro lado,
uma possibilidade de dar um significado a férmula acima pode levar em conta a ideia de que na integral
f; f(x) dx a variavel x é como se viajasse de a até b, enquanto na integral fba f(x) dz x viaja no sentido
oposto. Neste sentido podemos entender que as duas integrais tém sinal oposto. Em alguns textos se
encontra o termo “integral orientada”.

Exercicio 26. Pegue a proposigao 8 e use a convengao acima para provar que fj“? flx)de = fTU fl@)dz+

s . , . N L .
I, y f(x) dz, qualquer seja a ordem dos niimeros reais S, T, U e posto que as trés integrais acima existam.

Vamos agora finalmente introduzir o método para o calculo direto das integrais de muitas funcoes.
O seguinte teorema fundamental do calculo integral é o instrumento principal para resolver, quando
for possivel, o problema do célculo da integral de uma fungdo em um intervalo. O teorema precisa
preliminarmente da introdugao do conceito de funcao integral.

[73%1)

2Este simbolo deve-se ao fato que a “s” é inicial de summa, soma em Latim. Esta foi a notacao escolhida por Leibniz no
seu artigo publicado em 1684 (escrito em Latim).
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Definigao 13. Dado um intervalo qualquer, I, seja f : I — R uma funcao integravel em todos os
subintervalos limitados de I. Seja ¢ € I fixado. A fungdo F' : I — R, definida por

F@»=1/$fu>ﬁ,

é dita funcao integral.

Exercicio 27. Seja f : R — R uma fungdo continua, ndo necessariamente limitada (pense por exemplo
em 22 ou e¥). A f é integravel em qualquer subintervalo limitado [a,b] de R? Justifique a resposta.

Observagao preliminar sobre os exercicios seguintes: os leitores quem ja sabem que a fungao
integral F' é obtida a partir das primitivas de f, nao usem este resultado, mas resolvam intuitivamente
os exercicios, usando somente a definicao de F' e as propriedades, vistas acima, das fungoes integraveis.

Exercicio 28. Considere f(z) = (x — 1)(z + 2)(z — 3) definida em tudo R. Desenhe o grafico de f
(exercicio de Célculo 1). Em seguida considere F(z) = [ f(t) dt. Determine o dominio de F. Esboce
o grafico de F. Em particular, o desenho deve esclarecer os intervalos onde F' cresce ou decresce. Se
possivel, as regides onde F' é positiva os negativa.

Faga a mesma coisa nos exercicios seguintes.

F(x)z/lxidt

G(;v):/ [sent] 4,
Lt

Exercicio 29.
Exercicio 30.

Exercicio 31.

F(z) = —dt
(.T) /a: (t + 2)€t3

Temos intervalos do dominio de F' onde ela é decrescente?

Exercicio 32.

2x
24 cost
F@:/ i1

Calcule lim,_, o F(z). Esta ultima questdo é um desafio dificil; o leitor tem que usar fortemente
a propriedade de monotonia da integracdo, observando a “velocidade” de decrescimento da f(t) e a
velocidade de crescimento do intervalo de integracao. A justificativa do resultado deve ser rigorosa, nao
somente intuitiva. Repito aqui a observacao anterior: nao devem ser usadas as primitivas.

Teorema 14 (da média integral). Dada f : [a,b] — R integrdvel, denotamos m = inf ¢y f(2) e
M = sup,¢pa ) f(2). Entdo,

b
m-(@b) < [ fe)de <20 (ab) 3)
Se, em particular, f € continua, existe c € [a,b] tal que
b
. J(w)dx
Li@dr_ q (@

b—a
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Demonstragdo. Os ndmeros m e M podem ser vistos como fungdes constantes, definidas em [a, b]. As
fungoes constantes sdo integraveis (sendo continuas; por outro, a integrabilidade de uma fungéo constante
lado pode ser provada diretamente usando a definigdo de integral; veja-se o exercicio 18). Aplicando
diretamente a definigdo de integral, o leitor pode provar que m - (a,b) = fab mdx e M - (a,b) = fab M dzx.
Pela propriedade de monotonia temos imediatamente a desigualdade (3).

Lembrando o Teorema dos valores intermediarios para as fungdes continuas (resultado de Calculo 1),
0 ndmero ff f(z)dx/(b— a) se coloca entre o infimo e o supremo de f. Supondo f continua em [a,b],
m se torna de fato minimo de f e M méaximo. Portanto fab f(z)dx/(b— a) pertence a imagem de f, ou

seja, existe ¢ € [a, b] tal que ff f(z)dx/(b—a) = f(c). Assim a prova é completa. O

5. Quarta-feira, 12 de agosto de 2015

Agora podemos enunciar e provar o principal resultado que fornece um método para calcular integrais.

Teorema 15 (Teorema fundamental do célculo integral). Sejam dados um intervalo I de R e uma fung¢ao
continua f: I — R. Seja ¢ € I firado. Entdo, a fun¢do integral

F(x) :/ f@)dt
¢ derivavel em cada x € I e temos
F'(z)= f(z), Vzel.

Além disso, seja agora [a,b] um subintervalo de I. Se G(x) é uma outra primitiva de f (definida em I),
entao

b
G(b) — G(a) = / f(z)dx.
A igualdade anterior é chamada formula fundamental do cdlculo integral.

Demonstragdo. Seja xg um ponto fixado em I. Para provar a primeira parte do teorema precisamos
F(.’E) — F((E())
T — X0
ramos portanto a razao incremental da F. Usando a decomposicao da integral a respeito do dominio,

mostrar que lim,_, 4, = f(zo). Dai, pela arbitrariedade de xg, segue o enunciado. Conside-

temos ”
F(x) — F(zo) [ f@)dt— [T ftyde [, f(t)dt
T — X o T — X T oz—xmy
Observe que, pela convencao de que institue a integral qualquer seja a ordem dos extremos de integracao,

e usando o exercicio 26, observamos que a segunda igualdade acima vale qualquer seja a relagao de ordem
entre ¢, rg e x. Sendo f continua podemos aplicar o teorema da média integral e observar que existe
(pelo menos) um ponto d entre xg e x (d € [xg, 2] ou d € [x,x¢] dependendo da ordem entre zg e x) tal
que

x
ft)dt
LSO _
r — X
O ponto d de fato depende de x. Quando z tende para zg, d tende necessariamente para xy também. De
novo usando a continuidade de f, temos

lim f(d) = f(xo).

r—rxo

Portanto
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O limite acima é o limite da razao incremental de F'. Provando que tal limite existe e é finito, caimos na
definicao de derivada conseguindo verificar que F' é derivavel em xg e

F'(x0) = f(xo).

Pela arbitrariedade de g, a primeira parte do teorema é provada.

Seja agora G uma outra primitiva de f. Sabemos que duas primitivas de uma mesma fungao definida em
um intervalo (¢ crucial esta condi¢éo) diferem por uma constante. Consideramos portanto um subintervalo
[a,b] de I e F(x) = [ f(t)dt. Pela defini¢ao de F temos F(b) = f: f(t)dt. Pot outro lado, G(x) — F(z)
é constante quando x varia. Ou seja, G(b) — F(b) = G(a) — F(a). Isso implica, lembrando que F(a) = 0,
G(b) — G(a) =F(b) = ff f(t)dt. Assim, a prova do teorema é completa. O

Exercicio 33. Refaca a demonstracao do teorema, explicando os detalhes.

Exercicio 34. Se uma fungdo f é definida em um dominio D que ndo seja um intervalo e possui
primitivas, duas primitivas nao diferem necessariamente por uma constante. Isso é equivalente a afirmar
que existem primitivas nao constantes da funcao nula definida em D. Prove esta equivaléncia e mostre
com um exemplo, onde D nao é um intervalo, e primitivas nao constantes da func¢ao nula em D.

Exercicio 35. Calcule as integrais seguintes:

w/2 ™ 1 3 4 2 1
/ senzx dx / cosx dx / Ve dr / 22 dx / 3z 4+ 5dx / —dx
0 0 0 2 3 1 X
1/2 1 1 1 1 1 1oy 1
——dx / e’ dx / ——dx / e dx / — dx
/—1/2\/1—x2 1 o (@+1)(x+2) N o z4+1  z+2

2 1 1 1 2 1 27‘!‘ 2
——dx ——dx —dx sen “x dx
fa=r [o=r [av

Exercicio 36. Calcule as integrais seguintes. Observe que as fungdes integrandas (ou seja, as fungoes
que estao dentro do simbolo de integral) ndo sdo continuas em todo o dominio. A sugestdo é: 1) dividir o
dominio das fungoes integrandas nos subintervalos onde vale a continuidade; 2) em seguida, aplicar o teo-
rema fundamental do calculo integral nos intervalos onde as fungdes sao continuas; 3) usar a propriedade

de aditividade a respeito do dominio (proposicao 8).

/f(x)da:, onde f(z)=
0

{cosa: se0<z<m

22 senm <z <4

) -1 sex <0
/ sign (z)dx, onde sign(z)=< 0 sex=0
- +1 sex>0.

Exercicio 37. Determine as areas das porgoes de plano incluidas entre as curvas seguintes:
NDy=z,y=e*,0<z<1
2)y =22 y=2x—2?
y=a2,y=22,y=2—x
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Exercicio 38. Calcule as integrais seguintes (logx é o logaritmo natural em base e):
/2 1/v2 31 1 )
/ e S / 8T iz / z? cos x° dx
0o 2+cosx 0 V1—z4 1T 0

/2 1 T e 1 e | 2
/ sen 2z (1 + cos” z) da / S / cosllog ) ;. / logz +log™
0 ) )

_11+4+e” T T

1 2 2
[ewew [ La [T,
0 . zlogx 0 14 costz

Exercicio 39. Calcule as integrais seguintes

e 2 3 T
/ xlog x dx / 2z arctg x dx / z?e % dx / e cosx dx
1 0 1 0

1 1
/ x senx dx / 2x log(x + 1) dx
0

-1

Exercicio 40. As integrais seguintes precisam de uma oportuna troca de variavel

1 2 2
1 1
V1—2a22dx /7@3 /7(130
/_1 0o 14++vV1+2x o V1+a22

Exercicio 41. Sejam f : [0,10] — R, f(z) = [\/z] (parte inteira®) e g : [0,3] = R, g(z) = [z?]. Desenhe
os graficos de f e g. Em seguida, calcule
10

3
fx)dz e /0 g(x) du.

Explique porque as duas fungoes sao integraveis. A integracao nao deve ser feita através de uma “abor-

0

)

dagem grafica”, ligada ao desenho, mas deve ser rigorosa, indicando quais propriedades/teoremas estao
sendo usados. (Ou pode ser usada a defini¢ao.)

Os exercicios seguintes sdo relacionados com os exercicios 29, 30, 31, 32.

Fz) = sent gt
t
1

Em particular, queremos determinar: o dominio de F, o sinal, a derivada, em quais intervalos F' é

Exercicio 42. Estudo da func¢ao

crescente ou decrescente, os pontos de maximo e minimo relativo.
Observe, inclusive, algumas diferengas com a fungao

Gla) = / [sent] 4,
1

t

em particular: como passando de senz ao moédulo se tranforma a relativa fungao integral. Tente dar
uma ideia através do desenho do gréfico.

3A fungdo parte inteira de z, definida em R, [z] é o maior inteiro relativo que ndo supera x



15
Exercicio 43. Estudo da funcao

F(z) = —dt
('T) \/a: (t + 2)et3

Em particular, estudamos o dominio, a derivada de F. Podemos provar que F' é decrescente em
(=2, 400).

Exercicio 44. Seja a fungao

2
Tt +1
F(z):/ t4—|—1dt

Determine: o dominio de F, F'(z), o sinal de F' e lim,_, 4o F(2).
Exercicio 45. Sejam as fungoes

FROR ) = { x* cos(1/x) sex #0 . Fla) /0;1; o

0 sex =0

Determine o dominio de F', os pontos de méximo e minimo relativo. Tente determinar lim,_, . F(x).
(Observagao: tente provar, preliminarmente, que a integranda f é continua em zero e, usando a defini¢ao
de derivada, que é derivavel em zero).

PKx)”lw+2<1%1>tdt

Determine: o dominio de F, e calcule F’(z). (Dica: lembre que a poténcia com expoente real, a® é
definida se a > 0).

Exercicio 46. Seja a funcao

Exercicio 47. Seja a funcao

r+4 1
F(x) = /x -0 dt

Determine (sem calcular a primitiva da fungao integranda): o dominio de F. Calcule F'(x), o sinal de
F os pontos de maximo e minimo relativo, os limites interessantes de F. Desenhe o gréfico de F'.

Exercicio 48. Seja a fungao
ﬂ@:/d%kmﬁ
1

Determine (sem calcular a primitiva da fungao integranda): o dominio de F. Calcule F’(x), os pontos
de méximo e minimo relativo, os limites interessantes de F', os intervalos de concavidade e convexidade.
Desenhe o grafico de F.

Exercicio 49. Determine o dominio e o sinal da fungao

(z—1) 1
F(x) = ————dt
(@) /3;—1 log(t? + 2)

Exercicio 50. Determine o dominio e o limite para z — +oo da fungao

/(ml)3 t? + cost
xT

F =
@)=/ ——
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Outros exercicios sobre as fungoes integrais.

Exercicio 51. Determine o dominio e tente determinar outras informagoes (sinal e crescimento) sobre o
comportamento das fungoes seguintes:

/‘T cost n /'T'|r1 sent n /1_% cost it
o 1+t . 1-2t . 24+t

Exercicio 52. Escreva as derivadas das fungoes acima.

6. Sexta-feira, 14 de agosto de 2015

Exercicio 53. Considere as fungoes do exercicio 36:

cosr sel0<z<m
f:00,4] = R, f(w)={

22 ser<z<4
e
-1 sex <0
sign(z) =< 0 sexz=0
+1 sex > 0.
Prove que

F(w):/omf(t)dt e G(x):/ogcsign(t)dt

nao sao derivaveis. Em particular, determine em quais pontos.

Exercicio 54. Prove que F e G acima sao continuas. Em geral, seja dada uma fungao qualquer g : I — R,
onde I é um intervalo. Suponhamos que g seja integrével em qualquer intervalo [a, b] contido em I. Seja
c € I fixado. Prove que F(z) = [T g(t)dt é continua .
Exercicios: calcule a area das regioes planas seguintes:

55. E={(z,y) eR?: 2°+3x+2<y< -z —1}

56. £ = {(z,y) eR?: 2? < |y| < 3}
57. E={(z,y) eR*: 2? <y, 220, -2<z -y <0}

(z,y)

58. E={(z,y) e R?: 2% —¢y> > 1, |z| <2}

Testes multipla escolha
59. Dada a funcao

2
sen 2t

f(;zc):2/1 t2+1dt’

AT &
a) 0. b) +oo.
c) #? — 1. d) <=w/2.

e) > . f) nenhum dos anteriores.



60. Dadas duas fungoes f e g, continuas em [a, b] e tais que f(z) > g(x) para todo
x, a area da regido incluida entre os gréaficos de f, g e entre asretasx =aex =1bé

a f |fac x)|dz.
¢) [} 1f(z) + g(x)| da.
o) J, If( |*|9 )| dz.

61. Considere a fun¢ao seguinte:

- |

e, em seguida, F': [0,2] — R,

Entao, temos o seguinte:

a) F nao pode ser definida em [0, 2] por-
que, sendo f definida em (—1,400), este
intervalo deve também ser o dominio de
F.

c) F é derivavel se e somente se = € (1, 2]
e temos F'(z) = f(z) para todo z €
(1,2].

e) F é derivavel em [0,2] e vale F'(z) =
f(z) para todo = € [0, 2].

62. Considere a fungao seguinte:

e considere a fungdo F': [-1,2] - R

Temos:

a) F nao é derivavel em nenhum ponto
do dominio.

c) F é derivavel em [—1,2] e F'(z) =
f(z) se e somente se x € [—1,0).

e) F nao é definida [—1, 2], somente em
[_L 0)

63. O dominio da fungao seguinte

b) (f(b) — Q(b)) (f(a) — g(a)).
f f(x ) dz.

f) nenhuma resposta anterior é correta.

arctg (1 —2%) z € (-1,1)
1

(x—1)sen— =z €[l,+00)
x

x) :/ff(x)dx

b) F' néo pode ser definida em [0, 2] por-
que, se x < 1, o segundo extremo de
integracao é menor do primeiro e isto
nao é admissivel.

d) F & derivavel em [0, 2] exceto z = 1.

f) nenhuma resposta anterior é correta.

1
22 sen — z € R\{0}
x

:/j () do

b) F & derivavel em [—1,2] e vale
F'(x) = f(x) para todo z € [-1,2].

d) F é derivavel em [0, 2] exceto = = 0.

f) nenhuma resposta anterior é correta.

17
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r+2 et
- _
@) /w 21t

a) (—oo, —3) U (0, +00). b) (=00, —1) U (0, +00).
C) (—3, _1)' d) (_17+OO)'
e) (—oo, —1). f) nenhum dos anteriores.

64. O dominio da fun¢@o seguinte

12+1
cost
= —dt
fo=[, 2=

a) (—00,0) U (0, +00). b) (—1,0).
c) (0,400). d) [-1, +00).

e) (—1,+00). f) (=00, —v/2) U (—1,1) U (v/2, +00).

7. Segunda-feira, 17 de agosto de 2015 e
8. Quarta-feira, 19 de agosto de 2015

Integracao improépria.

Nas aulas anteriores temos estudado a integracao segundo Riemann. Nesta teoria, condigao necessaria
(mas nao suficiente) para uma funcdo ser integravel é que seja limitada e definida em um intervalo
limitado. Vamos ver agora se e como é possivel estender a teoria da integracio a fungdes definidas em
intervalos nao limitados ou a fungdes nao limitadas (ou a fungdes com ambas as caracteristicas).

Consideramos uma fungdo f(z), cujo grafico é representado no desenho com dominio > 1. (No
desenho a f ’e positiva e decrescente, mas isso néo é de primaria importancia.)

Consideramos por exemplo as integrais fln f(x)dzx, variando n em N. Passando de um valor n para
n+1, a integral incrementa do valor positivo f:+ f(x) dz que é a area do subgréfico de f(z) no intervalo
[n,n 4+ 1]. Tal incremento, Z,,, é positivo mas decrescente. Ou seja fln f(x)dx cresce, mas cresce de
valores cada vez menores. Surge portanto a davida: estes incrementos sao suficientemente pequenos para
fazer com que o valor [;" f(z) dx converga (assintoticamente) para um nimero ! (quando n — +00)? Ou,

. . n . .
mesmo tendendo a zero, os incrementos Z,, provocam um crescimento de [|" f(z) dz tal que seu limite,

quando n — 400, sera +o0o?
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(Se por exemplo f fosse tal que Z; ¢ igual a 1, Z, = 0,1, Z3 = 0,01, Z, = 0,001, ... Z, = 10177, &
imediato ver que [ f(x)dw iria tender a 1,1 =10/9.)

A resposta é que o resultado depende de f. Pegando por exemplo f(z) = 1/z, e pondo = > 1, temos
fln 1/x dx = logn e portanto lim,,, oo fln 1/zdx = +00. Em geral, ndo precisando mais que o extremo
n seja inteiro, temos limp_, | flb 1/xdx = +oo.

Neste caso dizemos que a integral imprdpria de 1/z em [1,+00) ndo converge. Ou podemos dizer que
1/ nao € integrdvel no sentido impréprio.

Vamos dar a definicao geral.

Definigao 16. Seja f : [a,+00) uma fungdo dada. Suponhamos que f seja integravel segundo Riemann
em cada intervalo [a,b] (com b > a). Dizemos que f é integrdvel no sentido imprdprio em [a,+00) se o
limite
b
li d
Jim [ s

existe e é finito. Neste caso, o limite é a integral imprépria de f em [a,+00). Em simbolos:

lim /abf(:v) dxz/:oo (@) da.

b——+o00

Também podemos dizer que a integral f:oo f(x)dz converge.

Exercicio 65. Dé a definicao de funcao integravel no sentido improprio no caso de fungoes definidas em
intervalos de tipo (—oo, a).

Exemplo 17. Estudamos a convergéncia das integrais improprias

400 1
/ Y dm,
o T
coma >0ea>0. O caso a=1 foi visto acima. Dado b > 0,
b1
b
/ ;dm = [logz], =logb —loga.
a

Consequentemente lim (logb —loga) = 400 e a integral impropria

b—~+o00
+oo 1
/ —dz
«
Seja agora « # 1. Fixado b > a, temos

b b
id:c: L {1 ] = L (blfafalfo‘).

o l—o [zo7t],

nao converge.

a

Passando ao limite,

+00 se a<l1
1 (bl—a _ al—a) _ 1

lim
botoo 1 — al™® se a> 1.

Em conclusao, a integral imprépria

(com a > 0) converge se e somente se o > 1.



20

Exercicio 66. Estude a convergéncia das integrais improprias
@ 1
[ L
—oo 7]

Exercicio 67. Estude a convergéncia das integrais improprias seguintes:

+oo 1 +o0 1
—d R; ——dx.
/a 2yl GEB /2 (z+1)2 v

No exercicio e no exemplo anteriores é facil determinar as primitivas das fungoes integrandas. Em geral,
sabemos que nao é assim. O teorema seguinte estabelece um critério de convergéncia para integragao

coma>0ea<0.

impropria. O leitor pode ver a semelhanga deste resultado com os teoremas de confronto dos limites do
curso de calculo 1.

Teorema 18 (critério de confronto). Sejam dadas duas fungées f,g : [a,+00) — R. Suponhamos que:
(1) 0 < f(x) < g(x) para todo x > a;
(2) f e g sao integrdveis sequndo Riemann em cada intervalo [a, b].

FEntao:

i) se f(joo g(x) dx converge, também f:oo f(z)dz converge; neste caso, em particular, temos que

/;rOC f(z)dx < /a+<>0 g(x) dzx;

ii) se fa+oo f(z)dx nao converge, também f;oo g(x)dx nao converge.

Demonstragdo. Seja dado b € R, b > a. Supondo que f e g sao integraveis segundo Riemann em
[a,b], sendo f(z) < g(x) em [a, b] (aqui ndo serve a nao negatividade das duas fun¢oes), podemos aplicar
a propriedade de monotonia da integral; portanto

/a  fa)de < / " (@) da.

Agora usamos o fato de que 0 < f(x) < g(x) para todo > a. Considerando as fung¢oes F' e G definidas
em [a, +00) por

Fo) = [ @ e 60) / @) de,

temos 0 < F'(b) < G(b). Sendo, em particular f e g ndo negativas, temos que F' e G sdo fungoes crescentes.
Portanto podemos aplicar o teorema de célculo 1 que diz que uma fungao monétona sempre possui limite.
Entao, existem os limites

lim F(b) e lim G(b),

b—+o0 b—+o00
e o primeiro limite é menor ou igual do segundo, sendo F'(b) < G(b) para todo b. Tais limites podem
ser ntmeros reais > 0 ou podem ser +oco. Ficam claras em concluséo a i) e a ii). A desigualdade das
integrais improprias no caso i) segue imediatamente do teorema de calculo 1 acima citado. (I

Exercicio 68. Refaca a demonstragao do teorema. Enuncie corretamente, inclusive, o teorema de calculo
1 citado.

Exercicio 69. Enuncie e prove o teorema no caso em que f e g sejam nao positivas.

Exercicio 70. Enuncie e prove o teorema no caso em que f e g sejam definidas em (—o0, a].
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Exercicio 71. Seja dada f : [a, +00) — R. Observe a diferenga entre as duas condigdes seguintes:
1. f é integravel segundo Riemann em cada [a, b];
2. f é integravel em sentido improprio em [a, +00).

2

Duas fungbes como z“ ou e, por exemplo, verificam a 1. mas nao a 2.

Exercicio 72. (dificil) Seja f : [a,+0c0) — R integravel em sentido improprio em [a,+00). Necessari-
amente deve ser lim, 4. f(x) = 0?7 Em outras palavras: existem fung¢ées que nao verificam o limite
acima, mas que sao integréveis em sentido improprio em [a, +00)?

O resultado seguinte é um critério que ajuda a determinar a convergéncia de uma integral impréopria
no caso de fungoes de sinal variavel.

Teorema 19 (critério de convergéncia absoluta). Seja dada uma fun¢ao f : [a,+00) — R. Suponhamos
que:

(1) f € integrdvel seqgundo Riemann em cada intervalo [a,b];
(2) |f] € integrdvel em sentido imprdprio em [a, +00).

Entao, f € integravel em sentido imprdprio em [a,+00) e vale a desigualdade

/;—OO f(z)dzx

Demonstragdo. O leitor observe, usando o exercicio 22, que a integrabilidade de |f| segundo Riemann
em [a,b] (dado b € R, b > a) é uma consequéncia da integrabilidade de f segundo Riemann em [a,b]. De
fato, chame

+oo
< / ()| do. (5)

f+(@) = max{f(z),0} e f-(2)=max{-f(z) 0}
Verifique que |f| = f4+ + f- e que f = fi — f_. Logo, use o exercicio 22 e a integrabilidade da soma de
fungoes integraveis.
Agora observe que 0 < fi(x) < |f(x)] e que 0 < f_(z) < |f(z)| para todo z > a. Aplique o teorema
18. Como |f| € integravel em sentido improprio em [a, +00), sdo integraveis em sentido improprio em
[a, +00) também [} e f_ e vale

[T rwas [Tiwie o [T rwas [ iwa (6)

/abf(x)dw/abf+(fv)dx/abf_(x)dx-

b b
lim /f+(x)dm e lim /f,(x)dac

Observe que

Como

b— 400 b— o0
existem e sao finitos, podemos aplicar a propriedade que diz que o limite da soma é a soma dos limites e
concluir que

b—~+oo

lim /b flx)dx

existe e é finito, ou seja f é integravel em sentido improéprio em [a, +00). A desigualdade 5 é consequéncia
das 6 (o leitor prove em detalhes). O

Exercicio 73. Refaca a demonstragao do teorema provando em detalhes todos os passos.
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Exercicio 74. Como visto em sala de aula, use o teorema acima para provar a convergéncia de

T cosx
3 dx.
“ x

Exercicio 75. Usando o exercicio anterior e a integragao por partes prove que

+oo
Ssen T
/ dzr
a x

/+°°|senx|d
—dx
a x

Os dois ultimos exercicios mostram que se o valor absoluto de uma fungao f nao é integravel em sentido
improéprio, nada podemos dizer sobre a integrabilidade em sentido impréprio de f.

converge.

Exercicio 76. (dificil) Prove que

nao converge.

Exercicio 77. Estude a convergéncia das integrais seguintes, determinando, quando possivel, o valor

+oo
1
J———
3 i —x—3

/+°° (senx)? J /+°° (cosz)? + elt1/®
7 dx
0 2

2 2

exato:

dx

Feo 1 oo log x
(dificil) / da / . LA
s xlog|vr+3—1] 1 x(g—arctgfv)

too o=V

oV

+00 too g
/ e 2 sene " dx / dx
0 2 .Tloga?
+oo 1 +oo T
—d ——d
/2 2(logz)? " / (1+a222 "

—+oo
/ e “senxdx
0

Exercicio 78. Estude a convergéncia da integral seguinte:

—+oo
/ sen 22 dx
0

Observacdo: nao é possivel determinar elementarmente uma primitiva de senx? (que é coisa bem
diversa de sen 2z, atencao!). Pode tocar a variavel por t = 22, fazer um passo de integragiao por partes,
e, enfim, estudar o limite que define a integracao impropria. Tente!!

dx
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9. Sexta-feira, 21 de agosto de 2015

Ao lado da integracdo impropria vista acima, podemos considerar fungdes que nao sao limitadas em
intervalos limitados. A motivagdo geométrica é a mesma. Ver se é possivel estender o conceito de area
(de “medida”, em uma linguagem mais geral) a conjuntos nao limitados. Que todavia se apresentam de
uma forma um pouco diferente dos casos anteriores.

Observe a fun¢ao seguinte:

Acompanhando o desenho, imaginamos que a fungéo f seja definida em [a,b), que seja continua e que
lim,_p, f(z) = +00. No intervalo [a,b—¢], para qualquer € > 0 e tal que a < b—e¢, f & continua e portanto
limitada. E também integravel segundo Riemann. O subgréfico de f é um conjunto nio limitado em R2.
A &rea do subgrafico de f entre a e b—e e bem definida e corresponde a integral de Riemann f;_e f(z) de.
Quando € diminue, a integral acima cresce. Queremos saber se tende para 400 ou para um valor finito.

Podemos dar a definigao seguinte.

Definicao 20. Seja f : (a,b] uma fungao dada. Suponhamos que f seja integravel segundo Riemann em
cada intervalo [a + ¢, b], onde € > 0 e tal que a + & < b. Dizemos que f é integrdvel no sentido impréprio

em (a,b] se o limite
b
lim f(z)dzx

e—0 ate

existe e é finito. Neste caso, o limite é a integral imprépria de f em (a,b]. Em simbolos:

b b
g%/l+af(x)dx:/l f(z)dz.

Também podemos dizer que a integral f; f(x)dx converge.

Exercicio 79. D¢ a defini¢ao de fungao integravel no sentido improprio no caso de fungoes definidas em
intervalos de tipo [a,b).

Exercicio 80. Como observado em sala de aula, temos uma pequena diferenga entre a definigao acima
e a definigao 16. A integracao em intervalos ilimitados esté necessariamente fora da teoria da integral
de Riemann. A defini¢do acima, por outro lado, é sim pensada para fungoes que tendem para +oo se
z tende a um extremo do intervalo, mas em principio, funciona se a funcdo f for integravel segundo
Riemann em tudo o intervalo (a,b]. S6 que neste caso néo estamos dizendo nada de novo a respeito das
péaginas anteriores (no maximo podemos dizer que a integral varia com continuidade; veja o exercicio 54).
Observe agora a definicao acima, levando em conta este argumento.
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Exemplo 21. Analogamente ao exemplo 17, estudamos a convergéncia das integrais improprias

1
1

/ — dx,
0o ¢

com « > 0. O estudo é anélogo. As conclusdes serao opostas exceto pelo caso a = 1. No caso a =1
temos, dado € > 0

"1
/ —dx = [logz]! = —loge.
. T

Consequentemente liII(l) (—loge) = 400 e a integral impropria
e—
nao converge.

1
1
/ —dx
O x
Seja agora « # 1. Fixado € > 0, temos

1 1

1 1 1 1

—dx = = 1—e'™9).
/Exa . 104[x0‘1} 1704( e

€

Passando ao limite,

lim
e=0]1 —

(1—51_0‘):{ 400 se a>1
1 se a < 1.

Em conclusao, a integral imprépria

(com « > 0) converge se e somente se o < 1.

Exercicio 81. Estude a convergéncia das integrais improéprias seguintes, dependendo do parametro

o> 0: , ,
1 1
/a @ / b—ma ™

Os dois teoremas seguintes sdo anélogos aos teoremas 18 e 19. As demonstragdes sdo semelhantes e
sao deixadas como exercicio ao leitor.

Teorema 22 (critério de confronto). Sejam dadas duas fungoes f, g : (a,b] — R. Suponhamos que:
(1) 0 < f(z) < g(x) para todo z;
(2) f e g sdo integrdveis sequndo Riemann em cada intervalo [a + €, b].

Entao:

i) se fab g(x) dx converge, também fab f(z)dx converge; neste caso, em particular, temos que

/abf(ac) dx < /abg(ac) dx;

ii) se f; f(x)dx nao converge, também fabg(x) dx ndo converge.
Teorema 23 (critério de convergéncia absoluta). Seja dada uma fungio f : (a,b] — R. Suponhamos
que:

(1) f seja integrdvel sequndo Riemann em cada intervalo [a + €, b];
(2) |f] seja integrdvel em sentido impréprio em (a,b).
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Entao, f € integravel em sentido imprdprio em (a,b] e vale a desigualdade

/f ) dx

Exercicio 82. Estude a convergéncia das integrais seguintes, determinando, quando possivel, o valor

exato: ) )
/ ! / L S / L w
0o r2+x—2 o log(1+ z2) 5 1—logx
/2 e® 1 1 1
dx —dx xlog x dx
_/0 \/cosx /0 eve — 1 /0 &
1 4 1 _
1 _ xr
/ ser;x dx / arctg ) e / L
0 T 2 r—3 0 x3/?

1 1
/ log x dx #dz
0

0o T4 —4x

</ ()] de, (7)

10. Segunda-feira, 24 de agosto de 2015 e
11. Quarta-feira, 26 de agosto de 2015

Curvas em R".

Definigao 24. Seja I um intervalo de R. Uma funcdo ¢ : I — R" é chamada curva. Além disso,
chamamos trajetoria o subconjunto de R™ que é imagem de ¢. Dado um subconjunto T' de R™ tal que
existe uma fungao ¢ : I — R"™ (onde I é um intervalo em R) tal que T é imagem de ¢, chamamos ¢
parametrizagcao de T.

Definicdo de curva em R3 e R?. Definicdo de trajetoria. Parametrizacao de uma trajetoria.
Exemplo 25. Uma reta r em R? é uma trajetéria. Para conhecer uma reta podemos ter por exemplo 2

pontos por ela ou um ponto e um vetor. No segundo caso, dado um vetor de R? v = (a, b, ¢), nio nulo, e
um ponto P = (Z,7,Z) a reta que passa por P e com dire¢do determinada por v tem parametrizagao:

z(t) =7 +at
p:R—=R ()= y(t) =7+t
z(t) =Z + ct.

Exercicio 83. Determine outras parametrizagdes da reta acima (por exemplo mudando o comportamento
do parametro t, escolhendo um outro ponto no lugar de P ou um outro vetor no lugar de v.)

Exercicio 84. Determine uma parametrizagio da reta pelos pontos (1,2 — 1) e (0,1, 3).

Observacao 26. Em R? nio existe a possibilidade de representar uma reta por uma equacio cartesiana.
Uma equagao do tipo ax + by + ¢z = d representa sempre um plano.
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Exemplo 27. A circunferéncia C' de centro a origem e raio 7 em R? é uma trajetoria. Entre as infinitas
parametrizagoes possiveis uma é a seguinte:

| B x(t) =rcost
¢ : [07271—} - Rz’ d)(t) o { y(t) =rsent.

Exercicio 85. Determine outras parametrizagoes de C. Em particular determine parametrizagoes
definidas ainda em [0,27], mas cadauma com a caracteristica seguinte: a) o ponto inicial é (0,1); b)
o ponto inicial é (0, —1); ¢) o sentido é horario (escolha o ponto inicial).

Exercicio 86. Desenhe a trajetoria da curva ¢ : [w/4,7/2], ¢(t) = (cos 2t, sen 2t).
Exercicio 87. Desenhe a trajetoria da curva ¢ : [m,27], ¢(t) = (— sent, cos 2t).

Exercicio 88. Determine uma parametrizagao da trajetoria obtida como intersecao do paraboloide de
equacdo z = 22 4+ y? — 2 e do plano de equacdo y — z = 3. Esboce o desenho da figura.

2 2
x
Exercicio 89. Escreva uma parametrizacao da elipse 5 + % =1.
2?2
Exercicio 90. Desenhe a elipse T + 9= 1.

Exercicio 91. Determine uma parametrizacdo da circunferéncia com centro em (2, 1) e raio 3. Escreva
também a sua equagao cartesiana.

Exercicio 92. Escreva a equagio cartesiana da elipse que tem como focos os pontos (2,0) e (—2,0).
Escreva, em seguida, uma parametrizagao dela.

Exercicio 93. Determine uma parametrizacao da parabola de equacdo y? +z —1 = 0.

Exercicio 94. Desenhe a trajetoria da curva

z(t) = tgt
¢:[-m/4, /4] =R o(t) =
y(t) = (tgt)*.
Exemplo 28. A hiperbéle H de equacdo 22 — y?> = 1 é uma trajetéria. Ela é composta por dois

ramos conexos ¢ nao possivel ter uma parametriza¢ao através de uma tinica curva (si for definida em um
intervalo). O ramo com = > 0 pode ser parametrizado por

z(t) =Vt2 +1

¢:R — R? qb(t):{ o) = 1.

Exercicio 95. Verifique que a parametrizacao acima é correta.

Exercicio 96. Recupere nos livros de geometria a definicao geométrica de hipérbole. Prove que o
conjunto que verifica a equagao do exemplo acima é de fato uma hipérbole.
2 2
x

Exercicio 97. Escreva duas parametrizacoes dos dois ramos da hipérbole H de equacgao —3 + v _ 1.

5
Desenhe H.

Os dois ramos da hipérbole do exemplo 28 podem ser parametrizados em coordinadas chamadas
hiperbolicas. As fungbes hiperbolicas sao
et +et et —e7t

cosht = ———— e sinht =
2 2
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As duas funcoes acima sao definidas em tudo R. Sao derivaveis e vale:
D(cosht) = sent e D(sinht) = cosht.
Além disso ha cosh? ¢ — sinh’ = 1

Exercicio 98. Verifique as duas propriedades acima de seno e cosseno hiperbdlico. Desenhe os graficos
das duas fungoes.

Exercicio 99. Verique que os dois ramos da hipérbole 22 — y? = 1 podem ser parametrizados por

x(t) = cosht x(t) = —cosht
o RE, on={ C e RoE, wp={ "
y(t) = sinht y(t) = sinht
22 42
Exercicio 100. Parametrize os dois ramos da hipérbole T 16 1 usando as fungoes hiperbélicas.
Definigao 29. Uma curva ¢ : I — R™, de componentes ¢1, ... , ¢, é dita:

a) continua se cada componente ¢; é continua;
b) derivéavel se cada componente ¢; é derivavel;
c¢) C! se cada componente ¢; C*.

Defini¢ao 30. Uma curva ¢ : [a,b] — R™ ¢é dita fechada se ¢(a) = ¢(b).

Exercicio 101. Considere as das curvas ¢, : R — R?, definidas por ¢(t) = (¢, [t]) e ¥(t) = (sign (¢) -
t2,t?) (veja o exercicio 36 para a definigao da fungao sign). Verifique que v é derivavel em todo o dominio
enquanto ¢ nao é derivavel em zero. Verifique que as duas curvas tém a mesma trajetoria.

Exercicio 102. Desenhe a trajetéria da curva ¢(t) = (t2,t%), definida em R. Determine a fungao
x = f(y) tal que a trajetoria de ¢ é o grafico de f. Observe que f nao possui derivada em y = 0, porém
¢ ¢ derivavel (obviamente, enquanto as componentes sdo poténcias).

Definicao 31. Seja dada curva ¢ : I — R"™, derivavel em um ponto ¢ty € I. O vetor ¢'(¢g) (que tem
como coordenadas ¢'(tg) = (¢ (to), d5(to), ..., @), (to))) € chamado vetor tangente a ¢ em ty (as vezes é
chamado vetor velocidade, usando uma linguagem mais proxima a fisica).

Se o vetor tangente for ndo nulo, podemos definir a reta tangente a trajetoria de ¢ em ¢(tp): sera a
reta de equagao r(t) = ¢(to) + ¢'(to) - ¢

Observagao 32. Em um certo sentido a definicao de vetor tangente é analitica enquanto a de reta
tangente é geométrica.

y

¢’ (to)

As curvas ¢ e 1 (que supomos derivaveis) podem parametrizar a mesma trajetoria do desenho acima,
por exemplo em sentidos opostos (de direita para esquerda a ¢ e o contrario a ). Supondo que sy do
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dominio da 9 e ty do dominio da ¢ sejam tais que ¢(tg) = 1¥(sp), teremos que os dois vetores tangentes
tém sentido oposto (no desenho sdo &mbos nao nulo).

Pode se provar (ndo vamos ver agora) que os dois vetores sdo paralelos e portanto definem a mesma reta
tangente. Tal reta tangente pode ser portanto um conceito que nao depende da escolha da parametrizagao
e diretamente associada & trajetoria.

Exercicio 103. Escreva uma parametrizagao dos graficos das fungoes seguintes:
a) 22+1, ze€[-1,2] b) arctgx, = € [-m,7|; ¢) zlogz, =z € (0,€e; d) |z|z,
x € [-2,1].

Exercicio 104. Escreva a defini¢ao de vetor tangente e de reta tangente (colocando todos os detalhes).

Exercicio 105. Desenhe as trajetoria das curvas seguintes (todas definidas em tudo R):
a) o) =(tt—1),(t—-1)(t—2)), b) o)=(—t{t+1),(t—1/2)(t—1)(t—2)).
Exercicio 106. Estude as trés curvas seguintes (todas definidas em tudo R):
a) ¢(t)=(t1t), Db) »t)=([¢]), <o x()= (1)
Diga se o vetor tangente é sempre definido, se é nulo em alguns pontos. Analise a relagao entre as duas

primeiras curvas: explique porque, na sua opiniao, do ponto de vista fisico, um particular vetor tangente
deve ser nulo. Enfim, desenhe as trajetorias.

Exercicio 107. Escreva a equacao da reta tangente as trajetorias parametrizadas seguintes nos pontos
escritos ao lado:

x=cost, y=1-—t, (1,1)

r=el, y=1t+1t2, (1,0)

x = sentcost, y = 1/sent, (0,1)

=12 y=13, (1,1)

z=log(l+1t), y=2t — 3, (0,0)

x =tgt, y = cos2t, (1,0)

r=1-arctgt, y=1—12 (1 —m/4,0)

12. Sexta-feira, 28 de agosto de 2015
Aula de Diego A. Sandoval
O material seguinte foi preparado, redigido por Diego e revisitado por mim.

Exercicio 108. Construir uma fungao crescente com infinitas descontinuidades e que seja integravel.
Consideramos a serie geometrica

o0
1
Zrn:71—r’ |r| < 1.

n=0

A férmula acima deve ser entendida na abordagem seguinte: dado r € R fixado, a soma finita seguinte

N
2

n=0
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depende claramente de N e vale, para todo N inteiro, positivo a igualdade
1—pN+L

Zr B

Nao é dificil provar (ndo entramos aqui em detalhes) que o limite limpy_, 1 o0 _ ¢ finito se e somente

se [r| < 1. Neste caso o limite vale claramente =
O simbolo acima ) ° /™ deve ser pensado como um limite, ou seja

i r" = lim Z r"
n=0

N—H—oo

Seja agora a funcgao definida por

\
—~

&

Il
N
[JLNITN
~__

3

0

o

53

m
VRS
Il
o

2| —
I

—

2| =
| —

Observe que o dominio da funcado é (0,1), dado que

| 1
14Y —=—71=2
i _ 1
i=1 2 1=3
Além disso, os pontos de descontinuidade sao todos os extremos dos intervalos acima, ou seja, os pontos
da forma ZZL 0 % para todo n > 1. A fungao é crescente, sendo
4 n+1 4 4 n 4 n
= =(=)lz) >(35]) -
Observe que o comprimento do n—ésimo intervalo é 2%
. - A P _ 1 _ 1A\ _ (2\"
Entao, a area do n—ésimo retangulo ¢ A, = 5-f(z) = 5= (3) = (3)".

Usando a definicao de integral de Riemann, pode se provar que
1
—1=3-1=2.

zz/olﬂsc)dx:i@n:i(;2),)”—1:1g

n=0
O leitor pode fazer a conta em detalhes; se trata de uma conclusao nao totalmente trivial, querendo

uma correta aplicacao da defini¢gao de integral.
Exercicio 109. Cldlculo de intregrais usando o teorema fundamental do cdlculo integral

Calcule a integral (com primitiva)
1
/1 (t2+1)
A funcao integranda é uma fracao:
1 1 1

f(t):t(t—i—l) Tttt

A fungado f é integravel en [1, 2] sendo continua

2 2 2
1 1 1 t 2 1
/7dt:/ ————dt=In|——| =In-—In-=In-.
1 (2 +1) 1t t+1 t+ 1], 3 2 3

Exercicio 110. Cdlculo de drea
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Calcule a 4rea da regido limitada por y = 2 — z2e por

] <0
Yy=9 5
x> x>0.
Pontos de intersegao:

—x =2 — 22 implica = 2, —1, (lembramos que, aqui, temos x < 0) e
23 =2 — 22 implica x = 1. Logo

0 1
A:/ 2—x2—(—m)dx+/ 2 —a2? — 2% dr
—1 0

0 1
:/ 2—x2+xd:v+/ 2— 22— 3dx
-1 0

,IB 1320 563 $41
=9%r— = 4+ o0 — — —
x 3+271+m 3 40
1 1 1 1
=— (244> 2—-_=
( +3+2)+( 3 4)
T s
6 12 127

Exercicio 111. Fungao integral
Seja

F(z) = /j e’ (12 — 1) dt.

O dominio de F' é R: de fato a fungao integranda é continua em tudo R; portanto é integravel
em cada intervalo limitado.

E imediato ver que F(1) = 0.
F(0) > 0, porque F'(0) = — fol f(z)dx > 0e f(x) <0 no intervalo (0, 1)
Calcule F'(x)



31

e : | e
5 2ds L as 05 05 s 2 25 3
105

FIGURE 1. Grafico de f

e Possiveis pontos de maximo e minimo relativo de F.
Analizando o sinal de f, temos que z = 1 é ponto de minimo relativo e x = —1 ponto de
méximo relativo.
Pontos criticos de F: z = +1 ¢ F'(z) = f (z) = 223¢*". Logo
F”(l) = 2e > 0 implica que x = 1 é um ponto de minimo relativo, e
F"(—l) = —2e < 0 implica que x = —1 é um ponto de méximo relativo.
Em 2 = 0 temos um ponto de inflexdo, onde o grafico muda de concavidade.
e Calcule lim, o F(x) € lim,, o F(x)
Observando o grafico de F' podemos imaginar que lim,_, o F(z) = 400 e lim,_,_ F(x) =
—00. A observacao do grafico ndao basta. Serve analizar o comportamento ao limite da fungao
integranda e usar a defini¢do de integral impropria (o leitor pode provar em detalhes a coisa).

/ /.
5

FIGURE 2. Grafico de F

Exercicio 112. Calcule lim lim,_, o F(x), onde
2x
2+ cost
F(z) = —dt.
(z) /x 811

Observe-se que a fungdo integranda nao esta definida em ¢ = —1.
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Fi1GURE 3. Comparacao da fungao integranda com t%

Para = > 1 suficientemente grande temos
2 3
0< + cost < E
T o3+1 T3
Usando a propriedade da monotonia da integragao obtemos

2x 2x
OS/ wdtg/ 3
. 341 . B3

2x 2 .
Mas [ 3 dt = — 5| f=-3(2 -L)=:5% - +o00. Portanto lim, . F(z) = 0.

x t3 2t2 g

Exercicio 113. Considere f(z) = (z —1)(x +2)(z — 3) definida em tudo R. Desenhe o grafico de f. Em
seguida considere F(z) = [ f(t) dt. Determine o dominio de F. Esboce o gréfico de F e determine os
intervalos onde F' cresce ou decresce. Se possivel, as regioes onde F' é positiva ou negativa.

O dominio é tudo R devido a contibuidade de f.

A fungdo f é positiva em [—2.1]U[3, o0) e negativa em (—oo, —2]U[1, 3]. Por tanto, usando o teorema
fundamental do calculo, obtemos que F' é crescente no intervalo [—21] e em [3, co) separadamente (mas
nao em [—21] U [3, o0)) e decrescente em (—oo, —2] e [1, 3] separadamente como acima (mas nao em
(_007 _2] U [17 3])7

Assim, em —2 e 3 s@o pontos de minimo relativo e z = 1 de maximo relativo.

F & negativa num intevalo I que contem (—2,3). E dificil determinar I.
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F1GURE 4. Comparacao da funcao integranda com t%

Exercicio 114. Encontre o valor de « tal que a integral

/°° ox 3z
— dx
1 42 +1 23 +1

converga, e avalie a integral neste caso. Temos, fixado R positivo

R azx 3z B —12)2* — 322 + ax
5 - = dr = 5 3 dx
1 \42?2+1 z23+1 1 (4x2 + 1) (23 + 1)
(a —12)z* — 322 + am) d

B /R (a—12)z* 322
1

N ar
w= b 2 A
x° x° 0

Observe que as ultimas duas integrais convergem, quando R — 400 porque f1+oo zip dx converge para
p > 1. Além disso, a primeira integral diverge se o # 12. Portanto, a integral converge quando o = 12.
Se a < 12 entao a integral diverge para—oo.

Se a > 12 entao a integral diverge para +oo.

33



34

Se oo = 12 entao integral converge e seu valor é:
+o0 3.’E2

+oo 2 +oo
le%H 3z T
— dr =12 dr — —d
/1 <4x2+1 a:3—|—1> * /1 12+ 1 " /1 1

¢ a 3
_ 1n(x3+1)\1> +1n2— 15

= lim (gln(4x2+1)

a—4o0 1
= lim §111(4112Jr1)fln(a?’qu) +ln27§ln5
a——+oo \ 2 2

4a® +1)°
= lim In & +ln2—§1n5
a—+00 a3+1 2
4 4+ 1/42 4 4 1/42
i (YWY o B
a——+o0o 1_|_1/a3 )

:1n8+1n2—gln5:1n16—gln5.

Exercicio 115. Sobre a propriedade de aditividade a respeito do dominio
3m

Calcule fW/Q/z h(s)ds onde

h(s) = %coss ggsgw'
2sen s 7r<s§377r
371'/2 T 1 37"/2
/ h(s)ds:/ §cossds—|—/ 2sensds
/2 /2 s
1
1,2
2 2

Exercicio 116. Convergéncia de integrais improprias.
00 -z 1 e~ T
[ [
o 1+ 0o V1—zt
A primeira integral é definida como

o —x 0 —xT oo —x
e e (&
— _dr = —d —d
/w1+x2x /_001+x2x+/0 a2

e portanto converge se e somente se convergem os dois termos a segundo membro.

—x

e Observese fi)oo 15z dx diverge. De fato, se a > 0, temos

0 —z 0 2

e -z In(1 4 «?)

de> | ——dp = ——"—-""2
/a1+z2m—/_a1+x2x 2

0

—a

A conclusdo é obtida passando ao limite para a — +00.

+oo —x +oo
e 1 T
——dxr < ——dr = —
A 1—&-3023:_/0 T+22 773

f+oo e " dx converge
0  1ta2? g
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. fol \/%da: converge:
1 —x a —x
e e
———dz = lim / ———dx
/0 1— 24 a=1t Jo /1 — 22

</11 dx
“Jo V1—22

=arcsen (z)|g

Observe que

1+22>1
(1—2%)(1+2?) >(1 - 2?)
V1—a2t>y/1— 22
1 1
>
V-2 TV1—2x2

13. Segunda-feira, 31 de agosto de 2015 e
14. Quarta-feira, 2 de setembro de 2015

A espiral de Arquimédes é uma particular trajetoria expressa implicitamente pela equagao p = 6, dada
em coordenadas polares.

Todos os pontos de R? podem ser representados através de coordenadas polares. De fato: seja dado
P = (z,y). Se P # 0, a sua distancia da origem é positiva, vale /22 + y? e chamamos ela de p (a "r"
grega) pensando no raio da circunferéncia centrada na origem e que passa por P. Além disso a semireta
de R? nascente em O = (0,0) e que passa por P forma com o semieixo positivo das abscissas um angulo,
que chamamos de 6.

Na verdade, os dngulos seriam dois: aquele que nés escolhemos é o dngulo do semieixo X até a semireta
OP em sentido antihorario.

E facil ver que, dado P # 0, as coordenadas cartesianas (r,y) sdo associadas univocamente duas
coordenadas polares e vice-versa. E igualmente facil ver que p € [0,400) e que sera nulo se e somente se
P = 0. Como intervalo de variacao de 6 escolhemos [0, 27) (se escolhermos 6 em R a sua determinacao,
dado P, nao sera unica — coisa que, em principio, poderia ndo ser um problema).

Exercicio 117. O leitor prove os fatos acima.

Exercicio 118. Determine as formula que colocam em correspondéncia (z,y) com (p, 6).
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Quando P = 0, o raio é evidentemente nulo e o dngulo nao pode ser determinado.

Voltando & espiral de Arquimédes, a equacao p = 6, onde aqui consideramos 6 em tudo [0, +0), é
satisfeita pelos pontos tais que o raio coincide com o angulo. Em prinipio, este conjunto de pontos nao
necessariamente € uma trajetoria. Se torna tal se conseguimos encontrar uma sua parametrizagao. Que
de fato é dada pela curva

. 2 =

{ z(t) = tcost

Exercicio 119. Verifique que um ponto é imagem da curva anterior se e somente se satisfaz a equagao
polar p = 6.

Exercicio 120. Desenhe a espiral de Arquimédes.

Exercicio 121. Escolha um ponto, diverso da origem, sobre a trajetéria acima e escreva a equagao
parametrizada e cartesiana da reta tangente a espiral por ele.

Exercicio 122. Considere uma espiral de Arquimédes p = afl, onde a é positivo e fixado. Seja r uma
semireta pela origem O de R?. Chame P, a sequéncia de pontos interceptados da reta sobre a espiral tais
que a sequéncia dos raios p,, relativos seja uma sequéncia crescente. Prove que para o valor p, — p,—1 é
constante, variando n em N.

Exercicio 123. Considere a trajetoria T dada em coordenadas polares por p = senf, onde 6 € [0, 7/2].
a) Desenhe T'
b) Escreva uma parametrizagao de T

Exercicio 124. Considere a trajetoria T dada em coordenadas polares por p = €%, onde 6 € [0, +c0).
Tal trajetoria se chama espiral logaritmica. Desenhe T e encontre uma parametrizacgao dela. Como
no exercicio 121 escolha um ponto, diverso da origem, sobre a trajetoria acima e escreva a equagao
parametrizada e cartesiana da reta tangente a espiral por ele.

Pode ser interessante ver a pagina da wikipedia realtiva a espiral de Arquimédes e logaritmica e as
referéncias colocadas:

https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_spiral

https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_spiral

* * *

Uma outra curva interssante é a cicléide. Geometricamente é obtida da manéira seguinte: considere
um disco D colocado em R?, com raio r fixado e com o centro na posi¢ao de coordenadas (0,r). Entao, D
se apoia sobre o eixo X. Considere o ponto P = (0,0), que coincide por enquanto com a origem O. Agora
imagine que D comece a rolar sem atrito sobre o eixo X, por exemplo no sentido das abscissas positivas.
A cicléide é a trajetoria das posicoes ocupadas em R? pelo ponto P enquanto o disco se desloca. Quando
P assume novamente a altura zero, é facil ver que sua abscissa, assim como a abscissa do centro, é 27r.
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D P

em vermelho é a cicléide (o arco PD e o segmento PD tém o mesmo comprimento)

Uma parametrizagao da cicléide é a seguinte:

. | a(t) =r(t — sent)
¢:[0,2m] = R?, () = { y(t) = (1 — cost)

Exercicio 125. Verifique que a parametrizacdo acima é correta (como visto por exemplo em sala de
aula).

A cicloide é uma trajetéria importante porque resolve dois problemas classicos da fisica, a determinacao
da curva braquistocrona e da curva tautécrona. O problema da braquistdcrona é o seguinte: colocamos
dois pontos A e B em um plano vertical, com B que estd a uma altura menor do que A. Sob a agao da
forga peso qual é a curva T que une A e B tal que um ponto material que corre de A a B ao longo de
T gasta (sem atrito) o tempo menor? E tal curva existe? Ou seja este problema tem solu¢ao? Galileo
pensava que o problema tivesse solugao e prop6s um arco de circunferéncia como trajetoéria minimizante.
Johann Bernoulli resolveu o problema em 1697, descobrindo que a trajetéria minimizante é um arco de
cicléide. Um outro método foi elaborado por um jovem matematico em 1755, Joseph Louis Lagrange,
que tinha na época 18 anos.

Veja-se

https://en.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann.html

https://en.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone_curve
https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange

A cicloide é também solucao do problema da curva tautocrona: como sabemos, um péndulo simples
desenha uma circunferéncia. Podemos construir um péndulo simples montando um arco di circunferéncia
e deixando uma bola cair de uma determinada altura. Desconsiderando todos os atritos, a bolinha que é
deixada livre em um ponto A de altura h chegara ao ponto B, do lado oposto do arco, colocado na mesma
altura h; as oscilagoes serdo repetidas infinitas vezes (sem perda de energia, repetimos, no caso ideal, sem
frigdo). O tempo necessario para ir de A a B depende da posicao inicial, ou seja, da altura? A resposta
é sim. As oscilagbes nao sao isécronas. O matematico e fisico holandés Christiaan Huygens (1629-1695)
era também apaxonado de relogios. Ele provou que a trajetoria tal que o tempo das oscilagoes completas
nao dependia da altura era um arco de cicldide. Ele realizou assim um péndulo cicloidal e um relégio
baseado nisso.

https://en.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens
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https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve

Exercicio 126. Escreva uma parametrizacao da espiral de equagao polar p = 26, onde 6 € [0, +00).
Exercicio 127. Escreva uma parametrizacio da espiral de equacdo polar p = 36e?, onde 0 € [0, 47].
Exercicio 128. Desenhe as duas trajetérias acima.

Exercicio 129. Escreva uma parametrizacao da cardidide de equagao polar p = 1 4 cosf, onde
0 € [0, 2.

* * *

Exercicios com alunos na lousa para preparar a prova P1.

15. Sexta-feira, 4 de setembro de 2015
Prova P1

16. Segunda-feira, 14 de setembro de 2015 e
17. Quarta-feira, 16 de setembro de 2015 e

Definigao 33 (Comprimento de uma curva). Seja ¢ : [a,b] — R™ uma curva C'. Definimos o compri-
mento de ¢ como

b
i6) = [ oo,
a
onde lembramos que a norma ||v|| de um vetor v = (vy, ..., v,) de R" é definida por |[v]| = /vi + ... + v2.

Observagao 34. Podemos ver como a integral da definicao acima seja bem definida. De fato, supondo
¢ de classe C', temos que as derivadas das componentes de ¢, as ¢>9, onde j = 1,...,n, sao continuas
em um intervalo limitado [a,b] (portanto limitadas — Teorema de Weierstrass de calculo 1). Portanto a
fungao t — ||¢’(¢)|| é continua, limitada e integréavel em [a, b].

Observacao 35. A definicdo acima pode ser estendida aos casos onde ¢ é C'! por partes; os seja, 0s casos
em que a derivada ndo estd definida em um ntmero finito de pontos, mas continua sendo limitada no
resto de [a,b] (perdendo a continuidade de ¢’ em alguns pontos, ndo temos mais garantia de que ||¢’(t)]|
seja limitada; isto deve ser assumido como hipdtese). Um exemplo tipico é ¢(t) = (¢, |t]), t € [a, b], onde
a <0eb>0. A derivada de [t| ndo é definida em ¢t = 0. Porém a integral I(¢) = f: ll¢’ (®)|| dt nao é
afetada pela falta de definicao do vetor tangente em ¢ = 0, sendo um ponto isolado, e podemos calcular
o comprimento como

o) = [ hoola= [Cjewlas [ o)

Exercicio 130. Considere a circunferéncia C centrada na origem de R? de raio r e as seguintes trés
parametrizacoes de C":

¢1[0727r}_>R27 ¢(t)={ m((t)—rcost

y(t) = rsent,

x(t) =rcos2t

. 2 == )
Y1 [0,7] — R7, w(t)_{ y(t) = rsen 2,
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x(t) =rcost

(t)
y(t)
)

1) = 2mr enquanto () = 4.

= rsent.

v:[0,47] = R?, (1) = {
Calcule o comprimento de ¢, ¢ e 7. Verifque que I(¢) = I(

Observagao 36. Observando a defini¢do 33, vemos que o comprimento das curva é definido para as
curvas e nao para as trajetorias, como seria mais natural pensar. Assim, o resultado do exercicio acima
nao é contraditorio, embora parega estranho. O comprimento de v nao necessariamente coincide com os de
¢ e . Portanto, duas parametrizagoes da mesma trajetoria podem ter comprimentos diferentes, porque,
repetimos, o comprimento é um conceito que é associado a uma funcdo e ndo a um objeto geométrico
(como é uma trajetoria). Por outro lado, seria mais interessante definir o comprimento como um nuamero,
de fato, associado a uma trajetoria, que possa dar a medida da trajetoria mesma. Isso é possivel e sera
visto mais para frente.

Observacgao 37. Apesar da definigdo de comprimento ser associada a uma curva (ou seja, a uma fungéo)
e ndo a uma trajetoria (como seria mais natural), a razao da definigdo 33 é geométrica. Vamos considerar

o desenho seguinte:
A

Py

Py

Na trajetoria T' consideramos, por exemplo, cinco pontos P;, j = 1,...,5 e os quatro segmentos S,
i =1,...,4, pelos pontos acima.

Suponhamos, para simplificar a coisas, que o arco de T entre P; e P, seja parametrizado por uma
curva ¢ : [t1,t] — R? tal que x(t) = t. Ou seja, suponhamos que este arco seja gréafico de uma funcao
y(z).

O comprimento do segmento Sy ¢ ||[Po — Pi|| = /(ta — t1)% + (y(t2) — y(t1))2. Aplicando o teorema do
valor médio de Lagrange a fungao y(t), temos que existe um valor ¢ entre ¢; e to tal que y(t2) — y(t1) =
(t2 — t1) - 9'(c). Portanto, |[Pr — Pi|| = \/(ta — t1)2 + ((t2 — t1) - ¥'(c))2 = (t2 — t1)\/1 + y/(c)2. Observe
que \/1+y(c)* = [[¢'(0)]].

Agora introduzimos o fato seguinte: é intuitivo ver que o comprimento da trajetéria (que ainda nao
foi definido) pode ser aproximado pela soma dos comprimentos dos segmentos nos quais é decomposta

a trajetoria. A palavra "aproximado" acima é um pouco confusa ou genérica; aquilo que acontece é o
seguinte: se o ntimero dos segmentos nos quais é dividida a trajetéria aumenta e os comprimentos deles
tendem a zero, a soma de todos os comprimentos tende a se estabilizar a um valor: este valor é o supremo
de todas as somas finitas de todos os comprimentos dos segmentos nos quais é dividida a trajetoria.

Com uma linguagem ligada "aos infinitesimos", poderiamos dizer que o comprimento de T' é a soma dos
infinitos comprimentos dos segmentos de comprimento infinitesimo nos quais é decomposta a trajetoria.
No caso do S; acima, se P se aproxima cada vez mais a Py, to — t1 tende a zero (ou a ser infinitesimo e
ao valor dt), ¢ tende a t; e \/1 4 y'(c)? tende a /1 4+ y'(¢1)? que coincide com ||¢’(¢1)]|. O comprimento
do segmento infinitesimo S; é portanto ||¢'(¢1)|| - dt. Repetindo o processo para todos os segmentos
infinitesimos, a soma se torna um integral, aquele da definicao 33.
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N&o podemos todavia esconder uma dificuldade em manipular os conceitos acima. A soma infinita de
valores infinitesimos perece uma coisa nao tao clara. E, apesar de tudo, a teoria dos limites que funda a
nossa analise optou para eliminar os infinitesimos.

A ideia acima se torna compativel com o conceito de limite com o fato seguinte. Chamamos poligonal
uma trajetoria feita de segmentos cujos extremos se apoiam em 7' (como no desenho). O comprimento
I(P) de uma poligonal P ¢ um conceito facil a ser definido: é a soma dos comprimentos de todos os
segmentos que formam a poligonal. Agora chamamos P a familia de todas a poligonais de T'. Se prova
(ndo vamos fazer aqui, porque dificil) que

sup I(P /||¢ ()]l dt,

nao esquecendo que ¢ deve ser uma parametrizagao injetora. Esta é a justificativa da férmula da defini¢ao
33.
Exercicio 131. Calcule o comprimento das curvas seguintes:
(t — sent,1 — cost) 0<t<or
et —1,e?'+1) 0<t<l1
arccost, logt) 1/2<t<1
sent — tcost,tsent + cost) 0<t<m/2
sent — tcost,tsent + cost + t2/2) 0<t<m/2
cos®t,costsent) 0<t<m/2

(
(
(
(
(
(

arcsent, log(1 +t)) 0<t<1

cos 2t

,cos? ¢, sen 3t) —n/2<t<m/2

(
(t? + 10t, 4t> + 5t) -1<t<1

Observagao 38. Como dito acima, a definicao 33 fala de comprimento de uma curva e nao de uma
trajetoria. Contudo, vamos ver como este segundo conceito pode ser definido. Se voltamos ao exercicio
130, podemos comentar que o comprimento da curva y nao parece representar uma possivel definicao de
comprimento de C, nao sendo injetora e "percorrendo duas vezes" a trajetoria. As parametrizagoes ¢ e 9
sao injetoras, com a excegao dos extremos, coisa que nao é importante porque € irrelevante na integracao.
Podemos definir comprimento de uma trajetéria como comprimento de uma qualquer parametrizagao
injetora? A resposta pode ser afirmativa, posto que sejamos capazes de provar que todas as parametriza-
¢Oes injetoras tém o mesmo comprimento. Este fato é provado no préoximo teorema 43. Antes disso
precisamos de alguns conceitos e de um lema.

Definicao 39 (curva regular). Uma curva ¢ : I — R", onde I é um intervalo, ¢ chamada regular se é
C! e o vetor tangente é sempre diferente de zero para todo t € I.

A curva ¢(t) = (t,]t]), t € R, ndo é regular, ndo sendo derivével em ¢ = 0. E todavia regular por
partes no sentido de que o dominio pode ser decomposto em um ntmero finito de subintervalos I, ...I,
nos quais ¢ é regular. Em particular, pegamos Iy = (—00,0] e Iz = [0, +00). Assim, ¢(t) = (t,—t) se
t € I éregular e ¢(t) = (¢,¢) se t € I também ¢é regular.
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A curva ¢(t) = (t%,t3), t € R, é C', mas nao é regular porque ¢'(0)
entramos em detalhes aqui) que nenhuma parametrizagao da trajetoria x>
parametriza a origem).

= (0,0). Pode se provar (nao
= y2 é regular (no ponto t que

Definicao 40 (curva simples). Uma curva ¢ : I — R"™, onde I é um intervalo, é chamada simples se
o(t) # ¢(s) para todo s,t € I com a unica possivel excecdo dos extremos de I (se pretencem a I) que
podem ter a mesma imagem.

De fato queremos classificar as curvas injetoras, pela definicdo acima. Porém, quando uma curva é
fechada nao temos como evitar que a imagem dos extremos seja a mesma. Esta excecao nao atrapalha
as aplicagoes e é admitida.

E imediato ver que as duas primeiras curvas do exercicio 130 sao simples enquanto v nao é. As curvas
do exercicio 105 nao sao simples, como é facil observar.

Definigao 41 (curvas equivalentes). Duas curvas C1, ¢ : I — R" e : J — R"™, onde I e J sdo intervalos,
sdo ditas equivalentes se existe uma funcdo p: I — J, C!, bijetora e com inversa C! tal que

o(t) =v(p(t)) Vtel

Lema 42. Sejam ¢ : I — R" e : J — R" duas curvas regulares, simples e que tém a mesma trajetoria
T. Entao, sdo equivalentes.

Para enunciar as coisas mais corretamente, precisa dizer que se I = [a,b], J = [¢,d] e as duas curvas
s@o fechadas, precisa impor a condigao que ¢(a) = ¢(b) = ¥(c) = ¥(d). Do contrario nao temos a fungao
p bijetora.

Exercicio 132. O leitor verifique este fato com duas parametrizagoes fechadas da circunferéncia que
comegam e acabam em pontos diferentes.

Demonstragdo do lema. Vamos dar a demonstracao no caso particular em que ¢ e ¢ sao globalmente
injetoras. Vamos construir p como na defini¢do 41. Dado ¢ € I, consideramos o ponto P = ¢(t). Sendo
T a trajetoria comum as duas curvas, P se torna imagem de pelo menos um elemento s € J pela fungao
1. Sendo 1 injetora, tal s é na verdade tnico. Assim definimos p(t) = s.

Esta funcao p se torna bem definida pela injetividade de ), e injetora sendo ¢ injetora. Como a
trajetoria é comum, p é sobrejetora e enfim globalmente inversivel. Temos ¢(t) = ¥ (p(t)), para todo
t € I, em particular a igualdade vale para as componentes das duas curvas:

¢i(t) = i(p(t))
para todo i = 1,...,n. Vamos agora provar que p é C!. Consideramos t € I e denotamos 5 = p(f). Sendo
por hipotese 1) regular, o vetor tangente ¢/(3) é ndo nulo. Ou seja, pelo menos uma das componentes
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dele é diferente de zero. Suponhamos sem perder em generalidade que seja a primeira. Supondo portanto
P (3) # 0, pelo fato de que 1 ¢ C! e v} & continua, 1}(s) # 0 para todo s em oportuno intervalo
(§—0,5+6) C J (eventualemente este intervalo deve ser um pouco adaptado no caso particular em que 3
seja um extremo de J). Portanto v se torna estritamente crescente ou decrescente, dependendo do sinal
de ¢i(s) em (5 —§,5+ 0) e inversivel. Assim podemos escrever

p(t) = ¥1 ' (61(t))
para todo t € (t — 01,t 4 02), onde p(t — 01) =5 — 3 e p(t + 02) =5+ . A consequéncia é que p(t) se
torna composicao de duas fungoes C* e portanto é C', no intevalo (£ — o1,%+02) N 1. Pela arbitrariedade
de , p é C! em tudo I. A propriedade de ser C! da inversa p~! é analoga, escrevendo oportunamente a
composigao necessaria, e é deixada como exercicio. ]

Exercicio 133. O leitor refaga de novo a demonstragao cuidando de todos os detalhes.

Exercicio 134. Uma vez que é definida p tal que ¢(t) = ¥(p(t)), porque, na demonstragdo acima, nao
podemos trabalhar fazendo diretamente a inversdo com ¢(t) = 1 (p(t)), mas precisamos trabalhar com

uma componente ¢;(t) = ;(p(t))?

Agora podemos finalmente enunciar o teorema que permitiréd dar a definicao de comprimento de uma
trajetoria.

Teorema 43. Seja T uma trajetoria. Sejam ¢ : [a,b] — R™ e v : [e,d] — R™ duas parametrizagies
requlares e simples de T'. Entao,

(@) = U(¥).

Demonstragdo. Para simplificar a demonstragao, suponhamos que ¢ e 1 sejam globalmente injetoras e
suponhamos ¢(a) = 1¥(c) e ¢(b) = ¥(d). Esta tltima hipotese diz que as duas parametrizagoes percorrem
T "no mesmo sentido". Consideramos o comprimento de 1,

d
- / ' (s)lds.

Pelo lema anterior, ¢ e 1 sao equivalentes e chamamos p : [a,b] — [c, d] tal que ¢(t) = ¥(p(t)), t € [a,b)].
Pelas igualdades acima sobre os extremos, temos que p é estritamente crescente, ou seja p/(t) > 0 para
todo ¢ € [a, b].
(Exercicio 135. Verifique com cuidado este fato.)

Abordando a integral indefinida acima, consideramos G(s) = [ |[¢/(s)||ds. Trocamos a variavel, colo-
cando s = p(t) e tendo ds = p'(t)dt. Pela regra da substltulgao na integracao indefinida temos

[ ds = [ 1 el o

onde as duas integrais devem ser igualdados pelo fato de ter s = p(t), sendo a formula acima seria sem
sentido, sendo uma fungdo em uma variavel e a outra integral numa outra variavel. Sendo p’(t) > 0 para

todo ¢, b [[¢ (p(t)) /() = [/ (p(t)) (), e portanto

[ s)ds = [ 1oy @)

Agora observe que, se definimos F'(t) = G(p(t)), aplicando a regra da cadeia para as derivadas de calculo
1, temos

F'(t) = G'(p(t)p' (t) = 14 (p(£))p" (B,
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a segunda igualdade sendo de fato a definigdo de G’ como primitiva de ||’ (s)||. Sempre aplicando a regra
da cadeia, ha
16" ()l = [1¥"(p(£))p" (@),
pelo simples fato de que ¢(t) = ¥(p(t)) para todo t € [a,b]. Juntando as varias igualdades acima,
chegamos a conclusdo de que F'(t) = ||¢'(¢)]|.
Aplicando o teorema fundamental do calculo integral, obtemos

b d
FO) - Fo) = [ 160t e G -G = [ [¢()ds

Pela definicao de F' e lembrando que p(a) = ¢ e p(b) = d, temos

b d
F()~ Fla) = Gd) = G(o), ousein, [ [¢/(0)ldt = [ /(5)lds.
Portanto, os comprimentos de ¢ e ¥ coincidem e a demonstragao é completa. O

Exercicio 136. Refaga a demonstragao provando com atencao todos os passos.

Exercicio 137. Dé a prova no caso em que p(a) =d e p(b) = c.

Observagao 44. Se a trajetoria é fechada, as parametrizacoes nao podem ser globalmente injetoras,
mas sim simples. Nestes casos a demonstragao é muito parecida. Precisa somente tomar cuidado com o
comportamento nos extremos. Deixamos os detalhes do lado.

Agora podemos dar a definicdo do conceito mais intuitivo de comprimento de trajetoéria. Seja T uma
trajetoria que possui pelo menos uma parametrizacao regular e simples. O comprimento de T é definido
como o comprimento de uma qualquer parametrizacao regular e simples de ¢. Se a trajetoria for regular
por partes podemos dividir ela em partes, calcular o comprimento de cada uma e somar os resultados. A
mesma coisa se a trajetoria nao for simples.

Na trajetoria do desenho acima, podemos parametrizar trés partes dela: a trajetoria fechada por A,
o arco AB e o arco AC. Na verdade, se uma parametrizagdo da trajetoria acima tem somente dois
valores do parametro ¢t com imagem A, uma unica integral seria suficiente, mesmo nao sendo simples a
parametrizacdo. A perda de injetividade, se dando somente em um nimero finito de pontos, nao altera
a integragao.

Exercicio 138. Calcule o comprimento das trajetorias seguintes, escritas em coordenadas polares:

a) p=2a(l+cosh), —m < 0 < 7 (cardivide);
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b) p=ab, a > 0 fixado, 0 < 6 < 7/6 (espiral de Arquimedes);

c) p=asen’d, a > 0 fixado, 0 < 0 < 57/6.
Exercicio 139. Escreva a parametrizagao de uma hélice cilindrica, em um intervalo limitado, e calcule
o comprimento.
Exercicio 140. Calcule o comprimento das trajetorias seguintes, que sao graficos de fungoes:

T4+1
o l<es<

=7
b)y=e*1<z<2;

¢)y= (a3 2?32 0<z<a.

Exercicio 141. Calcule o comprimento das trajetorias seguintes, expressas como graficos de fungoes:
y = log cos z, 0<z<w/3
y =logx, 3/4<x<4/3
y=(e*+e7%)/2, a < x < b (catenaria)
y=2—2/x, 1<zx<4
y=+1-z, 0<z<1

y=x+ e’ 0<z<log2

Exercicio 142. Calcule o comprimento das trajetorias seguintes, expressas em coordenadas polares:
p = senf 0<o<mr
p =062 0 < 0 < 3/2 (espiral quadratica)
p=03 0 < 0 < 4 (espiral cubica)

p:ee 0<O<mr

18. Sexta-feira, 18 de setembro de 2015,
19. Segunda-feira, 21 de setembro de 2015 e
20. Quarta-feira, 23 de setembro de 2015

Introdugao ao estudo das funcgoes reais de varias variaveis reais

Vamos primeiramente resumir alguns conceitos basicos de topologia dos espacos euclidiano.

Definigao 45. Sejam dados um ponto T = (Ty,Ta, ..., T,) em R™ e um namero r > 0. A bola (aberta)
de centro T e raio r, denotada por B(Z,r), é definida como o conjunto dos pontos z € R™ tais que

|z —Z|| = V(x1 —Z1)2 + oo + (@ — Fp)2 < 1.
Se trata do conjunto de todos os pontos cuja distancia de T é estritamente menor de r.

Definicao 46. Seja agora um conjunto A contido em R™. A ¢ dito aberto se para todo ponto z € A
existe r > 0 tal que B(z,r) C A.
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Exercicio 143. Prove que uma bola aberta B(Z,r) é de fato um conjunto aberto. Para provar isso,
se trata de aplicar a definicio acima. Ou seja, considere um ponto y € B(Z,r) qualquer. E claro que
|z — y|| < r. Se agora pegar um numero a que seja menor de r — ||T — y||, se trata de prova que a bola
B(y, a) esta contida em B(T,r). Desenvolva este exercicio com todos os detalhes.

Exercicio 144. Verifique que o semiplano S = {(z,y) € R? : x > 0} ¢ um aberto de R?.

Exercicio 145. Prove que o conjunto E = {(x,y) € R? : y > 22} nao é aberto em R2. Para fazer o
exercicio, se trata de verificar que a definicao de aberto nao é respeitada. Como esta defini¢ao requer
uma propriedade a ser verificada para todos os pontos do conjunto, se deve encontrar pelo menos um
ponto do conjunto que nao a verifica.

Dado um conjunto E contido em R™, o complementar de E em R™ é o conjunto de todos os pontos de
R™ que nio pertencem a E. O complementar pode ser denotado por E¢ ou R™ \ E. Neste sentido, ha
que ENE¢ =0e¢ EUE® =R".

Definicao 47. Um subconjunto E de R” é dito fechado se EC ¢ aberto.

Exercicio 146. Sejam T € R" e a > 0 fixados. Prove que D = {y € R" : ||y — 7| < a} ¢ fechado.
Este conjunto é a unido da bola aberta B(T,a) com a sua "borda" (observe que usamos o termo "borda"
mesmo nao sendo definido com precisao).

Exercicio 147. Prove que um conjunto C feito de um ntmero finito de pontos é fechado.

Observagao 48. O leitor ndo confunda o conceito de conjunto infinito com aquele de conjunto ilimitado.
Um conjunto finito € constituido por um namero finito de pontos; enquanto um conjunto é dito limitado
se pode ser incluido dentro de uma bola de raio finito.

Exercicio 148. Prove que C' = {(z,y) € R? :  +y > 2} é fechado.
Exercicio 149. Prove que uma circunferéncia é um conjunto fechado em R?
Exercicio 150. Prove que uma reta é um conjunto fechado em R?

Existem conjuntos que nao sao abertos nem fechados. Veja o exercicio seguinte.

Exercicio 151. Prove que os conjuntos seguintes nao sao abertos nem fechados.
1) {(z,y) eR?:x+y=1,e0<z<1}
(2) {(z,y) eR?:2>0, ex? +y*> <1}
(3) {(z,0) eR?:2=1/n, onden € N, n > 1}

Definigao 49. Seja E um subconjunto de R”. Seja T € R™ dado. O ponto T é dito ponto de acumulagao
de F se cada bola B(Z,r) contém infinitos pontos de FE.

Em um certo sentido, um ponto é de acumulagao para um conjunto E se, usando uma linguagem um
pouco aproximada, "infinitos pontos de E tendem para T". Observe T pode pertencer ou nao a E.

Exercicio 152. Determine os pontos de acumulacao dos conjunto dos exercicios anteriores.
Exercicio 153. Determine os pontos de acumulagao de R, de N, de Q.
Definigao 50. Seja F um subconjunto de R". Seja T € R™ dado. O ponto T é dito ponto de fronteira

de E se cada bola B(Z,r) contém pontos de E e pontos de E€. A fronteira de E (ou borda) é o conjunto
dos pontos de fronteira de F.
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Exercicio 154. Determine os pontos de fornteira dos conjunto dos exercicios anteriores.
Exercicio 155. Encontre um conjunto de R que nao tem pontos de acumulagao.
Exercicio 156. Encontre um conjunto de R que nao tem pontos de fronteira.

Exercicio 157. Considere o quadrado em R? @ = [0,1] x [0, 1]. Determine os pontos de fronteira e de
acumulacdo de (). Faga o mesmo com @ privado da diagonal.

Exercicio 158. Prove que um subconjunto de R™ é fechado se e somente se contém todos os pontos de
acumulacao dele.

Exercicio 159. Dado um subconjunto E de R™, prove que, se p € E nao é de acumulacao, entao é de
fronteira.

Exercicio 160. Desenhe a interse¢do com os planos coordenados (z =0, y = 0 e z = 0) dos planos de
equagao seguinte:
r+3y—424+2=0, 2r —-3z+y=1, r=4

Exercicio 161. Escreva a equagao paramétrica da reta obtida como interse¢cao dos planos seguintes:

r+y+z+2=0ez—y=4, 20 =3z —2x,e z —x + 2y = 5.
Tente desenhar as retas acima.
Exercicio 162. Desenhe as superficies descritas pelas equagoes seguintes:

2= 2 2= 2 2?4t =1

2?42 — 22 =0 2?4yt — =1 2?4y — 2= 1
Exercicio 163. Determine o dominio e a imagem das funcoes seguintes. Diga se sao limitadas. Desenhe
o dominio e os conjuntos onde as funcoes sdo positivas e negativas. Diga se sdo injetoras.
_ Vat—y

log(z + y)

flay,2) =log(l—a® —y* =2%)  flo,y)=Va2+4y* =2 fla,y) = V122 + 22

fley) =2 —y>  flz,y) [z, y) = log(zy)

ﬁ%w=éiﬁf%ﬁm ﬁ%w=¢'ﬂﬂ—ﬁ—f f(x,y) = log(2sen (2* + y*))

2 _
fo)=attgt -1 g = TEEL D ) STV

y 20 —y +2

(*) Considere a existéncia da fungdo sé na teoria integral de Riemann e desconsidere as integrais
improéprias.

Exercicio 164. Escreva algumas das fungoes acima como f(x,y) = g(h(z,y)), determinando h, fungao
de 2 (ou 3) variaveis e g fungao de uma variavel.



47

21. Sexta-feira, 25 de setembro de 2015

Definigao 51. Sejam D um subconjunto de R”, f : D — R uma func¢ao dada e T um ponto de acumulagao
de D. Dizemos que [ € R ¢ limite de f(z) para = que tende a Z, em simbolos,
lim f(x) =1,
T—T
se, para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que, se © € D e verifica 0 < ||z — Z|| < 4, entdo |f(z) — ] < e.
Analogamente dizemos que +oo ¢é limite de f(z) para x que tende a T, em simbolos,
lim f(z) = +oo0,
r—x

se, para todo M € R, existe § > 0 tal que, se z € D e verifica 0 < ||z — Z|| < J, entdo f(z) > M.

A definigao é praticamente a mesma do caso das fungoes de uma varidvel. Observe que, se T nao for
ponto de acumulagao de D, nao faz sentido imaginar pontos de D que tendem a T. Neste caso nao se estuda
o limite. Cabe destacar que, na definigdo, T ndo necessariamente pertence a D. Aquilo que interessa é o
comportamento de f(z) nos pontos que se aproximam a T e ver se eles tém um "comportamento em um
certo sentido comum"; mas nao interessa o valor de f em Z. Valor que pode nem ser dado, coisa que ha
seT ¢ D.

O leitor deve lembrar por exemplo o exemplo de céalculo 1

senx

lim =1.

x—0 x
A funcéo senx/x ndo é definida em zero.
Uma fungao pode ser definida no ponto T, mas ser diferente do "comportamento comum" de f(x)
quando x — Z. Por exemplo, podemos considerar, sempre no caso de uma variavel,

FROR f(x):{x sex #0

1 sex=0.

Aplicando a defini¢do de limite temos:
lim f(z) =0,

z—0
que ndo coincide com o valor de f(0). Podemos dizer que f nao é continua em zero; mas essa é outra
questao.
O fato de que o valor da fungao no ponto T, na definigao 51, assim como nos dois exemplos acima, nao
seja levado em conta esta colocado naquela condi¢ao "0 < ||z — Z||" da definigdo. Essa significa que nao
estamos interessados em avaliar f em Z, esteja este ponto no dominio ou nao.

Exercicio 165. (feito em sala de aula) Prove, aplicando a defini¢io, que lim,_,o 22 = 0.

Exercicio 166. Dé a definigao de limite —oo.

1

Exercicio 167. Prove, usando a definigao de limite, que lim(, ) (0,0) PR
: 2ty

= +o0.

Muitos dos teoremas sobre os limites de calculo 1 continuam valendo no caso de fungoes de varias
variaveis. Vamos dar aqui sem demonstragao somente alguns dos resultados que poderiam ser provados.
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Teorema 52 (Algebra dos limites - formas finitas). Seja E um subconjunto de R™ e T wm ponto de
acumulacao de E; sejam f,g: E — R duas fungoes dadas e sejam dados os limites
limf(z)=1€R e limg(zx)=meR.
T—T r—x
Entao,
(1) limgz(f(2) + g(x)) = L+ m (soma);
(2) lim,—z(f(z) - g(x)) =1-m (produto);
(3) lim,—z(f(z)/g(x)) =1/m, se m # 0 (quociente).

Nao vamos analisar os casos onde os limites acima sao 0o ou o caso do denominador nulo.

Os teoremas do confronto dos limites de calculo 1 se transportam para fungoes de varias variaveis com
uma simples adaptacgao de linguagem. Vamos dar os enunciados seguintes sem demonstragao. O leitor
pode, se quiser, dar a prova. Essa é analoga aos casos de calculo 1.

Teorema 53 (do confronto dos limites). Primeiro resultado. Sejam E um subconjunto de R™ e T um

ponto de acumulugao de E. Sejam f,g,h : E — R fungoes dadas. Suponhamos que f(z) < g(z) < h(z)
para cada x. Sejam dados os limites

limf(z)=1 e limh(z)=1 ondelecR.
r—x

r—x
Entao,
lim g(z) = 1.
Tr—T
Sequndo resultado. Sejam E um subconjunto de R™ e T um ponto de acumulugcdo de E. Sejam
fig + E = R fungées dadas. Suponhamos que f(x) < g(x) para cada x. Suponhamos que existam
os limites

limf(x)=1 e limg(z)=m.

T—T T—T

Entdao, m > 1.

Terceiro resultado. Sejam E um subconjunto de R™ e T um ponto de acumulugdo de E. Sejam f, g :
E — R fungoes dadas. Suponhamos que f(x) < g(z) para cada x. Seja dado o limite

lim f(z) = 4o0.
Tr—T
Entao,
lim g(z) = 4o0.
r—x
Exercicio 168. Prove o primeiro e o segundo resultado.
Exercicio 169. Prove este terceiro resultado. Em seguida, dé o enunciado no outro caso possivel
(limite igual a —o0).

Também a definicao de fungao continua é analoga ao caso das fun¢oes de uma variével.

Definigao 54 (fungdo continua). Sejam E um subconjunto de R, f : F — R uma fungdo dadaeT € F
um ponto dado. Dizemos que f é continua em T se para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que |f(x) — f(T)| < e
para todo = € B(Z,0) N E. A f é dita continua se é continua em todos os pontos do dominio.
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A definigdo de funcdo continua é ligada ao conceito de limite, como sabemos. Veja-se o exercicio
seguinte

Exercicio 170. Seja T ponto de acumulagao de F (continuando ser ponto de E). prove que f é continua
em T se e somente se lim, ,z f(x) = f(T).

Exercicio 171. A defini¢ao de fungéo continua dada em termos de limites, como no exercicio acima, é
muito familiar. Todavia se T pertence a E, mas nao é de acumulagao, nao podemos falar de limite. Neste
caso, o leitor pode verificar que f é de fato continua. Prove por exemplo que f : N — R, definida por
f(x) = 2%, & continua em todos os pontos do dominio.

O teorema seguinte é o analogo para este curso de um resultado cléassico das fungbes de uma variavel.
Vamos enunciar sem demonstragao.

Proposicao 55 (Algebra das fungdes continuas). Sejam f: E — R, g: E — R duas fungdes continuas
em um ponto T € E. Entao:

(1) f+ g € continua em T;

(2) f-g € continua em T;
(3) f/g € continua em T (posto que g(T) seja #0).

Proposicao 56 (Continuidade das fungdes compostas). Sejam A um subconjunto de R™ e f : A —» R
uma funcgao continua em T € A. Seja ¢ : I — R™ uma curva continua cuja imagem € contida em A. Seja
t € I tal que ¢(t) = T. Fntdo, a composicio f o ¢ € continua em t.

Um problema no caso de fungoes de varias varidveis é aquele de determinar quando uma fungao é
continua. Vamos enunciar o teorema seguinte, um pouco genérico e impreciso, mas intuitivamente claro
e de grande praticidade.

Teorema 57. Todas as funcgdes de vdrias varidveis obtidas como soma, produto, diferenca, quociente,
composicao de poténcias, trigonométricas, exponenciais, logaritmicas sGo continuas nos dominios delas.

A ideia é aquela de utilizar as duas proposi¢oes acima junta com uma outra observacdo: vamos
pegar uma funcdo de uma varidvel, que supomos ser continua. Por exemplo f(z) = e®. Seja agora
g(z,y) = e®. As duas fungbes ndo sdo iguais sendo diferente o dominio. Podemos provar usando a
definigdo que g é continua usando a continuidade de f. Em outras palavras, se uma funcao de varias
variaveis g(x1, s, ..., T, ) depende de fato de uma variavel somente, e como fungao de calculo 1 é continua,
entdo é continua como fungdo de (x1,xa, ..., Tp).

Assim, pegamos por exemplo f(z,y) = e*T¥. Essa pode ser escrita como f(z,y) = I(z,y) - m(z,y),
onde l(z,y) = e* e m(x,y) = e¥. As duas fungbes [ e m s@o continuas porque as correspondentes funges
de uma variavel sdo continuas. Assim f se torna fungdo de uma variavel.

Exercicio 172. Escolha outros exemplos de fungdes de duas ou trés variaveis e aplique o argumento
acima para provar que sao continuas.

Exercicio 173. Prove o enunciado anterior: se g(x1, 2, ..., ) depende de fato de uma varidvel somente,
e como fungao de cdlculo 1 é continua, entdo € continua como fungao de (x1,22, ..., Tn)

Em algumas das formas indeterminadas (por exemplo quase todas aquelas dos proximos exercicios)
quando queremos provar que o limite lim,_,z f(z) néo existe (se, claramente, esta suposigéo for correta),
uma técnica pode ser a seguinte: determinar uma curva continua ¢(t) que passa por T é provar que o
limite de f ao longo desta curva nio existe; ou determinar, se for possivel, duas curvas ¥ (t) e v(t), que
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passam por T tais que f tem dois limites diferentes ao longo das duas curvas. Este argumento é baseado
no resultado seguinte

Proposigao 58. Sejam D um subconjunto de R™ e f : D — R uma fun¢do dada. Seja T ponto de
acumulag¢ao de D. Suponhamos que exista o limite

lim f(z) =1 (ondel € R oul = +00)
r—x

e que f(T) =1 sel € real.* Seja I intevalo de R e seja ¢ : I — R™ uma curva continua tal que ¢(t) =7,
para t € I oportuno. Considere o subintervalo J de I dos pardametros t tais que ¢(t) € D e suponhamos
que t seja ponto de acumulacio de J. Entio,

lim £(6()) = .

t—t
Exercicio 174. Analise as hipdteses da proposigao acima e explique porque a existéncia do intervalo J
é importante.

Demonstragdo. Vamos dar a prova no caso em que [ € R. Os casos [ = +00 sao analogos e precisam
somente de um pequeno reajuste (que é deixado ao leitor como exercicio).

Chamamos ¢(t) = f(¢(t)), definida em J com imagem real. Se trata de uma funcdo de calculo 1.
Queremos provar, aplicando a defini¢ao de limite, que, para todo & > 0, existe § > 0, tal que |g(t) 1| < e
sete€Jel<|t—t] <d. Sejae > 0 fixado. Pela existéncia do limite lim,_,z f(z) = [, existe § > 0
tal que |f(z) — 1] < e se x € D e verifica ||z — Z|| < §’. Aplicando a hipotese de continuidade de ¢ em ¢,
temos que existe ¢ (em dependéncia de ¢') tal que ||p(t) —T|| < ' set € J e [t —t| < d. Juntando os dois
argumentos acima, se t € J e verifica 0 < |t — t| < §, entdo |g(¢t) — I| < e. Aquilo que queriamos provar.
Pela arbitrariedade de £ a prova é completa. O

Exercicio 175. O leitor estude a demonstragao acima, refaga todos os passos e tente entender e explicar
os detalhes.

Exercicio 176. Calcule (se existem) os limites seguintes:

li tg —— I v li 22%y
im  arctg ——— im im
)00 P )00 R R )00 2%+ 1
. . . 22 — 42 . 22y
(2.9)=(0,0) /22 + 12 (z,9)—(0,0) T° + Y (z,y)—(0,0) % + ¥y
24y ) 2 4+ 92 i sen 2(zy)
im lim li — 5
(z,y)—(0,0) Y (z,y)—(0,0) T (z,9)—(0,0) =+ Yy
3+ 9P lim (y — 1)? sen ()

lim
(@,9)—(0,0) 22 + y* (@) —~21) (x —2) + (y —1)2

Exercicio 177. Diga se é continua na origem a fungao

fla,y) = ﬁzwz se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0).

4Coloquei esta correcao posteriormente. O teorema é falso sem a continuidade de f. O leitor pode procurar
contraexemplos.
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Exercicio 178. Calculem, se existem,

. 2y . sen (zy)
lim - 3 lim 5
(2,9)—(0,0) T% + ¥ (z,9)—(0,0) = +y
. . 1
Exercicio 179. Prove que lim, ) (0,0) J;mzo.
232

Exercicio 180. Prove que nao existe lim, ) 0,0) — 5-
T—yY

Exercicio 181. Prove que a funcao seguinte nao é continua na origem.

ze®/Y sey #0
x,y) =
f@y) { 0 se y = 0.

22. Segunda-feira, 28 de setembro de 2015 e

23. Quarta-feira, 30 de setembro de 2015

Introducgédo ao calculo diferencial para fungoes reais (ou seja, com imagem real) de varias
variaveis reais.

Diversamente dos conceitos de limites e de continuidade, para os quais a dimensao do dominio nao
produz diferengas substanciais, a derivacao é bastante influenciada pelo fato do dominio ter dimensao
estritamente maior de 1. As nogdes de derivada que iremos introduzir sdo a de derivada direcional (que
tem a derivada parcial como caso particular) e a de diferencial, conceito mais profundo e que mais reflete
as propriedades importantes da derivada de célculo 1.

Comegamos pela definicao de derivada direcional.

Definicao 59 (derivada direcional). Consideramos um vetor v = (v1,vg,...,v,) de R® e suponhamos
|lv]] = 1. O versor v sera4 chamado dire¢ao. Sejam D um subconjunto de R™ e f : D — R™ uma fungao
dada. Seja T = (71, T2, ...,Tn) € D um ponto fixado. Consideramos a reta r por Z, na dire¢do de v, e
a parametrizagdo de 7, ¢(t) = T + tv = (T1 + tv, ..., Ty + tv,). Suponhamos que exista 6 > 0 tal que
¢(t) pertenga a D para todo t € (—4,6). Consideramos a funcao g(t) = f(¢(t)) definida (pelo menos) em
(—4,0).

Dizemos que f possui derivada direcional em T na diregdo v se g é derivavel (no sentido do calculo 1)
em 0. Dizemos, neste caso, que a derivada direcional de f em T na diregdo v é definida como ¢'(0). Em
sfmbolos,

Observagao 60. Observe que a hipotese sobre a existéncia do § na defini¢ao acima significa que queremos
que todo um segmento de r que inclui T seja contido em D (sendo ¢(0) = Z). Isso serve para definir g e
poder falar em ¢'(0) (definida em célculo 1, sabemos, como limite da razdo incremental).
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Exercicio 182. Escreva de novo a definicao de derivada direcional de uma fungao f ao longo de um
vetor unitario v em um ponto interior P do dominio. Tente fazer um desenho representando o dominio
de f, P, v earetar.

Exercicio 183. Considere as fungoes xlog(zy?), cos(zy) + sen(z +1vy), xeY. Considere os vetores
unitarios (v2/2,v2/2), (—1/2,—v3/2), (1//5,2/V/5) e os pontos (1,2), (3,3), (—1,—4).

Calcule as derivadas as fungoes dadas ao longo dos vetores dados e nos pontos dados.

Definicao 61 (derivada parcial). Consideramos todas as condigdes da defini¢do 59. Suponhamos que
v seja uma das diregdes principais de R™, ou seja, v = (0,0,...,1,0,...,0). Ou seja, v tem todas as
coordenadas zero, exceto em uma posigao j entre 1 e n. Podemos ver como sejam n as diregoes principais
de R™ (desconsiderando o caso dos coeficientes —1, que igualmente dariam versores). A j-esima diregdo
principal é denotada também por e;. Em R? as trés diregdes principais sao frequentemente denotadas
por i, j, k, (em particular nos livros de fisica).
A derivada direcional de f em T ao longo de uma diregao principal e; é chamada derivada parcial e é

denotada pelo simbolo

of _

8T:j(x)

Exercicio 184. Considere a fun¢do xyz — senzz +ye””2y. Calcule as derivadas ao longo das direg¢oes dos
vetores i, j e k na origem de R3.

Exercicio 185. Considere a funcdo y/z? — y? + 22. Seja w = (1,—1,1). Calcule o vetor unitario v na
mesma diregao e sentido de w. Em seguida, calcule a derivada direcional da fungao ao longo de v no
ponto (1,1, —1).

Exercicio 186. Calcule as derivadas e parciais de f(z,y) = €™, em um ponto genérico (z,y). Em
seguida, escolha algumas diregoes e calcule as derivadas direcionais ao longo das diregoes escolhidas em
um ponto genérico (x,y).

Exercicio 187. Determine o dominio e calcule as derivadas parciais das fungoes seguintes

a) zlog(xy?), b) cos(z/y)+ cos(y/z), c) sen(z+y)+ze?, d) (z+y)e* Y, e)arctg(z/y)

f) log(xlogy), g) 2v/xy® —/x/y, h)eV®s™V i) axyz — senxz + ye® 1) /a2 —y? + 22,

Exercicio 188. Prove que a fun¢ao seguinte nao é continua na origem e que possui as derivadas em
qualquer dire¢ao na origem.

2

2
rew=1 () =@nz00
0 se (x,y) = (0,0).

Exercicio 189. Observe, gracas ao exercicio anterior, que em duas varidveis é falso que se uma funcao
admite derivada entdo é continua (em calculo 1 é verdadeiro)

Exercicio 190. Considere a fungao f(z,y) = |z| + |y|. Sejam as diregdes w = (1,0) e v = (0, 1). Calcule
as derivadas direcionais de f nos pontos (2,0) (0, —3) ao longos dos vetores w e v. Todas estas derivadas
existem? Analise o problema.
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Exercicio 191. Considere a func¢io g(z,y) = |z + y|. Sejam as diregdes w = (1/v/2,1/v/2) e v =
(—1/v/2,1/y/2). Calcule as derivadas direcionais de g nos pontos (2,2) (1,—1) ao longo dos vetores w e
v. Todas estas derivadas existem? Analise o problema.

Exercicio 192. Prove que a fungio seguinte (que nao é continua na origem, como visto num exercicio
anterior) possui as derivadas em qualquer dire¢ao na origem.

ze®/Y  sey #0
x,y) =
f@y) { 0 se y = 0.

Definicao 62 (gradiente). Sejam D um subconjunto de R™ e f : D — R™ uma fungao dada. Seja

T = (Z1,T2,...,Tn) € D um ponto fixado e suponhamos que existam as derivadas parciais a—f(f), e
€1
of

3 (%) de f em T. Entéo, definimos gradiente de f em T o vetor
Ln

gradf(z) = Vf(Z) = (iﬁ(x),...7 %(m)) .

Exercicio 193. Escreva o gradiente de algumas das fungoes dos exercicios anteriores em alguns pontos
do dominio delas.

24. Sexta-feira, 2 de outubro de 2015
Aula de Diego A. Sandoval
O material seguinte foi preparado, redigido por Diego e revisitado por mim.

Exercicio 194. Considere & equacdo 422 —y? — 22 + 8z 4+ 6y — 42 +7=0.

a) Desenhe a superficie descrita pela equacdo acima. A operagdo seguinte visa destacar a presenga
de quadrados de binémios dentro da equagao:

4 +20+1) — (> —6y+9) — (2 +424+4)=—T7+4-9—-4=—16
—4(x+1)*+ (y—3)*+ (2 +2)* =16

(x+1)?  (y—=3)?% (2427
4 + 16 + 16

1

Observemos que para qualquer valor de x = a temos una circunferéncia centrada no ponto
(3, —2) no plano & = a paralelo ao plano yz. Se fixamos valores para y ou z nos temos hipérboles.
Ou seja, a intersegao da superficie com um plano y = b ou z = ¢ é uma hipérbole.

A superficie em questao é chamada hiperboldide hiperbdlico.

Exercicio 195. (Comprimento de curvas) Calcule o comprimento da cardidide de equagdo polar
p=1+cosb, onde 6 € [0, 27].
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L
P,
n
ot
L
n
=
S
wn

Consideremos a parametrizacao y(6) = ((1 + cos ) cos 8, (1 4 cos6) sen 9)

’

v (0) = (72 sen @ cos @ — sen @, —sen 20 + cos® 0 + cos 9)
(—(2cos@+1)send, —1+ (1 + 2cosf)cosh).

27

L(y) = V(1 +2cos0)2 + 1 —2(1 + 2cosf) cos 0 df
0

27
:/ \/2+4c089+400820—20089—4(30529(19
0

27
= V21 + cos 0 df

0

Usando a identidade cos(26) + 1 = 2cos? @ , obtemos
2m
L(y) :\/5/ V14 cosfdf
0
2
:2/ |cos(9/2)| df
0
rpm 27
2| [ feostop2)] db+ [ Jeostofe) de]
L/ O T
=2 / cos(9/2) d +/ |cos(9/2 + )] d@}
/o 0
2 / cos(0/2) df + / I~ cos(6/2)] de]
L/o 0
:4/ cos(9/2) do
0

0 s
=ssen (5[]
=8.
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Observagdo: Dada uma curva polar da forma p() (onde p é uma fungao de ) com a < 0 < 3, uma
parametrizagao da curva é dada por

+(6) = (p(6) cos0, p(6) send) 0 € [a, .
Logo 7 (0) = <p/(9) cos — p(B) send, p'(0) sen 6 + p(f) cos 9). Assim

IV @)l =\/ o)) + [ (0))°

Portanto, o comprimento da curva é

L= / O + 1 OF .

Exercicio 196. Calcular o comprimento da curva polar (espiral de Arquimedes) p = k6, k > 0, para
0<60<2m.
Calculamos o comprimento usando a formula acima.

2w
L= V k202 + k2 df

0

27
=k / V1+4602do
0
Vamos agora usar a troca de variavel para integragao indefinida, 1/ cos ¢ = 6, obtendo

:k/secgasecchdtp

k
=5 [sec o tan ¢ + In | sec p + tan ¢|]

Voltando a integral definida, temos

k 27
> [9\/1 02+ |0+ \/1+e2|}
0
=rkv1+4n2 + kln\/ 27 + /1 + 472,

Exercicio 197.  Calcule o comprimento da curva v(t) = (ef,e™*,1/2t) entre os pontos (1,1,0) e
(e2,e72,2V/2).

v (t) = (ef, —e~t,\/2), entdo ||'y,(7,‘)||2 = e 4 ¢ 2 4 2 = 4cosh?(t) . Lembremos que cosh(t) = 7et+2€_t

2
L(v(t)) :/0 2 cosh(t) dt
=2sinh(t)|3
=2sinh(2)
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O valor acima pode ser aproximado por 7.254.

Exercicio 198. (Topologia) Sejam A, B dois subconjuntos de R?. Prove que, se A, B sdo abertos,
entao AU B e AN B também serao abertos.

Se temos uma familia { A,, } de subconjuntos de abertos de R?, entao |J;—; A, e (oo, A, serdo abertos?

Seja £ € AU B. Claramente, T € A ou Z € B. Se T € A, sendo A aberto, entdo existe r; > 0 tal
que B(Z, r1) C A C AU B. De maneira similar, se Z € B, existe 1 > 0 tal que B(z, 1) C B C AU B.
Portanto A U B é aberto.

Sejaz € ANB. HaqueZ € AeZ € B. Entao existem ry, ro > 0 tais que B(Z, r1) C Ae B(Z, r2) C B.
Seja , logo B(z,r) C AN B. Por tanto AN B é aberto.

De maneira semelhante para a uniao de uma familia é aberto. Mas na intersegao so6 é certo se a familia
é finita.

Por exemplo, I, = (—%, %) é aberto qualquer seja n, mas NS, I, = {0} é fechado.

Exercicio 199. Determine se os seguintes conjuntos sao abertos, fechados e os pontos de acumulagao.

e A= {(z,y) : v ey inteiros}. A é fechado, ndo é aberto. A’ = 0, A = A onde A’ denota o
conjunto dos pontos de acumulacio de A e A a fronteira.

B = {(x,y) : = eyracionais}. B nao é fechado, ndo é aberto. B’ = R?, 0B = R2.

(feito em sala de aula anteriormente) C = {(1,1) : n # 0 natural}. C ndo ¢ fechado, nao
¢ aberto. C' = {(1,0)}, 9C = (1,0).

D = {(z,y) : |z|+ |y| <1}. D éaberto por ser a unido de trés conjuntos abertos, nao é fechado.
D' =DUOD onde 9D = {(x,y) : ||+ |y| = 1}.

E = {(z,y) : y=sen (2)}. E nao ¢ aberto, nem fechado. E' = EU (0 x [0,1]). (Use o teorema
do valor intermédio) e considere os intervalos I,, = | com n € N.

2 2 ]
2n+3)7w? (2n+1)7

Exercicio 200.

Calcule os seguintes limites.
2r+y+xy+2

22 +y? -2z +4y+5

a. limg,y)(1,-2)

Sey=—2:
. 2r +y +xy + 2 .
lim = lim —————
(wy)—1,-2) 22 +9y2 —2x+4y+5 y—>—222-2y+1
= 1'
vl (z — 1)
=0
Sex=1:
. 20 +y+axy+ 2 . 4+ 2y
lim 3 5 = lim ————
(xy)—=(1,-2) 22 +y? —2x+4y+5 y—--)y?+4y+4
2(y+2)
= lim ——=
vz (y 22
= lim ——
y—=—29y + 2
Como o limite lim,,_, o+ ﬁ = +oo e limy_5- y% = —o00, entao o limite acima nao existe.



b. lim(y, y) 5 (0,0)(z + y)? cos (ﬁ)
Observe-se

1
—1<cos| ———1]<1
2 4 9?

—(z41y)? <(z +y)*cos (ﬁiyz)g (z +y)?

Como +(x + y)? — 0 quando (z,y) — (0,0), entdo
lim  (x +y)?cos o =0
)00 Y w24+y?)
Exercicio 201. Considere o campo escalar

f(z,y) =

(a) Determine a continuidade de f em (0,0).

Pela conta anterior temos que f ¢ continua em (0, 0).
(b) Determine as derivadas parciais de f em (0,0).

Usando a defini¢ao

. 1
= }llli%hcos (hg)

. 1
= }llli% h cos (h?>

=0.

Existem as derivadas parciais.
(d) Determine se existem as derivadas direcionais em (0, 0).

(e +y)eos () (@y) # (0.0

57
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Seja um vetor diretor unitario v = (a,b) # (0,0)

ta,tb) —
97 (0,0) = lim £/2:%0) = 7(0.0)
ov t—0 t
_ hm tQ(Cl + b)2 COS (m)
t—0 t
. 1
=limt cos ()
t—0 t2

=0
Exemplo 202. Considere o campo escalar

sen (z24+y?) z, 07 0
Fla,y) = Ve ty? (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

(a) Determine a continuidade de f em (0,0).
Como o lim,_,q =1 e limg ) (0,0) 22 +y? = 0. Entéo

senx
T
senr

Fl,) = lim Vi = 0 = £(0,0)

r

lim
(x,9)—(0,0)

onde r(z,y) = 2% + y?. Portanto f & continua em (0, 0).
(b) Determine as derivadas parciais de f em (0,0).
Usando a definigao

sen (hz)

. . sen (h ~ . .. ~ .
Como limy,_,g+ R = 1 e limy,_,o- mi(h\) = —1. Entao as derivadas parciais nao existem..

(d) Determine se existem as derivadas direcionais em (0, 0).
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Seja um vetor diretor unitario v = (a,b) # (0,0)

ov t—0 t
sen (t2(a2+b2))
. [t|va2+b2
=lim —————
t—0 t
sen (tQ)

m——7
t—0  t]¢

Pelo 0 mesmo argumento em (b) temos que f nao tem derivadas direcionais.

Exercicio 203. Considere o campo escalar

2?+y? z, 0,0
Floy) = Nz (z,y) # (0,0)
1 (2,y) = (0,0)

(a) Determine a continuidade de f em (0,0).
Se consideramos as curvas x = 0, y = 0 e qualquer reta que passa pelo origem o limite da 1.
Mas considere y = z*/* obtemos

f(z xz/s) :ﬁ =/2.
’ vV 2zt
Portanto o limite quando = — 0 de f(z,z%*) é v/2 # 1. Logo f é descontinua em (0,0).
(b) Determine as derivadas parciais de f em (0,0).
Usando a defini¢ao

. h3—|h3| . h3—|h3| s . = .
Como limy,_,g+ R = 0 e limy,_ - “RRE = o0 Portanto, o limite anterior nao existe.

(d) Determine se existem as derivadas direcionais em (0, 0).
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Seja um vetor diretor unitario v = (a,b) # (0,0)

af f(ta,tb) — £(0,0)

ov 0,0) = }gr(l) t
t2(a®+tb%)
. t4(ad+25)
=lim
t—0 t

gy © I — Vat 4820
BT Val g e
. (a2 + tb3)2 — (a4 + t2b6)
= 11m
=0 t v/a® + 1265 (a2 + tb3 + vt + 12b9)

2a%b3
=lim
=0 \/a* + 205 (a2 + tb® + Va + t2b0)
b3
T a?
Exercicio 204. Considere o funcao escalar
Ly x, 0,0
0 (z,y) = (0,0)

(a) Determine se f em (0,0) é continua.
Se consideramos as curvas x = 0, y = 0 o limite da 0. Mas considere y = x obtemos
222 x?
T,7) = = V2 = /2|z].
f@2) == = V2T = 2l
Portanto o limite quando = — 0 de f(z,x) é 0. Logo podemos pensar que f é continua em (0, 0).
( Temos que provar-16!!!)

Como temos 22 < 22 4 y2. Entéo 0 < a:l;rl-w < 1. Por tanto, 0 < \/% <yl

Por outro lado, como lim, ) 0,0y [y| = 0. Entao

Ty _
Va2

Usando o fato que a fungao valor absoluto é continua, mostramos

lim
(x,9)—(0,0)

. xy
lim ——=0.
(,9)—=(0,0) /22 + 2
(b) Determine as derivadas parciais de f em (0,0).
Usando a defini¢ao

oz (0,0) _fng% h
i ©
B0 |h]
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af . f(0,h) - £(0,0)
0 (0,0) }llli;[%) h

= T

=0

Portanto as derivadas parciais existem e sao nulas.
(d) Determine se existem as derivadas direcionais em (0, 0).
Seja um vetor diretor unitario v = (a,b) # (0,0)

f(ta,tb) — £(0,0)

of
—(0,0) =1
500 = fimy ;
t2ab
L A/t2(a21b?)
=lim ~——~
t—0 t
. abt
=lim —
t—0 |t|
Nao existe este limite, devido lim;_,q+ ﬁ =1 e lim_,o- ﬁ = —1. Portanto, nao existem as

derivadas direcionais excepto nas diregoes (1,0) e (0,1).

25. Segunda-feira, 5 de outubro de 2015

Além dos conceitos de derivada direcional (e parcial), para as fungdes de vérias variaveis existe um outro
conceito de derivagao que estende o conceito de derivada de calculo 1. Para introduzi-lo consideramos
uma fung¢@o de uma variavel. Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungao derivavel em um ponto T € I
fixado. consideramos as duas fungoes

T(x)=f(z) - f@) - f@)(@—-7), e S()=f(z)-f7@)-m(x-7),

onde m € R é fixado. De fato, S(x) pode ser vista ndo simplesmente como uma fungéo, mas como uma
familia de fungoes, variando m em R. O grafico de T é a reta tangente ao grafico de f em (%, f(T)),
enquanto os graficos das S representam, para cada m, as retas secantes ao grafico de f em (T, f(T))
(todas as secantes exceto a secante vertical que ndo é grafico de uma fungdo de z e é escrita como = = T).
Se m = f/(T) temos uma secante muito particular, ou seja, a tangente.

Lembramos que a reta que é grafico de T'(x) é definida como reta tangente ao gréfico de f no ponto
(Z, f(T)). Ou seja, na analise matematica nao existe uma nogao anterior de reta tangente (por exemplo
uma no¢ao geométrica).

T(x) e S(x) aproximam f em T, onde "aproximar em Z" significa que

$liﬁxmff(alc)—il’(ac)=O e wlLIrlif(x)—S(x):O.

Exercicio 205. Verifique os limites acima, sabendo que f é continua em T, sendo derivavel.
A aproximagao dada por T é "melhor" do que todas as aproximagoes dadas pelas S(z), porque

lim M =0 enquanto lim M

T—T r—T T—T r—7x

=f'@) —m#0, sem# f(T).

Exercicio 206. Verifique os limites acima.
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Dizemos que f(z) — T'(z) (o resto, ou erro, da aproximacao por 7)) tende a zero "mais rapidamente"
do que x — T, enquanto f(z) — S(x) (o resto, ou erro, da aproximagao por S) tende para zero "com a
mesma velocidade" do que = — 7.

Lembramos agora algumas nogoes de algebra linear: uma fungao L : R® — R™ é chamada linear (ou
operador linear) se L(x +vy) = L(x)+ L(y), para todo z,y € R™ e se L(ax) = aL(x), para todo z € R" e
todo a € R. As funcdes lineares sdo sempre associadas matrizes. Se é dada L : R® — R™, a L ¢é associada
uma matriz m x n (m linhas e n colunas) e temos

a1 e A1n 1
Lz =
Am1 e Amn Tn

No caso particular de operadores lineares com contradominio de dimensao 1, ou seja do tipo L : R® —
R, o operador é associado a uma matriz linha e ha

1
LJ?:(QH aln)
Tn

Outro caso particular ha se L : R — R e Lz = ax. O grafico de L é a reta pela origem de R? com
coeficiente angular a.
Imaginamos agora a derivada como operador linear L : R — R. Ou seja z — f'(T) - z.

Exercicio 207. Prove que func¢ao z — f/(T) -  é uma fungéo linear de R em R.

Atengdo a uma possivel confusdo: se consideramos por exemplo a funcdo f(z) = e’cz, a derivada
dela ndo é uma funcdo linear, sendo f'(z) = 2ze*”. Fixamos agora T = 3 (por exemplo). Neste caso
f'(3) = 6€” e devemos pensar este niimero como o valor a acima que define um operador linear. Isto &,
Lz = 6e%z. O grafico de L é a reta pela origem que é paralela a reta tangente ao gréfico de f em (3,¢€”).

f(z) - T(x)

lim ————= =0,
T—T r—T

Voltando ao limite acima

podemos escrevé-lo com a troca de variavel x — T = h:

L SEEh) —f@ - @b k)~ @ - Lh
h—0 h G h o

e dar uma definicao de derivabilidade para as fungoes de uma variavel equivalente aquela conhecida: f €

dita derivdvel em T se existe um operador linear L : R — R tal que o limite acima seja verificado.

Para as fungoes de varias variaveis, o novo conceito de derivagao que introduzimos agora é a tradugao
em dimensao n do limite acima.

Definigao 63 (fungao diferenciavel). Sejam D um subconjunto de R™, f : D — R uma fun¢ao dada e T
um ponto fixado. Dizemos que f é diferencidvel em T se existe um operador linear L : R™ — R tal que
T+ h)— f(Z)— Lh
L f@Eh) — f@) -~ Lh

0.
h—0 17l

O operador L é chamado diferencial de f em T.

A primeira novidade que o conceito de fungao diferenciavel introduz, a respeito da nocao de derivada
direcional, é sobre seu relacionamento com a continuidade.
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Proposigao 64. Sejam D um subconjunto de R™, f : D — R uma fun¢ao dada e T um ponto fixado.
Suponhamos que f seja diferencidvel em T. Entdo, f é continua naquele ponto.

Demonstragdo. Pela defini¢io acima existe um operador linear L : R® — R (que depende de T) tal
que
lim f@+h)— f(T)—Lh
h—0 2|l

—0. 8)

E intuitivo observar que limy,_, f(Z + h) — f(T) — Lh = 0, mas vamos prova-lo em detalhes, usando a
defini¢ao de limite. Seja ¢ > 0 fixado. Pelo limite da formula (8), sabemos que existe § > 0 tal que
|f(@+h) - f(Z) - Lh|
17l
para todo h # 0 tal que ||h|| < §. Reduzindo § se for necessario, vamos supor que ¢ seja menor de 1.
Portanto, se ||h| < 0, temos

<e

|f(@+h)— f(T) — Lh| <e.
Portanto, a defini¢do de limite ¢ aplicada para provar que limy, o f(Z + h) — f(Z) — Lh = 0. E imediato
ver que limy_,o Lh = 0, sendo Lh um polinémio de grau 1 nas variaveis hq, ..., h,. Portanto, pela soma
dos limites (teorema 52) ha limy,_o f(Z+ h) — f(T) = 0, que de fato prova a continuidade de f em Z. O

Exercicio 208. Verifique que as funcdes dos exercicios 188 e 192 ndo sdo diferenciaveis na origem de R2.
Exercicio 209. Escreva de novo a prova e o enunciado da proposicao acima.

Exercicio 210. Escreva alguns exemplos de operadores lineares de R™ em R™ variando as dimensoes
dos dois espacos.

Os dois conceitos de derivada direcional (ou parcial) e de diferencial sdo distintos, como temos visto.
Porém, tém algo em comum. Primeiramente, os dois sao obtidos como limites de quocientes que sao "do
tipo razao incremental", coisa bastante natural porque estamos tentando estender o conceito de derivada
de célculo 1. O teorema seguinte apresenta uma outra conexao, muito mais forte.

Teorema 65. Sejam D um subconjunto de R™, f : D — R uma func¢do dada e T um ponto fixado.
Suponhamos que f seja diferencidvel em T. Suponhamos que T seja wm ponto interior de D, ou seja que
Oz 7 Oy

T e a matriz linha associada ao diferencial L de f em T é o gradiente V f(T), ou seja

exista uma bola com centro T contida em D. Entdo, f possui derivadas parciais (Z) em

of of
Lé¢ jado ¢ matriz linha | =—(2) ... =—(@)].
€ associado a matriz linha (8961 (T) P (Z)
Demonstrag8o. Seja (a; ... ay ) a matriz linha associada ao diferencial L em Z. Vamos provar

of . ... . . o
que ——(T) existe é coincide com a;. A prova para as derivadas nas outras diregdes principais é analoga

81’1
e é deixada como exercicio ao leitor. Sendo f diferenciavel em 7, chamando L o diferencial de f em 7 e
(a1 ... a, ) amatriz linha associada, temos
po f@ )~ f@ - Lh f@+h) = f(@) - 35, ashy
h—0 ||hH T RS0 ||hH

O limite acima continua valendo, em particular, se h tende a zero ao longo do primeiro eixo principal.
Neste caso temos que h é da forma (hy,0,0,...,0) e o limite se torna

lim f(fl + h1a527 7577,) - f(f) — a1h1
h1*>0 |h1|

=0.
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Observamos agora que

. arhy
=a; e lim = —aq.
hy—0— |h1|

a1h1
h1—>0+ |h1 ‘

Isso implica imediatamente que

f(@1+ h1,Ta,...,Ty) — f(T) f(@1 + h1,Ta, ..., Tp) — f(T)

lim =a; e lim = —aj.
h1—0+ |71 ! h1—0- || '
Dal,
T1 4+ h1, %2, ., Tn) — f(T
lim f(@T1+ h1,To, ., T,) f(m):al.
h1—0 hl
- : - - . ., Of _
O limite acima coincide de fato com a definicao da derivada parcial 6—(33) E obtemos que
X1
of
—(T) = a;.
al’l( ) !
Analogamente, como ja dito, podemos proceder nas outras direcdes e o teorema é provado. O

Uma observagao sobre a notagdo e a linguagem: uma vez que se toma confianga com o conceito de
diferencial de uma fung@ao em um ponto, a tendéncia é considerar diferencial e gradiente como se fossem
a mesma coisa. Na verdade, é sempre bom lembrar que o gradiente de uma fungdo em um ponto é um
vetor, enquanto o diferencial de uma fungao em um ponto é uma outra fungao. Nao devemos esquecer,
inclusive, que o gradiente pode existir, mas a funcdo nao ser diferenciavel.

Exercicio 211. Vimos alguns exemplos de fun¢oes que ndo sao continuas em um ponto = dado, e portanto
nao sao diferenciaveis naquele ponto. Este fato nao deve levar a pensar que toda fungao nao diferenciavel
em um ponto deva ser descontinua no mesmo ponto. O leitor escreva alguns exemplos de fungoes que sao
continuas em um ponto dado, mas nao sao diferenciaveis neste ponto. Pense, para abordar o exercicio,
aquilo que acontece em uma variavel.

26. Quarta-feira, 7 de outubro de 2015
O resultado seguinte complementa o teorema 65.

Teorema 66. Sejam D um subconjunto de R™, f : D — R uma funcio dada e T um ponto fixado.
Suponhamos que [ seja diferencidvel em T. Suponhamos que T seja um ponto interior de D (veja o

teorema 65 sobre o ponto interior). Entdo, [ possui derivada direcional —f(f) em T ao longo de qualquer

ov
diregao v = (vy, ... ,v,) e vale formula:
of . _ B " of ‘
%(55) =Vf(@) v= < 73% (T) v

Demonstragio. Consideramos a parametrizacao classica (que ndo é a tnica, somente a mais simples)
da reta que passa por T e é paralela a v, ¢(t) = T + tv, t € R. Dizer que T interno a D implica dizer
que existe a positivo tal que ¢(t) = T + tv € D para todo t € (—a,a). Portanto, se t € (—a,a), fica em
definida a composicao g(t) = f(¢(t)). Queremos provar que o limite

. T +tv) — f(T
lim f( t) f(@)
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existe, ¢ finito e vale Vf(T) - v. Sabemos que f é diferenciavel em T, entdo temos

L FER) (@) - V@)
h—0 17l

=0.

Aplicando a proposi¢ao 58 sobre o limite de uma composicao, temos

o L@+ 10) = 1(@) V@) o

=0.
=0 ]l

Agora vamos aplicar um argumento parecido aquele usado para a prova do teorema 65. Temos, lembrando
que v tem norma 1,

i O V@ Gy e gim @, V@ Gy,
1ot |[tv]| t—0+ t t—0-  |[tv]| t—0- —t
Portanto B B _
g FEHE) 0@ @) f@)
t—0+ lzv|| t—0+ t
e
t—0— [ltv]| t—0- —t
Em conclusao,
lim f@+t) - /(@) =Vf(T)-v.
t—0 t
O limite acima é de fato a derivada direcional procurada e conclue a prova do teorema. O

Observagao 67. Se a f nao for diferenciavel, o teorema nao vale. Pegamos por exemplo a fungao do
exercicio 192. Dada uma dire¢cdo v = (a,b), com @ e b nao nulos, aplicando a defini¢do de derivada

of

direcional, ha 6—(0,0) = ae*’, enquanto a aplicacdo mecanica da formula do teorema acima daria
v

0 .

—f(O, 0) =V f(0,0)-v =0, sendo o gradiente nulo (verifique!). Como explicamos esta incongruéncia? E

a formula do teorema acima que esta errada. Melhor: tal féormula ndo pode ser aqui aplicada porque f

nao ¢ diferenciavel em (0, 0).

Exercicio 212. Prove que f(z,y) = 2% + y? é diferenciavel em cada ponto do dominio.

Exercicio 213. Escreva o gradiente em (1,7) de f(z,y) = zsen Y Prove que f é diferenciavel.
x

Exercicio 214. Seja a fungao

ly* e /7" sey £ 0
T,y) =
f@y) { 0 se y =0.

Estude a continuidade, derivadas parciais e diferenciabilidade de f respeito ao pardmetro real a.

Exercicio 215. Verdadeiro ou falso?

a) Seja f : RZ — R tal que %(x,y) e g—i(m,y) sao definidas para todos (z,y). f é diferenciavel?
b) Seja f : R? — R tal que ?(m,y) e %(m,y) sao definidas e continuas para todos (x,y). f é
€L Y

diferenciavel?

Exercicio 216. Calcule as derivadas parciais de f(x,y) = ey,
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Exercicio 217. Calcule a derivada direcional na direcio v = (1/2,v/3/2) de f(z,y) = x%y — >tV

Exercicio 218. Calcule as derivadas parciais das fungdes seguintes:
z3y? z?y sen zy arctg (z/y) Y 2y =3 V2 + 2 log(z? + y?) tg (z + y?)

Exercicio 219. Considere a fungao

2

re=1 (7 y> se (,9) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0).

Resolva os problemas seguintes:

(1) Prove que f é continua na origem;

(2) a continuidade acima que informagao da sobre a diferenciabilidade de f em (0,0)?

(3) Prove que f admite derivada direcional em (0,0) ao longo de qualquer diregédo v = (cos 6, sen 8).
Compare este resultado com o produto escalar V f(0,0) - v

(4) o item acima o que diz sobre a diferenciabilidade de f em (0,0)?

27. Sexta-feira, 9 de outubro de 2015

Quais sao as fungoes diferenciaveis? Até agora os poucos exemplos encontrados foram de fungoes
nao diferenciaveis. O teorema seguinte d&4 uma condicao suficiente para determinar se uma fungao é
diferenciavel. A condigao nao é necessaria, portanto pelo teorema seguinte nao sera possivel determinar
todas as fungoes diferenciaveis, mas somente uma parte (por outro lado significativa e ampla).

Teorema 68 (do diferencial). Sejam D um dominio de R"™ e f: D — R uma func¢ao dada. Suponhamos
que as derivadas parciais sejam definidas em todos os pontos de D e sejam continuas em um ponto T.
Seja, por simplicidade, T interno a D.> Entdo, f € diferencidvel em .

Demonstragdo. Vamos apresentar a demonstracao no caso particular, e um pouco mais simples, de
uma fungao de duas varaveis. Seja (T,7) o ponto considerado. Precisamos provar que

0 0
f@+ b+ D) - f@D) - G @nh- G @k
li =0.
(h’k)lﬁm((),o) Vh? +k?

Para (h, k) # (0,0), vamos expressar o quociente

- . of of _ _

N
na soma das duas fragoes seguintes:
_ _ ., of _ _
f@E+hg+k) — f@ZY+k) — g—x(f,y)h f@y+k) - f(z.7) - a*y(ﬂay)k

e

Vh?+ k2 VI2 + k2
Em relacao a primeira das duas fragoes acima, imaginamos k fixado e consideramos a fungao h —
f@+hy+k)— f(T,7+k). Esta fungao, definida em um oportuno intervalo (—a, a) pelo fato de (Z,7)

5Esta hipotese poderia ser um pouco mais geral. Deixamos as coisas assim, por razoes de simplicidade.
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ser interno, é derivavel porque f possue derivadas parciais em todo D. Vamos aplicar o teorema do valor
médio de Lagrange a funcao de h: obtemos que

0
FERTHR) TR =he 2 (@ e+ k),
onde ¢ é um ponto oportuno tal que |¢| < |h|, que depende de h (e também de k). Analogamente,
_ of _ _
f@ g+ k) - f@) =k E @+ a),

onde d é um ponto oportuno tal que |d| < |k|, que depende de k. Substituindo acima, temos

FERTER) -~ fETR @D
Vh2 + k2 (am

f(fay+ k) - f(jay) - 7(?,@)]6
% - (af(w,w d) - g‘;(:v,y)) : 7%1 —.
h o k
\/h2+k2 \/h2+k‘2

Usando finalmente a continuidade das derivadas parciais em (T, 7) e o fato de que

sao fungoes limitadas, temos

. af B of h B
o Jm <(9x( —|—cy—|—k)—am(x,y)>.m_
€
. af of _ k B
ol (5 @7+ 0 - 5D ) =0

Exercicio 220. O leitor prove por exercicio este fato em detalhes, observando que ¢ e d tendem a zero
se h e k tendem a zero, respetivamente.

Portanto
0 o . of _ _
f@E+hg+k) —f@T+k) — 8%(5,@) h f@y+k) - f(@.y) - afy(x,y) k
lim =0 e lim =
(h,k)=(0,0) Vh? + k? (h.k)=(0,0) Vh? + k2
Finalmente, o limite inicial é provado e a demonstragao é completa. O

O resultado seguinte generaliza em um certo sentido o teorema 66 substituindo curvas derivaveis as
retas ao longo de direcoes fixadas.

Teorema 69 (formula de derivacao de fungoes compostas, ou regra da cadeia). Sejam D um subconjunto
de R™, f: D — R uma fun¢do dada e T um ponto firado que pertence a D. Seja ¢ : I — R™ uma curva
tal que ¢(t) € D para todo t € I e suponhamos exista t € I tal que ¢(t) = T. Suponhamos que [ seja
diferencidvel em T e que ¢ seja derivdvel em t. Entdo, a fungdo composta g(t) = f(¢(t)) € derivdvel em
t e vale formula:

¢ =V Za—f
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Demonstragdo. Queremos provar que o limite da razao incremental
i 48 — 9(0)
t—t t—1
existe e vale Vf(T) - ¢/(f). Daqui em diante, vamos usar seja a notagao ¢’(t) seja T (sao a mesma coisa).
Sendo f diferenciavel em T, temos
L SE R~ (@) - V@) b

h—0 12|l

=0.

Aplicamos a proposigao 58. No lugar de h — 0 temos que ¢(t) — ¢(t) quando t — t. Ou seja T + h
tende a T nao uniformemente, mas ao longo da trajetéria imagem de ¢. O limite acima é portanto
avaliado somente ao longo da trajetoria e se torna

L 6(0) — F(6B) = VI@) - (6(t) - o)
t—t () — o(8)]

Vamos escrever os dois limites acima (o geral e o particular, ao longo da trajetoria de ¢) com uma outra

notagao, equivalente. Seja

=0.

@) @) - VI
n= ol

A fungdo nédo pode ser definida em h = 0, mas vale claramente limy,_,o p(h) = 0. Fazendo a composigao

com ¢, temos

F(@(@) = f(o(t) = V(@) - (6(t) — 6(8) + |¢(t) — ()| - p(6(t) — ().

Dividindo por ¢ — ¢ (supondo nao nulo),

fot) = () _ Vi@ -(¢(t) = o(t) | ll¢(t) — o) 7
- — = e p(9() — 6(D).

Observamos agora o seguinte:

o V@) (6(2) — 6®)

t—1 t

o o) — ot _ -

) —vi@ -t 2000 _ gy e,
tst  t—t

porque ¢ é derivavel em ¢ (no limite acima, Vf(Z) é simplesmente um coeficiente de multiplicagdo

constante). Além disso,

o) — ot - o) — o(t _
g 100 =00 _ o 190 0O
t—ET t—1 tsT t—t
Aquilo que interessa dos dois limites (diferentes) acima é que a razdo incremental é limitata em um
intervalo que inclue ¢; isso porque os dois limites acima sao finitos. Portanto,
o) — @) <
tim 12O 2O 0y — 4@ =0
t—1 t—1
Em conclusao,

e o teorema é provado. O

Exercicio 221. Considere a fungao
2

fla,y) = (x?mi Y2 ) 2 se (z,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0).




69

Em alguns exercicios anteriores foi calculada a derivada direcional em (0,0) ao longo de qualquer
diregdo v = (cos @, sen ). Foi usada a definigdo de derivada.

Compare o resultado com o produto escalar V f(0,0) - v e observe que ndo coincide con a derivada
direcional. Porque nao coincide? Ou seja: o que diz este fato a respeito da diferenciabilidade de f em
(0,0)?

Exercicio 222. Pegue algumas das fungoes encontradas em exercicios anteriores. Escolha pontos do

dominio, dire¢oes e calcule a derivada direcional usando a férmula do teorema acima. Confronte este
resultado com a mesma derivada obtida aplicando diretamente a definigao.

28. Quarta-feira, 14 de outubro de 2015 e
29. Sexta-feira, 16 de outubro de 2015

Definigao 70. Sejam D um subconjunto de R?, (Z,%) um ponto interior de D e f : D — R uma fungao

@5z - ) + Z—";@ 5)(y — ) se chama

3]
diferenciavel em (Z,7). O plano de equagdo z = f(Z,7) + a—f
z
plano tangente ao grafico de f em (Z,7, f(Z,7)).

Exercicio 223. Considere f(x,y) = 2% + 3?. Escreva a equagio do plano tangente ao grafico no ponto

(1,2, f(1,2)).

Exercicio 224. Prove que f(x,y) = 22 +y? é diferenciavel em cada ponto do dominio. Escreva a equagao

do plano tangente ao grafico no ponto (1,2, f(1,2)).

Exercicio 225. Escreva o gradiente em (1, 7) de f(z,y) = zsen Y Prove que f ¢ diferenciavel. Calcule
x

o plano tangente ao grafico no ponto (1,7, f(1,7)).

Exercicio 226. Seja f(x,y) = sen(ax + y?). Diga para quais valores do parametro real a o plano
tangente ao grafico de f em (0,+/,0) & paralelo & reta intersegao dos planos de equagdes z =y e y = 2z.
Existem valores de a tais que o plano tangente é ortogonal & reta acima?

Exercicio 227. Calcule as derivadas parciais de f(z,y) = eV, Em seguida, escolha alguns pontos do
grafico e determine o plano tangente ao grafico de f nestes pontos.

Observagao 71. O significado geométrico do plano tangente ao grafico de uma funcao f em um ponto
(Z,7) é andlogo ao da reta tangente ao grafico de uma fungio g (de uma variavel) em um ponto Z,
lembrando a aula 25 de 5 de outubro de 2015.

Exercicios em sala de aula com os alunos para a preparagao da prova P2.

30. Segunda-feira, 19 de outubro de 2015
Prova P2.

31. Quarta-feira, 21 de outubro de 2015

Definigao 72. Sejam D um subconjunto de R", f : D — R uma funcao dada e ¢ € R fixado. O
subconjunto do dominio
N.={zeD: f(z)=c}

é chamado conjunto de nivel de f, relativo ao nivel c.
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Observamos que os conjuntos de nivel sdo subconjuntos do dominio (néo do grafico).

Exercicio 228. No caso da funcio f(x,y) = 22 + y? verifique que Ny é um ponto, a origem de R2. Se
¢ <0, N, é o conjunto vazio. Se ¢ > 0, N, é a circunferéncia de R? centrada na origem com raio Ve.

Exercicio 229. Se fun¢do f(z,y) = 2% — y?, Ny é a unido de duas retas. Se ¢ # 0, N, é uma hipérbole.
Verifique e desenhe N, nos varios casos.

Exercicio 230. Seja f(x,y) = cosx + seny. Desenhe Ny e N_s.

Exercicio 231. Desenhe os conjuntos de nivel de f(z,y) = |z| + |y| e de g(z,y) = |z + y|.

Como mostram os exercicios anteriores, nem sempre o conjunto de nivel de una fungao de duas variaveis
é uma trajetoéria. Quando esta condig@o se verifica, ela se torna ortognal ao gradiente da fungao, caso
esta seja diferenciavel. Mais precisamente temos o teorema seguinte.

Teorema 73. Seja D um subconjunto aberto de R? e f : D — R uma funcdo dada. Seja c € R dado e
suponhamos que N, (ou parte dele) seja uma trajetéria que admite uma parametrizagdo ¢ : I — R?. Seja
(Z,y) € N, dado, e suponhamos que [ seja diferencidvel em (T,y). Denotamos por t um ponto de I tal
que ¢(t) = (z,7). Entao,

Vf(fv y) : ¢/(t) =0.

Demonstrag8o. Consideramos a composicao g(t) = f(4(t)), definida em I. Sendo ¢ a parametrizagao
da curva de nivel N, entao g(t) = f(¢(t)) = ¢ constante. Portanto, ¢'(¢t) = (f o ¢)'(t) = 0 para todo
t. Sabemos que, em particular, f é diferenciavel em (Z,7). Podemos portanto aplicar o teorema 69, ou
regra da cadeia, obtendo que

0=(fo9)(t)=Vf@7) - ¢
O
Lembre que a regra da cadeia nao pode ser aplicada se f néo for diferenciavel no ponto considerado.

Observagao 74. O teorema pode ser provado também na condi¢ao mais fraca de que ¢ seja derivavel e
néo necessariamente regular. Neste caso, se ¢'(t) = 0, o anulamento do produto escalar fica automatica-
mente verificado. Todavia, neste caso, podemos nao ter existéncia da reta tangete a trajetoria. Lembre
os casos b) e ¢) do exercicio 106. Para ter uma intepretagdo geométrica de ortogonalidade entre vetores
nao nulo, prefiro portanto colocar a hipotese de regularidade.

Derivadas de ordem superior. Analogamente aquilo que acontece no estudo das fungoes de uma
variavel, podemos definir as derivadas parciais das derivadas parcias de uma funcao dada, ou seja as
derivadas parciais segundas (e até de ordem maior).

Consideramos um subconjunto D de R™ e uma fungao f : D — R. Suponhamos, por simplicidade,

D aberto. Fixada uma direcao principal, digamos j, suponhamos que f admita derivada parcial a—(aj)
Ly
para todo x € D. Neste caso, sabemos que estamos definindo uma nova fungao de D in R, precisamente
a fungao
of of
— x> —(x).
8.73]‘ axj( )

As derivadas parciais como fungoes de x foram ja utilizadas no teorema do diferencial.
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Podemos nos perguntar se a nova funcao admita derivada parcial ao longo de uma outra diregao
principal i (que poderia coincidir com j, ou nao) em algum ponto de D. Fixamos T = (Z1,...,Z,) € D.
Se o limite

of (= - - of [~ - -
] Tmf- (T1y ooy T+ by ooy Ty) — 7835,- (T1y ooy Tiy ooy Ty)
lim —2 2
t—0
existe e é finito, tal limite é de fato a derivada parcial de —— ao longo da diregao principal z;, calculada

ox;
J
in T e e definida como derivada parcial seqgunda de f ao longo das diregbes i e j, calculada em T.
O simbolo que expressa a derivada parcial segunda é
0% f
81‘1‘(9.13]'
A ordem das diregbes colocadas no denominador ndo é casual. Significa que primeiramente fazemos a
derivada na direcao j e, depois, desta fazemos a derivada parcial na diregao ¢ no ponto Z.
Observe que, enquanto a existéncia da derivada parcial (primeira) na diregao j deve existir em todos

os & de uma vizinhanca de T (isso é para poder construir o limite acima), a derivada segunda é acima
definida, em principio, somente em 7.

Se invertemos a ordem de derivagao o resultado muda ou é o mesmo? Em outras palavras, dado T € D,
é verdadeiro ou falso que , ,
A7) = @)
8581‘626]' 893](91‘,
A resposta é: depende de f. Uma condigao suficiente para verificar a igualdade acima é dada no
teorema seguinte. Omitimos a demonstragao.

Teorema 75 (di Schwarz). Dada uma funcio f : D — R, onde D ¢ aberto em R, e dadas duas direcdes
0% f 0 f :

du:0z, (z) e da0m; (z) existam para
0% f 0% f

8Iian (iU) ¢ 6$j3Ii

principais i e j, suponhamos que as derivadas parciais seqgundas

todo x € D (ou pelo menos numa vizinhanga de T). Suponhamos que

(z) sejam
continuas em T (como fungoes de x). Entao,
o2f o f

83:2«8% = axjaxi $)

Observagao 76. A condigdo do teorema é suficiente. Se ela nao for verificada, nada podemos dizer,
em geral, sobre a igualdade das derivadas segundas. Depende em cada caso de f. Isso se aplica em cada
teorema que manifesta uma condicao suficiente. No teorema 68, por exemplo, se as derivadas parciais nao
sao continuas, a f em questao pode ser diferencidvel ou nao, depende da verifica do limite da defini¢ao
de diferenciabilidade.

Exercicio 232. Calcule as derivadas parciais primeiras e segundas no generico ponto (z,y) das fungoes

seguintes:
x

x2+y’

Exercicio 233. Calcule as derivadas parciais primeiras e segundas no generico ponto (z,y) da fungdo

a) 22logx +xy, b) c) sen (z —y) +cos(x +y), d) ze?.

seguinte:

y*arctg (z/y) sey #0

f(x,y):{o se y = 0.
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Prove que as derivadas primeiras na origem existem (calcule os valores) e que as segundas mistas na
origem sao diversas.

Exercicio 234. Calcule as derivadas parciais primeiras e segundas de

22 _ 42

PR se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0).
Diga se as derivadas segundas mistas na origem sao iguais.

f(xvy) = Y

Exercicio 235. Calcule as derivadas parciais primeiras e segundas de

xy’
oy =] P *@VEOO
0 se (z,y) = (0,0).

Diga se as derivadas segundas mistas na origem sao iguais.

Exercicio 236. Procure todas as fungoes f : R? — R, C2, que verifiquem, para cada (z,y), a condicio
o*f
Oxdy

cosx — 1.

(x,y) = 0 para cada (z,y). Entre essas determine aquelas que verifiquem f(0,y) = seny e f(z,0) =

Exercicio 237. Calcule o gradiente e as derivadas parciais segundas no genérico ponto x = (x1, 22, x3) €
R3 das funcdes seguintes:

a) f(z) = (z,7), T € R3 fixado.

b) f(z) = [|=[.

Exercicio 238. Seja f : R? — R? definida por f(z,y) = (zy — e®,zsen (zy)). Seja g : R? — R,
g(z,y) = zy — 1. Calcule a fungdo composta F' = go f. Calcule as derivadas parciais de F' usando seja a
sua forma explicita seja a regra da cadeia e compare os resultados obtidos.
Exercicio 239. Faga o que foi feito no exercicio acima, para os pares de fungoes seguintes:

1) f(z,y) = (z,2y), g(z,y) = (ve?, ye”),
2) f(z,y) = (z —y, 2 +y), g(z,y) = xycosy
) =(t+2,2 +t,8> %), gla,y,2) = vy — 22
f(

x,y) = (2% + 2y), g(t) = (te', sen2t)

w

)
)
)
4)

32. Sexta-feira, 23 de outubro de 2015 e
33. Segunda-feira, 26 de outubro de 2015

Comegamos agora o estudo dos problemas de maximo e minimo de uma fungao real de varias variaveis
reais. Precisamos primeiramente de algumas definigoes.

Definigao 77. Sejam D um subconjunto de R™ e f : D — R uma funcao dada. O mdzimo absoluto de
f € o maximo (se existe) da imagem de f. O minimo absoluto de f é o minimo (se existe) da imagem de

I
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Um ponto zg € D ¢ dito ponto de mdximo absoluto se f(xg) é o maximo absoluto de f. Um ponto
xg € D é dito ponto de minimo absoluto se f(xg) é o minimo absoluto de f.

Cabe observar que, caso exista, o méximo de uma fungéo é tinico, mas pode ser atingido em varios
(até infinitos) pontos (de maximo absoluto). Considerando por exemplo f(z,y) = cosx + seny, é facil
verificar que max f = 2 e que infinitos sao os pontos de méaximo.

Exercicio 240. O leitor complete a observagao acima, determinando todos os pontos de maximo (abso-
luto).

Definigao 78. Sejam como acima D um subconjunto de R e f : D — R uma fun¢ao dada. Um ponto
T € D édito ponto de mdzimo relativo se existe uma bola B(Z, d), de centro T e raio § tal que f(z) < f(Z),
para cada x € DNB(Z, ). Um ponto xo € D é dito ponto de minimo relativo se existe uma bola B(xg, ),
tal que f(z) > f(xo), para cada x € D N B(zo, ).

Exemplo 79. Os conceitos de maximo e minimo de uma fungéo (se usamos esta expressao, significam
automaticamente absolutos) e os de pontos de maximo e minimo relativo sdo basicamente os mesmos dos
analogos conceitos encontrados em calculo 1. Consideramos por exemplo a fungao real de uma variavel
real f(x) = 223 +322—122+3. O estudo das propriedades desta func¢ao (e o conseguinte esboco do grafico)
pode ser feito usando todas as ferramentas estudadas no curso de calculo 1. Cabe notar uma primeira
simples informagao: f(0) = 3. A funcao ¢ ilimitada, sendo limy_, 1o f(z) = +00 e lim,_,_ f(x) = —o0.
Em outras palavras, f nao possui méaximo nem minimo. Para verificar se possui pontos de méaximo ou
minimo relativo, consideramos a derivada f’(z) = 6(2% +z — 2), que se anula em 7 = —2 e x5 = 1. A
andlise do sinal da derivada nos intervalos (—oo, —2), (—=2,1) e (1, +00) diz que f é estritamente crescente
no primeiro e no ultimo intervalo e decrescente no central. Portanto x; é ponto de maximo relativo e
x9 € ponto de minimo relativo. Para verificar que f(—2) é positiva, basta fazer a conta. Ou observar o
seguinte: f é decrescente em (—2,0] (sendo assim em (—2,1)), f vale 3 em 2 = 0 e portanto f(—2) é
necessariamente maior de 3. Uma observagao analoga nao se aplica para detectar o sinal de f(1). Precisa
fazer a conta direta.

Se pegamos a e b, por exemplo a < —2 e b > 1, a restrigdo de f ao intervalo [a,b] possui méaximo e
minimo absoluto, porque f é continua e o novo dominio é limitado e fechado (teorema de Weierstrass).
Os valores que realizam o maximo e o minimo de f devem ser procurados entre f(a), f(b), f(—2) e f(1).
Observe que f'(a) e f'(b) nao se anulam. Sao pontos extremos do intervalo considerado e neles o teorema
de Fermat® ndo vale. A figura seguinte ilustra o exemplo.

6que diz: se x é ponto interior do dominio da fun¢éo analisada e é de maximo ou minimo relativo, a derivada (se existe)
se anula
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Os dois resultados seguintes sdo os analogos para fungbes de varias variaveis de resultados classicos
de calculo 1. Sao resultados profundamente diferentes entre si (assim como em célculo 1). O teorema
de Weierstrass d4 uma condigao suficiente para a existéncia do maximo e do minimo absoluto de uma
funcao. E um teorema global que "se ocupa" da imagem de uma funcdo. A demonstraciao é um pouco
complicada e sera (provavelmente) apresentada (no caso de fungbes de uma variavel) no curso de anélise
real. E um teorema de existéncia que ndo ajuda minimamente na busca do méximo ou do minimo da
fungao investigada.

O teorema de Fermat fornece uma condigao necessaria para a existéncia de pontos de méaximo ou
minimo relativos. E portanto um teorema local que "se ocupa" de elementos do dominio de f. Além
disso tal resultado tem uma utilidade pratica: nao exatamente a de encontrar pontos de méaximo ou
minimo relativos, mas sim a de selecionar candidatos.

Teorema 80 (de Weierstrass). Sejam C um subconjunto limitado e fechado de R™ e f : D — R uma
funcao continua. Entdo, f possui mdximo e minimo absolutos.

Teorema 81 (de Fermat). Sejam D um subconjunto de R™ e f: C — R uma fun¢do dada. Seja T um
ponto interno a D e, ao mesmo tempo, ponto de mdximo ou minimo relativo de f. Suponhamos que f

ov

possua derivada direcional (Z) ao longo de qualquer dire¢io v. Entao:

of

7 () =0.

Em particular, o gradiente de f em T € nulo.

Demonstragdo. Consideramos uma dire¢do v, genérica, de R™. A ¢ : R — R", definida por ¢(t) =
T+ tv parametriza a reta por T na direcao v. Sendo, por hipotese, T um ponto interno de D, entao existe
0 > 0 tal que ¢(t) € D para todo t € (=4, 9).

(Exercicio 241. Prove em detalhes este fato.)

Agora suponhamos sem perda de generalidade que T seja ponto de méximo relativo de f. Fica facil
provar que ¢t = 0 se torna ponto de maximo relativo de f o ¢, restrita ao intervalo (=4, J).

(Exercicio 242. Prove em detalhes também este fato.)

Tendo f derivada direcional %(i), entdo fica bem definida a derivada f o ¢ em ¢ = 0.

(Exercicio 243. Prove em detalhes também este fato.)
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Sendo t interno ao intervalo (—d,d), podemos aplicar o teorema de Fermat de célculo 1 e concluir que

0
(fo$) (0) = 0. Pela defini¢ao de derivada direcional, temos que (fo¢)'(0) = 6—5(5) e portanto o teorema

é provado. O

Exercicio 244. Faga de novo a demonstracao do teorema, cuidando dos varios detalhes.

Definicao 82 (ponto critico). Um ponto onde o gradiente de uma fungio se anula ¢ chamado ponto
critico (ou ponto estaciondrio).

Observagao 83. Como em calculo 1, o leitor deve prestar atengao para alguns fatos importantes:

(1) A condicao expressa pelo teorema de Fermat é necessaria: se um ponto interno néo for critico,
nao pode ser de maximo ou minimo relativo. Neste sentido o teorema de Fermat é um teorema
que fornece candidatos a serem de maximo ou minimo relativo. Ou, em outras palavras, exclue
todos os pontos internos que nao sao criticos.

(2) A condicao por outro lado néo é suficiente. Por exemplo, no caso de f(z,y) = 22 — 2, a origem
de R? é ponto critico de f, mas como é facil ver ndo é nem de méximo nem de minimo relativo.
(Exercicio 245. Verifique os detalhes.)

(3) Nao pode esquecer que o teorema de Fermat se aplica somente a pontos internos ao dominio
da fungao investigada. Considere por exemplo f(z,y) = x + y definida em D = {(z,y) €
R2: 2 >0, y > 0} E imediato ver que (0,0) é ponto de minimo relativo (e absoluto), mas
V£(0,0) = (1,1). Ou seja, a origem néo éponto critico. Nao tem contradigdo com o teorema de
Fermat, porque este resultado s6 avalia pontos internos.

(4) O leitor ndo deve cometer um erro frequente: aquele de definir o ponto de maximo ou de minimo
relativo como um ponto onde o gradiente se anula. A definicdo de ponto de maximo ou de minimo
relativo se aplica a fungdes quaisquer, enquanto o teorema de Fermat somente avalia fungoes que
tém derivadas direcionais.

(5) Em relacao ao teorema de Weierstrass, a condi¢do que o teorema descreve é suficiente. Se faltar
uma das hipoteses do teorema (por exemplo a func¢do nao é continua, ou o dominio néo é fechado
ou o dominio nao é limitado), nada se pode dizer a priori sobre a existéncia do méaximo ou do
minimo absolutos. Depende dos casos. O leitor pode por exercicio determinar exemplos nos quais
se manifestam as vérias situagoes.

Exercicio 246. Determine o méximo e minimo absoluto de f(z,y) = 2z — y no conjunto {(z,y) € R? :
x>0, z+y <3, y >z} Porque com certeza o maximo e o minimo de f existem?

Exercicio 247. Determine o maximo e minimo absoluto de f(z,y) = 22 + y? no retangulo [1, 3] x [2,4].
Aborde o problema no retangulo [1,3] x (2,4).

Exercicio 248. Considere f(z,y) = z(1 —x? —4y?) restrita ao conjunto E = {(z,y) € R? : 2% +4y? < 1}.
a) Prove que f possui maximo e minimo restrita a E.
b) Calcule o maximo e minimo e os pontos de maximo e minimo absolutos.

Exercicio 249. Considere f(z,y) = 1 — 2% — y? restrita ao conjunto F = {(x,y) € R? : 22 + 43> < 1}.
a) Prove que f possui maximo e minimo restrita a E.
b) Calcule 0 méximo e minimo e os pontos de maximo e minimo absolutos.

Exercicio 250. Escreva uma funcao que possua maximo absoluto em um ponto onde o gradiente nao se
anula.
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Exercicio 251. Determine o maximo e minimo absoluto de f(x,y) = 2z — y, onde f é definida em
{(z,y)) €ER?:2>0, v +y <3, y>ux}

Exercicio 252. Determine o maximo e minimo absoluto de f(z,y) = 2z — y, onde f é definida em
{(z,y) €ERZ:2>0, 2 +y <3, y>a}

Exercicio 253. Determine o maximo e minimo absoluto de f(z,y) = 22 —y, onde f é definida na elipse
de equacgdo 22/4 +y%/9 =1

Qual é a estratégia para abordar os exercicios anteriores? Se trata de exercicios, todos, onde as fungoes
sao continuas e definidas em conjuntos limitados e fechados. Se um ponto for de maximo ou de minimo
absoluto, é também de maximo ou de minimo relativo. Se os conjuntos em questao das fungoes acima
possuem pontos internos, os pontos criticos internos serao naturalmente candidatos a serem pontos de
méximo ou de minimo absoluto. As fronteiras dos conjuntos devem ser tratadas a parte. Ali o teorema
de Fermat nao serve. Se for possivel parametrizar a fronteira, a andlise da funcdo sobre a fronteira
parametrizada ¢ de fato um exercicio de célculo 1 e fornecerd novos pontos candidatos. O méaximo
absoluto de f serd o maior valor de f em todos os pontos candidatos. Analogamente para o minimo.

34. Quarta-feira, 28 de outubro de 2015

A aula é dedicada a uma rapida exposigao (e sem demonstragao) da formula de Taylor para fungoes
de véarias variaveis, limitadamente & aproximagao de segunda ordem.

Voltamos a aula 25 do 5 de outubro. Ali foi visto, para introduzir o conceito de diferencial, o limite
seguinte: se f : R — R for derivavel em um ponto dado T, entao ha

i 1@) = @) ~ /@)~ 7)

=T r—T

=0

enquanto, se m # f'(T)

o 1@) = (@) = m(z ~7)

. _ = ['(7) ~m £0.
Ou seja "a qualidade da aproximacao" dada pela tangente é "melhor" da qualidade da aproximacao dada

por uma secante qualquer.
Acontece algo parecido se procuramos uma aproximagao de segunda ordem? Ou seja: utilizando

polinémois de grau 2, p(z) = ax? + bz + ¢, tem um polindémio que aproxima f, numa regido perto de 7,
melhor de todos os outros polinémios? e o que significa neste caso "aproxima melhor"? Vamos ver.”

Suponhamos que f possua derivada segunda, pelo menos numa vizinhanga de Z. Analogamente a

aproximacgao de primeira ordem (aquela feita com a reta tangente), queremos um polindmio (se ele

existe), que chamo Ty(x) = ag + a1(x — T) + az(x — T)?, tal que, analogamente ao caso linear,

x)—Th(x

lim (%)~ B2(@) 722( ) _o. (0)

=z (r —T)

Observe que estamos passando a poténcias de grau 2 e queremos uma "velocidade" de convergéncia a

zero maior do que (z — Z)2. Observe que ¢ imediato verificar que
. ag(x —7T)?
lim e = as.
T—T (x — 1‘)
7Geometricamente, podemos dizer que estamos tentando aproximar o grafico de f por uma parabola, e ndo por uma
reta.
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Sendo
f(@)—ao—ai(z—7)  f(x)—Ta(z) | as(z—7)?

(z —7)? - (-7 (x—7)*

pelos resultados sobre os limites das somas de fungoes (os classicos resultados de calculo 1), ha que o

limite (©) acima é verificado se e somente se

i f(x) —ap—ar(z —7T) . .
;HE (x — )2 2 (%)

(Exercicio 254. Verifique os detalhes.) Portanto, aquilo que precisamos é provar que existem ag, a; e
ao (finitos, e ndo +00) que permitam verificar o limite (x) acima.

Este limite (%) se apresenta em uma forma indeterminada? Depende de ag. Sabemos que f é continua
(porque é derivavel). Portanto o limite se apresenta em uma forma indeterminada se e somente se
ap = f(Z). Observe que se ag fosse diferente de f(Z) teriamos

Jim L&)~ 00 — a1z —7)
P (xr —7)2

= +o0,

dependendo do sinal do numerador perto de T. Ou, tal limite poderia ser oo con sinais opostos dependendo
dos limites laterais direto e esquerdo. Seria, de qualquer jeito, uma situagao indesejada. Portanto para
que o limite (x) seja finito é necesséario que ag seja f(T).
(Exercicio 255. Verifique os detalhes e refaga o argumento acima.)
Posto agora ag = f(T), o limite
o S = @) — (e —7)

TT (x — )2

se apresenta em uma forma indeterminada e podemos aplicar o teorema de De 'Hépital. Passando as
derivadas, temos que o limite
lim 7f/($) _fll
1=z 2(r — T)
existe finito se e somente se a; = f'(T). Neste caso, se trata do limite da razdo incremental em T da
funcao f’ e portanto
lim f/(.’li‘) — f:(f) — 1f”(f)
=7 2(x —7T) 2
En conclusao, o raciocinio que acabamos de fazer prova aquele que é o Teorema de Taylor para fungoes
de uma variavel no caso das aproximagoes de segunda ordem.

Teorema 84. (de Taylor) Sejam f : R — R (ou definida em um intervalo de R) uma fungdo dada e T € R
dado. Seja f derivdvel (pelo menos) em um intervalo que contém T e derivdvel duas vezes (pelo menos)
em Z. Seja Ta(z) o polinémio de grau < 2, definido por To(z) = f(Z) + f'(T)(z — T) + 3 f"(Z)(z — 2)*.

Entao:
@)= 1@~ F' @@ -7) - L@@ - 7

. =0.

;
o (z—7)

Além disso, se P(x) = b+ c(x —T) + d(x — T)? é um polindmio qualquer de grau < 2, o limite

f(z) — P(x)

—— (9)
nao serd zero. Neste sentido, o polindmio Ty fornece a melhor "aprozimagao de segunda ordem” (ou
"aprozimagao quadrdtica”) de f "perto de T". O polinémio Ty é chamado polinémio de Taylor de ordem
2, de f com centro em 7.

li
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Observe que no enunciado foi escrito que 75 tem grau < 2 e nao necessariamente 2. Isso porque a
segunda derivada em T poderia ser zero (e isso nao é em contradigdo com nada).

* * *

Agora voltamos as funcoes de varias variaveis e mostramos que se obtem um teorema analogo. Volto
a dizer que toda a conta acima foi feita em dimensao 1 porque é muito mais simples da anédloga am
dimensao maior. Por isso a formula de Taylor foi explicada e provada em dimensdo 1. Mas a logica que
estd por tras é a mesma em qualquer dimensao.

Sejam D subconjunto de R™, que por simplicidade supomos aberto, f : D — R uma fungao dada e
7 € D dado. Suponhamos que f seja de classe C2 em D (ou, um pouco mais geral, se D nao for aberto,
suponhamos que T seja interno e que f seja de classe C? numa bola que contém T e que é contida em D).

Consideramos o diferencial de f em T (o diferencial existe porque f ¢ C? e portanto automaticamente
C1). Sabemos que o diferencial é um operador linear de R™ em R, associado ao gradiente de f em Z. Ou
seja, a funcao linear

x> Vf(T)- .
As segundas derivadas de f em T s@o organizadas para constituir uma matriz quadrada
Pf,_ Pf
Hy(T) = E ' :
ot e
0x10x, o 0z2

Hy(T) é chamada matriz hessiana de f em Z. E uma matriz quadrada n x n e é simétrica se f for C?,
ou seja, com derivadas parciais segundas continuas em T.
A matriz hessiana de f em %, H;(T), é associada a fungéo

g:R"=R, g(x)=Hi@)z -z,

que se chama forma quadrdtica. Como deve ser lida a fungao acima? Para explicar melhor, vamos fazer as
contas com uma notagado um pouco mais simplificada ou seja tomando uma matriz qualquer, quadrada,
n X n, simétrica, M:
ail e A1n
M =
An1 ce Apn

Dado v = (vy,...,v,) € R™, a notagdo Mv denota o produto da matriz M pelo vetor coluna v. E o
resultado serd um vetor de R™.

ail “e- A1n U1
Mv =
an1 - Apn Up

A funcao forma quadratrica g(v) = M v - v serd portanto o produto escalar de Mv com v. De fato, se
trata de um polinémio de grau 2 nas variaveis vy, ..., v,. Em detalhes:

n n n
g(’U) = E E al-j ’Uj vV = E CLij Uj Vs
=1 j=1 1,7=1

(Exercicio 256. Verifique.)
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Podemos agora enunciar o Teorema de Taylor.

Teorema 85 (formula de Taylor de ordem 2 para fungoes de varias variaveis). Seja D subconjunto de
R™, f: D — R uma fungao dada e T € D dado. Suponhamos que T seja interior e que f seja de classe
C? numa bola que contém T e que € contida em D. Entao,

@)~ @ - V@ @) G H @7 ()
25 [e—al? -

Se P(x) =a+v-(x—T)+M(z—7) - (x—T) € um outro (qualquer) polinémio de grau < 2 nas varidveis
X1y .oy Tn, 0 limite
- P
o F0) = P(a)
=z ||z — T2
1
nao serd zero. O polinomio Ta(x) = f(T)+Vf(Z) - (x—T)+ §H'f (Z)(x—T) - (x—7) é chamado polindbmio
de Taylor de ordem 2, de f com centro em ZT.
Exercicio 257. Dada uma forma quadratica g associada a uma matriz A qualquer, simétrica, prove que,
para qualquer t € R e v € R",
g(tv) = A(tv) - tv = t*(Av - v).

Exercicio 258. Escreva explicitamente as formas quadraticas associadas as matrizes seguintes:

3 0 0 0 0 0 0 —2 0
0 -2 0 0 -3 0 -2 1/3 1
0 0 V3 0 0 5 0 1 5

2 0 4 0 -1 0 -1 3
0 0 0 3 0 -1/2 3 4
Exercicio 259. Considere as fungoes seguintes:

1
Y22, xe™ sen x cos(xy) Trseny — ysenx log 1 e
-y

Escreva o polinémio de Taylor de cada funcao acima, de ordem 2 e centro na origem.

Exercicio 260. Escreva as matrizes hessianas, calculadas em um ponto genérico (z,y), das fungoes

seguintes:
x

)
2 +y
Exercicio 261. Escreva as matrizes hessianas, calculadas em um ponto genrérico (z,y, z), das fungoes
seguintes: z2z + cos(y + z) +e*¥, xy® + 23 + cosx.

a) 22logx +xy, b) c) sen(x —y) +cos(x +y), d) ze?.

Exercicio 262. Escolha alguns pontos especificos dos dominios das fungdes dos dois exercicios anteriores
e calcule as matrizes hessianas naqueles pontos.

35. Quarta-feira, 4 de novembro de 2015

Aula do Professor Oswaldo Rio Branco Oliveira. Excercicios sobre méaximos minimos absolutos de
fungoes definidas em dominios limitados e fechados.

36. Sexta-feira, 6 de novembro de 2015
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Aula de Diego A. Sandoval

O material seguinte foi preparado, redigido por Diego e revisitado por mim.

Exercicio 263. (Topologia- abertos/fechados)

o A={(z,y): ax + by + ¢ = 0} é fechado.

Provemos que A°¢ = {(z,y) : ax + by +c < 0}U{(x,y) : ax+ by + ¢ > 0} & aberto (a unido de
dois abertos é um aberto). Mostremos {(z,y) : ax + by + ¢ > 0} é aberto (de maneira analoga
para {(z,y) : ax + by + ¢ < 0}). Seja (zo,yo) € {(z,y) : ax + by + ¢ > 0}, procuramos uma bola
Bai(xo,y0) C {(z,y) : ax 4+ by + ¢ > 0} com d > 0. Encontramos o raio: A distancia do punto a
reta ax+by+c = 0. A inclinagao desta reta ¢ m = —7, logo a recta perpendicular tem coeficiente

b

angular m; = 7 e sua equagao é bz — ay = bxg — ayo . Entdo o ponto de intersegao (r1,y;) das

duas retas satisfaz

axy + by = —c

bx1 — ayr = bxy — ayo.

Logo
b2z — abyy — ac
rH=—-
! a? + b2
B a’yy — abxy — be
= a? + b2

Portanto a distancia entre (zo,y0) e (z1,y1) é
d* = (zo — 21)* + (Yo — 11)*

b2z — abyy — ac 2 n a’yy — abxy — be 2

= To — —_
0 a? + b2 vo a® + b2
a*(azg + byo + ¢)? + b%(azo + byo + ¢)?
(a2 + b2)2

_ (amo + byo + c)?
B a? +b?

> 0.

Lembremos as equacgoes das retas paralelas e perpendicular a ax + by + ¢ = 0 que passam por
(z0,%0):

ax + by —axg —byg =0
bxr — ay — bxy + ayo = 0.
Consideremos a bola Bg(zg,yo). Mostremos Bg(zo,y0) C {(x,y): ax +by+¢>0}. Isto é

equivalente a mostrar que para todo (x2,y2) € Ba(xo,yo) a distancia a reta é positiva, ou seja
axs + bys + ¢ > 0. Como (z2,y2) € By(zo,yo), entao

\/($0 —2)% + (yo — y2)? < d,



81

isto &,
2
(z0 — 2)* + (yo — 92)* < %
[azs + bys — azo — byo)” + [bas — ays — bag + ayol” < (azo + byo + ¢)*
a? + b? a? + b?
[aze 4 bys — axg — by0]2 (axo + byo + ¢)?
a® + b2 a® + b2
(axg + bys — axg — by0)2 < (axo + byo + ¢)?.
Portanto,

lazs + bys — axo — byo| < axg + byg + ¢
—axg — byg — ¢ < axs + bys — axg — by < axg + byg + ¢
0 < axe + by2 +c< 2((11‘0 + byo +C).
e Sejam A, B dois subconjuntos de R?. Prove que se A, B sdo abertos entdo AUB e AN B

também serdo abertos. Se temos uma familia A,, de subconjuntos de abertos de R?, entao | J;—, 4,
e N2, A, serdo abertos?

Sejaz € AUB; entdo T € AouZz € B. Se T € A, entdo existe r; > 0 tal que B(Z, r1) C
A C AU B. Portanto AU B é aberto. De maneira similar, se T € B, entao existe ro > 0 tal que
B(z, r3) C B C AU B. Portanto, AU B é aberto.

Seja T € AN B; entao T € A. Entao existem r1, o > 0 tais que B(Z, r1) C A e B(Z, r3) C B.
Seja agora B(z,r) C ANB. Portanto ANB é aberto. De maneira semelhante para a unido de uma
familia é aberto. Mas na intersecdo so € certo se a familia é finita. Por exemplo, I,, = (7711, %) é
aberto, mas NS, I,, = {0} é fechado.

B =10,1] x [0,1]. B é fechado. O complementar de B,

{(@,y)lz>1 ou 2 <0} U{(e,y)y>1 ou y <0},

é uniao de conjuntos abertos, portanto é aberto.
C = (a,b) x (¢,d). C={(z,y)|lx<b e x>a}N{(r,y)|ly <d e y>c} éaberto, sendo inter-
secao finita de abertos.

D= {(17 %) :n#0 natural}. C nao é fechado, porque o ponto (1,0) € D mas nado possui uma
bola contida no complementar de D. O conjunto dos pontos de acumulac¢ao ¢ D’ = {(1,0)},
oD = (1,0).

E ={(z,y) : z ey inteiros}. E é fechado, ndo é aberto. E' =0, 0E = E.

F ={(x,y) : * eyracionais}. F ndo é fechado, ndo é aberto. F' = R?, 9F = R2.

G ={(z,y) : |z| +|y| < 1}. De fato,

G={(z,y)lz+y<1}n{(z,y)| —z+y <1pn{(z,y)lr—y<1}n{(z,y)z+y> -1}

é aberto por ser a interse¢do finita de conjuntos abertos, nao é fechado. G’ = G U 9G onde
G = {(z,y) : |z|+ [yl =1}

e F = {(;my) ;Y = sen (%)} E néo é aberto, nem fechado. E' = EU (0 x [0,1]). (Use o teorema
do valor intermédio) e considere os intervalos I,, = |

2 2
(2n+3)m? (2n+1)7r] com n € N.

Exercicio 264. (Planos Tangentes).
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e Encontre o plano de “melhor” aproximagao de ordem 1 da fungao

e = JEFmEe (@y) #(0,0)
f(z,y) {0 oo

na origem. Ele existe?

Observe-se que a aplicagdo nao é continua em (0, 0), logo nao é diferenciavel. Assim nao existe
plano tangente. Mas podemos falar do seu possivel plano tangente, suas derivadas parciais sao
nulas, portanto, o plano no origem é z = 0. Observe-se que a reta tangente a curva y(t) =
(t,t, f(t,t)) no ponto v(0) = (0,0,0) :

(x’ y? Z) = (0? 07 0) + )\(17 1’ O)'
De fato, o acima nao é o plano tangente no ponto considerado, que de fato nao existe.

e Para a fungdo acima calcular o plano tangente nos pontos (1,0, f(1,0)), (0,1, f(0,1)), (1,1, f(1,1)).
As derivadas parciais nos pontos (1,0) e (0,1) sdo nulas entdo o plano tangente é z = 0.
Agora calculemos as derivadas parciais em (1,1)

ﬁ(x o) _zPy+ay’ +y° — 22%y — ay?
Oz’ (22 + 2y + y?)?
eyt
(22 + zy + y?)?
ﬁ(w y) :m3 + 22y + zy? — 22y — 2xy?
oy’ (2% +ay +y?)?

3 — xy?

EETTE
Entao %(17 1)=0= %(1, 1). Logo o plano tangente ¢ z = 1/3.
e Escreva o gradiente em (1,7) de f(x,y) = xsen (¥/z) . Prove que f é diferenciavel. Calcule o
plano tangente ao grafico no ponto (1,m, f(1,7)).
Gradiente:

Vi(z,y) = (sen (Y/z) — %cos (v/z), cos (y/:p)) .

Vil,m)=(r,—1).

f en diferenciavel em (1, ) : devido que as derivadas parciais sdo fungdes continuas em (1, ).
O plano tangente:

z2=0+4+m(xr—1)— (y—m7)
=1z —y.
e Calcule o plano tangente ao grafico de f(z,y) = ze® ~¥" no ponto (2,2, f(2,2)).
Vi(z,y) = ex2*92(1 + 222, —22y), no ponto Vf(2,2) = (9, —8). Portanto o plano tangente &
z2=2+4+9(x—2)—8(y—2) =9z — 8y.

e Determine o plano que passa pelos pontos (1,1,2) e (—1,1,1) que seja tangente ao grafico de f(z,y) = zy.

O gradiente Vf(x,y) = (y,x). Entdo o plano tangente no ponto (xg,yo) é dado pela equagao

z = xoYo + Yo(r — 0) + 2o(y¥ — Yo) = Yo + Toy — ToYo-
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Como passa pelos pontos, obtemos o seguinte sistema
2 =yo + 0 — ToYo
I =—yo+zo — ZoYo-
Subtraindo, obtemos 1 = 2y, o seja, yo = % Logo % = %xo. Portanto (zo,yo) = (3, %)

O plano procurado é z = %x + 3y — %, ou seja, x + 6y — 2z = 3.

Exercicio 265.
a) Determine o plano tangente & superficie z = 322 + 2xy + y? no ponto (1,1,6).
Seja f(x,y) = 32% + 22y + y? = 2. Entdo o plano tangente é dada pela expressdo
e f(la 1) = fx(la 1)(1: - 1) + fy(]-a 1)(y - 1)
=06+2)(z—1)+2+2)(y—1)
=8z —-8+4y—4
=8z + 4y — 12.
Logo z = 8x + 4y — 6 é o plano tangente.
b) Considere & equacio 412 — y? — 22 + 82 + 6y — 42 + 7 = 0 .Encontre a equagdo do plano
tangente e da reta normal no ponto (1,—1,2).
Seja F(x,y, z) = 422 —y?—224+8x+6y—42+7. Entdo VF(z,y, 2) = (8z+8, —2y+6, —2z—4).
Portanto, o vetor normal é n = VF(1,—1,2) = (16,8,—8) = 8(2,1, —1).
O plano tangente esta dada pela equacao
2@ —-1)+(@y+1)—(2—2)=0
2r4+y—2z+1=0.
A reta normal esta dada pela equagao
I(t)y=(1,-1,2) +t(2,1. - 1)
=(1+2t,-1+t,2—1)

Exercicio 266. (Curvas de nivel)
— f(z,y) =sen = + cos y.

Para |c| > 2: nao temos curva.
Para Na: Ny = {(z,y)| sen y + cosz = 2} . Logo temos sen y = 1 e cosz = 1, isto implica
que x = 21k e y = 3 (4k + 1). Portanto

Ny = {(27rk,%(4l+1)) |kl e Z}.
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Para Ny_: N_o = {(z,y)| Seny + cosx = —2}. Logo temos seny = —1 e cosz = —1, isto
implica que z = 2k + )mr e y = 37” + 27k. Portanto,

Ny = {((2k+1)w,3§+2m> |k,leZ}.

- flz,y) = COS(x‘Jr Y)-

Ny consta de duas retas y = +x.

Para qualquer outro nivel temos hiperbolas.
— f(z,y) = 2% — y. Canaleta, curvas de nivel, pardbolas.
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Exercicio 5. (Mdzimos e minimos)

Considere a fungao f(x,y,2) = 22 — 4z restrita a E = (z,y,2)| 2 +y* <a?,0< 2 < 1.
Os pontos criticos:

Vf(:c,y, Z) = (0705 2(Z - 2)) = (07070)
Os pontos criticos (xg, Yo, 2) esta fora da regdo E deve ser excluido.

Estudamos os pontos criticos na borda: E; = {(:c, y,2) 22 +y? =12 0<2< 1}. Parametrizamos
E: = (acosb,asen 0, z) com 0 € [0,2r] e 0 < z < 1.

g(0,2) := f(rcosf,rsend,z) = 2> — 4z
De igual maneira tem ponto critico fora da regao.

Ey = {(aj,y,z)|x2 +132<a? z= 0}, logo f|g, = 0. Entao V f|g, = (0,0,0)
De maneira semelhante para E3 = {(z,y,2)|z? +y> < a? z =1} temos f|g, = —3 e logo
Vfle, =(0,0,0)

Temos méaximos em Fy e minimos em FEj.

Exercicio 6. Determine os maximos e minimos absolutos de f(z,y) = (1 — 2 — 4y?) restrita
ao conjunto E = {(z,y)|2* +4y* < 1}
Pontos criticos:

Vf(m,y) = (1 - 3'732 - 4y2a —Sxy) = (070)
1-322—4y°=0

—8xy = 0.
Se z = 0 entdo y = +1. Os pontos (0,£3) € E.
Se y = 0 entao x = i\%. Os pontos (i\%,@) ekE.

Pontos criticos na borda: Parametrizamos a elipse ()

(cost,isent). Entao g(t) :
t)) = cost(0) = 0. Portanto, temos que os pontos da borda sao pontos criticos
Y s q p p

Comparacao:

floe =0
1 1 1 2
1 1
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Temos um maximo em (—=,0) e um minimo (——x=,0).

1
V3’

37. Segunda-feira, 9 de novembro de 2015

Agora abordamos o problema de determinar pontos de maximo o minimo relativo interiores de uma
funcao real de varias variaveis reais.

Vimos o teorema de Fermat: se f : D C R"R é uma funcao dada e T é ponto interior, é ponto de
méaximo o minimo relativo e f possui derivadas parciais em T (ndo precisa ser diferenciavel), entdo T é
ponto critico, ou seja, Vf(Z) = 0.

Neste sentido o teorema de Fermat fornece candidatos:

se T é ponto critico interior, pode ser ponto de maximo o minimo relativo; se ele é ponto interior e

além disso nao é critico, certamente nao serd de maximo o minimo relativo.

Analogamente aquilo que acontece em célculo 1, se f possui derivadas segundas, elas podem dar
informagoes para abordar e resolver o problema.

Como? resumindo o problema: temos uma fungao f : D C R™ — R e supomos saber que T ponto
interior de D e também ponto critico de f.

Suponhamos (daqui em diante, sempre serd assim) que f seja de classe C2. Como visto nas aulas
anteriores, o teorema de Schwarz implica que a matriz hessiana de f, em T como em um ponto qualquer
do dominio de f, é simétrica.

A matriz hessiana Hy(z) em um ponto qualquer do dominio é associada a forma quadratica H;(z)v-v,
definida para todo vetor v € R™. Agora precisamos de alguns fatos da élgebra das matrizes.

Seja

M =

an1 . Ann

uma matriz quadrada, simétrica, qualquer, n x n. Dado v = (vy,...,v,) € R™, seja a forma quadrética
associada a M

ail . A1n V1 V1

n
g(v) =Mv-v= . :Zaijvjvi.

ij=1
an1 . Ann Un Un ’

Definigao 86. Dada uma forma quadratica g associada a uma matriz M qualquer, quadrada e simétrica,
dizemos que g é

(1) definida positiva se g(v) > 0, para qualquer v # 0;

(2) definida negativa se g(v) < 0, para qualquer v # 0;

(3) semidefinida positiva se g(v) > 0, para qualquer v;

(4) semidefinida negativa se g(v) < 0, para qualquer v;

(5) indefinida se g(v) > 0 para alguns v e g(w) < 0 para alguns w.

As cinco classes acima podem ser também associadas & matriz M, dizendo que “M é definida postiva
se...”, “M é definida negativa se...”, etc.
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Observe que, de fato, a classe 1 acima estd contida na classe 3, assim como a classe 2 acima esta
contida na classe 4. A matriz nula é semidefinida positiva e negativa ao mesmo tempo (e é a tnica).

Exercicio 267. Considere as matrizes seguintes e diga a qual das classes acima elas pertencem. (Em
geral, se uma matriz ndo é em forma diagonal, ¢ mais complicado resolver o exercicio.)

3 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 -3 0
0 0 V3 0 0 5

2 0 4 0 -1 0
0 0 0 3 0 -1/2 )
Para saber a qual classe pertence uma matriz M, é oportuno usar o conceito de autovalor.

Defini¢ao 87. Um numero real A é dito autovalor de M se existe um vetor nao nulo v tal que
Mv = .

O vetor v se chama autovetor de M, relativo a A.

Exercicio 268. Considere as matrizes diagonais do exercicio anterior. Prove que os autovalores delas
sao os elementos das diagonais principais. Determine os autovetores relativos.

Exercicio 269. Observe que um autovetor nao pode ser nulo. Porque a definigao faz esta escolha? Por
outro lado um autovalor pode ser tranquilamente nulo.

Teorema 88. Seja M uma matriz quadrada, simétrica, qualquer n X n. Entao, M €

(1) definida positiva se e somente se todos os autovalores dela sao positivos;
(2) definida negativa se e somente se todos os autovalores dela sdo negativos;
(3) semidefinida positiva se e somente se todos os autovalores dela sdo > 0;

(4) semidefinida negativa se e somente se todos os autovalores dela sio < 0;
(5) indefinida se e somente possui autovalores positivos e autovalores negativos.

Omitimos, por razoes praticas, a demonstragao (ndo complicada, mas que precisa de resultados auxi-
lidres de algebra linear).

Agora, dada M, como conseguimos determinar o sinal dos seus autovalores? Observe-se que nao precisa
determinar os autovalores, mas somente o sinal deles.
Seja M dada, e A € R um numero real fixado. O ntumero A serd autovalor de M se e somente se a
equagao
Mz = Mz
possui uma solugao nao nula. De fato, tal equagao é um sistema linear de n equagoes em n incognitas.
O sistema é escrito como
a1l — A ai12 . A1n
a1 alg — AL a9n
Mx—Jdx=(M-—-XN)z=

Ap1 ces App — A
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Como sabemos da algebra linear, o sistema acima possui solu¢ao nao nula se e somente se o determi-
nante de M — AI é zero. Portanto, A é autovalor se e somente se

det(M — ) = 0.

Variando A em R, o determinante de M — AT é um polindomio de grau n (a dimensao da matriz) na variavel
A. Tal polinoémio, denotado por P()), se chama polinémio caracteristico de M.

O problema sera determinar o sinal dos autovalores de M. Voltaremos depois a este problema. Con-
cluimos esta parte com um resultado importante da algebra linear que enunciamos sem demonstragao.

Teorema 89. Os autovalores de uma matriz real, quadrada, simétrica, qualquer n X n sao todos reais.

* * * * *

Vamos fazer um rapido resumo da situagao, para melhor entender o problema e todos os ingredientes
que estamos colocando.

Suponhamos ter uma fungdo f : D — R, definida em um subconjunto D de R™. Queremos determinar,
se possivel, os pontos de maximo ou minimo relativo de f. Exatamente como em calculo 1, temos trés
grupos de candidatos:

a) os pontos que nao sao interiores a D (i.e. a fornteira, ou borda),
b) os pontos onde f nao possui gradiente,
c¢) os pontos interiores onde o gradiente se anula (criticos).

O trabalho destas ultimas aulas concerne a busca dos pontos deste tltimo grupo. Saber se os pontos dos
dois primeiros grupo sao de méximo ou minimo relativo de f requer uma investigagao mais "artesanal",
talvez mais dificil, e geralmente nao se submente a um método claro como no terceiro caso.

Em céalculo 1, se f possui derivada segunda, e T é ponto critico interior do dominio de uma g, fungao
de uma variavel, temos um resultado bem conhecido:

e se ¢""(T) > 0, entdo T é ponto de minimo relativo,

e se ¢(T) <0, entdo T ¢é ponto de méaximo relativo,

e se ¢”'(T) = 0, a derivada segunda nao responde e precisa uma investigagio mais refinada (cuidado:
f" (%) = 0 nao significa que T é ponto de inflexdo; pense em g(z) = x* que tem derivada segunda
nula na origem).

Se f & definida em D C R?, queremos fazer algo parecido. Se tiver definida, queremos estudar a matriz
hessiana em um ponto critico interior e obter informagoes sobre a natureza de .

Duas observagoes:

1) suponhamos f de classe C? e nao simplesmente dotada de derivadas segundas. Assim podemos
aplicar o teorema de Schwarz e saber que a matriz hessiana é simétrica. Esta situagao é muito melhor.
Uma matriz hessiana eventualmente nao simétrica pode ser bem complicada. E preferimos evitar estes
€asos;

2) todo o trabalho que estamos desenvolvendo encontra sua justificativa no fato de que é impossivel
ter, em calculo 2, uma resposta rapida que conecte a matriz hessiana com as propriedades de * de ser
ponto de maximo ou minimo relativo. Em outras palavras, iremos determinar condi¢oes andlogas as a),
b) e ¢) escritas acima. Somente que a propria natureza multidimensional do problema requer uma anélise
bem mais elaborada das derivadas segundas.
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Um primeiro resultado importante é o seguinte.

Teorema 90 (condigio necessaria de segunda ordem). Seja dada f : D — R (onde D é um subconjunto
de R™) de classe C?. Seja T um ponto de mdximo ou de minimo relativo de f, interior a D. Temos as
consequéncias sequintes:

i) seT € ponto de minimo relativo, entdo Hy(T) € semidefinida positiva;

ii) se T € ponto de mdzimo relativo, entio H¢(T) é semidefinida negativa.

Demonstragdo. Serd dada do primeiro dos dois casos. O segundo é andlogo. Seja portanto T interior
e de minimo relativo. Consideramos a formula de Taylor de f de segunda ordem centrada em T:

@)~ @) - VI@) ) - @) (-
% EEEE -

Sendo T de minimo relativo e interior, pelo teorema de Fermat ele é ponto critico e a formula de Taylor
de f se torna
1 _ _ _
flz) = f(m) - in(x)(x —Z) (x—7T)

I = 0.
Jim. lz = 7P 0

Consideramo um vetor v de R™ que suponhamos, sem perder em generalidade, de norma 1. Aplicando a
proposicao 58 sobre o limite de uma composi¢ao, temos que o limite acima se mantém nulo ao longo da
reta © = T + tv. Ou seja, sendo |jv|| =1,

S 1)~ @)~ SH @) - (1)
Hm TE =0 )

Lembrando o exercicio 257, temos
Hy@)(t0) - (t0) _
T =H;(@)v-v.
Portanto 0.z
o Hr @) () 1
t—0 2|t]? 2
Unendo este fato com o limite (*) anterior, segue

. T+tv)— f(z) 1 _

Aplicamos agora o fato de que T é ponto de minimo relativo. Isso implica que, se ¢ é suficientemente
pequeno, ha f(T + tv) — f(Z) > 0. Portanto, o limite acima, como ele existe, deve necessariamente ser
nao negativo. Ou seja,

Hi(T)v-v>0.

Se agora w € R™ tem uma norma qualquer, usando o exercicio 257 e o processo acima, aplicado agora

a w/||w||, obtemos
H;(Z)w-w > 0.

E a prova é completa. O

O resultado seguinte é uma consequéncia imediata do teorema anterior e a prova é deixada como
exercicio.

Corolario 91 (condi¢ao de segunda ordem — matriz indefinida). Seja dada f : D — R (onde D é um
subconjunto de R") de classe C?. Seja T um ponto critico de f interior a D.
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Se H;(Z) € indefinida, entdo T ndoé ponto de mdzimo nem de minimo relativo.

Exercicio 270. Prove o coroléario acima.
Exercicio 271. Prove o teorema 90, cuidando de todos os detalhes.

Para que serve uma condi¢ao necessaria como a do teorema 907
Consideramos f(z,y) = 2 + y*. E facil ver que (0,0) ¢é o tinico ponto critico de f e

H(0,0) = ( 3 8 )

A matriz hessiana acima é semidefinida positiva (mas nao definida positiva). Observando diretamente f,
é imediato ver que (0,0) é ponto de minimo absoluto (portanto relativo).

Exercicio 272. Verifique os detalhes.
Seja agora f(z,y) = 22 — y*. Como acima, (0,0) é o tinico ponto critico de f e

H;(0,0) = ( 3 8 )

A matriz hessiana acima é semidefinida positiva. De fato, a poténcia de y é tdo alta que a derivada
segunda nao consegue detectar aquilo que serve para nos. A observacao direta de f, deixando do lado a
matriz hessiana, diz que (0,0) é ponto de sela.

Exercicio 273. Verifique os detalhes.

Em outra palavras, a condicao de H¢(T) ser semidefinida positiva no ponto critico T é compativel com
T ser de minimo relativo ou nao ser nem di minimo nem de méaximo. Dirimir a divida entre as duas
possibilidade é um exercicio para o qual a matriz hessiana ndo serve mais. Aquilo que ela sabe fazer ja
fez. Agora precisa observar a fungéo e tentar outros caminhos (como nos dois exemplos acima, de fato
extremamente simples).

Se f possui matriz hessiana num ponto critico (interior) semidefinida negativa, a condigéo é compativel
com T ser de méximo relativo ou nao ser nem di minimo nem de méaximo.

Exercicio 274. Procure exemplos para esta situagao.

De fato, os dois itens do teorema 90 podem ser enunciados assim:
i-bis) se H;(Z) é semidefinida positiva, entdo Tnaopode ser ponto de maximo relativo;
ii-bis) se Hy(T) é semidefinida negativa, entdo Tnaopode ser ponto de minimo relativo.
(Excluimos, aqui em cima, o caso em que H;(Z) é a matriz nula. Neste caso a matriz hessiana nao da
nenhuma informagao).
Exercicio 275. Excluindo o caso em que Hy(T) é a matriz nula, prove que

i-bis) vale se e somente se vale i) do teorema;
ii-bis) vale se e somente se vale ii) do teorema.

38. Sexta-feira, 13 de novembro de 2015

O teorema seguinte se junta aos resultados anteriores como instrumento que usa as derivadas segundas
para abordar o problema da busca dos pontos de méaximo ou de minimo relativo de uma funcio C?2.
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Teorema 92 (condigdo suficiente de segunda ordem). Seja dada f: D — R (onde D é um subconjunto
de R™) de classe C2%. Seja T um ponto critico de f interior a D. Temos as consequéncias sequintes:

(1) se Hy(T) € definida positiva, entdo T € ponto de minimo relativo;
(2) se Hy(T) € definida negativa, entdo T € ponto de mdzimo relativo.

Demonstragdo. Apresentamos a prova do primeiro caso. O segundo é analogo.
Suponhamos portanto que H(Z) seja definida positiva. Consideramos a formula de Taylor de segunda
ordem de f centrada em T, lembrando que o termo de primeira ordem é nulo, sendo T critico por hipotese:

1
fla) = f@) + 5 H;(@)(z ~7) - (z —T) +7(2)
onde r(x) o resto, ou erro, de segunda ordem verifica o limite

lim r(@)

—— =0.
-7 ||x — T||?

Para provar que T é ponto de minimo relativo basta mostrar que
1
in(f)(x —I)-(z—T)+r(x)>0

em uma oportuna regiao em torno de . Ou que é equivalentemente a provar

1Hi@)(x—7)- (e -7) = r()

— —= >0
2 [l —z|]? [l — ||
quando z é proximo de T e x # T. Seja x # x qualquer e seja v = ﬁ, que é um vetor de norma 1.
*—7
Usando ainda uma vez o exercicio 257, temos
H¢(@)(z—7T)  (x —7) _(x—7) 2x-T _
— = H(T) — — = Hy(T)v - v.
Iz — 72 P ==] o ==l ~ 7

A forma quadrética g(w) = Hy(T)w-w, onde w € R™, é definida positiva por hipotese. Se consideramos
a restricao dela a esfera S = {v € R™ : ||v|| = 1}, ser4 estritamente positiva. S é um conjunto claramente
fechado limitado e fechado em R™ e g é continua (é um polindmio). Portanto, pelo teorema de Weierstrass,
possui méximo e minimo absolutos. Chamo m o minimo de f em S. Tal m sera positivo.

(Exercicio 276. Explique porque é positivo.)

Isso implica que, para todo = # T, ha
1H;(@)(z —7) (x —7T)
2 | — (]2

m
> —.
-2

Usamos agora o fato de que

Pegando um valor de £ menor de m/2, por exemplo m/4, existe, pela definigdo de limite, § > 0 tal que,
se ||z —Z|| <6 ex#7T, temos
ol _m
|z —z|> = 4
Portanto, se ||z — T|| < 0 e © # T, segue
1Hi(Z)(x—7) (x—7) r(z) . m
2 |z -z [z —2[> " 4

> 0.
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Ou seja, f(z) > f(T) para todo x — T de norma menor de §. Isso ¢ a definigdo de ponto de minimo
relativo e a demonstragao é completa. O

Exercicio 277. Faga de novo a demonstragao cuidando dos detalhes e prove também o outro caso.

39. Segunda-feira, 16 de novembro de 2015 e
40. Quarta-feira, 18 de novembro de 2015

Estas duas aulas sao finalmente dedicadas & aplicacao pratica do método apresentado até agora para
determinacao de pontos de maximo e minimo relativo de uma funcao de varias variaveis.

Exercicio 278. Determine os pontos de maximo e minimo relativo de f(z,y) = 2?+y*—2y. E importante
observar que o dominio de f é R? (ndo sendo explicitamente comunicado um dominio diferente), que tém
somente pontos interiores. Além disso, f ¢ um polinémio e portanto ¢ C? (é muito mais, possui derivadas
de qualquer ordem).

Este argumento acima serve para dizer que os pontos de méximo e minimo relativo devem ser procu-
rados entre os pontos criticos de f (que serdo sempre interiores, neste exercicio).

Temos dois pontos criticos, A = (0,0) e B = (1/12,1/6). O leitor faca as contas que aqui estamos
omitindo.

As matrizes hessianas de f em A e B s&o:

H;(0,0) = < _21 _01 ) H(1/12,1/6) = ( _21 _11 >

Queremos agora utilizar o teorema 92, ou o teorema 90 ou o Corolario 91 e portanto precisa saber se
as matrizes acimas sao definidas, semidefinidas ou indefinidas. A resposta a esta pergunta é dada pelo
teorema 88: precisa conhecer o sinal dos autovalores.

Consideramos agora H(0,0). O polinoémio caracteristico dela é P4(\) = A\? — 2\ — 1. Este polinomio
tém as raizes \; = 1 +v/2 e Ay = 1 — /2. Os autovalores sdo de sinal contrario; H{(0,0) é indefinida
(teorema 88, item 5) e portanto (0, 0) é ponto que ndo é nem de maximo nem de minimo relativo (corolario
91). O polinomio caracteristico de H;(1/12,1/6) é Pp(\) = A2 —3X+1, e ele tem raizes A\; = (3+/5)/2
e Ay = (3 —+/5)/2. Como elas sio positivas, (1/12,1/6) & ponto de minimo relativo.

Observagao 93 (método pratico: caso 2 x 2). Um fato importante (entre muitos outros) é que néo
precisa determinar explicitamente os autovalores, basta somente saber o sinal deles. Para este fim a
avaliacao da matriz hessiana e do polindmio caracteristico se torna simplificada.

Imaginamos um problema genérico, onde temos f(x,y) de classe C? e (Z,7) ¢ um ponto critico interior
do dominio. Seja

Pf_ Pf o _ _
L @(l’,y) m(%y)
Hy(z,9) = o f o f

2 2

O polindmio caracteristico de H(Z,7) ¢ P(A) = A\? — (gxé(x, 7))+ g—y];(f, y)) A+ det Hy(Z,7). Es-
crevemos ele com uma notagao simplificada A? + a) + b. Sabemos (é bom nio esquecer) que as raizes
do polinémio sdo todas reais, sendo a matriz simétrica. Os sinais das raizes do polinémio A + a)X + b
dependem dos sinais de a e b. Vamos ver os diferentes casos.
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a >0, b> 0. As solucoes da equacdo A2 + al + b = 0 sdo dadas pela féormula

—a++va? —4b

A:
2

Supondo a positivo, uma solugdo é negativa com certeza. A outra é Ay = . Agora,

—a++va?—4b
2
observe que b é suposto positivo. Portanto,

Va2 —4b < Va2 =a

(nfo precisa colocar |a| acima). Entdo, Ag é também negativa. Resumindo, um polinémio A% +
aX+b que possui raizes reais e tal que a > 0 e b > 0 tém raizes negativas. Continuando a analise,
lembramos que b = det H;(Z,7). Se estamos supondo que tal determinante seja positivo, sendo a

2 2
matriz simétrica, deve necessariamente ser %(E, 7)- g—yJ;(E, 7) > 0. Supondo a > 0 e lembrando
2 2 2 2
que %(f, 7) + g—yJ;(T, Y) = —a, temos que %(f, 7) e g—yg(f, 7) devem satisfazer os sistema
o’f, _ . *f _ _
@(x,y) : w(m,y) >0
0% f 0% f

@(f@) + Tyg(f7y) <0

O sistema anterior implica que as duas derivadas acima sao negativas. Em conclusao, temos um

critério para a analise do ponto (Z,7):
82
se (T,Y) € ponto critico interior, o determinante de H¢(T,7) € positivo e W(T, 7) € negativa
x
2

(ou 8—];@, Y), tanto € de fato a mesma coisa), entio (T,7Y) € ponto de mdximo relativo de f.
Y

a >0, b < 0. Das solucdes de A2 + a4+ b =0,
—a++va?—4b
2 b

—a—+va?—4b
2

A=

uma é certamente negativa, A\; = , exatamente como no caso anterior, e isso

—a+ Va2 —4b
2

Va2 —4b > Va2 = a.

Portanto Ay é agora positiva. Resumindo:

porque estamos supondo a > 0. Sobre A\ = a situacao é agora diversa. Sendo

b<0,ha

se (T,y) € ponto critico interior e o determinante de H(T,7) € negativo, entdo (T,y) ndo €
ponto de mdxrimo nem de minimo relativo de f.

a < 0,b> 0. Este caso é avaliado de um jeito parecido ao caso 1, mas com uma conclusao oposta.
As duas solucoes de A2 4 a) + b = 0 sdo positivas. Ou seja:
2
se (T,y) € ponto critico interior, o determinante de Hy(T,y) € positivo e ﬁ(f’ 7) € positiva
x
32

(ou W(f’ 7), tanto é de fato a mesma coisa), entao (T,7) € ponto de minimo relativo de f.
Y



94

(4) a < 0,b< 0. Este caso ¢ identico ao caso 2. Quando b < 0 o sinal de a ¢ irrelevante. A conclusao
é a mesma do caso 2:

se (T,) € ponto critico interior e o determinante de H(T,7) € negativo, entdo (T,y) ndo €
ponto de mdrimo nem de minimo relativo de f.

Exercicio 279. O leitor faca de novo a demonstragao dos casos 1 e 2 acima, explicando todos os detalhes
e explique também os casos 3 e 4.

Exercicio 280. Determine os pontos de méaximo e minimo relativo, se existem, das funcées seguintes:

flzy) =2 —2°—y

fx,y) = 2y(z —1)

flr,y) =2+ — doy — 2
fley) =2(y+1) — 2%y

f@,y) =z(z +y)ev™™

f(z,y) = cos(z +y) + cos(x — y)

Exercicio 281. Determine os pontos de méximo e minimo relativo de f(z,vy, 2) = 2% +2y>+ 2% +zy — 2.
Como no exercicio acima observamos que os tnicos candidatos possiveis sdo os pontos criticos de f (o
dominio de f ¢ R3 e todos os pontos sdo interiores). O tinico ponto critico é (0,0,0) e

2 1 -1
Hp(0,0,00=| 1 4 0
10 2

Aqui acho necesséario dizer o seguinte: a tentativa de conhecer o sinal dos autovalores da matriz
acima (como de qualquer matriz simétrica 3 X 3) nao se faz como no caso 2 x 2. Ou seja, nao basta fazer
uma avaliagao direta do sinal do determinante e dos termos da diagonal principal. Precisa fazer uma
avaliacdo um pouco diferente, que é tratada na observagao seguinte.

Observagao 94 (método prético: caso 3 x 3). O polinémio caracteristico da matriz acima ¢ —(\* —
8\2 + 18\ — 10). Se pegamos o polinémio com sinal dos coeficientes trocado, A3 — 8\% 4+ 18\ — 10, as
raizes sao obviamente as mesmas.

Consideramos agora um genérico polinémio A*> +al? + b+ ¢ (e suponhamos que tenha s6 raizes reais).
Os sinais das raizes depende dos sinais de a, b, ¢ segundo o esquema seguinte:

(1) As solugdes de A3 + a\? + bA + ¢ = 0 sao todas positivas se e somente se a < 0, b > 0, ¢ < 0.
Ou seja, contando com o fato de que o primeiro coeficiente é 1 > 0, as sao todas positivas se e

somente se tém alternincia dos sinais dos coeficientes (exatamente como nas equagdes de grau
2).

(2) As solugoes de A% + aA? + bX + ¢ = 0 sdo todas negativas se e somente se a > 0, b > 0, ¢ > 0.
Ou seja, contando com o fato de que o primeiro coeficiente é 1 > 0, as sao todas negativas se e
somente se tém manutengao dos sinais dos coeficientes (exatamente como nas equagoes de grau

2).

(3) Temos solugdes seja positivas seja negativas em todas as outras combinagoes dos sinais dos coe-
ficientes (exatamente como nas equagoes de grau 2).
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Vamos ver a demonstracdo do caso 1. Suponhamos que as trés solucoes de A3 +al? + b\ +c = 0 sejam
positivas (ndo necessariamente todas distintas). Chamo elas A1, A2, A3. O polindmio A3 + aA? + bA + ¢
pode ser escrito como (A — A1)(A — A2)(A — A3). Um célculo direto mostra que

a = —M\1 — Ay — A3, e portanto a < 0;
b= XA+ A A3 + A2 A3, e portanto b > 0;
¢ — A A2z e portanto ¢ < 0.

Suponhamos agora que a < 0, b > 0, ¢ < 0. Consideramos a fun¢io polinomial g(A) = A3 +aA?+b\+c.
Observamos primeiramente que g(0) = ¢ < 0. Pegamos agora um qualquer niimero x negativo. Temos
23 <0, a2 <0, br <0ec<0. Portanto, g(x) < 0. Em outras palavras, g nunca se anula se z < 0, ou
seja, as solucoes de A3 + al? 4 b\ + ¢ = 0 sdo positivas.

Voltando ao comego do exercicio, (0,0,0) é ponto de minimo relativo.

Exercicio 282. O leitor faga de novo a demonstragao dos caso 1 acima, explicando todos os detalhes e
prove também os casos 2 e 3.

Exercicio 283. Determine os pontos de méaximo e minimo relativo, se existem, das funcées seguintes:
f(z,y, 2 ):m2+y3+22—xy—xz

z,y, 2, w) = 22 + 2y + 22 + 2w? + yz — 22w

) = aye —a?y?

y) =
z,y) = +y* =3z —y)2
vy) =log(l+2?) — 22 =ay? +9° + 2

f(

( 4 2

(v,y) = zwy?e ® ~¥

(

(z

( —x2—2y2—322

f
f
f
f
f(z,y,2) = wyze

41. Segunda-feira, 23 de novembro de 2015

Em algumas aulas anteriores estudamos problemas de maximo e minimo absolutos em conjuntos lim-
itados e fechados de R™. Se por exemplo o dominio onde investigamos os extremos de uma fungao for
uma trajetéria, uma abordagem classica consiste em parametrizar a trajetoria transformando assim o
problema em um problema em uma variavel.

Algumas vezes tal conjunto se apresenta dado através dos pontos de anulamento de uma outra funcao.
Por exemplo, podemos tentar determinar o maximo e minimo absolutos de f(z,y) restrita ao conjunto
C={(x,y) e R?: 22/4+y?/9 = 1}. C & uma elipse que pode ser facilemente parametrizada. Porém, se
por exemplo o dominio de investigacio do maximo e minimo absolutos for = D{(x,y) € R? : 22+y?—2y =
1}, j& é mas dificil parametrizé-lo (e, em principio, nem fica tao 6bvio se D é uma trajetoria ou nao).

Vamos agora apresentar um método alternativo & parametrizagao do conjunto onde se investigam os
problemas de maximo ou minimo: o método dos multiplicadores de Lagrange.

Este método se apresenta em formas um pouco diferentes dependendo da dimensao do espago onde a
funcao investigada é definida. Vamos primeiramente ver aquilo que acontece em dimensao 2.

Seja f : A — R uma funcio definida em um subconjunto A de R2. Seja g : A — R uma outra
fungao. (Suponhamos por simplicidade que os dominios de f e g coincidam e que A seja aberto em R?)
Suponhamos que f e g sejam C'. Seja C' = {(z,y) € A: g(x,y) = 0}.

Sabemos que C' é um conjunto fechado (em A). Isso porque seu complementar é a unido de C; =
{(z,y) € A: g(z,y) > 0}e C_ = {(z,y) € A: g(x,y) < 0}; e pelo teorema da conservacao do sinal para
fungoes de varias variaveis é facil provar que C e C_ sdo abertos.
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Um teorema importante permite dizer se C' é de fato uma trajetoria: se trata do teorema da fungao
implicita, parte do curso de calculo 3: vamos aqui usar o enunciado deste teorema em uma versao
simplificada:

se Vg(z,y) # (0,0) para todo (z,y) € C, entao C é uma trajetoria regular, ou seja admite uma
parametriz¢io por uma curva ¢(t), definida em um oportuno intervalo I, C* e regular.

Lembre que "regular" significa que ¢’(¢) ndo se anula para nenhum ¢ € I.

Suponhamos agora que (Z,y) seja ponto de méaximo ou de minimo relativo de f restrita a C. Se
fala neste caso de um problema de méaximo ou minimo vinculado (C' é o vinculo). Seja t € I tal que
() = (z,7y). Pelos detalhes do teorema da fungdo implicita (que ndo podem ser analisados aqui) a
parametrizacao ¢ de C pode ser escolhida tal que t seja interior ao seu dominio: neste caso existe um
intervalo (t — §,t + ) contido em I.

Sendo (Z,7) ponto de maximo ou de minimo relativo de f restrita a C, entdo ¢ se torna ponto de
maximo ou de minimo relativo de f o ¢, e, como ¢ ¢ interior a I, pode ser aplicado o teorema de Fermat
de calculo 1, obtendo

(fo o) @) =o.

Sendo f de classe C*, podemos aplicar a regra de derivacao da funcio composta (regra da cadeia):
(foo)(®)=0=Vf(Z.7) &)
Consideramos agora a composi¢ao g o ¢. Pela definicao de C, tal composi¢ao é a fungao nula. Portanto
(go@)(t) =0, Vi eI
g é C' e podemos aplicar a regra da cadeia;

(go9) () =0=Vg(@,7)-¢'(t), Vtel.
Os vetores de R? Vf(Z,7) e Vg(T,7) sao ortogonais ao mesmo vetor ¢'(f) e, sendo ¢'(t) nao nulo, sdo
paralelos. Portanto, existe A € R tal que

Vi@, y)+ AVyg(z,7) = 0.

(Exercicio 284. Porque nao podemos escrever AV f(Z,y) + Vg(Z,7) = 07 Explique o que poderia
acontecer se o vetor tangente ¢'(¢) fosse nulo.)
Acabamos de provar o resultado que vamos enunciar aqui.

Teorema 95 (dos multiplicadores de Lagrange: caso em dimenséo 2). Sejam f,g: A — R duas fungoes
definidas em um subconjunto A de R?, aberto. Suponhamos que f e g sejam C'. Seja C = {(x,y) €
A g(z,y) = 0}. Suponhamos Vg(z,y) # (0,0) para todo (z,y) € C. Suponhamos agora que (T,7) seja
ponto de mdximo ou de minimo relativo de f restrita a C. Entdo, existe A € R tal que

Vi(@,y)+ A\Vyg(z,7) = 0.

Em outras palavras, se (T,y) é ponto de mdzimo ou de minimo relativo de f restrita a C, existe \ tal
que (T, 7, A) € ponto critico da fungdo lagrangiana

L(z,y, A) = f(z,9) + Ag(z,9).

Exercicio 285. Determine os pontos candidatos a serem pontos de maximo ou minimo relativo das
fungoes seguintes relativas aos vinculos escritos ao lado

223 + 3y, 2?2 +y?=1;

x+y, arctg (v —y) = x;
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x? —y, log(a® +y) = y.

Os trés conjuntos acima sao fechados em R2. O leitor explique, sem entrar nos detalhes de calculo
pratico, porque. O leitor verifique quais conjuntos acima sao limitados. Neste caso, o problema admite
méximo e minimo absolutos. Determine tais valores e os pontos onde sao atingidos.

O teorema dos multiplicadores de Lagrange da uma condi¢ao necessaria para um ponto se de méximo
ou minimo relativo vinculado. Neste caso, para determinar se um ponto candidato é de fato de maximo ou
minimo relativo vinculado, precisaria de condi¢oes de segunda ordem, do tipo anédlogo aquelas estudadas
para pontos criticos interiores aos dominios de funcdes C?. Tais condicdes sdo mais complicadas e nio
serao tratadas. O leitor tente, nos exercicios acima, estudar os pontos candidatos.

Exercicio 286. Verifique, usando o teorema da fungdo implicita, se os trés vinculos acima sao de fato
trajetorias. Tente ver se uma parametrizagio é facil a ser encontrada (certamente é no caso 1) e aborde os
exercicios com as duas técnicas (multiplicadores de Lagrange e parametrizacao do vinculo). Os resultados
devem coincidir.

Exercicio 287. Determine com as duas técnicas (multiplicadores de Lagrange e parametriza¢do do
vinculo) o méximo e o minimo absoluto (e os pontos onde sdo atingidos) das fungdes seguintes sobre a
circunferéncia x? + y? = 1.

x + 2y, |z[* + |y[* (a>0), e, e’ +e, aty"

k,n inteiros e positivos.
Exercicio 288. Determine o maximo e o minimo das fungdes seguintes sobre o quadrado [0,1] x [0, 1].

2 —y? + zy, x +y’x — 22y, 2xy — a2 —y?, 2z — 3log(l + x + 3y).

42. Quarta-feira, 25 de novembro de 2015

Exercicio 289. O leitor recontstrua nos detalhes e nas demonstragoes o método dos multiplicadores de
Lagrange visto na aula do dia 23.

Exercicio 290. Determine o méximo e o minimo de f(z,y) = x? + 3y em relagdo ao vinculo C =
{(z,y) € R? : 2?/4+y?/9 = 1}. Use as duas técnicas (multiplicadores de Lagrange e parametrizacao do
vinculo). Verifique todos os detalhes, em particular prove que as condi¢bes que permitem a aplicagao do
método dos multiplicadores de Lagrange sao satisfeitas.

1
Exercicio 291. Determine o maximo e o minimo de f(z,y) = ay + ib ((z —1)? + y?) restrita a circun-

feréncia 22 +y2 = 1.

Suponhamos agora que o problema seja calcular pontos de méximo o minimo relativo o absoluto de
f(z,y, z) restrita a um vinculo que é o conjunto das solugdes de g(x,y,z) = 0. Ou seja, o problema
é colocado em dimensao 3. Podemos aplicar aqui também o método dos multiplicadores de Lagrange.
Vamos ver como e vamos somente dar uma ideia da justificativa. A prova completa requer conceitos de
calculo 3 (estudo das superficies em R?) e ndo pode ser explicada aqui em detalhes. Mas, tal ideia &
muito parecida com o caso bidimensional acima.

Sejam f,g : A — R duas funcdes definidas em um subconjunto A de R3, aberto. Suponhamos que
f e g sejam C'. Seja C = {(z,y) € A: g(x,y,z) = 0}. Suponhamos Vg(z,y,z) # (0,0,0) para todo
(z,y,z) € C. Neste caso, uma versao do teorema da fungao implicita diz que C' é uma superficie regular.
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Em particular, pelo menos localmente, os pontos de C' tém entre eles uma relagao tal que uma variavel é
funcao das duas outras.

Exercicio 292. Pegue por exemplo um elipsdide, um paraboléide ou um hiperboléide (escolha as
equagoes relativas) e mostre como tais superficies podem ser escritas como graficos, pelo menos local-
mente.

Suponhamos agora que (7,7, z) seja ponto de méaximo ou de minimo relativo de f restrita a C. Seja
#(t) uma curva qualquer, C! e regular com imagem em C (existe; ndo entramos aqui em detalhes) e seja
t tal que ¢(t) = (T,¥,Zz), com t interior ao dominio de ¢.

Sendo (Z,7,%z) ponto de maximo ou de minimo relativo de f restrita a C, entdo ¢ se torna ponto de
maximo ou de minimo relativo de f o ¢, e, como t é interior a I, pode ser aplicado o teorema de Fermat
de célculo 1, obtendo

(fod) () =0.

Sendo f de classe C*, podemos aplicar a regra de derivacao da funcio composta (regra da cadeia):
(fod) (@) =0=Vi@57)- 6@
Consideramos agora a composigao g o ¢. Pela definigao de C, tal composigao é a fungao nula. Portanto
(go@)(t) =0, Vit eI
g é C' e podemos aplicar a regra da cadeia;
(goo)(t)=0=Vyg(T,75,2) - ¢'(t), Vtel

Os vetores de R® Vf(7,7,%) e Vg(T,7,Z) sao ortogonais ao mesmo vetor ¢/(f), que é nao nulo. Sendo
tudo este argumento em R3, ndo podemos concluir que Vf(Z,7,%) e Vg(T, 7, Z) sdo paralelos. A situagao
é mais variada. Somente que o processo acima pode ser replicado para qualquer outra curva ¥(t) com
imagem em C. Os dois vetores Vf(Z,7,%Z) e Vg(T,7,Z) se tornam de fato ortogonais a todos os vetores
tangentes & superficie C' em (Z, 7, %), ou seja ao plano tangente em (T, 7,z). Agora sim: sendo V f(Z,7,z)
e Vg(Z,7,z) ortogonais a um plano, eles sdo paralelos. Portanto, existe A € R tal que

Vf(Z,9,%) + AVg(Z,7,Z) = 0.
O teorema seguinte é o analogo do acima em dimensao 3, no caso de 1 vinculo.

Teorema 96 (dos multiplicadores de Lagrange: caso em dimensdo 3 com vinculo tnico). Sejam f,g :
A — R duas funcdes definidas em um subconjunto A de R>, aberto. Suponhamos que f e g sejam C'.
Seja C = {(z,y,2) € A: g(x,y,2z) = 0}. Suponhamos Vyg(z,y,z) # (0,0,0) para todo (z,y,z) € C.
Suponhamos agora que (T,Y,Z) seja ponto de mdximo ou de minimo relativo de f restrita a C. Entao,
existe A € R tal que

Vf(Z,9,Z) + A\Vyg(z,y,%z) = 0.

Como acima, existe A tal que (T,7,Z\) € ponto critico da func¢ao lagrangiana

L(z,y,z,XA) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2).

Exercicio 293. Determine o maximo e o minimo de f(z,y,2) = x +y — v/6 sobre a esfera centrada na
origem de R? com raio 1.

Exercicio 294. Determine as arestas de uma caixa C' com forma de paralelepipedo, sem tampa, tais que
o volume de C seja maximo e a area seja 12.
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43. Sexta-feira, 27 de novembro de 2015

O ultimo caso de problemas de extremos vinculados que abordamos neste curso é o estudo de uma
funcdo de trés variaveis sujeita a dois vinculos.

Assim como no problema da aula anterior, podemos dar somente uma ideia da demonstragao que leva
a construir o método, sendo necessaria para uma demonstracio completa a teoria das superficies em R3.

Queremos calcular pontos de maximo o minimo relativo o absoluto de f(z,y, z) restrita a um vinculo
que é o conjunto das solugoes de um sistema

{ g(x,y,z) =0
h(z,y,z) =0.

Suponhamos f,g,h : A — R definidas em um subconjunto A de R®, aberto. Suponhamos que as
fungoes sejam C'. Seja C' o conjunto das solucdes do sistema anterior. Suponhamos que Vg(z,y, 2) e
Vh(z,y,z) ndo sejam paralelos para todo (z,y,z) € C. Neste caso, uma outra versdo do teorema da
fungao implicita diz que C' é uma trajetoria regular.

Suponhamos agora que (T,7,Z) seja ponto de méximo ou de minimo relativo de f restrita a C. Seja
¢ : I — R?® uma parametrizagao de C e t € I tal que ¢(f) = (T,%,Z). Suponhamos como acima que 7 seja
interior ao seu dominio: neste caso existe um intervalo (f — §, 4 4) contido em I.

Sendo (T,%,z) ponto de maximo ou de minimo relativo de f restrita a C, entdo ¢ se torna ponto de
méximo ou de minimo relativo de f o ¢, e, como ¢ ¢é interior a I, pode ser aplicado o teorema de Fermat
de calculo 1, obtendo

(fod)(®) =0.
Sendo f de classe C'', podemos aplicar a regra de derivagao da funcio composta (regra da cadeia):
(fog)(t)=0=Vf(T,7,2) ¢1)
Consideramos agora a composi¢ao g o ¢. Pela defini¢ao de C, tal composi¢ao é a fun¢ao nula. Portanto
(go@)(t) =0, Vt e I.
g é C' e podemos aplicar a regra da cadeia;
(go¢)'(t) =0=Vg(,7,2)- (1), Vtel.

Os vetores de R? Vf(Z,7,%) e Vg(T,¥,z) sdo ortogonais ao mesmo vetor ¢’(f) que é nao nulo. Diver-
samente do primeiro caso, tratado na aula 41, temos dois vetores de R?® que, mesmo sendo ortogonais

ao mesmo vetor, ndo necessariamente sio paralelos (porque estido em R?). Vamos todavia considerar a
fungao h e a composigao h o ¢. Pela definigao de C, tal composicao é a fungao nula. Portanto

(hoo)(t)=0, Vi e 1.
h & C' e podemos aplicar a regra da cadeia;
(ho@)'(t) =0=Vh(z,7,z) - ¢(t), Vt el

A hipotese que Vy(T,7,%) e VA(T,7,Z) ndo sdo paralelos, permite dizer que eles geram um plano. O
vetor ¢ (t) é ortogonal a este plano e Vf(Z,7,Z) é ortogonal a este vetor. Portanto V f(Z,7,Z) pertence
a este plano.

(Exercicio 295. Onde estamos usando o fato de que ¢’'(t) é nao nulo?)
Resumindo, existem A, u € R tais que

Vf(Z,7,%Z) + A\Vy(T,7,Z) + pVh(z,7,Z) = 0.
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O teorema pode ser enunciado.

Teorema 97 (dos multiplicadores de Lagrange: caso em dimensdo 3 com dois vinculos). Sejam f,g,h :
A = R duas funcoes definidas em um subconjunto A de R3, aberto. Suponhamos que as funcdes sejam
Cl. Seja C = {(x,y,2) € A: g(z,y,2) =0 e g(z,y,2) = 0}. Suponhamos que Vg(x,y,z) e Vh(z,y,z)
nao sejam paralelos para todo (z,y,z) € C. Suponhamos agora que (T,Y,Z) seja ponto de mdximo ou de
minimo relativo de f restrita a C. Entdo, existem A\, € R tais que

VI(Z,9,%) + AVg(T,7,2) + uVh(T,7,%) = 0.
Ou seja, existem A, p tais que (T,9,Z, A\, ) € ponto critico da fungdo lagrangiana

L(z,y,2,A) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(z,y, 2).

Exercicio 296. Determine o maximo e o minimo de f(z,y,2) = + 3y — z no conjunto C' definido pelo

224+9y2—2=0
z = 2x + 4y.

sistema

O problema pode ser abordado seja parametrizando o vinculo, seja usando o método dos multiplicadores
de Lagrange. Tentem os dois métodos verificando se as solugoes coincidem (devem coincidir).

Exercicio 297. Determine o méximo e o minimo das funcées seguintes nos conjuntos definidos ao lado

2 4 9% + 22, r+3y—22=4
322 + 2y + 422, 20 +4y—624+5=0
2?4+ y? + 22, r4+2y+2—-1=0 e 20—y—32—4=0
22 +y? 4+ 22+ 12, r+y—2+2t=2 e 220—-—y+z2+3t=3
222 + 4% + 22, 2?yz =1

Exercicio 298. Queremos construir um objeto A que tem a forma de um cilindro com base circular e
tal que na base superior se apoia um cone circular com o mesmo disco de base. Se a base do cilindro tem
diametro 10 e a superficie total é 100, determine a altura H do cilindro e a altura h do cone tais que o
volume seja maximo.

Exercicio 299. Seja a = (aq,...,a,) um vetor de R™. Determine o maximo do produto escalar a - x
definido para os vetores z € R™ de norma 1.

Exercicio 300. Para os vetores do mesmo conjunto do exercicio acima, determine o maximo e o minimo

50 2272 2
da fungéo z7z5...z5.

Exercicio 301. Determine o ponto (ou os pontos) da trajetoria de equacio x* +y* +3zy = 2 mais longe

da origem e aquele mais préximo.

Exercicio 302. Um trapézio isésceles T' é construido a partir de uma vara de medida 54 cm. Quais sao
as dimensoes dos lados de T se a vara ¢ entortada para obter a base menor e os dois lados obliquos (e
um outro segmento é colocado como base maior)?
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Exercicio 303. Um pentégono é composto por um retangulo com em cima um tridngulo iSosceles

Se o pentagono tem perimetro fixado P, determine as medidas dos lados que produzem a area maxima.

Exercicio 304. Determine um ponto sobre a parabola y = z2 tal que a soma dos quadrados das
distancias dele dos pontos (—3,0), (0,7/2) e (1,0) seja minima.



