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Capitulo 6

Métodos de Integracao

6.1 Meétodo da Substituicao

A ideia deste método consiste em reescrever a expressao do integrando, original de
forma equivalente, através de outra expressao, para que o novo integrando produza
uma nova integral cuja solucao seja conhecida. Em linhas gerais, a técnica consiste
essencialmente numa mudanca de varidvel para que seja possivel escrever de forma
equivalente a expressao original. Este processo é andlogo a regra da cadeia para de-
rivagao. Isto é, sejam f(x) e F(z) duas fungoes tais que F’(x) = f(x). Suponha que
g seja outra funcao derivdvel tal que a imagem de ¢ esteja contida no dominio de F'.

Considera-se a fun¢ao composta F'(g(x)), entao pela regra da cadeia, tem-se

isto é, F(g(x)) é uma primitiva para f(g(x))-¢'(x).

Assim sendo,
[ Hong @dn = Flg@) +e. (4
Fazendo

u=g(x), du=g(r)dr e substituindoem (A)

vem que

[ Ha@ng @i = [ fydu=F)+c.
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Na pratica, deve-se entao definir uma fungdou = g(x) conveniente, de tal forma que a

integral obtida seja mais simples.

6.1.1 Exercicios Resolvidos: Método da Substituicao de Variavel

2x

1+x2dx'

(1) Calcule a integral /

du
2 entao i 2z, ou seja, du = 2xdx, entao
x

2xdx du
= [ —=lInJu|l+c.
1422 U

Solugao. Seja u=1+=x

Como u = 1+ x?; segue que

2
/H%:ln\l—i-xz\—i-c:ln(l—i-xz)—i-c.

(2) Encontre a solugao de / sen’z cos xdx .

~ . . du L .
Solugao. Seja u = senx entao i cosx, isto é, du = cosxzdx , entao
T

w3
/sean cos xdx = /quu = 3 +c.

Como u = senzx segue que,

3

9 sen°x
sen“z cos xdx = 3 +c.

(3) Determine o valor de /COS (x + 8)dx.

~ : - du L -
Solugao. Seja u =z + 8 entdo T 1, isto é, du = dx entao
x

/cos (x +8)dzx = /cosudu = senu + c.
Como u = (x + 8) segue que,

/cos (x + 8)dx = sen(x + 8) + c.

dx
2246z 413"

(4) Calcule /

Solugao. Observe que
2?2 +6+13=2+62+9+4=(x+3)7+4.
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Seja x + 3 =wu entdo du = dzx, assim sendo,

/ dx / dx / du 1act u+
— = — —ar — C.
r2 4+ 62 + 13 (x+3)2+4 2422 2 g2

Como u =z + 3 segue que

dz IS
21 6r+13 20T T

Vo —2
dx
r+1

(5) Determine o valor de

Solugao. Considere, u = V2 —2 = u? = 2 -2 = 2 = u? +2 = dz = 2udu.

\/ﬁ u?du
2udu:2 .
xz+1 u2—|—2 u? +3

Somando-se e subtraindo-se 3 ao numerador, tem-se
/(u2+3—3)du /u2+3 / du
2/ —0u5—— = 2 -3 | —
u? + 3 u? +3 u? 43
= 2| fauna [ <o e
u— u— ——arctg— +c| .
u?+ 3 V3R

Portanto,

Substituindo-se, ©u = v/x — 2, o resultado é dado por,
Vo —2 [ 3 Vo —2 ]
der =2 |vVxr —2— —arct +cl.
x+1 V3 & V3

(6) Calcule / (22° + 22 — 3)" (22 + 1)dx .

Solugao. Escolhendo-se a substituicio u = (22% 4 22 — 3) 6 facil observar que
oo, du
du = (4x + 2)dx = 2(2x + 1)dx  isto é, 5= (2x + 1)dx .

Desta forma, o resultado segue e dada por:

11
11

1 1 1
/(2x2+2$—3)10(2$+1)d1’:2/u10du—2111+C— 22(2:1: +2x—-3) +ec.

1
(7) Determine /(e% +2)3 e*dt .
Solucao. A partir da substituicio u = (e* + 2) obtém-se,

d
du = (2e*)dt  isto 6, 7“ = (e2)dt.
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Portanto,

wle

1 1 1
/(ezt +2)3 (e*)dt = 2/u3du =

DO | —
mm‘ g
+
o)

I
Wl

§(€2t+2)K +c.
2sec? v

8 lcul —_—

(8) Calcule /(a+b)tg:p x

Solugao. Seja u = (a+b)tgz entdo du = (a+ b)sec? zdz.
Como,

2d
4o 2sec? xdzr ,
(a+Db)
segue que;

/ 2sec? x / 1 2
———dx =
(a+b)tgz

J 2 / du
— u = —.
u(a+0b) (a+b)) u
Portanto,
2 2
/ sec” x dr —
(a+b)tgx

1 =
D) n|ul+c

E) In|(a+0b)tgx|+c.
dv
(9) Encontre / m .

Solucao. Efetuando-se a substituicio u = 1+ /v, obtém-se 2du =
Portanto,

&
7
dv 2du du 1 1
Vo(l+ /) u we2u 2(1+ /)
(10) Determine /x4e_m5dt.
Solugio. Seja u = (—z°) entdo, segue que —— = (z*)dx .
Portanto,

/x4e$5d:v = — d—ue“
5

1/“d 1U+ 17I5+
— [ e'du=——€e"+c=——¢ &
) 5
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(In z)?

dz .

(11) Calcule /
dx

Solugao. Considere a substituicao, u =Inx entao du = —.
x

2 3 3
/(lnx) dxz/quuzlé—i-c: (nz) +c.

X

Portanto,

(12) Determine o valor da /8602(5:13 +3)dx .

d
Solugao. Seja u =5x+ 3, entao ?u =dzx.

Portanto,

2ud 1 1 1
/se02(5:r+3)dx:/sec5uu = 5/se02udu: gtgu—i-c: 5tg(5x+3)+c.

x

(13) Calcule / dx .

e2r 416

Solugao. Seja u =¢e* entao du = e"dx.

Portanto,

/ezdx_/du_/du_larctu—i-c—larctez—i-c
16 ) w16 ) w4z a0 ey OOy

14) Calcule 3td + t2dt .
(14) Vv

- : . .d
Solugao. Considere u = 3t + 1 entao du = 6tdt, ou seja, Fu =tdt.

Observe que,
/\/3t4 + t2dt = / VEE(3t2 4+ 1)dt = /t(\/i‘%t2 + 1)dt.

Portanto,

1 1 1 1 2 :
/ﬁduz/u?du:%:(?)tQJrl);Jrc.
6 6 62

Assim sendo,

2
/\/3154 1t = (3 + 1)7 +c.
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(15) Determine /xegIQ dx .

d
Solugao. Seja u = 3z? entdo tem-se, du = 6xdz isto é, Fu =xdr.

d 1 1 1
/xe3’”2dx: 6ue“:6/e“du:66“+c:663x2+c.

Portanto,

(16) Encontre o valor de / (sendx + cos 2m)dzx .

Solugao.

/(sen4:v + cos 2)dx = /sen4xdx + /cos 2rdx = /sen4:rd:1: + cos 2T / dz .

Resolvendo-se a primeira integral, isto é, utilizando-se a substituicao, v = 4z, segue

que du = 4dz. Portanto,

du 1 1
sendzdr = senuz = 1 cosu+c; = —1 cosdx + ¢y .

Por outro lado,

cos27r/dm:xcos27r+02 =x+c.

Assim sendo, escolhendo-se, ¢ = c¢; + co. O resultado é dado por,

1
sendx + cos 2w)dx == —-cosdxr +x +c.
4

COSVT
NG

(17) Calcule /

dx o 6. A dx
——  isto é U= —.
2\/x’ ’ VT

Solugao. Seja u = /z entao du =

Portanto,

/COS xdx:Z/Cosudu:2senu+c:ZSen\/EJrc.
N

Logo,

/ CO\S/Exd:U = 2seny/z + c.
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3dx
2?2 —4r+1°

(18) Calcule /

Solugdo. Seja 22 —4r+1=2a2—dx+ (4—4)+1 = (z — 3)* — 3, segue entdo que,

/ 3dx / dx
- =3 | .
2 —4r+1 (r —2)" -3

Efetuando-se a substituicao v = x — 2, tem-se, du = dzx.

Assim sendo, aplicando-se a tabela de integrais e voltando-se a variavel original, o

Portanto,

resultado é dado por;
3dx
—_— Il — 1
/ 2 —4r+1 shn

(19) Determine o valor de / (™ + %) dx .

u—l—\/g
u—3

(x—2)+V3

(t—2) -3

+c=3In +c.

Solugao. Observe que,
/(e‘m + e_“x)de = / (€297 4- 2™ 1 26_2”)2d1: = /eQamdx + /de + /e_mdzv.

N du .
Efetuando-se a substituicdo, u = 2axr = du = 2adr = o0 dx, segue que, a pri-
a

meira, segunda e terceira integrais, podem ser escritas, respectivamente, como;

1 1
— “ 2 — ““du .
7 e'du, / dr e 9 / e "du

Portanto, o resultado é dado por,

—az\?2 L, L,
axr axr d — axr 2 _ axr .
/(e +e ) da <2ae + 2z 5a¢ ) +c

(20) Determine o valor de /2x2\/ 623 + 1dzx .

Solucao. Considere a substitui¢ao
3 2 du 2
u=06x"4+1= du= 18z dx:>?=21’ dx .
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Portanto,

1 1 1
/2x2\/6x3+1d:£:g/ﬂdu:g/u%lu:

O resultado é dado por

2 .
/2x2\/6x3 Flde = o (62" +1)F + e,

(21) Calcule o valor de /cos:vdx.

3 —senz

Solugao. Efetuando-se a substituigao,

u = senxr = du = cos xdx,

/ CcoS T / du
——dx = .
3 —senx 3—u

v=3—u= dv=—du.

segue que

Mas, substituindo-se

O resultado pode ser escrito como

5 d d
/mdx = / o [T o mpte=— In(3—u)+c = —In(3—senz)+c.
3—senx 3—u v

Portanto,

/Bcoszcdx =In(3 —senz) ' +c.

— Ssenx

arcsen@dg
20W1—62

Solugao. Neste caso, considere a substituicao,

(22) Determine o valor de

u = arcsend = du = die
B CV1I-62
Portanto,
arcsen 6 1 1 u? (arcsen 6)?
—df = - du = - — = )
/2\/1—92 g J MM T e VR
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2 _
(23) Encontre o valor de / Sen = 5Cos L.
cos T

Solugao. Observe o seguinte,

2 _
/ senx 5COS$dx:2/Senxd:1:—5/COSIdsz/Senxdx—S/dx.
cosS T CcoS T CcOS X CcoS T

A solucdo da primeira integral é obtida mediante a substituicio

u = cosx = du = —senxdx, ou seja,
senx du
dr=— [ — =—Inu= —In(cosz).
cos T u

Assim sendo

9 _
/ et 5cosxdx:2/Senxdx—5/dx:—21n(cosx)—5x+c.

cos T cos T
Portanto,
2senx — 5cosx
dr = —2In(cosx) — bz + ¢ = 2In(secz) — 5z + c.
cos T
5d
(24) Determine o valor de / 721: .
xIn® bx

Solugao. Efetuando-se a substituicao,

u:ln5x:>du:3d$:d£7
dx T

1
/5?—5/ / /Qdu—5+c
z1In” 5z 2 In? 5x

/ 5dx 5 N
= — c.
xIn? 5z In5x

(25) Determine o valor de / ; cos z*dx .

tem-se

Portanto,

Solugao. Considere a substituicao,

u:x2:>du:2xdx:>dfzgdx,

L 2dr = @_1 d _1 +
g coszdr = [ cosu—= =~ [ cosudu = - senu+c.

tem-se



Portanto,

2
T 9 senx
— dr = )
/QCOSJJ T 1 +c

(26) Determine o valor de / 56713513 dx .

COS5 ¥

Solucao. Efetuando-se a substituicao,

U =costr = du = —senzdx

tem-se

d 2 5 2
/serzxdx:_/ 7;L:—/u_gduz—u;—%—c:—(COSI)S—I-
COS5 X us £ 2

(27) Calcule o valor de /(x4 - 1)% rida .

Solugao. Considere
4 3 du 3
u=1z"—1=du=4x dx:>Z:xdx,

logo,
Portanto,
/(x4 —1)5 2¥da = E(x4 —1)3 +ec.
(28) Calcule o valor de /\/ 2z — 3dx .
Solucao. Com efeito, seja

u—2x—32>du-2dx:>dzu—dx,

entao

L[ s 1us
2



Portanto,

1
/\/Qx—de:

3(21:—3)% +c.

(29) Determine o valor de /seng% cos 260d6 .

Solugao. Efetuando-se a substituicao,
du
u = sen 20 = du = 2 cos 20df =— — = cos 20d0 ,
tem-se
: L[ 1u2
/sen;29cos 20d0 = 5 /u;du = 5? +c=—(sen20)2 + ¢
2
Portanto,

/3671329 cos 20df = 1 sens 26 +c.
i / dx
dx zlnz )’

A solucao da integral é dada efetuando-se a substituicao

(30) Calcule o valor de

Solugao.

dz
u=Inr= du=—,
segue que,

/ dx B du
rxlnz
Assim,

— =lnu+c=In[nz]+c
u

dfy i
dx xlnz )
Portanto,

I (In[lnz] +¢) .

. (In[lnz] + ¢) = (In[lnz] 4 ¢) = =

1

Inz xlnz’
Deixa-se ao leitor a analise deste problema, no que se refere a primitiva de uma fungao.
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