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exista. Similarmente, f é derivavel a esquerda de a € I sempre que

-t S0 f@)

Az—0— Az

exista.
Resultado Importante.
Diz-se que [ é derivdavel em a quando existem e sao iguais os limites laterais (&

esquerda e a direita) de a. Ou seja, f é derivavel em x = a se, e, somente se,

fila) = f"(a).

4.2 Integral

4.2.1 Primitiva de uma Funcao

Seja f uma funcao definida num intervalo/ diz-se que F' ¢é uma primitiva para a
fungao f dentro do intervalol quando F'(x) = f(x) para todos os valores de

dentro de I.

4.2.2 Integral Indefinida

Chama-se integral indefinida de uma fungao f a fungdo F(x)+ c. Ou seja ,

/f(x) dv = F(x)+c¢ <= F'(z)= f(x).

A existéncia de uma primitiva F para uma funcdo f definida num intervalo I C R

estabelece que f é integravel.

Propriedades

Integral da Soma de Funcgoes e Produto de uma funcao por escalar

Sejam  h(z) = f(x) +g(x) e k € R. Se f e g s@o integraveis, onde F(x)+ C; e

G(z) + Cy sao as primitivas de f e g, respectivamente, entao
/ W) da = / (f(z) + g(x))dr = (F(x) + G(x)) + C1 + Co = (F(x) + G(x)) + C,
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onde, C' = C14C5. Portanto, F(x)+G(x)+C éuma primitiva para h(z) = f(z) + g(x).
Assim sendo, vale
F(x) +Ga) +C = /h(x)dx _ /(f(x) 1 g())de = /f(x)dx + /g(:l:)dx
= Fa2)+Ci+G()+Co = (F(z) + G(z)) + (C1 + Cy) .
Isto é,
Jt@ + g@ydo = [ s@yz+ [ g,
Por outro lado, é facil observar que F(x)+C} é uma primitiva para f(x), assim como
kF(xz)+ kCy é uma primitiva para kf(z). Segue entao

/kff(af)dl’sz(af)+k}01 =k(F(z)+C) =k (/f(x)da:) :k/f(a})dac

Portanto, h e kf sdo integraveis. Este resultado é verdadeiro para um ntmero finito
de funcoes.

Exemplo. Seja a funcdo constante f(x) =k, k € R, entao

/f(x)dw:/kdx:k/dg;:klg_ka

Portanto, a primitiva da fungao constante f(x) =k é a fungdo F(z)=kx+ C.

4.2.3 Regras Elementares: Integrais Imediatas

Fungao Polinomial.

Seja f(x) =a™, com n # —1, entdo

$n+1
de = "dr = .
/f(:c):p /m x n+1+c

xn+1

Ou seja, a fungdo F(z) =

F'(z) = f(x).

- + ¢ é a primitiva de f(z) = 2™, pois, neste caso,

Exemplo. Considere f(x) = 2? entao encontre a integral de f.

Solucgao.

F(z) = /f(x)dx = /defE = l;) +c.

O leitor deve observar que F’'(z) = z2. O que significa que F(z) = 5 te é a

primitiva de  f(z) = 22
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Integral Especial.

Uma integral especial que o leitor terda mais informagdes nas proximas segoes € a se-
guinte:

1 d
se  f(x)=-— entao /lenx+c.
x

1
A primitiva da funcdo f(x) = — é a fungao F(z) =Inz +c.
T

4.3 Derivadas e Integrais de Funcoes Elementares

Exemplo. Encontre a funcao inversa da funcao bijetora

X

flo) = x4+ 2

Depois, determine a derivada e a integral indefinida das funcoes f e f~.

Solugao. Escreve-se inicialmente a fungao da seguinte forma

T
42

Y

agora trocam-se as variaveis x por y e vice versa, isto é,

Finalmente, isola-se y, o resultado é
ry+2)=y = wzy+22r=y = axy—y=—2.

Portanto,

entdo f'(x) =

x
Logo, se f(x) =
go: se (@) = 275 1—2
Para obter a derivada das funcoes f e f~! utiliza-se a regra do quociente. O resultado

é obtido da seguinte forma:

I e R L=
P = 15 = e = P s e - s
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As integrais indefinidas de f e f~!, sao dadas por

x (x4+2-2) r+2 dx
_ _ —2) gy — -
/f(:c)dac /x+2d$ / x+2 da /x+2d$ /x+2
d
= /dx—Q/ i =x—2n|z+2| +c.
x+2

/fl(cr)dx = /12;76xdx:—2/xi1dm:_2/(=73;141rl)dx
- o[ f35e fe]

- —2/d:p—2/ @ omlp—1|+ec

z—1

4.3.1 Funcao Exponencial
Seja a um numero real, @ > 0 e a # 1. Chama-se de fungao exponencial de base
a, a funcao que a cada numero real x associa o numero real a®, ou seja,
f+: R—>R
r — f(x)=a".

O dominio da funcao exponencial ¢ R e a imagem R .

4.3.2 Derivada da Funcao Exponencial

Seja f(x) =a* com a#1 e a>0, entdao
aarJrAw —a* Az

I _ . — x .
fla) = Alirgo Az “ Alggo Ax

ou seja, se f(x) =a” entdo f'(z) = a”lna.

Em particular, se f(z) =e” entdo f'(z) = e”Ilne = ¢”.

4.3.3 Integral Indefinida da Fungao Exponencial

/f(fr)dx—/amdx_liﬂ,

+ ¢ é uma primitiva para f(z) = a®. Em particular,

/e””dx:em—i—c.
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4.3.4 Funcao Logaritmica

Chama-se de funcao logaritmica de base a, coma > 0 e a # 1 a funcido que associa

a cada r € R o nimero real log, z,isto ¢é,

f R =R

xr — f(z) =log, .

O dominio da func¢ao logaritmica ¢ R* e a imagem R.

4.3.5 Derivada da Funcao Logaritmica

1
Se f(z) = log, = entdo a sua derivada é dada por f'(z) = 6 €
x
1
Em particular, se f(z)=In z entao f'(z)= —.
T

4.3.6 Integral Indefinida da Funcao Logaritmica

/ log,xdxr = xlog, v — x log,e + c.

Ou seja, F(x) =z — zlog,e + ¢ é uma primitiva para f(x) = log,x . No caso em que

a base do logaritmo é a = e, tem-se

/lnxdx:xln|x| —x+c.

4.4 Derivadas e Integrais de Funcoes Trigonométricas

4.4.1 Funcao seno

A funcao seno ¢é definida como sendo a funcao f que a cada z € R associa o niimero

real y =senz, isto é,

f:RoR

x — f(x) =senuz.

O dominio da funcéo seno é R e a imagem ¢ o intervalo real [—1,1].
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4.4.2 Funcao Arco Seno

Para obter a funcao inversa da fungao seno considera-se a funcao

f: [_gag] — [_171}

f(z) =senz.

Entao a inversa de f(x) =senz é a func¢ao definida por

7T7[']
272

r — f'(z) =arcsenx.

fﬁlZ [_Ll] — [

4.4.3 Derivada da Fungao Seno

Para encontrar a derivada da fungdo f(z) = senx usa-se a conhecida identidade
trigonométrica
— +
senp — senq = 2sen (p q) COS(Z%).
De fato, aplicando-se a defini¢ao de derivada, tem-se
) iy SCB (x 4+ Az) — senz . 2sen(ZHEI=T) cos(LEATEL)
= lim = lim
o A0 Ax Az—0 Az
i QSen% .
= lim . lim cos(z + —) = cosz,
Az—0 x z—0
pois,
2sen4s senAz
li 2 = i =1
Aoso Az Arso Az

Portanto, se f(z)=senx entao f’'(x) = cosz.

4.4.4 Derivada da Funcao Arco seno

A derivada da funcdo y = arc senx ¢é estabelecido mediante a utilizacao do teorema

sobre a derivada da fungao inversa (4.1). Observe que,

f(z) = y=arcsenr == f'(y) = seny
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logo,
B 1 _ 1
V' )y T (senyy

I
cosy /1 —sen2y V1—az2

Portanto,

1
se f(xz)=arcsenr entao f'(z)=-—r.
V1—2?
4.4.5 Integral da Funcao Seno
Neste caso, se y =senz entao

/senxdx = —cosx+c¢, pois (—cosx+c) =senx.

Uma primitiva de f(z) = senz ¢ a fungao F(z) = —cosz +c.

4.4.6 Integral da Funcao Arco Seno

Se y = arc senz entao

/arc senxdr = xarcsenz + V1 —2x2 + c.

Pois, F(z) = zarc senz + V1 — 224 ¢ é uma primitiva de f(z) = arc senz. Além
disso, ¢ imediato que

dz
————— =arcsenz + c.
V1—2a?
O leitor encontrara alguns exemplos sobre esta fun¢ao no capitulo de exercicios resol-

vidos.

4.4.7 Funcao Cosseno

A funcao cosseno é definida como sendo a func¢ao f que a cada z € R associa o

nimero real f(x) = cosz, isto é,

f: R—=>R

x — f(z) = cosz.
O dominio da funcao cosseno é R e a imagem ¢ o intervalo [—1,1].
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4.4.8 Funcao Arco Cosseno
A inversa da fungao cosseno pode ser obtida da seguinte forma: seja a funcao bijetora
f 0,7] — [-1,1]
f(z) =coszx
entao a inversa de f(z) = cos x é a funcdo definida por

7t [=1,1] — [0,7]

r — f'(z) = arc cos .

4.4.9 Derivada da Funcao Cosseno

Considere f(z) = cosz e a conhecida identidade trigonométrica

B (p+q> <p—q)
cosp — cosq = —2sen 5 .sen — )

A derivada da fungao cosseno pode ser obtida da seguinte forma:

. flz+Az) — f(x) . cos(z + Ax) —cosx
’ _ _
Fly = = Ay =4, A

(255%) on (=£82=2)

2 A Ax/2 1
= lim (-2 Senu Ll M = —2.senx.—.1 = —senx.
Az—0 2 Az—0 2735 2
Portanto,
se f(r)=cosx entao f'(z)= —senx.

4.4.10 Derivada da Funcao Arco Cosseno

A derivada da fungao f(z) = arc cosz é estabelecido mediante a utilizagdo do teorema

sobre a derivada da funcao inversa (4.1). Observe que,

f(r) = y=arccosz =z = f'(y) =cosy

116



logo,

seny V/1—cos?y V1 —a2?

Portanto,

-1

V1—a2

se f(z)=arccosz entao f'(r)=

4.4.11 Integral da Funcao Cosseno

Neste caso, se f(z) = cosx entao
/ cos xdx = senx + c.

Pois, F(z) =senx + ¢ é uma primitiva para a fungao f(z) = cosz.

4.4.12 Integral da Fungao Arco Cosseno

Se f(x) = arc cosz entao
/ arc cos rdr = rarccosx — V1—a% + c.
Além disso, é facil observar que
dx
———— = -arc cosx + c.
V1—2a?
O leitor encontrara alguns exercicios resolvidos sobre esta fun¢ao nos capitulos sobre

derivadas e integrais.

4.4.13 Funcgoes Tangente

A funcao tangente

¢ definida para todos os numeros x € R tais que cosz # 0. Ou seja, o dominio da

funcdo tangente ¢ dada por D = {z € R| wx# § +km, k € Z}.
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4.4.14 Funcgao Arco Tangente

Considere a fungao bijetora

r-550 —R

f(z) =tgw.

A inversa de f(z) =tgx é a fungao definida por

o =

r — ['(z)=arc tgz.

4.4.15 Derivada da Funcao Tangente

A derivada da fungao tangente é obtida utilizando-se a regra do quociente para deri-

vadas. O resultado é dado por

flz) = tgz = sen x — )= cosx.cosx — senz.(-senx) _ 1

cos T cos? x cos?x’

Portanto,

se f(r)=tgx  entdao  f'(z)=sec’z.

4.4.16 Derivada da Funcao Arco Tangente

A derivada desta fungao ¢é obtida utilizando-se o resultado (4.1), isto é,

1

se f(x) = arc tgx entao f'(z) = et
T

4.4.17 Integral da Fungcao Tangente

/tgxd:c = In|secz| + c.

Este resultado sera melhor detalhado nos exercicios resolvidos, a seguir .
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4.4.18 Integral da Funcao Arco Tangente

1
/arc tgrdr = xarc tgx —§ID(1+$2) + c.

1
Ou seja, F(x) = varc tgax — 3 In (1 + %) + ¢ é uma primitiva para f(z) = arc tgz.

E imediato que

dx
211 =arctgzx + c.

4.4.19 Funcao Cotangente

A funcao cotangente é definida por

COST

cotgxr =
sen x

para todos os numeros x € R tais que senx # 0. Ou seja, o dominio da fungao

cotangente é D ={zx € R| x#knr, k€ Z}.

4.4.20 Fungao Arco Cotangente
Considere a fungao bijetora
f: 10,7 — [-1,1]
f(x) = cotgzx.
A inversa de f(z) é a funcao definida por
7t =11 —]0, 7

x — f'(z) = arc cotg x.

4.4.21 Derivada da Funcao Cotangente

O uso da regra do quociente para derivadas permite a seguinte conclusao:

se  f(r)=cotgx entdo f'(r)= —cosec’w.

4.4.22 Derivada da Fungao Arco Cotangente

A utilizacao da identidade (4.1) permite escrever que

1

se f(z) = arc cotgz  entao f’(x) = —m.
T
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4.4.23 Integral da Fungcao Cotangente
/cotgxdx = In|senz| + c.
4.4.24 Integral da Funcao Arco Cotangente

1
/arc cotgrdr = xarc cotgr + §ln(1+2x2)+c.

E imediato também que

dr ‘
w2+1——arccogx+c.

4.4.25 Funcgao Secante

Define-se a fungao secante como sendo

1
COS T

f(z) =secx =

onde o dominio desta funcao é o mesmo da tangente definido acima.

4.4.26 Fungao Arco Secante

f J=eo, 1 U L,+o0] —Jo,x= {3}
x — fYx) = arc sec .

4.4.27 Derivada da Fungao Secante

O uso da regra do quociente para derivadas resulta no seguinte:
se f(x) =secx entao f'(z) = secxtg .
4.4.28 Derivada da Funcao Arco Secante
Se  f(x)=arcsecr  entao  f'(z)= —fie—e |z| > 1.
|z|va? —1
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4.4.29 Integral da Funcao Secante

/Secmdx = In|[secz + tgz| + c.

Observe
/ dz .
——— —arcsecr + c.
|z[va? —1

4.4.30 Integral da Funcao Arco Secante

E deixada como exercicio a obtencao da integral da fungao arco secante.

4.4.31 Funcao Co-secante

Define-se fungao Co-secante por
folgmlulnF[ —]-o00, =1 U1, +oof

x — f(x) = cosecz.

4.4.32 Fungao Arco Co-secante

A inversa da funcao arco co-secante é definida por

f': ]—o00, -1 U1, 400 —> ]g,ﬂ'[ U }71’,3;{
x — f~ ) = arc cosecx

4.4.33 Derivada da Funcao Co-secante

Se f(x) = cosecx entao f'(x) = —cosec x cotg .

4.4.34 Derivada da Funcao Arco Co-secante

Se  f(z)=arccosecx  entdo  f(z)= ——n |z| > 1.
|x|va? —1
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4.4.35 Integral da Funcao Co-secante

/cosec:z;dac = In|co secx — cotgx| + c.

E f4cil concluir que

= —arc coseczr + c.

/ dx
|z|va? —1
4.4.36 Integral da Fungcao Arco Co-secante

E deixada como exercicio a obtengao da integral da fungao arco co-secante.
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4.4.37 Tabela de Derivadas

Funcao Derivada
y= y =0
y=u y' =1
y:ku y/:k‘u/

=u+v y =u +
Y= u.v y =u.v+ur
u u v —ud
Y= » Y= 2
y=u" acQ* y = au*
y=a* a>0a#1 Yy =a"Inav
y — eu y/ — 6u.u/
y=log,u a>0 y’:%logae
y=Inu a>0 y’:%
y=u" u>0 Yy = vt +vul lnu
Yy = senu y =u'.cosu
Y = cosu y = —u'senu
y=tgu y' = u'sec’u
y = cotgu y' = —u'cosec®* u
Yy = secu y =u'tgu.secu
Yy = cosecu Yy = —u'cotgu.cosecu
/ u/
= arcsenu = —
Y Y \/1—IU2
u
= arc cos u =
Y Y \/1—/u2
u
=arctgu = —
Y J YTl
t / v
= arccotgu =—
Y g /y 1+ u?
u
= arcsecu = |u|>1
Y V= a1 Jul
u/
= arccosecu = u|>1
y V= VT |ul

onde u e v sao duas funcoes de = e £ uma constante.
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4.4.38 Tabela de Integrais

Funcao Integral
y==k [ kdx = ka +c
y=ku k:fudu:k‘“;—i-c

ua—l—l
=u® u'du = +c a# -1
Y / a+1 7
1 du
y=- — =lnu+c
u u
y=a* a*du = a—Jrc
Ina
y=e" [etdu=e"+c
y = senu [ senudu = —cosu+c
Y = COS U [ cosudu = senu + ¢
=tgu [tgudu = —In|cosu| + ¢
y = cotgu [ cotgudu =In|senu| + ¢
= sec®u [ sec?udu =tgu + ¢
y = cosec’ u [ cosec® udu = —cotgu + ¢
y = secutgu fsecutgudu:secu—i—c
Y = cosecu cotgu fcosecucotgudu = —cosecu + ¢
1 du N
= — ——— =arcsenu+c
Y V 11— u? V1 —du2
u
y:u2+1 /u2+1:a7’ctgu+c
1 du N
= ———— =arcsecu+c
Y uvu? —1 uvu? — 1
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