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Ha uma tradicdo de obras de divulgacdo de matematica, como as de
Malba Tahan, Martin Gardner e Ian Stewart, que passeiam por diferentes
temas do mar da matematica, mergulhando em cada um deles, exploran-
do-os e retornando a superficie, para prosseguir cruzeiro. Esta rica obra
dos dois Ricardos faz esse tipo de exploragdao, guiados pelo tema dos
signos matematicos, suas regras de uso, seus sentidos e como podem
mediar a representacdo da realidade. O livro trata da filosofia da mate-
matica e do papel da notacdo matematica. Qual é a relevancia da notagao
matematica? Sera que ela é dispensavel, sendo a matematica uma ativi-
dade essencialmente mental que usa a notacdo apenas como um auxilio
mnemonico? Ou, pelo contrario, serd que na notacao esta contida toda a
matematica? Os autores adotam uma posigdo intermediaria, de que a no-
tacao nao desempenha um mero papel auxiliar, mas que de certa forma
“fabrica nossa vida psiquica”. Varios exemplos sdo dados de como uma
escolha de notagdo ou formalismo pode sugerir novas questdes, como a
ideia de uma derivada de ordem fracionaria, que segue naturalmente da
notagdo continental do calculo, ou as escolhas diagramaticas feitas por Ri-
chard Feynman em sua eletrodindmica quantica, exploradas didaticamen-
te em um apéndice. Os autores também exploram a extensdo ou aumento
de um dominio matematico, como ocorre com a definicdo dos nimeros
complexos ou do calculo tensorial. Apresentam uma concepgdo da mate-
matica como explicitagdo de estruturas, e discutem como, as vezes, a ci-
éncia vislumbra estruturas matematicas na realidade observavel ou
mesmo projeta semelhantes estruturas “por detras” das aparéncias.
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Prefacio

Osvaldo Pessoa Jr.

Ha uma tradicdo de obras de divulgacdo de matematica, como as de
Malba Tahan, Martin Gardner e [an Stewart, que passeiam por diferentes
temas do mar da matematica, mergulhando em cada um deles,
explorando-os e retornando a superficie, para prosseguir cruzeiro. Esta
rica obra dos dois Ricardos faz esse tipo de exploracio, guiados pelo tema
dos signos matematicos, suas regras de uso, seus sentidos e como podem
mediar a representacdo da realidade.

O livro trata da filosofia da matematica e do papel da notagao
matematica. Qual é a relevancia da notacdo matemética? Sera que ela é
dispensavel, sendo a matematica uma atividade essencialmente mental
que usa a notacdo apenas como um auxilio mnemdénico? Ou, pelo
contrario, sera que na notagao esta contida toda a matematica? Os autores
adotam uma posicdo intermediaria, de que a notacdo ndo desempenha um
mero papel auxiliar, mas que de certa forma “fabrica nossa vida psiquica”.

Varios exemplos sdo dados de como uma escolha de notagdo ou
formalismo pode sugerir novas questdes, como a ideia de uma derivada de
ordem fracionéria, que segue naturalmente da notacdo continental do
calculo, ou as escolhas diagramaéticas feitas por Richard Feynman em sua
eletrodinamica quantica, exploradas didaticamente em um apéndice.

Os autores também exploram a extensdo ou aumento de um dominio
matematico, como ocorre com a definicio dos nimeros complexos ou do
calculo tensorial. Apresentam uma concep¢dao da matemética como

explicitagdo de estruturas, e discutem como, as vezes, a ciéncia vislumbra
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estruturas matematicas na realidade observavel ou mesmo projeta
semelhantes estruturas “por detras” das aparéncias.

Além do apéndice sobre os diagramas de Feynman, hd um segundo
apéndice que discute criticamente a concepgdo do fildsofo francés Gilles-
Gaston Granger sobre a matematica, criticando especialmente sua nogao
de “conteido formal”. Por fim, um terceiro apéndice explora
heuristicamente problemas matematicos da Antiguidade com o auxilio de
um software de matematica dindmica.

Em suma, o texto faz uma interessante jornada por diferentes formas
de notagdo matematica salientando o papel ativo que tais simbologias tém
para o sucesso do empreendimento matematico. Ele combina de maneira
elegante a filosofia da matematica com a histéria da matematica, e é de

interesse também para a area de educagdo matematica.

Universidade de Sao Paulo



Introducao

1.1 O fascinio pelos niimeros

Os simbolos que ele encontrou devem soar em seu louvor,
A conduzi-lo por caminhos inimaginéveis,

A novas conquistas em mundos sequer criados - J. C. Maxwell (Cajori, p. 1,

1923).

A filosofia encontra-se escrita neste grande livro que continuamente se abre
perante nossos olhos (isto é, o universo), que nao se pode compreender antes
de entender a lingua e conhecer os caracteres com os quais esta escrito. Ele
estd escrito em lingua matematica, os caracteres sao tridngulos,
circunferéncias e outras figuras geométricas, sem cujos meios é impossivel
entender humanamente as palavras; sem eles, vagamos perdidos dentro de

um obscuro labirinto - Galileu (p. 119, 1983).

O fascinio pelos niimeros é algo bastante antigo e que nao se restringe
a uma cultura ou periodo histérico especifico. Atribui-se’, por exemplo, a
seguinte citacdo a Santo Agostinho: “Os nimeros sdo a linguagem
universal oferecida pela deidade aos homens como confirmagido da
verdade”. Leibniz também foi um entusiasta do pensamento simbdlico, o

que fica claro em sua Characteristca Universalis (General Characteristic):

Os homens foram convencidos, desde Pitagoras, de que os mais profundos
mistérios estdo escondidos nos numeros. E possivel que Pitdgoras tenha
trazido essa opinido, como muitos outros do oriente e da Grécia. Mas, devido

ao desconhecimento da razdo do mistério, muitas mentes inquisitivas cairam

Nao  conseguimos  checar a  autenticidade da  citagdo, a qual retiramos  de:
https://en.wikipedia.org/wiki/Numerology
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em futilidades e supersticdes, das quais surgiu um tipo popular de Cabala

(Leibniz, p. 221, 1989).

No contexto da filosofia grega, os pitagéricos ndo viam nos niimeros
apenas um caminho para o conhecimento do mundo, mas a sua prépria
estrutura, dai a célebre citacdo “tudo é nimero”. Platdo, por sua vez,
atribuia aos niimeros uma existéncia independente da realidade fisica e,
claro, das mentes e cérebros dos seres humanos. O platonismo e as suas
vertentes realistas sempre exerceram uma enorme atracio em grande
parte das pessoas desde a sua criagdo pelo sabio grego, e a sua influéncia
ndo se restringe a matematicos, fisicos e cientistas profissionais, mas se
estende a toda sociedade. Nao é pequena a lista de grandes pensadores que
eram realistas em um sentido ou outro, dentre os quais, destacamos Frege,
Godel® e Penrose - tendo este tGltimo uma orientagdo exageradamente
platonista. Leibniz, entretanto, ndo era um seguidor de Platdo, mas um
racionalista convicto e grande admirador de Aristoteles. Em suas
Meditagoes sobre conhecimento, verdade e ideias, ele faz as seguintes

observacoes sobre o conhecimento simbdlico:

No entanto, especialmente em uma andlise mais ampla, nés nao intuimos a
natureza inteira das coisas de uma s6 vez, mas usamos signos em vez de coisas,
embora, nds usualmente omitimos a explicacdo destes signos em nosso
pensamento presente por uma questao de economia, sabendo ou acreditando
que a possuimos. Assim, quando penso em um quilibégono, um poligono de mil
lados iguais, eu nao considero sempre a natureza de um lado, ou da igualdade
ou do milhar (ou o cubo de dez), mas uso estas palavras cujos significados

parecem de modo obscuro e imperfeito a mente no lugar das ideias que tenho

? Godel expde de maneira clara o seu platonismo em um artigo sobre a hipétese do continuo de Cantor (Gédel, 2006).
Para uma anélise do platonismo de Godel e da disputa Nominalismo X Platonismo, recomendamos o capitulo quinto
do livro de Chihara (2004), A structural account of mathematics; sobre Penrose, 0 matematico inglés expora as suas
convicgoes platonistas no primeiro capitulo The road do reality (Penrose, pp. 9-22, 2004). Finalmente, concernente
a defesa do realismo, o melhor trabalho que conhecemos é Logical forms de Chateautbriand (2001 & 2005).
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delas, porque me lembro de que conhego o significado das palavras, mesmo
que a sua interpretacdo nao seja necessaria para o presente juizo. Costumo
chamar tal tipo de pensamento de cego ou simbdlico; nds o usamos na algebra,
aritmética e em quase toda parte. Quando um conceito é muito complexo, nés
certamente ndo podemos pensa-lo simultaneamente através de todos os

conceitos que o compdem (Leibniz, p. 292, 1989).

Vemos aqui que Leibniz tinha uma ideia clara da necessidade da
utilizacdo de simbolos para representar conceitos mais complexos através
de outros conceitos mais simples. Leibniz foi, além de um matematico e
filésofo brilhante, criador de notagdes e um grande entusiasta da
matematica e da légica a ponto de imaginar uma Characteristica
Universalis, uma linguagem conceitual universal, ou nas palavras de
Bertrand Russell (p. 169, 1949), uma Matematica Universal, i.e., em
esséncia, uma linguagem universal dotada de um sistema de célculo, um
Calculus ratiocinator3. Ora, a constituicdo de uma linguagem matematica
requer, necessariamente, a utilizacdo de signos e, apesar de sua escolha
ser arbitraria, ela pode contribuir para o seu desenvolvimento ou para a
sua estagnacao, um fato que ficara claro na segao referente as notacoes de
Leibniz e de Newton.

Retornando a Russell, ele nos diz o seguinte sobre Leibniz: “Ele
parece ter pensado que o método simbdlico, no qual as regras formais

evitam a necessidade do pensamento, poderiam produzir o mesmo

3 Leibniz ndo chegou a desenvolver uma logica algébrica como o fez Boole, i.e., “(...) a Gnica &lgebra que Leibniz
desenvolveu pode ser chamada de tentativas de um ‘célculo 16gico’ lidando com as relagdes de igualdade e inclusao,
e o ‘cAlculo geométrico’ lidando com o estudo direto de figuras e relagdes espaciais (Jourdain, p. 518, 1916)”. Além
disso, o filosofo alemao estava preso a operacao de multiplicagao légica, sendo que seria necessario acrescentar outras
operagdes como a de negacio e a de soma ldgica, algo que encontraremos em Boole e nos tratados modernos de
l6gica algébrica. Curiosamente, o titulo de um texto classico de Boole de 1854 envolve o termo “Leis do pensamento”,
ou melhor, Uma Investigacao das leis do pensamento nas quais sdo definidas as teorias mateméticas da légica e
probabilidade. Porém, foi em sua Andlise matematica da légica (The mathematical analysis of logic) escrita em 1847,
que Boole estabeleceu a base para o tratamento algébrico da logica. A respeito da logica algébrica, recomendamos
(Halmos, 1956). Observe que a primeira apresentacdo axiomatica da logica se deveu a Frege em seu classico
Begriffsschrift. Entretanto, além de Frege, quem mais se aproximou de algo similar a uma Lingua Characteristica foi
Russell em seu monumental Principia Mathematica escrito com Whitehead.
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resultado fecundo que produziu nas ciéncias de nimero e quantidade”
(Idem, Ibidem). E a respeito da linguagem universal com o célculo do
pensamento, Russell nos brinda também com a seguinte citagdo do

pensador aleméo:

Se nds a tivéssemos, seriamos capazes de raciocinar na metafisica e na moral
do mesmo modo que na geometria e na andlise (...). Se controvérsias
surgissem, ndo haveria mais necessidade de disputa entre dois filésofos do que
entre dois contadores. Para isso, seria suficiente pegar os seus lapis em suas
maos, sentar-se a lousa e dizer um ao outro (com um amigo de testemunha,

se preferissem): deixe que calculemos (Idem, pp. 169-170).

Leibniz imaginou* possivel a elaboracdo de um inventario de todas as
verdades universais basicas conhecidas pelos homens, mais precisamente,
um inventario do conhecimento humano, cujos conceitos primitivos
seriam representados por signos de uma linguagem universal. Através de
um célculo do raciocinio - uma algebra da logica - estes simbolos seriam
combinados - ver On the General Characteristics (Leibniz, 1989) & (Davis,
Chap.1&9, 2000). Vemos aqui o grande entusiasmo de Leibniz com a
matematica e a logica e, em esséncia, como a sua filosofia foi fortemente

influenciada por ela>.
1.2 Objetivos, linguagem e reflexao filosoéfica

Grande parte da histéria do desenvolvimento simbdlico da

matematica envolveu o modo que cada povo usou para denotar os

4 Leibniz também aprimorou a calculadora La Pascaline, invencao de Blaise Pascal. Nao apenas Leibniz e Pascal, mas
“Todos os homens, por natureza, desejam conhecer” - diria Aristoteles em sua Metafisica (Hankinson, p. 155, 2009). A
busca pela compreensao do universo e os seus mecanismos é algo que faz parte da nossa natureza humana, sendo que o
primeiro dispositivo de computagdo de que se tem noticia é a Maquina de Anticitera encontrada no fundo mar na Grécia
e datada de 80 a. C. Recomendamos, a respeito da Maquina de Anticitera, o excelente texto de Alexander Jones (2017).

5 “A minha metafisica é totalmente matematica” foi o que Leibniz disse a L’'Hospital em uma carta de Dezembro de
1694 - (Jourdain, p. 504, 1916). Ver também The Influence of Mathematics on the Philosophy of Leibniz (Moorman,
PP- 131-140, 1944). Descartes foi outro pensador amplamente influenciado pela matemética na elaboragdo de sua
filosofia (Moorman, pp. 296-307, 1943), todavia, ndo no mesmo sentido de Leibniz, cuja énfase era dada a logica.
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numerais e as suas relagoes conhecidas. Nao temos daividas ao afirmar que
Cajori (1993) elaborou o trabalho mais detalhado e completo a respeito
desse tema fascinante. No volume primeiro de seu livro A history of
mathematical notations, os setenta e trés primeiros paragrafos sdo
dedicados a analise dos simbolos que intimeras culturas e povos utilizaram
para os numerais, dentre eles, os egipcios, sumérios, babilonios, chineses,
peruanos, hebreus, gregos, romanos, maias, astecas, etc. Apesar da
enorme importancia do tema, qualquer discussdo detalhada a seu respeito
estaria completamente fora dos nossos propoésitos. Entretanto, é
importante ter em mente que, das notagdes simbdlicas rudimentares para
as relagoes aritméticas basicas ao surgimento da algebra moderna, houve
uma evolucdo espantosa rumo a abstracdo cada vez maior (Idem, §100-
198). Ora, do grande matematico Diofanto, cuja notacdo simbolica era
sincopada e destituida de qualquer dinamica (Idem, §101-103), passando
pelas inimeras fontes arabes e hindus (Idem, §74-98) e pelos avangos
notacionais de Iordanus Nemorarius e Leonardo de Pisa (Idem, §122),
chegamos a famosa escola italiana de algebristas (Rafael Bombelli,
Girolamo Cardano, etc.) e aos grandes mateméticos franceses Frangois
Viete e Descartes. Sem davida, um longo perfodo® histérico em que
consideraveis avancos foram obtidos no sistema matemético de notacoes,
além de um notavel enriquecimento da linguagem matemaética, a qual nem
sempre foi muito bem vista por l6gicos e matemaéticos como Brouwer, (...)
que ndo tinha simpatia pela linguagem e também a via como uma
vestimenta para o pensamento - uma vestimenta feia e de caimento ruim

(Chateaubriand, p. 15, 2007).

6 Citemos, também, os importantes trabalhos de Luca Pacioli, Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita de 1494, uma obra de grande influéncia e que serviu como referéncia para a posteridade (Cajori,
§134-138, 1993) e William Oughtred que introduziu mais de cem signos notacionais, em geral, apropriados de outros
autores que contribuiram para o enriquecimento da linguagem da matemética (Idem, §180).
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Quanto a Brouwer’, é mais do que evidente que nao flertamos com
as suas posicoes filosoficas, apesar do intuicionismo em sua forma
moderna, algo que Brouwer rejeitaria, nos brindar com uma linguagem
légica e matemaética relevante e dotada de uma roupagem interessante.
Para o matemaético e filésofo holandés, ndo havia uma tinica verdade que
a logica produzisse num contexto simbdlico-linguistico que ndo pudesse
ser alcancada de outra maneira (e.g., de modo intuitivo). Entdo, se
transferirmos este pensamento para o nosso caso das notagoes
matematicas, poder-se-ia pensar que elas sdo dispensaveis? Conforme ja
foi dito, sustentaremos a indispensabilidade da notacdo simbdlica para a
pratica matematica, o que nédo deve ser confundido com afirmacdes do
tipo: ndo existe uma descoberta feita através de um raciocinio simbélico
que ndo possa ser feita de algum outro modo. Por outro modo, entendemos
um insight ou intuicdo, analogia, processo computacional, etc. A primeira
vista, pode parecer que a importancia dada a sintaxe soe como um
desprezo por qualquer outro aspecto filoséfico da légica e da matematica,
porém, tal interpretacio seria completamente enganosa, como ficara claro
a seguir.

O modo que a descoberta matematica é feita, como as provas sao
articuladas e validadas e, mais fortemente, como a matematica e a
realidade empirica se relacionam sdo temas que envolvem aspectos
intrinsecamente epistemoldgicos e ontolégicos para os quais acreditamos
nao haver substitutos linguisticos ou sintéticos. Considere o caso de uma

demonstracio® matematica. Sundholm (p. 54, 1993), por exemplo, elenca

7 No ambito da filosofia da matematica, a nossa orientacao é estruturalista. Entretanto, dado que néo discutiremos
em profundidade o tema, deixaremos as seguintes referéncias ligadas a algumas correntes estruturalistas que nos
influenciaram: (da Silva, 2017), (Chihara, 2004) e (Shapiro, 1997). Recomendamos também a anélise de Hellman
(2001) em Three Varieties of Mathematical Structuralism.

8 Recomendamos também o apéndice final deste trabalho para uma andlise da resolugio de problemas através de
procedimentos computacionais.
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doze teses a respeito do conceito de prova matematica, o que deixa
explicita a necessidade de uma reflexdo filoséfica a respeito do tema.
Tomemos também, a titulo de ilustragdo, a seguinte afirmacdo de

Chateaubriand (p. 23, 2001) a respeito de um artigo de Martin-Loff (1987):

Martin-Lof, que também toma a ldgica intuicionista como basica, conclui que
anocio de validade de uma prova, corregio de uma prova, deve ser uma nogao
absoluta (transcendental). Enquanto légica do conhecimento, no seu sentido,
a légica intuicionista seria uma teoria ontolégica da prova. Na minha visao,
qualquer desenvolvimento das nogdes de prova e deducdo deve ter um forte
componente ontoldgico, mas eu vejo isso em termos de uma teoria classica
realista da verdade. Assim, eu enfatizo a légica classica ao invés da légica

intuicionista.

Ora, ndo hé consenso a respeito do que é uma prova matematica e
seria, no minimo enganoso, eliminar a andlise filos6fica desse conceito em
detrimento de caracterizacbes sintéticas, como se faz na logica de primeira
ordem. Neste caso, estariamos apenas nos referindo ao conceito de
deducdo de uma sentenca ¢ a partir de um conjunto finito de sentencas ¢,
..o, (Enderton, p. 103, 1972). Claro que ha inimeros tipos especificos de
provas matematicas, e.g., prova por inducéo, reducdo ao absurdo, provas
construtivas, todavia, a investigagao filosofica do conceito nao se rende a
enumeragao de alguns exemplos elementares, assim como é impossivel,
ou melhor, absurdo, tentar eliminar a metafisica através da analise l6gica
da linguagem, como Carnap’ (1966) pensou. Fagamos algumas
consideragoes finais a respeito de légica e linguagem.

O comeco do século XX teve trés grandes escolas de filosofia da

matematica, o intuicionismo (Brouwer, Heyting, etc), o logicismo de Frege

9 0 século XX foi uma fonte riquissima de pensadores que se opuseram a metafisica de uma maneira, ou de outra,
com os seus dogmas, idiossincrasias e maximas, e.g., “Logica é, no jargdo da mecénica, a resultante de duas
componentes: gramatica e verdade” Quine (p. 60, 1994).
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e Russell e o formalismo de Hilbert - ver (Wilder, Chap. IX-XI, 1965).
Observamos acima que Brouwer ndo foi um grande entusiasta da
linguagem; ja em Frege e Russell, o valor dado a ela é inegavel, como fica
6bvio em suas obras, respectivamente, Begriffsschrift e Principia
mathematica. Finalmente, com relagdo ao formalismo, existe a propagagao
de um enorme mal entendido a respeito do programa de Hilbert. Nao é
incomum encontrarmos afirmagdes do tipo “Hilbert via a matematica
como um jogo cego de sinais”, o que ndo € apenas uma mera simplificacdo
do programa de Hilbert, mas um erro grosseiro. Shapiro, inclusive, comete

este equivoco ao dizer que:

Esta filosofia sustenta que a matemadtica consiste de ndo mais do que a
manipulagido de caracteres de acordo com regras. Ou seja, as formulas da
matematica sdo consideradas como cadeias de caracteres sem sentido, nao
simbolos genuinos (que simbolizem algo). Um teorema, digamos, da
aritmética ndo representa um fato sobre os niimeros naturais (...) tal teorema
é o resultado de uma série de manipulagoes de acordo com as regras da

aritmética (Shapiro, p. 528, 1983).

Uma leitura correta de como Hilbert entendia a matematica é

resumida por Chateaubriand (p. 14, 2001):

Era um “jogo de formulas”, mas um jogo de férmulas que expressava leis do
pensamento refletidas na linguagem. O formalismo de Hilbert e a sua
consolidagédo como uma filosofia da matematica foi uma influéncia importante

no desenvolvimento inicial da concepgao linguistica da logica.

O programa de Hilbert tinha como meta principal a obtencdo de uma
prova de consisténcia da matemaética, mais especificamente, da aritmética
dos nimeros naturais, primeiramente. Entretanto, o grande matematico

ndo oferecia indicagbes muito precisas de quais métodos seriam aceitaveis
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para a demonstracdo da consisténcia da aritmética (da Silva, p. 193, 2007).
Podemos dizer, sem duavida, que Hilbert se opunha ao idealismo de
Brouwer e acreditava fielmente numa prova de consisténcia, mas nao cabe
a leitura de que a matematica era considerada como um mero jogo vazio
de sinais.

O papel das notagoes simbdlicas e diagraméaticas na matematica nao
sera abordado em toda a sua profundidade filosofica, o que estaria
totalmente fora dos propdsitos do nosso livro. Quanto ao raciocinio
diagramatico, preparamos um apéndice sobre os diagramas de Feynman
e a sua utilidade em mecinica quantica de campos. Segue, finalmente, de
tudo que foi dito até agora, que nao sustentamos que a realidade, ou algum
de seus aspectos matematicos, devam ser reduzidos a sintaxe, apesar de
sua importancia. De modo geral, acreditamos no mesmo que Husserl i.e.,
“(...) o uso de simbolos é mais do que um mero dispositivo auxiliar para o
pensamento, que lancamos mao para, basicamente, auxiliar a nossa
memoria; de acordo com ele, eles fabricam a nossa vida psiquica, incluindo
o proéprio pensar (...)” (da Silva, p. 121 - 132 nota, 2012).

Nota: na proposicao 3.326 de seu Tractatus, Wittgenstein (1968) nos diz
que: “Para reconhecer o simbolo no signo, deve-se atentar para o seu uso
significativo”. Parafraseando Wittgenstein e tecnicamente falando, os
termos signo e simbolo sao usados de modos distintos pelos linguistas e o
correto seria utilizar signo em determinados contextos, como no da
extensdo de teorias matematicas, ou de modo mais geral, no caso de um
jogo simbdlico guiado por regras sintaticas. Todavia, para 0s nossos
propositos praticos, utilizaremos tais termos como intercambiéveis, o que
é um claro abuso da linguagem por nossa parte, entretanto, que julgamos
perdoavel. Uma tltima observacao: todas as traducdes das citagoes que -

evidentemente, j4 ndo estavam em Portugués - foram feitas pelos autores.



2

Tipos de notacao

De Ahmes, o escriba egipcio que copiou em hieratico o texto
matematico mais antigo de que se tem conhecimento, aos tratados
modernos de algebra, a notacdo matematica esteve presente de um modo
ou de outro. No papiro de Ahmes (ou de Rhind), por exemplo, ha algumas
notacdes diagramaticas para triangulos (Eves, pp. 69-70&74, 2008). O
demético e o hieréglifo sdo outras escritas egipcias antigas e, nesta Gltima,
a base numérica é a de 10. Nela, os numerais 1, 10%,...,10% 105, 10° S0
representados por desenhos, respectivamente, um bastdo vertical, uma
ferradura, um rolo de pergaminho, uma flor de 16tus, um dedo encurvado,

um girino e um homem espantado (Idem, p. 31), ou seja,

INe i\t

Nao seria inteligente escrever um tratado moderno de teoria dos

nimeros com esses belos caracteres por alguns motivos dbvios, dentre

eles:

i. a matematica moderna é uma teoria de estruturas e niao de objetos
particulares como nimeros, sejam eles representados por flores de 16tus,
anfibios ou algarismos hindu-arabicos;

ii. heuristica: uma boa notagdo permite a manipulacio simbdlica sem
entraves, 0 que nao seria o caso com belos desenhos de girinos, flores e
homens espantados;

iii. economia de espaco.
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Dos matematicos egipcios a Russell e Whitehead, avancos
monumentais foram obtidos em ldgica, geometria, andlise, teoria dos
conjuntos, algebra, etc., sendo que a notacdo matematica também passou
por intmeras mudancas e aperfeicoamentos. Entretanto, trabalhos
seminais nem sempre sdo os melhores exemplos que devemos tomar para
ilustrar um bom aparato notacional, dado o fato ébvio de servirem de base
para desenvolvimentos futuros. Tomemos a segunda edi¢do do Principia
Mathematica de Russell e Whitehead, a qual foi adicionada uma introdugio
de mais de trinta paginas em que se discute (Russell & Whitehead, pp.
XIII-XLVI, 1973), dentre inimeros tdpicos relevantes, a notacdo, sendo
dada uma atencdo especial as simplificagdes que podem ser obtidas pela
introdugdo do simbolo stroke - ou conectivo de Sheffer (1913). A
maquinaria notacional do Principia recebeu, inclusive, um verbete na
Enciclopédia de Filosofia de Stanford', i.e, The Notation in Principia
Mathematica, o qual est4 dividido em quinze partes e que consideramos
propedéutico ao estudo do trabalho de Russell e Whitehead.

Apesar de suas preocupagdes com a notagao, Russell e Whitehead nao
foram os logicos detentores do sistema notacional mais intuitivo e
dinamico do século passado. Tomemos, a titulo de exemplificagdo, a
proposicao *54.43 do Principia (Idem, p. 360), cuja importancia esta

relacionada a provade que 1+ 1 =2

! https://plato.stanford.edu/entries/pm-notation/ #Clas



24 | O simbolo e a realidade

*Figura retirada de: https://pt.wikipedia.org/wiki/Principia_Mathematica

#04'43. Fioa Bel.dianfB=A.=.avPBe2

Dem.
F.%5426.DFna=tz.8=ty.D:avBe2.=.2%y.
[#51-231] S.tfznty=A.
[%1312] =.anfB=A (1)

Fo(1). #1111:85. D
Fr(ge,y).a=te.B=1y.DiavBe2.=.anfB=A (2)
F.(2). %1154 . %521 . D F . Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1=2,

Para o leitor desconhecedor da notacdo do Principia, nao acreditamos
ser 6bvio que a proposicao *54.43 pareca ter uma relagdo imediata com a
demonstragdo de 1 + 1 = 2. Claro que, ap6s o estudo do aparato notacional
do Principia e de algumas outras proposicdes bésicas, o leitor se sentiréd a
vontade com a proposi¢do acima. Como veremos, é mister elaborar
sistemas notacionais que expressem os conceitos de maneira clara, precisa
e sucinta. A notagdo de Russell foi empregada durante algum tempo,
mesmo que de maneira modificada, por alguns lbgicos e filésofos como
Carnap no seu livro de l6gica simbdlica de 1954. Nele, o pensador utilizou
parénteses em vez de pontos, dentre outras modifica¢des (Carnap, pp. 1-
9, 1958).

O filésofo alemdo Immanuel Kant foi outro eminente pensador que
tinha aprego pelo pensamento simbdlico, o que fica claro na seguinte
citacdo: “Assim como a geometria o consegue por intermédio de
construgdo ostensiva ou geométrica (dos proprios objetos), através de uma
construgao simbolica a matematica atinge paisagens jamais acessiveis ao
conhecimento discursivo mediante simples conceitos” (Kant, pp. 432-433,
1999). Para Kant, havia dois tipos de construcbes matemaéticas, as
geométricas (também chamadas de ostensivas) e as algébricas, as quais ele
se referia pelo termo simbdlicas. De modo genérico, dividiremos os tipos

de notagOes matematicas em duas classes, sendo elas, a classe das notacéoes
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simbélicas e a classe das notacoes diagramaticas®. E 6bvio que elementos
de ambas as classes podem ocorrer em um mesmo problema, o que nos
permitiria dizer que h4 uma terceira classe, a das notagées mistas. Seria
plausivel dizer que notagdes sdo sempre simbdlicas e que diagramas ou
desenhos nao devem ser entendidos como um tipo especial de notacao,
todavia, optamos por coloca-los em uma classe especifica, dado o seu papel
na resolucdo de problemas. Para cada problema matematico, é
amplamente arbitraria a escolha da notagao e, curiosamente, Frege (pp.
229-230, 1984) nos diz que: “Quando escrevo 1+ 2 = 3, estou colocando
uma proposigao sobre os nimeros 1,2 e 3, mas nao é desses simbolos que
estou falando. Eu poderia substitui-los por A, B ou I; eu poderia escrever
p em vez de + e ¢ em vez de =. Escrevendo ApBer, entdo, eu expressaria o
mesmo pensamento anterior — mas através de simbolos diferentes”.
Apesar da escolha do tipo de notacdo? ser arbitraria, o que importa é
a sua indispensabilidade. Frege estd certo quanto a expressao 1+2 =3
poder ser representada por ApBér, assim como os romanos ndo estavam
errados em representar os nimeros de modo obtuso, o que sé serviu de
entrave ao desenvolvimento de sua matematica. A titulo de exemplificacao,
tome o algoritmo da multiplicagdo de nimeros inteiros escritos na notacao
decimal, o qual permite a geragdo indefinida de nameros e o vislumbre
com o infinito potencial. Agora, imagine o que seria a multiplicagao de
nuimeros grandes na notagdo romana ou de acordo com uma simbologia

obtusa do tipo ApBer.

2 Sobre diagramas lgicos e os aspectos gerais do raciocinio diagramatico, recomendamos (Legg, pp. 1-18, 2010).

3 Em um sentido mais amplo, poderfamos inserir a notagao e o tipo de simbolos usados por cada cientista no contexto
de uma filosofia do estilo, algo que estaria fora dos nossos propositos. Entretanto, recomendamos o ensaio de
Granger (1988*) sobre o tema. Durante o0 nosso texto, citaremos outro livro de Granger também de 1988, dai o sinal
de asterisco para nao haver ambiguidade a respeito do texto que estamos citando.
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Concernente as notagdes diagraméticas, mais especificamente, ao uso
de figuras como elementos auxiliares ao pensamento, Platdo* nos diz o

seguinte no sexto livro da Republica:

Entdo, deves saber também que embora utilizem figuras visiveis e facam
afirmagdes acerca delas, seu pensamento nao se dirige a elas, mas aquelas
outras coisas as quais se assemelharam. Fazem suas afirmagdes relativamente
a diagonal que tragam, e analogamente com as demais. Essas figuras que eles
produzem e tracam, das quais sombras e reflexos na 4gua sao imagens, eles
agora utilizam, por sua vez, como imagens procurando obter uma visdo
daquelas realidades que s6 podem ser vistas pelo intelecto (Platdo, p. 305,

2006).

Ainda nesta direcao, tomemos o caso das figuras nos Elementos de
Euclides. Para alguns historiadores, elas funcionam como verdadeiros
pontos de apoio nas demonstracdes - ver (Bicudo, pp. 211-213, 2007).
Podemos afirmar que, quando Euclides ou algum gedmetra diz seja o
triangulo ABC, ele esta utilizando um tridngulo especifico como uma
notacdo diagramaética para o caso de um objeto triangular genérico. No
caso da geometria de Euclides, Hilbert deu a ela uma formulagdo
puramente axiomatica sem referéncia a objetos especificos, sejam eles
triangulos, retas ou circulos. Note que os Elementos de Euclides foram
escritos cerca de 2200 anos antes do trabalho de Hilbert’> e que o fato dos
desenhos serem desnecessarios a geometria euclidiana néo tiram o seu
papel heuristico. Evidentemente, Hilbert deu uma forma rebuscada e

légica a algo que ja dominava de modo pleno, uma disciplina cujos

4 Acerca do que é dito por Platao, resta explicar o porqué de uma demonstragao que, a priori, se apoia em uma figura
especifica, poder se aplicar a qualquer outra do mesmo tipo. £ costume dizer que o caréter genérico e abstrato das
construgdes que se apoiam apenas em propriedades comuns a todas as figuras de certo tipo justifica a generalizagio
da demonstracio para todas as figuras de mesma natureza. Em esséncia, isso esta correto, porém, deixamos - a titulo
de referéncia - uma justificacdo empirista para a abstracao (da Silva, pp. 56-64, 2007).

5 Lagrange, por sua vez, escreveu que nenhuma figura serd encontrada neste trabalho no prefacio a primeira edicao
de seu monumental Mécanique analitque, cujo primeiro volume data de 1788.
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conceitos eram claros e distintos a sua mente. Apenas para o caso das
notacdes ndo diagramaéticas é que sustentaremos a sua indispensabilidade
a pratica matematica.

Um exemplo famoso do uso de notacdo diagramatica nos remete a
histéria de que Gauss, quando crianca, teria descoberto a férmula para a
soma dos n-primeiros nimeros naturais durante uma aula de matematica.
Nao importa se a histéria é real, mas suponha que queiramos somar 1 +

2+3..+n=S,. Escrevamos:

12 ..n—-1n
nn-—-121

Olhando para as colunas acima, é imediato que s, = g(n + 1), ViSto n(n + 1)
ser igual ao dobro de s, - nao importando se n é par ou impar. Tal
expressao pode ser demonstrada trivialmente por indugdo finita, todavia,
o diagrama acima ajuda bastante na sua compreensao e obtencdo. Gauss,

100.101

de sua parte, teria escrito o seguinte: 1+ 2 + - + 100 = = 5050.

Abordagens com o uso de diagramas parecem nao ser tao rigorosas
quanto as de natureza puramente algébrica por se apoiarem em objetos
da intuicdo geométrica, porém, para René Thom, tudo o que é rigoroso é
insignificante (Granger, p. 68, 1988). Note que o rigor é algo relativo a
uma época e tende a se modificar com a formalizagdo dos resultados e
axiomatizacao das teorias. Ora, os Elementos de Euclides poderiam ser
considerados satisfatorios para os padroes de rigor de 300 a.C. Observe,
também, que a descoberta matematica é, muitas vezes, feita de modo
intuitivo, através de analogias, diagramas e de manipulacdo simbdlica.
Tomando emprestadas as palavras do brilhante® fisico-matematico Oliver

Heaviside, Nés trabalhamos por instinto, ndo seqgundo regras rigorosas

5 Indicamos também um belo texto de Poincaré sobre a descoberta matematica (pp. 294-304, 1963).
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(Granger, p. 114, 2002). Ainda com relacdio ao rigor, nao podemos
confundir o rigor exigido em uma demonstragdo ou exposi¢io de um
contettdo com a maneira pela qual um cientista chega a uma descoberta.
E bem plausivel que Thom nio esteja se referindo ao modo que os
matematicos justificam as suas teorias, mas como as criam. Finalmente,
na mesma direcdo, porém, no contexto da inteligéncia artificial, Turing (p.
123, 1947) nos diz: “(...) se esperamos que uma maquina seja infalivel, nao
poderd ser também inteligente. Existem varios teoremas que exprimem
quase exatamente isso. Mas estes teoremas nada dizem sobre o grau de
inteligéncia revelado se uma méquina nao tiver pretensdes de
infalibilidade”. Bem, se os matematicos trabalhassem como maquinas
infaliveis, é certo que ndo passariam pelo crivo dos teoremas citados por

Turing (como os da incompletude de Godel).
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Funcoes basicas da notacao matematica

3.1 Preambulo filoséfico

Creio sobretudo que minha conceitografia seja ampliada com sucesso, onde
tiver especial importancia a exatiddo de uma prova, como nos fundamentos
do célculo diferencial e do calculo integral. Parece-me ainda mais facil estender
o dominio [de aplicagdo] desta linguagem formular a geometria. Para tanto,
basta acrescentar [a linguagem formular] mais alguns simbolos para as
relagdes intuitivas que ai [na geometria] ocorrem. Deste modo, obter-se-ia

uma espécie de analysis situs (Frege, p. 19, 2018).

Com foi dito anteriormente, faz parte do nosso objetivo a refutacio
da tese de a notagdo ser artificial e de desempenhar apenas um papel
auxiliar. Para isso, discutiremos a importancia das notagdes matematicas
através de quatro de seus aspectos fundamentais, os quais estdo
relacionados entre si de uma maneira ou de outra. Porém, antes,
elaboraremos algumas notas concernentes a justificacio de uma
conceitografia seguindo Frege de perto. Apesar do l6gico e filésofo aleméo
ter em mente outros objetivos, como o da reducdo da aritmética a logica-
ver (da Silva, Cap. 3, 2007) - as suas observagdes também se aplicarao ao
nosso trabalho diretamente. Com relagdo a sua conceitografia, o filésofo
afirma que “Eu desejei produzir ndo um mero calculus ratiocinator, mas
uma lingua characteristica no sentido leibniziano” (Frege, p. 91, 1972). Ou
seja, ele acreditava que a linguagem légica podia ter utilidade em outras
areas, como acreditava lLeibniz a respeito de seu projeto de uma

matemadtica universal.
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Frege foi um pensador de fina e rara erudicdo que nos brindou com
grandes obras filosoficas, como as suas Investigagoes lbgicas, além de
elaborar a primeira axiomética da logica em seu Begriffsschrift de 1879 -
conceitografia (Frege, 2018). Em sua Justificacdo cientifica de uma

conceitografia, ele nos diz que:

Sem sinais, também, dificilmente nos elevariamos ao pensamento conceitual.
Atribuindo o mesmo sinal a coisas semelhantes, designamos nao
propriamente a coisa singular, mas o que lhes é comum, o conceito. E apenas
obtemos este conceito designando-o; pois sendo em si mesmo ndo intuitivo,
carece de um representante intuitivo a fim de poder aparecer-nos. Assim o
sensivel descortina para nés o mundo do que nao é sensivel. Nao se esgotam
os méritos dos sinais. Isto basta, entretanto, para mostrar que sdo

indispensaveis (Frege, pp. 195-196, 1974).

Tal citagdo ¢ de uma precisao e clareza iluminadoras e nos serd util para
entender o porqué de um objeto matematico, para o qual utilizamos um
simbolo, ndo se referir a uma entidade especifica, mas a toda uma classe
de objetos. Por exemplo, veremos que um tensor nao é um ente
matematico definido apenas por suas componentes em um sistema fixo de
referéncia, mas pela classe de todos os objetos que satisfazem a
determinadas regras de transformacdo. A ideia é a mesma daquela
apresentada na citagdo acima e que, colocada na linguagem de Russell,
pode ser exemplificada pelo modo de se definir o nimero dois como a
classe dos pares, ou se preferir, o trés, ou qualquer outro ntimero do

seguinte modo:

Um ndamero nao é idéntico a qualquer colecao de termos que o contenha: o
ntmero 3 ndo ¢ idéntico ao trio consistindo de Brown, Jones e Robinson. O
numero 3 é algo que todos os trios tém em comum e que os distingue de outras
colegdes. Um nimero é algo que caracteriza certas colegoes, isto é, aquelas que

tém aquele nimero (Russell, p. 18, 1981).
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A linguagem natural, além de ambigua, ndo satisfaz ao critério de
univocidade, i.e., de uma mesma palavra designar um conceito ou um
objeto que cai sob ele, como nota Frege (p. 196, 1974); além disso, “A
linguagem nao é regida por leis légicas, de modo que a obediéncia a
gramatica ja garantisse a correcdo formal do curso do pensamento. As
formas em que se exprime a deducio sdo tdo varias, tdo frouxas (...)”
(Idem, Ibidem). Frege resume bem algumas das deficiéncias das
linguagens naturais. Feynman, por sua vez, creditaria a matematica um
poder superior ao das linguagens naturais por ser dotada de uma légica
subjacente, ou seja, A matematica é uma linguagem mais raciocinio; é como
uma linguagem mais légica. A matematica é uma ferramenta para o
raciocinio (Feynman, p. 40, 1992). Embora seja bastante simplificada a
definicdo de matematica que o fisico americano apresenta, ele nao esta
errado na esséncia de seu pensamento. Podemos dar ao pensamento de
Feynman uma forma mais precisa: a linguagem matemaética é rigida e
precisa, os seus objetos sdo articulados através de regras logicas que,

fixado o contexto, sdo imutaveis.
3.2 Aspectos fundamentais da notacao

Quanto aos aspectos fundamentais da notacio, separamos quatro,

sendo eles:

i. Precisdo e concisdo na expressio do problema: elimina¢do da ambiguidade
e economia de pensamento, respectivamente;

ii. Possibilidade de extensao de uma teoria;

iii. Heuristica: solucao de problemas;

iv. Explicitagdo de estruturas.
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i. Precisao e concisao

Nobs, seres humanos, temos o habito desleixado, se ndo totalmente mau, de
atribuir avangos a alguns "grandes homens". Chamo esse hébito de sindrome
de Pit4goras, devido a tendéncia, no mundo ocidental, de se atribuir todos os
avangos na matematica anteriores ao século V a.C. a Pitdgoras sem levar em
consideragdo as suas origens reais. Ao avaliar as contribui¢des de Turing,
devemos ter cuidado para nao sermos vitimas da sindrome de Pitagoras (...)

(Lloyd, p. 570, 2012).

Apesar de ninguém ter atribuido toda a matematica anterior ao
século V a.C. a Pitagoras, Seth Lloyd estd certo ao se referir a nossa
tendéncia de atribuir a uma, ou poucas pessoas, um feito coletivo que,
muitas vezes, levou séculos até a sua conclusdo. E comum dizer que
Leibniz e Newton criaram o calculo diferencial e integral e, assim,
acabamos sendo injustos com todos os seus predecessores, dentre eles,
René Descartes, Bonaventura Cavalieri, Johannes Kepler, Blaise Pascal,
Pierre de Fermat e o grande génio Arquimedes. O desenvolvimento
histérico do calculo diferencial e integral se iniciou com o calculo de éareas,
comprimento de arcos e volumes, uma sequéncia distinta daquela adotada
por grande parte dos livros did4ticos modernos, salvo algumas exce¢des
como (Apostol, 1961). Entretanto, é compreensivel que o calculo
diferencial seja apresentado antes do integral por ser mais intuitivo e
simples.

Ainda com relacdo a Seth Lloyd, talvez, por questdes praticas,

sejamos também um pouco desleixados ao omitir o trabalho de grandes

pensadores. Leibniz, por exemplo, nédo introduziu o signo :—: i=12,.,n
13

para denotar as derivadas parciais de uma funcgdo de y = f(xy, .., x,) €,
inclusive, em uma carta enderecada a L'Hospital (Cajori, §593, 1993), 0

matematico alemao escreveu sém para a derivada parcial de uma fungao
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m(x,y) com relacdo a x e 9m para a sua derivada parcial com relacdo a y. O
simbolo moderno Z—Z foi utilizado pela primeira vez por Legendre' em um
artigo de 1786 (Idem, §596), todavia, a sua utilizacdo s6 se difundiu cerca
de cinquenta anos ap6s os trabalhos de Jacobi de 1841, que escreveu df =

%der%dy para a diferencial total de uma funcio f(x,y) em De

determinantibus funcionalibus. Nesta mesma obra, 0 matematico alemao
denotou por [ f(x,y)dx a integral de uma funcdo de duas variaveis em que
y=g(x) €, [f(x,y)dx, para o caso de se considerar y constante durante a
integragao em x (Cajori, pp. 30-31, 1923). Esta Gltima notacdo nao teve
aceitagdo e jaz no vasto cemitério dos signos do célculo integral. Parte da
dificuldade ligada a obtengdo de um sistema estavel de signos para o
célculo diferencial de varias varidveis se deveu a possibilidade de uma
variavel (ou vérias variaveis) poder(em) ser definida(s) de modo implicito
em uma vasta variedade de exemplos, e.g., f(x,y,z) com z=u(x,y). Por
existirem indmeros casos mais complexos ligados a fungdes implicitas,
recomendamos (Krantz & Parks, 2003) para uma andlise histérica e
conceitual do famoso teorema da fungao implicita.

Feitas essas observagdes, esta claro que abusaremos da linguagem ao
dizer notagdo de Leibniz, visto o aparato notacional do calculo ter levado

mais de dois séculos para se estabilizar e adquirir uma roupagem préxima

! “Para evitar qualquer ambiguidade, representarei por Z—z o coeficiente de dx (...)” - Legendre (Cajori, p. 20, 1923). A
notacio de Legendre nao foi aceita de imediato, sendo que ele mesmo a abandonou em artigos posteriores.
Lembremo-nos de que havia uma pléiade de nota¢des competidoras nos séculos XVIII, em especial, na Franga, fato
que se estenderia ao século XIX. A figura central da matematica francesa no fim do século XVIII era o grande
Lagrange. O matematico francés utilizou intmeros tipos de notagdes, dentre eles, f'(x, y) e f"'(x, y) para as derivadas
parciais de primeira e segunda ordem, respectivamente, de uma funcao f (x,y) com relacao a x - ja para as derivadas
parciais de primeira e segunda ordens de f(x,y) com relagao a y - Lagrange usou, respectivamente, f;(x,y) e
fi1(x,y). Reescrevendo na nossa notacao atual, teriamos, e.g., f{;(x,y) = % . Note que existe uma ambiguidade a
2

respeito da ordem em que as derivadas sdo tomadas, e.g., f; (x,y) = ;;% ou f{(x,y) = ﬁ (Idem, p. 23). Claro que,

para fungdes de mais variaveis, este simbolismo nao é adequado, o que levou Lagrange a introduzir outro tipo de
fatB+y
oxyBazr
equagdes diferenciais parciais trabalham com o conceito de operadores diferenciais e seguem inovando nas notagoes.
alal

notacdo (Idem, Ibidem). Para trés variaveis, bastaria escrever: fapy = Autores de livros modernos de

Folland (p. 3, 1995) escreve: 8; = aie 9% = HI‘(BL)“’ = om s paralal = XL g e a = (ay, ., ap), 0 2 0.
x; x; o
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daquela do século XX. Ora, ainda em 1902, Thomas Muir® escrevera um

artigo em que explicaria a sua notagio na revista Nature. Muir substituiu

o signo funcional ®(x,y,z) por @x,3,z e utilizou = para denotar uma

xyz

derivacdo com relacdo a x, duas com relacdo a y e quatro com relagéo a z
(Cajori, p. 34, 1923). Outro exemplo de notagdo pitoresca foi oferecido pelo

grande Newton ao escrever |=-|para uma integral em x, i.e., para [—-dx
64x 64x

(Idem, p. 37). Quanto ao simbolo para a integral definida, foi Fourier quem
nos brindou com a sua forma cléssica f: f(x)dx e, finalmente, coube a
Sarrus a utilizagdo do signo I5F(x) - ou F(x)I5 - sendo F(x) uma primitiva de
f(x) (Idem, p. 40).

Grande parte das notagdes desenvolvidas - como as de Muir para as
derivadas parciais e de Newton para a integral - jazem no esquecimento.
Como dissemos, nao é possivel citar todos os nomes envolvidos no
aperfeigoamento da simbologia do célculo diferencial e integral. A titulo de
referéncias, quanto a Newton e Leibniz, ver, respectivamente, (Cajori,
§567-569, 1993) & (Idem, §570-572). Para uma andlise minuciosa e
bastante detalhada do desenvolvimento da notagdo do célculo diferencial
ao célculo avancado, recomendamos os paragrafos (Idem, §566-610); e
finalmente, para os inventariantes de signos, Cajori elaborou uma familia
de tabelas com todos os simbolos utilizados por Leibniz em toda a sua obra
nos paragrafos §542-565.

Referente ao calculo diferencial de uma tnica variavel, seja o caso das
notacdes de Newton e Leibniz, respectivamente, para a derivada de h(t) =

i) + f2(8):

dh _dfy | df,
dt ~ dt = dt

2 “Os simbolos de Dr. Muir podem ser muito adequados para manuscritos ou para o quadro negro, mas o custo de
impressao seria excessivo”- Basset (Cajori, p. 35, 1923).
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h(®) = f(&) + f()

Ambas as notacdes sdo precisas, concisas e tém o seu charme e
estética proprios. Mas é importante notar que estamos assumindo
implicitamente inimeras defini¢cbes, propriedades e teoremas
elementares do calculo diferencial, e.g., que a derivada da adicdo de
fungoes é a adicdo das suas derivadas - ver (Rudin, Chap.5&9, 1976). E ndo
estamos seguindo a notagdo de Newton exatamente como ele a utilizou,
mas adaptagbes modernas. Por exemplo, em sua derivagio da

braquistécrona, o matemaético inglés escreveu:

“Fluxion % = 0, dont la Fluente est% = il que lon trouvera étre l'équation

x2$ x2§  az

de la cycloide” (Cajori, p. 2, 1923).

Veremos, a seguir, que a notacdo de Newton comega a se tornar

problematica quando se visa estendé-la ao célculo de vérias variaveis.

ii. Possibilidade de extenséo a outros problemas

Relacionado ao problema da extensdo de um dominio de objetos
sujeitos a determinadas operagoes a outro maior ou mais rico, foram dadas
justificacbes filoséficas por alguns filésofos como Husserl - sendo,
inclusive, tal problema uma das preocupagoes do filésofo alemao, como da

Silva nos diz:

Uma das formas que o problema do conhecimento simbélico toma na filosofia
de Husserl é o seguinte: dado um dominio de objetos regrados por um conceito
(i.e., 0 dominio constitui a extensao do conceito), em quais circunstancias nos
¢é permitido estender este dominio adicionando novos objetos formais (objetos
que ndo caem sob o conceito governando o dominio e que sdo apenas
formalmente caracterizados) de modo a lidar melhor com problemas

envolvendo apenas os objetos originais? (da Silva, pp. 117-118, 2012).
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Com relagdo ao problema acima, Granger também o abordarad
partindo do fato da existéncia de objetos mateméticos ser sempre relativa
a existéncia de um conjunto de operacoes, de modo que o objeto e a
operacdo se mantenham solidarios uns dos outros por um conceito de
dualidade (Granger, pp. 261-265, 2007). Neste caso, estendendo as
operacoes a novos dominios, os objetos serao também estendidos a ele de
modo imediato. Nas palavras de Granger, (p. 63, 1993): “E o que
gostariamos de justificar, interpretando a criacio matemadtica como
instituindo uma correlacdo entre os objetos que ela suscita e o sistema de
operagdes que ela organiza”. O conceito de dualidade a que Granger se
refere foi inspirado, em parte, no trabalho do matematico Gergonne em
geometria descritiva e no artigo Sobre a ldgica e a teoria da ciéncia de Jean
Cavaillés (Cap.3, 2012). Com relagdo a este ultimo, Granger utiliza a
seguinte citacdo: “Nao ha formalismo sem sintaxe, sintaxe sem um outro
formalismo que o desenvolva” (Granger, p. 81, 1988). Husserl (da Silva, p.
121, 2012) também tinha clara a questdo da relagio entre os signos que
representam nimeros e os sistemas de operagdes em que se apoiam, além
de sua abordagem ser mais precisa, intuitiva e elegante do que aquela
apresentada pelo fildsofo francés em seus trabalhos citados até aqui.
Abordaremos esta questdo um pouco melhor na sec¢do quarta do nosso
livro.

Retomando o caso elementar do final da subsecdo anterior, nio
parece haver a menor diferenca entre o papel exercido pelas notagdes de

Leibniz ou de Newton3. Porém, tome uma funcéo diferenciével de varias

3 Os trabalhos de Newton e Leibniz nao foram aceitos em sua plenitude e de imediato por toda comunidade de
filésofos. Berkeley escreveu uma andlise critica direcionada ao trabalho de Newton e que se encerra com 67 questdes,
em grande medida, pertinentes (Berkeley, pp. 60-92, 1999). O ponto chave é que, antes da aritmetizacao da andlise,
havia inimeros problemas ligados a sistematizagao do célculo diferencial e integral; logo, criticas como as de Berkeley
acabaram sendo importantes para a construcao de bases mais sélidas para a matematica.
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variaveis y = h(t,, t,, .., t,). A diferencial total de y se escreve da seguinte

maneira na notacédo de Leibniz (Kaplan, p. 100, 1975):

dy =2 pe e g, s e

V=95 e, at, "
A notagao de Newton ndo discrimina as varidveis e s6 é til para
funcbes de uma tnica variavel e, assim, simplesmente obstrui o
desenvolvimento do célculo diferencial de vérias variaveis. Neste caso, é

uma questao de limitagdes referentes a notacdo do génio inglés. Mesmo

para uma tnica variavel, seja a n —ésima derivada de uma funcao a(t). Para

d3h
? at3

n = 3, terfamos o seguinte na notagdo de Leibniz (t). Na notacdo de
Newton, acrescentariamos trés pontos sobre a letra h, i.e., i(t). Para a
enésima derivada, a notagdo de Leibniz permite uma generalizacdo
imediata, %(t), enquanto a notagdo de Newton s6 traria confusdo, visto

“«

termos que escrever algo do tipo: “ ... - n vezes” ou alguma variac¢ao
sintatica*, e.g., h”"~ para n simbolos do tipo “ * ”. Para o célculo diferencial
de varias variaveis, o poder da notagdo de Leibniz fica explicito em
exemplos simples como:

Tome z = f(x,y), sendo x = g(s,t) € y = h(s, t) € suponha que todas as funcdes
sdo de classe ¢?. Podemos provar que:

0%z 9%z Ox 0’z 9x 9y 9’z dy , 0z d°x 9z 9%y

= ()2 2 RS AT - 4 7
9z = 2220 T 2axay ot ot T ay2 a0 T ox 9z T oy a¢2

4 Como se vé nestas notas, Lagrange foi uma espécie de camaledo das notagoes. O grande matematico havia utilizado
a notacgao f'(x), f"(x), f""' (x) ... etc. em sua Théorie des fonctions analytiques de 1797; todavia, foi Francois Daviet
Foncenex quem introduziu tais signos em 1759 (Cajori, p. 6, 1923). Curiosamente, em suas Legons sur le calul des
fonctions, Lagrange utilizou a notacdo de Newton (dérivées par rapport a i), fato que também ocorreu na segunda
edicao da sua obra prima Mécanique analitique, mas para indicar derivadas temporais (Idem, pp. 11-12). Em sua
Résolution des équations numériques, insatisfeito com os signos utilizados nas obras anteriores a 1798, e.g., Théorie
des fonctions analytiques, introduziu outros simbolos (Idem, p. 24).
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E ndo ha nada de sofisticado neste exemplo, tudo o que segue é o resultado
de duas aplicacdes diretas e consecutivas da regra da cadeia do calculo de
funcbes de vérias variaveis a funcao z = f(x,y), o que é feito de modo
puramente mecanico.

Newton tinha em mente derivadas tomadas com relagio ao tempo,
as quais podem ser representadas de modo adequado através de sua
notacdo, caso nos restrinjamos a funcées de uma tnica variavel e a
derivadas de ordens pequenas. Também é importante notar que, para a
sua fisica, as derivadas de ordem n > 2 ndo eram tao importantes. Ambas
as notagoes de Leibniz e Newton sdo precisas e concisas, mas a segunda? é
muito mais limitada e ndo permite que seja estendida naturalmente para
o caso de fungdes de varias varidveis, mesmo para os casos mais simples
como o de y = h(ty, t,, ..., t,,). Poderiamos ter funcoes de funcdes de funcoes,
etc, tipo y = fi o f; © .0 frn (X1, X3, ... %), OU casos de infinitas variaveis, dentre
inimeras outras possibilidades mais complicadas. Além da notagdo de
Leibniz poder ser estendida de modo simples e natural a casos novos, ela
9%z 9%z

€
dxdy ~ 0yodx

sugere algumas questoes interessantes como a de os simbolos se

referirem a um mesmo objeto matematico ou nao. Demonstra-se, pelo
teorema de Schwarz, que tais derivadas de segunda ordem coincidem sob
condigoes razoaveis (Lima, p. 147, 2000).
No mesmo sentido da notagdo apontar para novas diregdes de
pesquisa, tome o caso de George Peacock (Cajori, p. 15, 1923) que foi levado
azy

a considerar derivadas de ordens fracionarias do tipo == partir de:

dx2

dn(emx) _
dx

n

m emx

5 Uma comparagao critica justa do poder das notagdes escrita no comego do século XIX se deveu ao inglés Robert
Woodhouse da universidade de Cambridge, o qual optou sem hesitagao pela notacao de Leibniz (Cajori, p. 8, 1923).
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Tal especulacido nao levou a resultados efetivos imediatos, mas ilustra
como uma notacdo adequada é capaz de sugerir generalizacbes que ndo
seriam prontamente sugeridas por uma exposicao retorica (Idem, Ibidem).
Entretanto, o célculo diferencial com derivadas fracionarias nao é mais
novidade e encontra aplicagdes a fisica de polimeros, e.g. (Schiessel &
Friedrich & Blumen, pp. 331-376, 2000), a teoria das equacdes diferenciais
(Oldham & Spanier, Chap.10, 1974) e a problemas de difusdo (Idem,
Chap.11), dentre inimeros outros. Historicamente, Leibniz (1695) foi a
primeira pessoa a se referir a derivadas fracionarias em uma carta a
L’Hospital em 1695, e Heaviside foi o primeiro a utiliza-las em seus
trabalhos sobre o eletromagnetismo e anélise harménica no final do século
XIX, i.e., “Seja A um diferenciador, digamos, com respeito a x, entdo, temos

considerado ndo apenas A" quando n é um niimero inteiro, mas também

1»

quando é fracionario, seja % ou (Heaviside, p. 435, 1971). Tomemos mais

um exemplo.
Seja a equagdo diferencial parcial, escrita por Fourier (Cajori, p. 16,
1993) da seguinte maneira:

d4v+2 d*v +d4v
dx* dx?dy?  dy*

Sob suposicdes plausiveis a respeito de v(x,y), podemos escrever a

seguinte expressao:

d*>  d? d*v d*v d*v

— Yt — )y =— 22—
(dx2 + dyz) v dx* + dx?dy? + dy*

u i i x2+ umi ue:
e nos remete imediatamente a (x2+ y?)2, assumindo que

dz

a2 a2
- dx?

LR G
Ty )

a2
dx? dx? 7
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Antes de terminarmos esta se¢ao, vejamos uma nota de Lacroix sobre

as notagdes de Newton e Leibniz:

Euler enfatiza (...) os defeitos da notacio inglesa, que se torna dificil de
escrever e também de perceber quando o nimero de pontos excede trés, e ndo
se vé como é possivel indicd-lo em figuras sem o risco de confusdo com
expoentes; além disso, nos sabemos que é facil omitir um ponto ao escrever
ou que aquele ponto pode ndo aparecer na impressao (...) O uso do d ndo esta
sujeito a essas dificuldades; este sinal é mais conspicuo, especialmente se,

considerando como um sinal de operagao (...)” (Idem, p. 10).
A propdsito, o que Euler disse foi o seguinte:

Este modo de simbolizar, para falar a verdade, ndo pode ser desaprovado
quando o nimero de pontos é pequeno, desde que pode ser reconhecido
instantaneamente por contagem; entretanto, se muitos pontos devem ser
escritos, ele leva a uma enorme confusio e muitas inconveniéncias. A décima

diferencial ou fluxdo ¢é representada desta maneira excessivamente

inconveniente por ¥, enquanto que o nosso modo de simbolizar, d'°y, ¢ quase

imediatamente reconhecivel (Idem, Ibidem).

Lagrange® foi, sem davida, o grande camaledo das notacdes para as
derivadas, e de acordo com Thomson e Tait, combinou as duas notacoes
com admiravel habilidade e gosto (Idem, p. 12). Encerremos, finalmente,
esta secdo com a famosa equacgao de Lagrange que serve como ilustracao

e ponto de apoio para a citacdo de Thomson e Tait:

d (6L> _ oL
dt\ag) ~ aq

6 Talvez, apenas Cauchy seja um competidor a altura de Lagrange no quesito diversidade de signos. Cajori ilustra
alguns dos signos utilizados por Cauchy em (Cajori, pp. 26-27, 1993).
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iii. Heuristica - solucao de problemas

A formulagdo de integral de trajetdrias da mecanica quantica foi util para
adivinhar as expressoes finais e formular a teoria geral da eletrodinamica (...)

(Feynman, p. 30, 2003).

Conforme serd discutido nessa subsecdo, um tipo especifico de
formalismo matematico pode sugerir novas questoes e, inclusive, auxiliar
na descoberta de uma solugdo para algum problema especifico como se
deu com Feynman em seu trabalho em eletrodindmica quantica.
Recomendamos o apéndice referente ao raciocinio diagramético, no qual
discutiremos um tipo de raciocinio geométrico baseado em diagramas
inventados por Feynman. Analisaremos aqui apenas o raciocinio
estritamente simbolico através de alguns exemplos préaticos.

Tomemos, como exemplo inicial, a introdugdo do simbolo para o
zero. Originalmente, o numeral zero foi introduzido” como um marcador
de posicdo, mas abriu a possibilidade de se representar qualquer niimero,
ndo importando a sua magnitude. Além disso, a posteriori, teve papel
fundamental no desenvolvimento da teoria das equagdes algébricas ao
permitir que elas fossem representadas por formas do tipo x* — 3x3 + x* —
9x =0 ou x2 —4 =0 (que também pode ser escrita por x> + 0x — 4 =0). O
zero foi elevado ao estatuto de nitmero zero e adquiriu um papel
fundamental na teoria elementar dos nimeros. Sigamos, agora, com uma
analise um pouco mais técnica do papel heuristico das notagdes a partir de
exemplos das fisicas cldssica e quantica.

Na mecanica de Newton, sabemos que: dados dois corpos ¢, e ¢, de
massas m, e m, , respectivamente, o modulo da forca de atracao

gravitacional entre eles é proporcional ao produto das suas massas e

7 A prop6sito, recomendamos o excelente texto de Kaplan (1999) sobre a histéria do zero. Para uma anlise filos6fica
do numeral zero, ver o monumental The principles of mathematics (Russell, Chap.XXII, 1903).
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inversamente proporcional ao quadrado da distancia r que os separa. Em

notacido matematica, sendo 7 o vetor que denota a forca gravitacional,

mlmz

escrevemos: ||f|| « . Mais precisamente, seja f;,a forca que o corpo de

massa m, exerce no de massa m, e, analogamente, f,,a forca exercida pelo

corpo de massa m, em m,. De acordo com a terceira lei de Newton, é vélido

mim; 7
b
rz |17

que fi, = —f»:. A lei da gravitacio universal nos diz que f;, = ¢ 222

ou

m1mz ->

fiz = - sendo G uma constante e # o raio vetor que une 0s centros

m1m2

dos corpos. Podemos escrever, entdo, ||f] = ||fi2ll = ||l = para r =

1711

Até aqui, tudo o que foi dito em linguagem matemética poderia ser
parafraseado em uma lingua natural arbitrdria, apesar da perda de
economia e precisao. Todavia, caso queiramos resolver o famoso problema
de dois corpos sujeitos a forca gravitacional® (Valtonen & Karttunen,
Chap.3, 2005), parecer-nos-a desarrazoado deixar a simbologia
matemaética de lado em detrimento do vernéculo. De maneira simplificada,
suponhamos que o corpo de massa m; seja o Sol e o de massa m,, um
planeta arbitrério do sistema solar e desprezemos a existéncia de qualquer

outro corpo. O problema de dois corpos consiste em resolver:

mlmz 7

]?12: =—-6G—

Ora, a segunda lei de Newton nos permite escrever:

%%, m1m2 7 %%,

mym; 5
2z =G Ty —T

=G

dt? r3

para# = &, — %;, sendo %, e %, , respectivamente, as posi¢des do planeta e do

Sol em um determinado sistema cartesiano de referencia.

8 Seguiremos (Valtonen & Karttunen, Chap.3&6, 2005) na discussio referente aos problemas de dois e trés corpos.



Ricardo Mendes Grande; Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva | 43

Através de métodos elementares para a resolucio de equagodes
diferenciais de segunda ordem, fixadas as condicdes iniciais, é possivel
resolver o problema dos dois corpos, i.e., encontrar z,(t) e % (t). Mas
poderiamos resolver o problema traduzindo os simbolos da linguagem
matematica para o Portugués? A principio, sim, mas isso s traria
confusao. No nosso exemplo, subtraindo as equacdes, obtemos:

d*r (my +m,)
Megqez = UM 3 T

Somando, agora, as equagoes:

d%%, d%x,
Mg T Mg =0

A equagao acima implica em:
myX; + myX, = Cit + G,

sendo ¢,e ¢, constantes.

Note que seria bastante trabalhoso traduzir para uma lingua natural
todos os termos das expressdes acima, algo do tipo para o lado esquerdo
a*f _ +my) &

L= —em, ™™z je a massa do planeta do sistema solar - que
dat T

3

de m,
escolhemos arbitrariamente - multiplicada pela derivada segunda com
relacdo ao tempo do raio vetor que separa os planetas é igual a (...). O
primeiro ponto a favor da notagéo é o de permitir expressar com precisao

e concisao o problema em questdo. Busca-se, entdo, uma solucdo?, que

9 Observe que nao resolvemos o problema dos dois corpos, s6 o formulamos. Como o nosso objetivo nao é o de obter
uma solugao matemética para o problema, recomendamos o segundo capitulo do livro de mecanica celeste de Nelson
de Luca para uma analise exaustiva (De Luca, Cap.2, 1982). Poderiamos descrever o problema acima na linguagem
da formulagdao de Lagrange da mecanica, a qual é mais geral que a de Newton e permite a adocdo sistemas
generalizados de coordenadas. Ora, a formulacéo de Lagrange deixa explicita a relagdo entre as leis de conservagao
e a existéncia de simetrias de um sistema fisico particular, o que se generaliza através do teorema de Noether. K mais
do que evidente que isso requer um aparato notacional rico e cuja descri¢dao precisa estaria fora do escopo da
linguagem cotidiana - ver (Byron Jr. & Fuller, pp. 72-80, 1992).
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pode nao existir. Para o problema acima, ela é simples e foi obtida
primeiramente por Johann Bernoulli (1968), apés Newton ter iniciado a
discussao referente ao problema em seu Principia. Claro que a solucao sd
foi possivel por haver métodos matemadticos disponiveis para tal
empreitada, os quais sdo obtidos da teoria das equagdes diferenciais
ordinarias (Djairo, pp. 167-174, 2015).

Suponha, agora, que alguém insista na tese de tradugao da linguagem
matematica para a linguagem natural. Tome o caso do problema de n-
corpos sujeitos a atracdo gravitacional. Grosso modo, o problema de n-
corpos da mecanica celeste consiste em resolver um conjunto de equacoes
diferenciais ordinarias - fixados os valores iniciais para as posigdes e
velocidades de cada corpo. A forca resultante f; no corpo de massa m; e
posicdo x; é dada por (para n = 2):

FomEH 3 _mmy E o
a2 = Loy -5 TR 5

Este problema é bastante famoso e ja ocupou os folhetins reais do
século XIX. No volume sétimo da Acta Mathematica (1885) foi anunciado
um prémio para ser entregue no sexagésimo aniversario do rei Oscar II da
Suécia, i.e., no dia vinte e um de janeiro de 1889. O problema foi colocado

da seguinte maneira:

Dado um sistema qualquer de um niimero arbitrério de pontos materiais que
se atraem de acordo com a lei de Newton, supondo que dois pontos nunca
colidam, encontre as coordenadas de um ponto qualquer sob a forma de uma
série de fungdes continuas no tempo convergindo uniformemente para

qualquer valor da variavel real™.

© Segue a ata: http://www.mittag-leffler.se/sites/default/files/official_announcement.pdf
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O comité examinador era formado por grandes nomes da
matematica como Mittag-Leffler, Hermite e Weierstrass, sendo que foram
submetidos doze artigos, cinco dos quais tratavam o problema de n-corpos
- ver (Diacu, p. 67, 1996). O jovem e brilhante matematico francés de vinte
e cinco anos, Jules Henri Poincaré, ganhou o prémio e teve o seu trabalho
publicado™ no décimo segundo volume da Acta Matematica de 1890. Mas,
referente ao problema de trés corpos, o que exatamente Poincaré provou?
O matematico francés provou que o problema de n-corpos (n = 3) ndo era
integravel, ie., ndo admite integrais algébricas com respeito as
coordenadas de tempo, posicao e velocidade, além de um conjunto de dez
integrais conhecidas. Ou seja, demonstrou que, de acordo com uma
determinada técnica matematica, o problema nao tem solugao.
Curiosamente, difundiu-se que o problema de trés corpos é absolutamente
insoltvel, o que néo é correto! Karl Sundam provou (Idem, p. 69), através
de outros métodos, que é possivel obter uma solugéo em séries de fungdes
para o problema de trés corpos sob condigOes iniciais assaz plausiveis.
Além disso, Sundman aceitou que colisdes binarias pudessem ocorrer. O
caso geral do problema de n — corpos foi resolvido por Quidong Wang em
1991. Do lado tedrico, os trabalhos” de Sundman e Wang sao
monumentais, mas ndo sdo tdo interessantes do ponto de vista pratico,
visto a convergéncia das séries de fungdes que representam a solugdo ser
muito lenta, o que pode tornar impraticavel o seu uso no contexto da

andlise numérica.

" O trabalho de Poincaré continha um erro, o qual foi corrigido, mas apenas ap6s a primeira publicacdo de sua
memoria. Para a histéria completa do tema, recomendamos o trabalho de Barrow-Green (1997).

2 Trabalhos como os supracitados também nos levam a outros tipos de perguntas de natureza metamatematica como
ade haver, ou nao, problemas absolutamente insoltveis. Ora, existe um lado folclérico da matematica que considerou
o problema de trés corpos insoltivel, como vimos. Outro exemplo é o da prova da consisténcia da aritmética visada
pelo programa de Hilbert, cujo fracasso se deveu aos teoremas de incompletude de Godel. Todavia, Gentzen provou
a consisténcia da aritmética de Peano em 1936 ao assumir métodos de indugdo transfinita. Recomendamos, nesta
direcéo, o 6timo artigo de Feferman (2006).
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Para todos os propositos préticos e tedricos, ndo ha o menor sentido
em tentar resolver um problema da magnitude daquele dos n — corpos sem
o uso da linguagem matematica. A linguagem cotidiana é completamente
inadequada'® para a andlise de problemas matematicos com o minimo
grau de sofisticagdo. De maneira bastante simplificada, usamos as palavras
para denotar ideias na linguagem natural e construimos sentengas mais
complexas através de regras, mas no caso da matematica, temos simbolos
definidos no seio de estruturas. Por exemplo, se ¢ se referir a um conjunto
nao vazio e, definida uma operagdo binaria “+” (que chamaremos de
adicao) +:G x G - G, supondo satisfeitos os trés axiomas basicos da teoria
de grupos, diremos que < G,+> é um grupo. Dito de outro modo, o
conjunto ¢ munido da operacdo de adicdo satisfaz aos axiomas da teoria
de grupos - ver (Hilton & Wu, p. 3, 1977).

Os elementos de ¢ ndo foram especificados, a priori, e ha infinitos
exemplos de conjuntos que, munidos de uma operacao binéria de adigao,
satisfazem aos axiomas da teoria de grupos. Neste sentido, todos os
teoremas demonstrados a respeito de <G,+> se aplicardo a todos os
objetos matematicos que satisfizerem aos axiomas da teoria. Ora, através
da notagao, seguindo as regras, pode-se trabalhar de modo mecanico com
os simbolos, os quais podem ser interpretados, a posteriori, como se
referindo a uma pléiade de objetos, e.g., nlmeros reais, complexos,
matrizes, etc. Para fixar as ideias, utilizaremos um exemplo em que um
problema de matematica elementar é resolvido através da algebra abstrata
e da aritmética.

Suponha, primeiramente, que se queira encontrar dois nimeros cuja

soma seja 29 e cuja diferenga seja 3 pelo raciocinio aritmético conforme

3 Dito de maneira mais rebuscada, seguindo Casanave, “Nas palavras de Leibniz: a forma de representacio dos
signos matematicos é ectética (...)” e, finalmente, “Em resumo: o conhecimento matematico é sob signos, o
conhecimento filos6fico é através de signos” (Casanave, p. 65, 2007).
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expresso na linguagem natural, sendo o primeiro o maior. Como o
primeiro é o maior deles, podemos dizer que o segundo niimero mais 3 é
igual ao primeiro. Logo, como ambos somam 29, o dobro do segundo
nimero mais 3 é igual a 29, ou equivalentemente, o dobro do segundo
namero é 26, i.e., o seu valor é 13. Como o primeiro niimero excede o
segundo em 3, ele serd 16. Se usarmos algebra elementar, é imediato que:
x +y =29 e x — y = 3. Subtraindo as equacdes, obtemos imediatamente 2y =
26, i.e., y = 13. Substituindo y = 13 em uma das duas expressdes, segue que
x =16. Note que a estrutura do problema revelada pela abordagem

algébrica nos leva naturalmente a seguinte generalizagao:

x+y=s
x—y=d

s+d s—d
2

Assim, obtemos x === e y ==, no caso, uma familia infinita de
solucdes (x,y) para cada par (s,d) através de um processo puramente
mecanico. Uma consequéncia direta: dados dois nimeros x e y, a soma s e
a diferenca d entre eles é tnica. Reciprocamente, podemos dizer que s e d
determinam de modo univoco os ntimeros x e y. E imediato que o caso

anterior é apenas um exemplo de:

a;1X + ayy = by

ayX + azy =b,

O sistema acima de duas equagoes acima pode ser generalizado para
sistemas de n-equagdes a m-variaveis com coeficientes pertencentes a um
determinado corpo. O que se vé é o surgimento de uma estrutura
concernente as equacdes lineares e, nessa direcao, é desenvolvida a teoria
dos sistemas de equagdes lineares no seio da algebra linear (Lipschutz,

Cap.2, 1971).
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Dentre as estruturas estudadas pelos matematicos, algumas podem
ser Uteis aos fisicos, como se deu com as matrizes na mecanica quantica
de Heisenberg. Hermann Weyl (1950) e Eugene Wigner'* aplicaram com
bastante proeza a teoria dos grupos a mecanica quantica e criaram uma
escola que definiu um paradigma para vérias areas da fisica, a ponto de
ser colocada a questdo: Infestacdo ou controle de peste - a introducdo da
teoria dos grupos na mecénica quantica (Bueno & French, pp. 37-68,
1999).

Ainda dentro do contexto da heuristica e no sentido da aplicabilidade
da matematica a fisica, vejamos o que Mark Steiner afirma sobre o uso da

simbologia matematica em mecanica quantica:

Talvez, o mais flagrante uso de raciocinio formal em fisica seja o da tentativa
bem sucedida para “adivinhar” as leis de sistemas quanticos usando uma
estratégia conhecida por “quantizacao”. Esta estratégia comega ao se assumir
que o sistema obedece as leis classicas - uma assungao falsa, claro. Entao, a
descrigdo classica é convertida (por transformacdes sintaticas) naquela que se
espera ser uma descrigao quantica verdadeira do mesmo system (...) mostrarei
que as descobertas feitas desta maneira repousaram em manipulacdes

simbdlicas que beiram ao méagico (Steiner, p. 136, 1998).

Grosso modo, o que Steiner estd dizendo pode ser resumido do
seguinte modo: seja K = ﬁ (p? + p? + p2) a energia cinética de uma particula
de massa m, dado o seu momento = (p,,p,,p,). Faga as seguintes
substitui¢des puramente sintaticas, em que as fungdes classicas de energia

e momento linear sdo reinterpretadas como operadores lineares:

K- ind
Sl
o

4 Utilizamos a edicao de 1950 do livro The theory of groups and quantum mechanics de Weyl, apesar da primeira
edicao inglesa ser de 1931 e a primeira edigao alema de 1928. Em 1927, Weyl havia publicado um artigo em alemao
sobre teoria dos grupos e mecanica quantica em que cita Wigner.



Ricardo Mendes Grande; Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva | 49

Para simplificar a notacio, usemos j = 1,2,3 com (x;, x,%3) = (x,,2) €,

analogamente, p, = p,, p, = py € ps = .

. 0 . 0 92 . .
Como p?=pp; = (—zha—xj) (—lﬁa—x[> = —hzgjz_ , substituindo estes

operadores na expressdo para a energia cinética, obtém-se:
3

d 1 02

a0 __1 A

mat Q) Zmz h ox? )
j=1

Ora, aplicada a fungao ¥ (x;, x,, x5, t), temos uma equacao com a mesma

forma da equacio de Schrodinger para a particula livre, i.e.,

3
9 PE
ih 4 Gy, 2, 1) = —Z G
£
ou

'fla = ! h2V?
latu)_ 2m v

E se acrescentarmos a substituicao x; - operador de multiplicagdo por x;

, obteremos a forma geral da equagdo de Schrodinger.
ihil/) = —ihzvzlp + VY =Hy
at 2m

Para operador de Schrodinger, H = — = /2v2 + Vv
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Infelizmente, a equagdo®™ de Schrodinger ndo foi descoberta da
maneira acima e o processo de quantizacio™ a que Steiner se refere tem
as suas raizes na reinterpretagao dos colchetes de Poisson por Dirac, mas
no contexto da mecanica quantica de Heisenberg. Enfatizemos que a
mecanica quantica de Schrédinger é uma teoria fisica e que o caminho que
o fisico austriaco trilhou até a sua obtencio envolveu analogias, insights e
outras teorias da fisica - ver (Dugas, pp. 554-570, 1988). Uma equacao
matematica sem uma interpretacao fisica é apenas um objeto formal e que
pode se aplicar a descricdo de algum fen6meno da natureza ou nao. Caso
a equacao ih%¢ = —ﬁhzvzw + vy tivesse sido obtida e estudada de modo
independente e anterior a sua utilidade em mecanica quantica, ndo haveria
mistério algum relacionado a isso; seria apenas mais um caso de um objeto
matematico que veio a ter utilidade em fisica e, 0 seu nome, possivelmente,
ndo seria equacdo de Schrodinger.

Na mesma direcdo, se pegarmos a expressao para a energia
relativistica, E2 = m2c* + p2c?, e fizermos as substitui¢des acima, obteremos
uma nova expressdo. Como é sabido, Schrodinger elaborou tais
substituicdes, mas descartou a equagdo obtida por ndo ser invariante por
transformagdes de Lorentz e por dar origem a7 probabilidades negativas.
Porém, Klein e Gordon nao a descartaram. Feitas as substitui¢des a que

nos referimos, obter-se-a:

1 92 2.2 3. 52

mec a
%5 ) X2, X3,t) +—5— ) X2,X3,t) = i ) X2, X3, €
292 Y(xy, x2, X3, t) W2 WYXy, %2, X3, t) Zasz Yy, x2, X3, )

Jj=1

'S A respeito da criagao da equagao de Schridinger, ver (Dugas, 1988, pp. 554-570).

6 Para uma andlise dos argumentos de Steiner e sobre a estrutura formal do processo de quantizacio ver,
respectivamente, (Grande, §1.2.3, §1.3.1 & pp. 128-139, 2011) & (Isham, §5.2., 2001 & Ali & Englis, §2, 2005).

'7 Tecnicamente, tem-se que a expressao para a densidade de probabilidade assume valores negativos - ver (Dyson,
p- 4, 2007).
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ou simplesmente,

1 02 m?2c? )
EXTAR TR

2 . ~ .
Para O = iza% - v2, 0 operador d’alembertiano, a expressao acima se

C

reduz a:

m?c?

Op+—9=0

Os fisicos costumam utilizar um sistema de unidades em que ¢ = 4 =

1. Neste caso, a equacao assume a sua forma padrao:
O+m¥yYy=0

Apesar de ndo se aplicar a elétrons, a equacdo de Klein-Gordon é uma
equagdo relativistica que se aplica a fétons. O ponto é que o termo
PY(xy, x,, x5, t) deve ser interpretado como a equacdo de um campo quantico
- ver (Kaku, §3.2, 1993).

Steiner (pp. 159-160, 1998) se referird a outro caso em que o
simbolismo matematico exerceu um papel essencial e, a nosso ver,
necessario e indispensavel: eis o caso da criacdo da equacdo relativistica do
elétron. Coube ao génio de Paul Dirac a tarefa de elaborar uma equagéo
relativistica para o elétron e, de sobra, prever a existéncia de
antiparticulas, fato que lhe rendeu o prémio Nobel de fisica. Baseando-se
em suposicoes fisicas plausiveis (Grande, §3.1.4, 2011 & 2015), forte
intuicdo simbdlica e em sua genialidade, Dirac abordou'® a equagéo E? =

m2c* + p?c? de outra maneira ao supor que:

'8 Para uma anélise da criacéo da equagéo de Dirac e da descoberta do positron, ver (Grande, 2015) e para um trabalho
matematico bastante aprofundado, ver (Thaller, 1992).
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2
,’P12 +p} +p3 +mc? = aypy + ayp, + azps + agme

Ora, tal expressao poderia néo ter solucdo alguma, que é o caso para
dimensoes inferiores a quatro (Thaller, p. 3, 1992). Todavia, para
coeficientes «; tomados como matrizes do tipo 4x4, ela admite solugao
(Idem, Ibidem). Dirac, entdo, obteve a sua famosa equagdo relativistica
para o elétron ap6s resolver a equacdo acima - ver também (Lindsey &
Margenau, §9.17, 1956). O tltimo exemplo que mencionaremos nesta
subsec¢do é o da introducdo da unidade imaginaria i = ¥=1 na teoria das
equacOes algébricas.

Comecemos com a seguinte citacdo que ilustra com bastante
precisdo a diferenca entre um problema colocado na linguagem coloquial

e na linguagem do célculo matematico:

Pascal, por exemplo, descobre o esquema de um conceito de integragdo que
poderia fundamentar a anélise antes de Newton e Leibniz. Lendo seus tratados
da Roulette, das Ordens numéricas e dos Senos do quarto do circulo, pode-se
apenas admirar a poténcia criadora e a virtuosidade de seu pensamento.
Entretanto, como ele s6 se preocupa em transcrever as operacdes que cria na
linguagem didria - para o que, sabemos como ele é excelente - faltou a
constitui¢do de célculo. Em Leibniz, que ao contrério, poderiamos acreditar
como o campedo do paradigma da reducao das ideias aos simbolos (...)

(Granger, p. 82, 1988).

A sistematizagdo de um calculo simbdlico ndo apenas serve para
explicitar as estruturas mateméticas uteis a descricdo de um problema
especifico, mas como vimos acima, é um guia heuristico para a descoberta.
Suponha que se queira construir um retangulo cujo perimetro seja 20cm e
Cuja area seja 40 cm?. Assim, para os lados do retangulo x,, x, do retangulo,
devemos ter: 2x,+ 2x, = 20 OU x, + x, = 10. E também sera valido que x,x, =

40. Tal problema pode ser colocado da seguinte maneira: encontre as
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raizes de x2 — 10x + 40 = 0. Todavia, as suas raizes sdo x;, =5+ ¥—15 € x, =
5-%-15. Formalmente, a equagdo tem solugdo, mas ndo existem
retangulos cujos lados megam 5 + /=15 cm. A auséncia de uma intepretacao
fisica para a raiz quadrada de nimeros negativos nao impediu Bombelli*
(Granger, p. 55, 2002) de definir regras para a multiplicagdo de ntimeros
do tipo ¥=1 , sendo uma delas: ¥=1%=1=-1, conhecida por i?=-1.
Quanto ao problema do retingulo, ndo vemos como abordéa-lo na
linguagem coloquial. Imagine um professor de geometria pedindo ao
aluno para desenhar um retangulo cujos perimetro e area satisfacam as
relacdes acima.

Os ditos niimeros complexos, ou seja, aqueles da forma a + bi - para
0s numeros reais a € b - surgiram apenas como pontos de apoio para
determinadas operagdes tidas como impossiveis (Idem, p. 53), mas
adquiriram o estatuto de nameros, inclusive, tendo interpretaces
geométricas com o trabalho de grandes matematicos como Gauss.
Evidentemente, a notacdo teve papel fundamental na criagdo dos niimeros
complexos, 0s quais estendem naturalmente o conjunto dos nimeros reais
de modo a conter uma cdpia isomorfa destes. Mais precisamente, o
conjunto de todos os nimeros complexos do tipo a + bi, paraae R e b =0,
é isomorfo a R. Os nimeros complexos aparecem em intimeros ramos da
fisica classica e moderna como na equagdo de Schrodinger que vimos

acima, i.e.,

ih _6z/}g;, D _ iy o

9 "Bombelli nao utilizou o simbolo moderno “v~ ” para a denotar raizes quadradas em seu trabalho (Cajori, §496,
1993). Raizes quadradas foram denotadas de intimeras maneiras durante a histéria (Idem, §316-338), mas a sua
forma atual se deve a Euler (Idem, §324). Quanto a introdugao da letra i para a unidade imaginaria, a sua primeira
aparigao também se deveu a Euler em 1777. Porém, foi Gauss quem difundiu o seu uso de modo sistematico (Idem,
§498).
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Dissemos acima que nao existem retangulos cujos lados sdo dados
por nimeros imaginarios, também é evidente que ndo ha particulas cujas
posicoes sdo descritas por tais ntimeros. No contexto de realiza¢bes
empiricas, os elementos ideais sempre desaparecem, dado que sio apenas
objetos mateméticos inerentes a descricdo formal de um problema. No
exemplo da mecanica quantica de Schrodinger, seguindo a interpretacdo
de Max Born, toda a informagio a respeito de um sistema fisico esta
contida em sua funcdo de onda, em geral, uma fun¢io que assume valores
complexos, porém, cujo quadrado do seu modulo - um nimero real nao
negativo - nos da a probabilidade do sistema estar em determinado estado
fisico. Desta maneira, os elementos imaginarios desaparecem da equagao

de Schrodinger quando confrontada com os experimentos.

iv. Explicitacao de estruturas

Discutiremos, agora, um tépico muito importante e que serad
retomado na préxima se¢do sobre o simbolo e a realidade. Para isso,
utilizaremos exemplos da teoria elementar da analise tensorial. A nossa
exposicdo sera informal e deixaremos os detalhes técnicos como
referéncias, i.e., (Bishop & Goldberg, Chap.2, 1980) & (Arfken & Weber,
Chap.2, 2005) & (Cartan, Chap.2, 1966) & (Lima, 2012).

Muitas quantidades fisicas ndo sdo podem ser representadas, ou nao
se rendem a generalizagoes, pelo uso de vetores ou escalares, mas apenas
por objetos matematicos mais gerais chamados de tensores. Dentre tais
quantidades, podemos mencionar as tensdes em trés dimensoes,
curvatura de variedades n-dimensionais, tensores de inércia, dentre
inGmeras outras. Comecaremos a nossa analise com o conceito de vetor.
Assim como conceito de vetor em R" generaliza o de namero real, o de
tensor generalizara o de vetor. Sigamos, entdo, falando um pouco de

vetores.
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Tome o conjunto dos nimeros reais R visto como um espago vetorial
sobre si mesmo. Considere, agora, R" = {(xy, ..., x,,); *; € R} € defina de modo

padréo:

(xlr ---:xn) + (ylv ---vyn) = (X1 + Y1, Xn + Yn)
A(xq, oo xp) = (Axq, ..., Ax,), VA € R

0=1(00,..,0)

Observe que: —(xy, .., %) = (—Xy, e, —Xp)-

E imediato que R* satisfaz a todos os axiomas da estrutura de espaco
vetorial, i.e, R* pode ser dotado de uma estrutura de espago vetorial sobre
0 corpo dos reais R - ver (Lima, Cap.1, 2009). E comum escrever (R*R)
para destacar esta peculiaridade, ou de modo mais geral, (V,K.+,.), cujo
significado é: o conjunto nédo vazio v, munido das operagdes binarias de
adicao " +" e multiplicacdo por escalar "." é um espago vetorial sobre o
corpo K.

Quanto ao conjunto R", ele conterd uma cdpia isomorfa de R, i.e., 0
subconjunto {(x;,0,0, ...,0); x; e Re x; = 0,se i # 1,} éisomorfo a R. Do ponto de
vista de espacos vetoriais, (R, R) sera um subespaco de (R", R). Este tltimo
espaco vetorial foi construido de maneira puramente simbolica
explicitando uma estrutura. Poderiamos ter partido de um conjunto nédo
vazio v e de um corpo K de modo que pudéssemos obter o espago (v, K. +,.).
Em seguida, tomarfamos v*=v xV x..xV , n-vezes, definiriamos as
operagdes de adigdo de vetores e produto por escalar de modo anélogo a
(R, R), definirfamos o elemento nulo do seguinte modo 0 = (0,0,...,0) e,
finalmente, obterfamos (v*,K, +,.). Neste caso, temos o esqueleto de um
espago vetorial n-dimensional arbitrario, o qual foi revelado por um
processo notacional que partiu da construgido de (R*R) e culminou em
(v, K, +,.). Essa construgao sugere que todos os espagos vetoriais finitos,

i.e., de mesma dimens&o n sobre 0 mesmo corpo K sao isomorfos, fato que
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¢ de facil demonstragéo. Isto significa que apresentam uma similaridade
estrutural e, logo, tudo o que for valido para um dado espaco vetorial n-
dimensional sobre K, o serd para qualquer outro espago de mesma
dimensionalidade sobre o mesmo corpo.

Alguma pessoa desprevenida poderia dizer: ora, C* e R* sao conjuntos
distintos, mas podem ser isomorfos? Note que o isomorfismo nao se refere
aos conjuntos em si, mas ao conceito de espaco vetorial n-dimensional
sobre o mesmo corpo! O corpo dos complexos é mais rico do que o dos
reais e, por exemplo, a equagdo x? + 1 = 0 admite solucdo em ¢, mas nao
em R. E mais do que evidente que tais conjuntos sio distintos em varios
aspectos, mas quando vistos sob a lupa de espagos vetoriais de mesma
dimensdo sobre R, exemplificam uma mesma estrutura, no caso, a de
espaco vetorial n-dimensional sobre R. Ndo ha mistério algum aqui, dado
que estamos tomando cada elemento z de (€*, R ) como um objeto do tipo
{(21, ., 2,); 2z € C} e definindo as operagdes de modo anélogo a R", mas
sempre tendo R como corpo, i.e., (R*, R ) e (C*, R ). Mais precisamente, (C*, C )
ndo é isomorfo a estes dois espagos anteriores. Note que R nado é
algebricamente completo, i.e., nem todo polindmio com coeficientes reais
possui uma raiz real, o que faz com que os espagos vetoriais complexos
sejam indispenséveis na teoria dos operadores lineares - inclusive muitos
teoremas sobre operadores em espacos vetoriais reais requerem a
utilizacdo de ntimeros complexos - ver (Lima, Teorema 12.1 & Cap.21,
2009). No contexto de espagos vetoriais de dimensao infinita, a teoria dos
operadores lineares requerera o uso de espagos vetoriais complexos (de
Oliveira, Chap.1, 2009).

Ainda sobre os vetores, existe uma maneira puramente operacional
de defini-los. Neste caso, busca-se caracteriza-lo como um objeto que se
comporta de uma determinada maneira quando submetido a mudancas

e coordenadas. Para isso, tome % =3, 1.8, , de modo que {&;} seja uma
d denadas. P , t naAE, d d ;
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base ortonormal. Tomando outra base ortonormal {f} com ¢, = ¥, a;,f; , é

imediato que:

n n n o n n o
B2 ME=D A afi=) D ha,
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1

Grosso modo, para o caso de uma transformagdo ortogonal possivel,
um vetor arbitrario x' de componentes x; pode ser definido de maneira

operacional por:

n
r_
x; = Z agx;
j=1

Note que estamos definindo o vetor através das suas coordenadas, ou
componentes {x/}, em um sistema de referéncia e do modo pelo qual elas
se comportam em transformagcdes ortogonais. E importante perceber que
o vetor x' é o objeto abstrato representado em qualquer sistema de
coordenadas (e que satisfaga a um conjunto especifico de transformagoes),
ou mais especificamente, é a classe de todos esses objetos «x'.
Evidentemente, existem conceitos tedricos por tras do processo acima,
embora ele aparente ser puramente sintatico. Estenderemos, agora, o
conceito de vetor da seguinte maneira - supondo, mais uma vez, apenas
transformagoes ortogonais.

Escrevamos, primeiramente, para r-somatdrios, todos de 1 a N, a

seguinte transformacao r-linear invariante denotada por 7

T= ZZ ) Z Tij.n@iBj - Vn
i b n

Aqui T;; , sdo as componentes do objeto T com relacdo a uma base
J
ortogonal, no caso, justamente aquela em que a;8; ...y,representam as

componentes de vetores que assumimos unitarios. Definimos, entao, o
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conceito de tensor cartesiano de posto r pelo conjunto de N” elementos 7;; ,
que se transformam da seguinte maneira sob mudangas ortogonais

(rotagoes):

! _
Tij...n = Z Z Z qumtaipajq e Oy
p&q t

Dizemos que um tensor de posto zero denota um escalar, enquanto
um vetor é denotado por um tensor de posto um. No fundo, tensores
cartesianos sdo apenas transformagoes multilineares - ver (Lima, Cap.2,
2012). Os fisicos costumam escrever a expressdo acima, assumindo a

convengao de Einstein® para os somatorios, do seguinte modo:

’ —
Tij...n pq...taipajq e Qpt

Antes de encerrarmos a discussdo sobre este exemplo, vejamos
alguns aspectos ligados a notagdo que nao transparecem a primeira vista.
Usaremos um caso bem simples da algebra multilinear - para uma anélise
detalhada sugerimos (Greub®, Chap.6, 1961 & Greub, Chap.1, 1967).

Seja o espaco vetorial v* sobre o corpo T, (v¥,T), i.e., V¥ =V x .. x V para
k copias de v. Tomemos um funcional multilinear ¢:v* - I. Assuma que a
dimensao de v seja finita e que {&}, i = 1, ...n seja uma base ortonormal para
v. Calculemos ¢(#,, .., %), sendo que #; = 37_,1;é;, i.e., escrevemos cada
vetor arbitrario como combinacéo linear dos elementos da base. Assim:

n n n
o o o N N
@Wy, o, V) = ( E Ay €y s e E Ai}.eij,..., E A €i)
ip=1 ij=1 k=1

e

20 Sobre a convengao de Einstein, Elon Lages Lima nos diz algo curioso a seu respeito no prefécio a primeira edicio
de seu livro de célculo tensorial: “(...) ndo s6 é necesséria, mas é francamente absurda” e, em seguida, “(...) Kronecker
e Einstein devem ser lembrados por motivos mais sérios” (Lima, 2012).

2! Recomendamos a segunda edicdo do livro de Greub, visto a secao referente a algebra multilinear ter sido excluida
a partir da terceira edicao.
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Utilizando a linearidade de ¢ em cada componente, obteremos, para

k- somatorios:

QW ., V) = Z Z Z o A (p(ell, B Eik)

Omitindo o sinal de somatorio, segundo a convencéo de Einstein, e

mantendo apenas 4;, ... 4;,, tem-se:

ik
@y, ..., V) = Ail Aik(P(éilr ---:éik)

Visto que ndo importa a ordem em que os termos sdo adicionados, é

imediato que:
Oy, -, Vy) = (P(gil' e g’:k)ﬂ'il e Ay
Finalmente, para ¢;, ;, = ¢(&,, .., &,), resulta:
@y, ., V) = <Pi1mi,/1i1 lik

Assim, as componentes de ¢, na base em que cada vetor #; se escreve
como v, = ¥}, &, , S0 dadas por um conjunto de N* elementos do tipo
o(é,,...&,) (ou ¢, ;). Caso queiramos ver como essas componentes se
transformam, bastaria escrever cada elemento da base {¢;} em termos de
elementos de uma nova base e utilizar a k-linearidade de ¢(é,, ..., &, ).
Evidentemente, terfamos uma expressao anéaloga aquela que escrevemos
para T}, ,. Acreditamos que seja Obvia a analogia entre T e ¢. Falemos,
agora, um pouco de vetores covariantes e contravariantes, um t6pico
muito presente em fisica - ver (Cartan, pp. 7-15, 1966) para uma analise
mais aprofundada e para o tdpico curvas diferenciaveis em R*,

recomendamos (Kreyszig, Chap.2 , 2017).
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Considere uma curva y(t) diferenciavel em R e o seu vetor tangente

Y, ie,

y(&) = (18D, ., X (£))

e

@) = dx,
4 _(dt'

dx,

Tome por y; =y,(x (), .., x,() uma mudanga de coordenadas

admissivel e

@ dn
dt ' dt

)
Ora, assumindo que nédo hé sistemas de coordenadas privilegiados,

dxn

seguird que tanto (22,..,%%) quanto (52, ..., %) terdao o mesmo estatuto de
vetor tangente a y, porém, vistos de sistemas de coordenadas distintos e
relacionados por uma mudanca de coordenadas admissivel vy, =
¥;(x1(2), ., x,(£)). Neste caso,

Ay _ N vidy

dt ~ £uox; dt
j=1

dyl

Escrevendo y, =% e T (%, .. %,) = 22, 7 = &2

teremOS
Ty o %) = Z —T/ (x2(O)s 0, 2n(D))

Os termos T', que se transformam segundo a regra acima sob uma
mudanga de coordenadas, sdo as componentes de um vetor
contravariante. Enfatizemos que este vetor ndo é dado apenas por suas
componentes em um Unico sistema de coordenadas, mas pela quantidade
abstrata determinada pelo conjunto de todas as suas componentes 7/ em

todos os sistemas de coordenadas possiveis (i.e., que possam ser
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relacionados por uma transformagdo arbitraria de coordenadas
admissivel, claro). Assim, construimos um campo vetorial contravariante
T @,.. T'®) a partir de (T'(x),..,T"(x))e de cada mudanca de
coordenadas x; = X;(x;(t), ..., x,(t)) -sendo x = (xy, ..., x,) € X = (X1, ..., Xp).
Considere, agora, uma funcio escalar ¢(x,, ..., x,) invariante por uma
transformagdo de coordenadas x; = ¥;(xy,..,x,). Perceba que estamos

assumindo, explicitamente, o seguinte:
@O, -, Xp) = @1, s Xn) = @1, -0, X0 (X))

Tome o vetor gradiente de ¢,V = (22, ... ,;7"’). Calculando as derivadas

2%,
parciais de 9(x,, ..., ¥,), teremos:

g N 0pdx; 0% 09
6?1 ~ ax) af, =t a%l ax]

De modo genérico, se as i — ésima € j — esima componentes de Vg e Vo
forem dadas, respectivamente, por T;(%,..,%,) € Tj(xy,..,x,) €M Seus

respectivos sistemas de coordenadas, sera imediato que:
= _ N - ox;
T (X1, ., %) = Z % T,~(x1, ey Xp)
=1t

Os termos T;(%,, ..., %,) recebem o nome de componentes covariantes
de um campo vetorial. No caso, o vetor gradiente define um campo vetorial
covariante.

Os vetores covariante e contravariante sdo casos especiais de
invariantes diferenciais chamados de tensores. De modo geral, omitindo o

sinal de somatério - assumindo a convengdo de Einstein mais uma vez -
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definimos por tensor ou campo tensorial absoluto o objeto matemético®,
mais precisamente, a classe de todos os objetos matematicos cujas
componentes se transformam de acordo com:

F*az-Ar -\ _ paia..ar
Tblbz...bs (X1, s X)) = T5152---Bs (CIA

0X,, 0x4, 0xp ~ Oxg,
0xq, " 0xq, 0%y, 0K,

De modo geral, um tensor ou campo tensorial é, finalmente, definido
por:
0%,, 0%, 0x 0xg

U SCTERE

N
Talaz...ar(_ _ ) ‘69{‘
byby.bg X1y ey Xp) = 2=
1D2...Ds M ox

0xq, " 0xq, 0%y, 0%,

Sendo N o peso do tensor e |Z—j‘_{| 0 jacobiano, i.e., o determinante da
matriz jacobiana - ver (Naber, p. 169, 1980). Desta maneira, o conceito de
tensor generaliza os conceitos de tensor absoluto, vetor (covariante e
contravariante) e o de escalar. Claro que é possivel desenvolver a andlise
tensorial e estender o conceito de derivada a objetos do tipo
Tyin.n. (%1, -, ,) € analisar as notacoes utilizadas para os novos conceitos,
0 que nao serd feito aqui. Além das intimeras referéncias mencionadas,
para uma abordagem introdutéria a andlise tensorial, ver (Spiegel, pp.
228-241, 1961). Fagamos, agora, algumas observacdes sobre o que foi dito
nesta subsecao.

Primeiramente, discutimos como o conceito de vetor em R" nos
conduz a nogdo geral de um espago vetorial n - dimensional. Em seguida,
partimos de uma curva diferenciavel i(t), cujas coordenadas nos dao, para
cada t e R, um vetor em R". Definimos o vetor velocidade 4'(t) em um ponto

arbitrario. Depois, olhamos para todas as possiveis transformagoes de

22 Existe um certo abuso de linguagem por nossa parte ao falarmos de tensor e de campo tensorial. O campo tensorial
é definido a partir do objeto tensor de maneira analoga ao que foi feito com o vetor contravariante, o qual nos da o
campo vetorial contravariante.
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coordenadas y; = y;(x,(t), .., x,(t)). Denominamos de campo vetorial
contravariante aquele cujas componentes T (%, ..,%,) satisfazem a uma
determinada regra de transformacdo, mais precisamente, o elemento
abstrato (T'(),..,T' @), fruto de toda e qualquer transformacio de
coordenadas possivel ¥; = ¥;(xy, ..., x,,) € obtido a partir de (T'(x), ..., T"(x)) -
sendo x = (xy, .., %) € X = (X4, oor) X)-

Feito isso, em seguida, definimos as componentes covariantes de um
vetor e, finalmente, um campo vetorial covariante. Bem, vimos que
campos vetoriais covariantes e contravariantes sio exemplos basicos de
campos tensoriais, os quais foram definidos através da extensio de
conceitos e da notagao, i.e.,

—a,a;..ar

T (_ b ) — a1Qz...Qr axul axur ax/ﬁ axﬁs
byiby..bg \X1s =y Xn) = Fa

= X1y r X, — ... =
‘Bx‘ Bafaiss 1 n) 0xq, " 0xq, 0%p, 0%y,

De maneira resumida, a ideia basica é exatamente a mesma da

insercdo da unidade imaginaria na teoria das equacoes algébricas:

. . . md18z..0r —
i. Introduz-se um conjunto novo de signos, e.g., Ty p, b, (X1, -, Xn) OU G +

bi;

ii. Sao estendidas as operagdes entre os signos do dominio antigo para um novo
dominio;

iii. Os objetos antigos sdo tidos como casos particulares dos novos, e.g., como
se da com o nimero real x que é idéntico (do ponto de vista estrutural) ao
complexo x + 0i. Outro exemplo é aquele do campo vetorial covariante

T;(xy,...,Xp,) que ¢é um caso particular de campo tensorial

—a10y..0y __ _
Tblbz...bs (xlr R xn);

Vejamos um ultimo exemplo.

Utilizemos Ax,Ay e Az para denotar, respectivamente, as seguintes

diferencas x, —x;, y,—y, € z, —z;entre dois nimeros reais arbitrérios.
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Suponha que 0s eixos ox, oy € oz constituam um sistema de referéncia
cartesiano ortogonal para o espago euclidiano tridimensional. Assim, neste
sistema de referéncia, o teorema de Pitagoras nos diz que: As? = Ax? + Ay? +
Az2. Para o elemento diferencial ds, somos levados naturalmente a ds? =
dx? + dy® + dz?. Escrevendo x =rsinfcosg , y=rsinfsing € z=rcosf ,

demonstra-se que (Butkov, p. 38, 1988):
ds? = dr? +r2d6% + r?sin® 0 de?
De modo genérico, escrevemos:
ds? = g;;(x)dx;dx;

Retomemos, agora, a curva y(t) de componentes x;(t). Utilizando
ds? = g;;(x)dx;dx; , podemos escrever a seguinte expressao para o
comprimento da curva entre dois pontos (para dois instantes de tempo ¢,
et):

| * 0y o) 2 g,
s=| (9@ ———~
b dt dt

Dessa maneira, s generaliza o conceito de distancia entre dois pontos
em um espago euclidiano de dimenséo finita arbitraria. Alids, a expressao
acima se aplica a espagos mais gerais chamados de riemannianos (do
Carmo, p. 43, 1988) e que sdo de grande utilidade na teoria da gravitacdo
de Albert Einstein - ver (Hawking & Ellis, §2.6, 1973) & (Peacock, §1.7,
2005). Aplicando métodos do célculo variacional a expressao acima, é
possivel obter a equagdo de uma curva especifica chamada de geodésica,
um objeto matematico importante na teoria geral da relatividade de

Einstein.
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Os conceitos bésicos mencionados anteriormente como os de tensor
métrico g;;, geodésica e distancia sdo apenas alguns dentre muitos outros
relevantes para a compreensao da matemaética que fundamenta a teoria
geral da relatividade de Finstein. Teorias tdo complexas quanto a mecanica
quéantica de Schrodinger ou a relatividade nao sao frutos de manipulagdes
simbolicas que beiram a magia, como pensa Mark Steiner (p. 136, 1998).
Seria desarrazoado sustentar qualquer ponto de vista nessa direcio e,
lembremo-nos de que, da criacdo da teoria restrita da relatividade a
obtenc¢do das equagdes do campo gravitacional por Einstein e Hilbert,
passaram-se dez anos (Pais, §14.c.-14.d., 1995). Uma teoria pode envolver
inimeros conceitos fisicos e matematicos que, em geral, transcendem a
mera andlise sintatica e o poder heuristico da notagdo. Em seu texto
classico, O significado da relatividade, Einstein (pp.70-82, 1984), por
exemplo, se deteve em uma reflexdo fisica e filoséfica bastante rica antes
de partir para a abordagem matematica propriamente dita, a qual o levara
as suas equagdes de campo (Idem, p. 105). Em suma, teorias como a(s) de
Einstein sao frutos do brilhantismo e trabalho arduo de seus criadores.

Antes de encerrarmos esta subsegdo, colocamos a questdo: que tipo
de conhecimento o raciocinio simbolico essencialmente prové? Teorias
abstratas ndo precisam se referir a objetos da nossa experiéncia empirica.
O décimo quarto capitulo do livro Towards non-Being de Priest (2016) se
chama Creating non-existents. Nao ha nada de errado em estudar a teoria
de Meinong dos objetos inexistentes ou em crid-los no contexto das légicas
ndo classicas. No pior dos mundos possiveis, a abordagem de Priest nos
sera atil para a explicitagio de estruturas légico-formais,
independentemente de vocé ser um realista ou um antirrealista - ver

também (Idem, pp. 268-280). Dos espacos vetoriais as logicas modais,
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légicas nao classicas, tensores, unidades imaginarias, etc., eis a esséncia do
pensamento simbodlico: ele revela estruturas.

Em suma, acreditamos que os inimeros exemplos mencionados em
nosso livro tenham servido para ilustrar o poder dos signos e as suas
vantagens sobre a linguagem natural. Parece-nos mais do que evidente
que todas as vantagens heuristicas, conceituais e estruturais obtidas
através dos signos nao poderiam ser alcangadas pela simples utilizacdo da
linguagem cotidiana. Por outro lado, os signos, por si préprios, ndo sao
suficientes - embora necessarios - para a elaboragdo de uma grande teoria

da matematica ou da fisica.

23 Nao entraremos no mérito da discussao de uma teoria ter que ser consistente para que nos proveja de conhecimento

formal, algo em que Husserl acreditava - (da Silva, p. 132 2012). Entretanto, no contexto de utilidade, h teorias
quanticas de campo ndo renormalizaveis tteis ao fisico, i.e., sao inconsistentes - ver (Kaku, p. 213, 1993). Claro que
isso é correto de acordo com determinadas técnicas mateméticas e, assim como o problema de trés corpos é nao
integravel, ele é soltivel por outros métodos; logo, pode ser o caso de aquelas teorias se renderem a outro formalismo
matematico. Ainda sobre o tema das teorias nao renormalizaveis, recomendamos o livro de Dodd, do qual retiramos:
“A forca gravitacional entre duas massas pode ser descrita pela troca de gravitons entre elas. Problemas surgem,
entretanto, porque, diferentemente da eletrodinamica quantica, certos sub-processos ligados aos gravitons parecem
sempre ocorrer com probabilidade infinita - a gravitagao quantica nao é renormalizavel” (Dodd & Gripaios, p. 41,
2020).



4

O simbolo e a realidade - analise filosofica

4.1 Realidade fenoménica

Eu tenho considerado a questiao em detalhe e me convencido de que os
simbolos sdo parte essencial do método para penetrar por tras dos fendmenos

(Born, p. 143, 1966).

O titulo desta secao é o mesmo do artigo de Max Born (1966) que nos
inspirou a escrevé-la, no caso, Symbol and reality. Do mito da caverna,
passando por Kant, chegando aos filmes de ficcio cientifica como Matrix,
sempre houve quem questionasse o estatuto da percepgao empirica ou
sugerisse a existéncia de algum tipo de realidade por tras dos fenémenos.
Sobre esta questao, a seguinte citacdo de Lebniz, que retiramos da Andlise

da matéria de Bertrand Russell, exprime bem a nossa posi¢ao:

Embora se tenha dito que toda essa vida ndo passa de um sonho, e que o
mundo visivel nada mais é que um fantasma, eu chamaria esse sonho ou
fantasma de bastante real, se, empregando bem a razao, nunca fossemos

enganados por ele - Leibniz (Russell, p. 22, 1978).

A expressdo realidade por tras dos fenémenos é bastante vaga e, a
primeira vista, soa mistica. Tome o exemplo de uma descoberta cientifica
de uma antiparticula como o pésitron. Neste caso, Dirac previu a sua
existéncia e Carl Anderson fez a sua deteccdo em 1932. Ora, descobertas
sdo feitas o tempo todo. Em 4 de julho de 2012, uma particula com
caracteristicas compativeis com o boson de Higgs foi detectada em

aceleradores de particulas. Peter Higgs teorizou a particula em 1964 e
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passaram-se longos anos até a sua detecgdo. Mas essas particulas e
antiparticulas ndo fazem parte da realidade por tras dos fenémenos, mas
dos proéprios fendmenos, embora, algumas possam ser detectadas apenas
em situagdes extremas envolvendo altas energias.

Note também que existe uma carga tedrica relacionada a termos
como pésitrons, os quais surgem de interpretagoes fisicas de expressoes
matematicas, como no caso dos espinores. Campos espinoriais por si s6
sdo apenas objetos matematicos. No contexto da mecanica quantica,
passam a ter uma interpretacdo fisica relacionada a descricio do
movimento de elétrons e poésitrons na teoria da equagdo de Dirac - ver
(Cartan, §157, 1966). A detecgdo do positron foi fortemente guiada pela
teoria e o proprio fisico inglés elaborou uma interpretagio das solugoes da
sua equacdo que aparentemente previam a existéncia de particulas (no
caso, elétrons) com energias negativas.

Dirac imaginou a existéncia de um po¢o com infinitos elétrons
dotados de energia E < -mc? de modo a preencher tal poco. O principio da
exclusao de Pauli proibe que um estado seja ocupado por mais do que um
elétron e, assim, se evita que qualquer outra particula ocupe um estado no
poco. Deste modo, estamos nos comprometendo com a existéncia de um
poco de particulas inobservaveis e de energia negativa. Entretanto, a
auséncia de uma dessas particulas, que Dirac chamou de hole, um buraco
nesse pogo ou mar de particulas, seria detectavel e, inclusive, reagiria com
campos externos. Assim, esse buraco seria, na interpretacdo de Dirac, a
antiparticula do elétron (figura 1) - para uma discusséo detalhada da teoria
de Dirac do elétron ver o paragrafo §9.17 do livro de Lindsay & Margenau
(pp. 501-514, 1957); sobre o experimento de Anderson, ver (Dugas, pp.
606-608, 1988).

Parafraseando Wittgenstein (p. 55, 1968) “O mundo é tudo o que

ocorre”, entretanto, parece sempre haver muito mais coisas no mundo do
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que as que conhecemos em qualquer periodo da histéria humana. Deste
ponto de vista, ndo hd uma realidade por tras dos fenémenos, mas apenas
uma realidade fisica que ainda ndo pudemos conhecer ou descobrir através
de equipamentos auxiliares como telescopios, microscopios e aceleradores
de particulas. Enquanto ndo somos realistas em matemética, parece-nos
dificil evitar alguma forma de realismo brando em fisica do tipo: algo
existe, embora sempre se manifeste como um fendmeno natural e dependa
amplamente de nossas interpretagoes tedricas.

O caso do positron ilustra bem a nossa posi¢do: mesmo que
amplamente dependente da teoria e dos equipamentos modernos de
deteccao, algo existe, chamemo-lo de pésitron, antiparticula, elétron
positivo ou de buraco. Claro que alguém poderia colocar a questdo de o
poco infinito de elétrons ser sé uma ficcdo ttil ou de, por ndo ser
diretamente detectavel, estar por tras dos fenémenos. Por si s6, a mecanica
quantica ji4 admite inGmeras interpretagdes, cujas andlises estariam
completamente fora dos nossos propdsitos aqui. Apenas a titulo de
curiosidade, um pésitron também pode ser interpretado como um elétron

com carga positiva viajando para o passado.

Figura 1. Quando um féton atinge um elétron do pogo infinito de energia negativa, ele deixa um buraco, o qual se

comporta como dotado de energia e carga positivas. Fonte: (Kaku, p. 91, 1993).
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Discutimos nos paragrafos anteriores a descoberta do pdsitron, a
qual teve como ponto de partida determinadas solucdes da equagao de
Dirac. Assim, ilustramos novamente o papel heuristico da simbologia - ver
(Grande, 2015). Entretanto, nao ha descobertas fisicas sem teoria e
interpretacdo das expressdes matematicas que, em si, nao tém referéncia
no mundo e existéncia independente, a nosso ver. Todavia, quanto ao dado
da experiéncia, ele ndo se encaixa a mente humana de modo passivo. Mais
precisamente, a nossa percepcao de mundo € ativa e estruturante, ou seja,
ndo percebemos os objetos distribuidos de modo caético no mundo, mas
através de certa ordem temporal e organizacao espacial. Pouco importa se
Kant estava errado a respeito da geometria euclidiana ser a geometria da
nossa intuigdo, isso ndo mina o ponto de vista central a respeito da
estruturacdo subjetiva da realidade empirica. Para Born (p. 148, 1966), o
advento da teoria restrita da relatividade solapou a doutrina kantiana que
toma o espaco e o tempo como formas a priori da intuicio. Ja a mecanica
quantica aboliu outra categoria kantiana a priori, a de causalidade, dado
que a mecanica quantica ndo é determinista, mas estatistica (Idem,
Ibidem). Acrescentemos o advento das logicas néao classicas que também
teve o seu impacto no kantismo. Na nossa leitura, as teorias supracitadas

e evocadas por Born mostram que:

i. Com relagdo a teoria restrita da relatividade, o conceito de simultaneidade
absoluta' deixa de fazer sentido, mas para os eventos fisicos do nosso cotidiano,
nao ha muito com o que se preocupar, dado que os efeitos relativisticos s6 se
manifestam a velocidades extremamente altas. Claro que podemos afirmar

categoricamente que nao hd uma geometria da nossa intui¢do e que seria a

' A respeito da inexisténcia de simultaneidade absoluta, Born nos diz que “Esta ideia levou a teoria especial da
relatividade e a uma nova doutrina do espago e tempo. As ideias de espago e tempo de Kant como formas a priori da
intuicao foram, assim, finalmente refutadas” (Born, p. 148, 1966). Recomendamos as seguintes secoes de um livro
de Reichenbach aos interessados em uma andlise mais aprofundada do impacto da fisica moderna no conceito de
causalidade, (Reichenbach, pp. 24-47 &149-156 & 211-224 & 262-270, 2013).
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priori. Todavia, a tese de que percebemos o mundo impondo a ele uma estrutura
continua inabalada;

ii. A categoria de causalidade* também ndo é a priori, caso levemos em conta
eventos do mundo subatémico. Contrastemos isso com: “6.32 A lei da
causalidade néo é lei, mas forma de uma lei (Wittgenstein, p. 122, 1968)” e “6.321
‘Lei da causalidade’ é um nome genérico. E assim como dizemos, na mecanica,
que existem leis minimas - por exemplo, a de agdo menor - existem na fisica,
leis da causalidade, leis da forma da causalidade” (Idem, Ibidem). Wittgenstein
vé a causalidade como possibilidade, visto nao ser logicamente necessaria e,
desta maneira, ndo seria uma lei fisica no sentido estrito. Do mesmo modo, a
indugdo nao serd uma lei, o que ficara claro na seguinte proposicao: “6.37 Nao
hé obrigagdo para algo acontecer depois de alguma coisa ter acontecido. Nao ha
necessidade que nao seja logica (Idem, p. 125)”. Ainda sobre o impacto da fisica
moderna na filosofia de Kant, apesar de nao termos acesso direto a eventos
microscopicos, é razoavel aceitar que nao ha motivos para considerar a
causalidade como dotada de um estatuto de categoria a priori. Do mesmo modo
que podemos utilizar geometrias distintas para descrever o espaco fisico,

podemos descrever um fendmeno fisico de modo causal ou nio.

Falemos um pouco mais dos itens i. e ii., respectivamente. Referente
a geometria, seguindo Born, concordamos em que ndo hé espago para o
apriorismo kantiano, mas continua intocavel, a nosso ver, a parte
referente a estruturagdo do mundo por parte do sujeito, ndo importando
a inexisténcia de uma geometria da nossa percepgio. E 6bvio que a
geometria euclidiana nos soa mais natural pelo fato de se aplicar de modo
simples a descri¢do de varios fendbmenos da nossa realidade empirica,
todavia, para habitantes de um mundo distinto, poderia ser menos trivial

a sua utilidade. Pensemos em seres inteligentes cujos cérebros e corpos

2 «f; verdade, os modelos de movimentos eletronicos sugeridos por Niels Bohr foram uma imitagio em miniatura do
movimento planetario. Entretanto, nem todas as drbitas eram ‘permitidas’, mas apenas alguns estados ‘estacionarios’
caracterizados por ‘condi¢des quanticas’ nao mecanicas, e a transicao entre estes estados, os ‘saltos quanticos’,
seguiam regras que ndo tinham analogia na mecanica. Quando este desenvolvimento culminou no estabelecimento
da mecanica quantica, houve um fim aos modelos mecanicos e, a propésito, também a descrigao causal da fisica
classica” (Born, p. 153, 1966).
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gelatinosos se estendessem por um ambiente de mesma natureza onde a
geometria das retas, triangulos e solidos néo lhes parecesse natural. Seria
razoavel que esses seres descrevessem o seu mundo através de uma
geometria ndo euclidiana. Poincaré também imaginou a existéncia de
animais hipotéticos em um mundo de duas dimensdes cuja geometria
seria esférica em sua A ciéncia e a hipétese (Poincaré, pp. 38-39, 1905).
Sobre o item ii., bem, quando escrevemos f = md e assumimos que
uma for¢a produz uma aceleracdo, ou mais precisamente para o nosso

exemplo da secdo 3.2., em que o planeta de massa m, sofre uma aceleracao

mym, ¥
rz |17’

devido a forca causada pelo planeta de massa m, , fi, = G estamos

dando uma intepretacdo causal das leis da mecanica de Newton - e
aceitando a acdo a distancia. Em suma, nédo é preciso invocar a mecanica
quéntica para falarmos de interpretagdes ndo causais, basta descrever o
movimento de uma particula por um principio de minima agdo. A Critica
da razao pura de Kant foi publicada em 1781, ja o primeiro volume da
Mecéanica analitica de Lagrange é de 1788. Em sua obra principal, o grande
matematico francés deu inimeras contribuigdes originais a fisica, difundiu
e condensou os trabalhos de ilustres matematicos como os de Euler,
D’Alembert, Clairault, Fermat e Bernoulli, dentre muitos outros que
contribuiram para o desenvolvimento do célculo variacional e principio de
minima3 a¢do - ver (Dugas, pp. 332-333 & 345-346, 1988).

Tomemos, neste contexto dos principios variacionais, uma citagéo de
Feynman: “(...) as leis de Newton poderiam, ao invés da forma f = md, ser
enunciadas da seguinte maneira: a energia cinética média menos a energia

potencial média é a menor possivel para a trajetéria de um objeto

3 Sobre os principios de minima agdo, a sua histéria é longa e pode ser remetida, inclusive, a Aristételes (Rojo &
Bloch, pp. 6-7, 2018), mesmo que de modo bastante intuitivo e longe de qualquer formulacio matematica.
Entretanto, atribui-se a Maupertuis a sua primeira formulagao explicita, mesmo que em um contexto religioso e
metafisico (Idem, pp. 2-3).
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movendo-se de um ponto a outro” (Feynman & Leighton & Sands, §19.2,
2009). A mecinica classica admite varias formula¢bes* matematicas,
porém, interpretacdes distintas e, no caso da formulacdo de Lagrange, nao
¢é mister falar em causa e efeito. Ora, concordamos com Granger em que
as formulagdes distintas de uma teoria, mesmo no caso de serem
matematicamente equivalentes, correspondem a modos também distintos
de construcgdo do objeto fisico (Granger, pp. 19-25 & 33). No caso da
mecinica classica, ela admite vérias formulacbes, algumas
matematicamente equivalentes. A mecanica quantica® também admite
inameras formulacdes sendo as de Schrodinger e de Heisenberg as mais

conhecidas. Vejamos, agora, o ponto central das ideias de Born.
4.2 O Estruturalismo e o realismo de Born

O fisico alemé@o nos diz que: “Eu desejo falar apenas sobre as ciéncias
exatas, que é o que conheco. Nelas os simbolos matematicos sdo usados e
eles tém uma particularidade: eles revelam estruturas”. Aqui notamos
uma clara nocdo da intepretacdo estruturalista da matematica. Em

seguida, ele nos diz que:

2

A matemética é apenas a deteccdo e a investigacdo de estruturas do

pensamento que repousam escondidas nos simbolos matematicos. A entidade

4 Para uma grande variedade de problemas fisicos, pode-se optar por um tipo de formulacdo matematica da teoria,
todavia, a equivaléncia matemética de diversas formulacdes de uma teoria no é um ponto trivial. “A Lei da Acao e
Reagao, por sua vez, tem validade restrita a sistemas puramente mecanicos; sistemas eletromecanicos nem sempre
a obedecem” (Da Costa & Doria, p. 36, 2016). As formulagdes de Lagrange e Hamilton sdo mais gerais do que a de
Newton e podem ser diretamente relacionadas pelo formalismo da transformacao de Legendre e, entdo, consideradas
matematicamente equivalentes. Inimeras formulacdes da mecanica cldssica sao discutidas no livro classico de
Whitaker (1937).

5 Schrodinger, a titulo de ilustragao, elaborou uma prova matematica da equivaléncia das teorias, todavia, esta
incorreta. Apesar de haver inumeras abordagens que sugerem a equivaléncia matematica das formulacdes de
Schrodinger e Heisenberg, ha muito folclore e mal entendido sobre o tema. Para todos os propésitos praticos, a
equivaléncia é assumida, porém, dependendo da regra de quantizacéo utilizada, mesmo no caso nao relativistico, as
teorias podem dar resultados distintos - ver (Faria & Franca & Malta & Sponchiado, 2002) & (de Gosson, 2014). Para
o caso da eletrodindmica quantica, Dirac (1964) nos dira que as formulagoes de Schrodinger e Heisenberg néo sao
equivalentes.
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matematica mais simples, a cadeia de inteiros 1,2,3 ... consiste de simbolos que
sdo combinados de acordo com certas regras, os axiomas da aritmética (...)
Estas regras determinam um vasto nimero de estruturas; e.g., 0s nimeros
primos com as suas extraordinarias propriedades e distribui¢des complicadas,
os teoremas de reciprocidade de residuos quadraticos, etc. A geometria lida
com estruturas espaciais que aparecem analiticamente como invariantes em

transformagoes (Born, pp. 151-152, 1966).

Concordamos com Born em sua interpretagdo estruturalista que, de
uma maneira simplificada, pode ser colocada do seguinte modo: a
matematica é uma ciéncia puramente estrutural e, a medida que uma
teoria da fisica é desenvolvida, algumas dessas estruturas podem ser
convenientes a sua formulagdo. Dentre elas, pode ser que algum
matematico ja as tenha estudado no passado, como se deu com as matrizes
na mecanica matricial de Heisenberg. Ainda com relacdo a Max Born,
achamos bastante esclarecedora a seguinte nota a respeito das estruturas

matematicas e da fisica:

A transicdo para a realidade é feita pela fisica tedrica que correlaciona simbolos
aos fendmenos observados. Onde isso pode ser feito, estruturas ocultas podem
ser coordenadas aos fen6menos; exatamente essas estruturas sao
consideradas pelo fisico como a realidade objetiva que jaz por tras dos

fendmenos subjetivos (Idem, p. 152).

Na citacdo acima, vemos que Born acreditava na existéncia de uma
realidade objetiva por tras dos fendmenos subjetivos dada por estruturas.
Juntando as duas ultimas citagbes, podemos constatar em Born,
claramente, um realismo de estruturas que se opde a Kant e ao idealismo
em pontos 6bvios, dado que, para Kant, a realidade em si nao esta
condicionada ao sujeito e se encontra fora da cognicdo. Para Born, os

simbolos dao ao cientista o acesso a uma realidade objetiva. Por um lado,
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os simbolos revelam estruturas e, por outro, permitem o conhecimento de
uma realidade objetiva, essa é a nossa leitura do artigo de Born.

Embora concordemos com o fisico quanto a primeira citacdo,
precisamos fazer algumas observacdes com relacio a segunda. A nosso
ver, os simbolos ajudam o fisico a fazer descobertas, as quais requerem
uma vasta bagagem tedrica e aparatos técnicos. Isso é possivel por haver
uma identificagdo entre as estruturas simbolicas da matematica e a nossa
percepgao estruturante da realidade empirica. Achamos mais coerente
dizer que os simbolos nos ajudam a estender o nosso conhecimento para
novos recortes da realidade. Seria contraditério dizer que conhecemos o
que estd por tras dos fenémenos, visto s6 termos acesso aos proprios
fendmenos. Tome o caso do poco infinito de elétrons como exemplo. Neste
caso, nao sabemos se existe algo desse tipo, visto s6 o pdsitron ser passivel
de deteccio.

Apesar do nosso apreco pelo fisico alemao, ele ndo desenvolve com
detalhes o tema que se propde, o qual foi tratado com maior profundidade
por vérios pensadores, dentre eles, Husserl. A prop6sito, Born nos diz° ter
frequentado aulas com Husserl, mas que nao se sentiu satisfeito, apesar de
ndo dizer exatamente o motivo. Ainda com relagio a Husserl e ao
pensamento simbolico, seguiremos de perto (da Silva, 2012) nos préximos
paragrafos.

Sistemas notacionais sdo, obviamente, simbolicos. Vejamos o caso de

numeros cujos significados nos remetem a algo - ou sdo abstraidos da

6 “Referindo-se “sistemas idealistas”, ap6s citar Kant e Hegel, Born acrescenta que: “varios outros, dentre eles, a
‘fenomenologia’ de Husserl, cujas aulas eu frequentei hé 60 anos atras em Gottingen (...). Mas aquilo nao me satisfez”
(Born, p. 146, 1966). Primeiramente, Born nao é detalhista quanto ao contetido das ligdes de Husserl, menos ainda
ao porqué de nao ter se convencido de algo. Em segundo lugar, Husserl elaborou uma filosofia bastante diferente da
de Hegel e ndo achamos justo coloca-los sob a mesma alcunha de sistemas idealistas sem deixar explicitas as
diferencas de pensamento. Finalmente, vemos em Husserl uma fonte riquissima de ideias e conceitos cuja articulagio
caracteriza uma belissima filosofia das formas simbolicas e, além disso, nos permite elaborar uma explicacio para a
aplicabilidade da matematica a realidade empirica - ver (da Silva, p. 136, 2012).
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intuicdo - e.g., setecentos e trinta e sete milhoes e quatrocentos e vinte mil.
Neste caso, o sistema notacional (por exemplo, o sistema decimal) gera o
seu representante simboélico 737.420.000, ou apenas 7,3742.10%. Bem,
através de um simples processo de abstracdo, podemos gerar nameros
naturais ad-hoc pela sua representacdo no sistema decimal a,10"+
ap-110" + - q,10 + @5, cOm a; €{0,1,2..,9}j=01,..,n e também pelos
algoritmos elementares de adicao ou de produto, e.g. Para nimeros muito
grandes, s6 podemos concebé-los por signos. Neste caso, estamos falando
de ntimeros naturais, objetos cuja existéncia nos parece mais intuitiva do
que nimeros complexos, matrizes, tensores ou espinores, visto podermos
conta-los até certa magnitude. Através de um processo de abstracao e
apoiados na notagao, somos convencidos de que os demais nimeros, nao
importando a sua magnitude, se comportam como aqueles da nossa
intuicdo numérica limitada. Mas falta algo aqui, mas o que seria?

Os sistemas notacionais nao existem de modo arbitrario e aleatorio,
cada sistema é circunscrito por regras. No caso dos nimeros naturais,
temos a axiomatica de Peano, ou seja, existe um esqueleto formal que
subjaz a teoria dos nimeros naturais. Nimeros irracionais existem como
limites de sequéncias de ndmeros racionais e, assim, sdo
convenientemente definidos pela axiomética dos niimeros reais. Com

relacdo ao excelente texto de Born, encerramos aqui a sua analise.
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Conclusoes

Tentamos esclarecer o papel das notagdes e do raciocinio simboélico
em matemdtica através de quatro aspectos que consideramos
fundamentais conforme a sec¢do 3.2. do nosso trabalho. Utilizamos
inameros exemplos, dentre eles, dois tipos de notacdo para o calculo
diferencial e integral.

Procuramos mostrar as diferencas entre as notacbes de Newton e
Leibniz, as suas vantagens e desvantagens para a construcao do edificio do
calculo e os motivos da comunidade de matematicos ter optado pelo
simbolismo leibniziano. Quanto a precisdo e concisdo, ndo encontramos
diferencas relevantes entre as notacdes dos matematicos inglés e alemao,
caso nos restrinjamos ao célculo diferencial de uma variavel apenas.
Entretanto, complicacbes enormes relacionadas a notacdo de Newton
surgem quando passamos para o calculo de varias variaveis, sendo que a
notacdo de Leibniz comeca a mostrar indmeras vantagens ligadas a
possibilidade de ser estendida naturalmente.

No contexto da heuristica, demos exemplos de como as descobertas
cientificas podem se apoiar, em parte, na manipulagio de termos
presentes em equacdes, como no caso das equagdes de Klein-Gordon e de
Dirac. Evidentemente, os signos sdo manipulados de acordo com regras
que, por vezes, sao modificadas e estendidas a novos formalismos, nos
quais os signos podem ser dotados de novas interpretagoes. Por exemplo,
os termos referentes aos momentos lineares na equagio classica da
energia cinética foram reinterpretados como operadores autoadjuntos em

mecanica quantica néo relativistica (secdo 3.2.). Neste caso, os operadores
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de momento e de posicao (obtidos das fungdes classicas que descrevem as
posicdes e momentos lineares de particulas) ndo satisfazem as mesmas
regras de manipulagao simbolica que as fungdes das quais foram obtidos,
i.e., eles ndo comutam.

Finalmente, discutimos o aspecto ligado a explicitacdo de estruturas
que é o que julgamos mais importante e que ilustra o porqué de a
linguagem formal ser indispensével para a ciéncia, tendo ai a sua
vantagem principal sobre a linguagem natural. A explicitagdo de
estruturas permite generalizagdes imediatas, como no caso da solugdo de
um problema de aritmética elementar resolvido de maneira algébrica. Na
secdo quarta, procuramos elaborar uma reflexdo filosofica referente a
natureza do conhecimento simboélico tendo como ponto de partida um
artigo de Born (e a quarta parte da secdo 3.2.). Em suma, acreditamos que
as nossas posicoes filoséficas sobre a natureza do raciocinio simbélico

ficaram claras.
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Apéndice:
raciocinio diagramatico em mecanica quantica

Neste apéndice’, sera apresentado um tipo de raciocinio que ilustrara
a importancia do uso de diagramas como auxiliar do pensamento em
problemas técnicos ligados a mecanica quantica de campos. Os diagramas

a que nos referiremos receberao o nome de diagramas de Feynman.
6.1 Introducao histérica

Feynman: Eu nédo posso lhe contar quando os escrevi pela primeira vez (...) Eu
provavelmente criei diagramas para me ajudar a pensar sobre (expressoes de
perturbagdes) (...) Provavelmente, ndo era uma invengao especifica, mas uma
abreviacdo com a qual eu fui me ajudando a pensar e que, gradualmente,
desenvolveu-se em regras especificas para alguns diagramas (...)

Weiner: para ajudé-lo a pensar fisicamente? Em outras palavras, vocé estava
vendo no fisico (...)

Feynman: Néo, expressdes matematicas. Expressdes matematicas. Um diagrama

para ajudar a escrever as expressdes matematicas (Wurtrich, p. 6, 2010).

Foi em um encontro famoso em uma pousada em Pocono Manor na
Pensilvania em 1948 - Pocono Conference (Mehra, pp. 245-248, 1994) - que
o célebre fisico norte americano Richard Phillips Feynman apresentou alguns
dos seus diagramas pela primeira vez. Todavia, a sua recep¢do foi muito
pouco calorosa, em parte, devido a falta de clareza concernente a estrutura
dos diagramas e a inexisténcia de um conjunto claro de regras que regessem

0 seu uso. Além disso, Feynman foi precedido em sua apresentagdo por

' Quanto as figuras utilizadas aqui, os créditos sao todos dos trabalhos em que se encontram e que serdo devidamente
citados, em especial, (Aguilar, 2018).
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Schwinger?, um dos criadores da eletrodindmica quantica e cujo método para
resolver o famoso problema dos infinitos nas teorias da radiacdo
(eletrodindmica quantica ou QED) se baseava em conceitos padronizados e
de dominio dos fisicos. O método diagramatico de Feynman estava longe de
ser claro para a maioria dos cidaddos presentes no encontro. Ora, ndo
existem trajetorias bem definidas em mecanica quantica® e Feynman ndo era
claro a respeito dos seus diagramas representarem fendmenos, serem
abreviagoes de férmulas ou apenas uma “muleta” para o pensamento.

Foi 0 matematico Freeman Dyson* (1949) quem derivou as regras
para o uso dos diagramas e ofereceu as instrugdes para a sua aplicagio.
Além disso, coube a Dyson (1949*) demonstrar a equivaléncia das
formulagbes de Feynman, Schwinger e Tomonaga da eletrodindmica
quéantica e estender o processo de renormalizacdo a todas as ordens de
perturbagao. Dyson ainda foi o principal responsavel pela difusido das
técnicas diagramaticas criadas por Feynman na fisica do mundo poés-
guerra - ver (Kaiser, 2005*). O trabalho de Dyson (1949) parte do
formalismo da matriz de espalhamento, mas do ponto de vista didatico, é
bastante razoavel apresentar os diagramas de Feynman como uma
consequéncia da formulacdo de Feynman (1948) da mecanica quantica.

Tal procedimento pode ser feito também no contexto da mecanica

> Para uma comparacao entre os métodos de Feynman e Schwinger, indicamos Dyson (1949*) & (Yourgrau &
Mandelstan, pp. 127-141, 1979).

3 Existem intimeras interpretacdes da mecanica quantica (Pessoa Jr., pp. 119-152, 2006*) e David Bohm elaborou
uma delas chamadas, na qual é possivel falar de trajetéria. Entretanto, ndo entraremos no mérito da teoria de Bohm
(Pessoa Jr, pp. 239-241, 2006) e aceitaremos, implicitamente, a intepretacdo de Copenhagen (Pessoa Jr., Cap.XI-XII,
2003). Para o caso da mecanica quantica de campos, recomendamos (Redhead, 1990) para uma discussao
concernente a interpretacao do conceito de campo quantico. Grosso modo, para o caso do campo quantico, parte-se
de um sistema fisico dotado de infinitos graus de liberdade (i.e., de um campo classico). Através da andlise de Fourier,
a sua quantizagao é reduzida a quantizagao de infinitos osciladores harmonicos independentes - ver (Kaku, Chap.2,
1992). Recomendamos também o trabalho de (Bassalo & Cattani, 2009) para o estudo dos osciladores harmonicos
classico, quantico, relativistico e quantico relativistico.

4 Dyson publicou dois artigos fundamentais para a QED em 1949. No primeiro, demonstrou a equivaléncia das teorias de

Feynman, Schwinger e Tomonaga. No segundo, estabeleceu as regras que regem os diagramas de Feynman. Para
diferenciar artigos publicados por um mesmo autor em um mesmo ano, utilizaremos o sinal “*” sobre a data de publicacio.
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quantica ndo relativistica e, entdo, estendido para a mecanica quantica de
campos, como nos mostra Ryder (pp. 156-174, 1994). Entretanto, a
utilizacdo de diagramas de Feynman em mecanica quantica nao
relativistica é de pequeno valor. Nao h4 davidas de que o trabalho de
Dyson contribuiu para que Feynman, Schwinger e Tomonaga dividissem
o prémio Nobel® de fisica em 1965. Infelizmente, as regras monoliticas da
Academia Real das Ciéncias da Suécia ndo permitem que mais do que trés
pesquisadores de uma mesma area recebam o prémio simultaneamente.
A primeira aparigao de um diagrama de Feynman em um artigo
cientifico de seu criador se deu em 1949 em “Space-time approach to
quantum electrodynamics” - ver figura 1. Porém, curiosamente, a
primeira ocorréncia desse tipo de diagrama ocorreu em trabalhos de
Dyson (1949) alguns meses antes. £ importante mencionar que Dyson
nunca reivindicou qualquer autoria com relacdo a utilizacdo de diagramas
em seus trabalhos e sempre deu a Feynman todos os créditos por sua
criacdo. E a respeito da publicacdo dos diagramas por Dyson, Feynman
disse a Mehra “Certamente, ele teve a minha permissao para a publicaggo.

Somos bons amigos” (Mehra, p. 630, 1994).

VIRTUAL

TIME QUANTUM

5,15%)
K.(5,1) K, (6,2)

\ ELECTRONS

Figura 1

5 Recomendamos o excelente livro de Schweber (1994) para a histéria das formulacdes matematicas da QED.
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6.2 0 que é um diagrama6 de Feynman7?

6.2.1 Raciocinios diagramaticos

O uso de raciocinios diagraméticos é bastante comum em fisica,
sendo que alguns se utilizam de figuras, desenhos ou diagramas que se
colocam como representacdes de algum aspecto ou recorte da realidade.
Na figura abaixo, as forgas e as suas componentes envolvidas no problema
sdo representadas por vetores e, o angulo que da a inclinacdo do plano,

por um ntimero real.

Figura 2

Neste caso, temos uma representagio constituida de dois aspectos:

i.  Um objeto fisico em um plano inclinado de um angulo 6;
ii. Representacdes abstratas das forcas e de suas componentes que agem no

corpo.

7

Quanto ao primeiro aspecto da representagao, ele é um recorte

abstraido e idealizado da realidade. Referente ao segundo, temos conceitos

5 Embora estejamos restringindo o nosso trabalho ao caso da eletrodiniAmica quéantica, as regras diagraméticas
podem ser estendidas a casos mais gerais - ver (Dunne, p. 370, 2001). Também é importante deixar claro que ha
hierarquias de diagramas (Daniel, p. 126, 2006), os quais ndo serao discutidos em nosso artigo.

7 Seguiremos, nesta se¢ao, (Aguilar, 2018).
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teoricos envolvidos como os de forga de atrito, peso e normal. O desenho
acima pode ajudar o fisico a resolver o problema elementar do corpo de
massa m em um plano inclinado de um angulo ¢, no qual a figura funciona
diretamente como ponto de apoio para calculos basicos. H4 iniimeros
outros tipos de raciocinios dessa natureza em fisica e mateméatica. Em
alguns casos, ha outras hipéteses, suposicoes e identificagdes, como no
caso de Descartes.

Descartes foi engenhoso ao identificar a matéria com a extensao, fato
que o permitiu trabalhar as suas ideias fisicas através de figuras
geométricas e movimento e, assim, obter algumas consequéncias. Dentre

as suas hipdteses e identificactes, destacamos as seguintes:

i.  Como o espaco é infinito, a matéria o é;
ii. Como o espaco é homogéneo, a matéria também é;
iii. Sendo divisivel o espaco, a matéria também o serd;

iv. Como ndo ha espaco sem extensao, ndo ha matéria sem extensao.

Ja em Newton, temos constru¢des engenhosas, como na primeira
proposicao da secéo II (Proposicdo I - Teorema I) referente a lei das areas
(Newton, p. 765, 2002). Neste caso, mais uma vez, as figuras sdo
representacoes abstraidas e generalizadas de aspectos da realidade. Note
que estamos aplicando a matematica a uma representacao fisica de algum
recorte do mundo da nossa percep¢do empirica. Entretanto, ha exemplos
mais abstratos que o fisico usa para representar um determinado aspecto da
realidade, como no caso do modelo atémico de Bohr. Ndo é incomum,
entretanto, encontrarmos em textos didaticos de fisica, desenhos que
representam um elétron em uma trajetoéria circular - como no 6timo livro
de estrutura da matéria de José Leite Lopes (p. 391, 2005). Neste caso, o
elétron é representado por uma particula que orbita um nucleo central de

modo que, para uma Orbita estacionaria, podemos aplicar as leis da
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eletrodindmica cléssica. Todavia, a transicdo de uma 6rbita a outra ndo é
descrita pela mecanica classica, mas por um postulado (Idem, pp. 391-395).

A histéria dos modelos atdmicos é longa e rica e, em muitos casos,
e.g., modelo de Thomson®, as representacdes dos 4&tomos nio serviriam de
ponto de apoio para a obtencao de expressdes matematicas. Entretanto,
no caso do atomo de Bohr, o desenho nido é s6 uma metéifora, mas é
possivel utiliza-lo como uma ferramenta de calculo para a obtengdo dos
niveis de energia do elétron. Curiosamente, o modelo de Bohr nao se aplica
a atomos mais complicados como o de Hélio. Embora, Sommerfeld e
Wilson tenham estendido o trabalho de Bohr ao elaborarem um método
de quantizacdo que se aplicaria também ao atomo ionizado de Hélio
(Pauling & Wilson, pp. 28-47, 1935), o estudo adequado da estrutura
atomica foi elevado a novos patamares com os trabalhos de Heisenberg e
de Schrodinger (Idem, Chap.5&15).

No caso de Bohr, temos uma representagao bastante idealizada do
atomo de hidrogénio e que tem o seu valor heuristico e histérico, mas que
nao é considerada um retrato fisico de um atomo. Curiosamente, um
retrato falso’, mas que permite a obtencdo de valores corretos para os
niveis de energia do elétron. Todavia, em varias areas da matematica,
temos a aplicacio de uma teoria a outra através da identificacio de
estruturas por isomorfismos, como no caso da geometria algébrica, algo
que ja estava presente na Geometria de Descartes, onde temos a resolucdo

de problemas geométricos através de equacdes algébricas.

8 Recomendamos o artigo de Baily (2012) em que sio analisados intimeros modelos atdmicos elaborados durante o
comego do século XX.

9 Seria tautoldgico afirmar que toda teoria fisica tem a sua aplicabilidade restrita a um pequeno recorte da realidade,
mas nao é trivial explicar o porqué de ela falhar para casos com alguma similaridade, como ocorre quando se passa de
um 4tomo com um elétron para outro com dois. Dito de modo simplificado e informal: se o elétron orbita o ntcleo do
atomo de hidrogénio, por que dois elétrons nao orbitariam o nucleo do atomo de hélio? Em que parte da descrigao o
modelo recortado do mundo perdeu a sua ligagao com realidade? A equagao de Schrédinger permite obter os niveis de
energia mencionados, todavia, o 4tomo de hidrogénio nao é mais descrito do modo que Bohr o descreveu e os elétrons
nao sao vistos como particulas que giram ao redor de um nucleo central do mesmo modo que a Terra orbita o Sol.
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6.2.2 Diagramas de Feynman

Referente aos diagramas de Feynman, a nossa tese é a de que
funcionam apenas como uma ferramenta para a obtencdo de termos de
uma expansdo em série de expressoes matematicas. Sustentaremos, entdo,
que nao cabe a eles o papel de representar um recorte da nossa realidade
empirica. Vejamos, entdo, o que é um diagrama de Feynman.

Um espalhamento de particulas, grosso modo, pode ser colocado da

seguinte maneira esquematica:

Particulas iniciais— interacdo— particulas finais

7

Em mecanica quantica, é mister calcular a amplitude de
probabilidade de espalhamento M;;, i.e., uma fungdo complexa dos
momentos das particulas e cujo quadrado nos d& a probabilidade de

transicdo de um sistema de um estado inicial |,) a um estado final | f>. Os

diagramas de Feynman séo, a priori, uma ferramenta bastante ttil para a
obtencdo da amplitude de espalhamento M;;, a qual nos permite calcular o
valor de inimeras expressoes fisicas (Mattuck, pp. 11-24, 1992).

Podemos dizer que um diagrama de Feynman em eletrodinamica
quantica (QED) é constituido™ de alguns elementos basicos, dentre eles,
linhas estilizadas para cada tipo de particula e de um eixo bidimensional
(que denota o espaco e o tempo). Na figura abaixo (Aguilar, p. 2, 2018),

temos as linhas com tragos retos para elétrons e~ e positrons e* e, também,

'° Existem interpretagoes distintas dos diagramas, e.g., discussoes sobre a sua ontologia e a respeito do que realmente
representam. Recomendamos o artigo de Kaiser (1999) em que é analisada a possibilidade de os diagramas nos
comprometerem com uma ontologia de particulas.

" [ sempre importante ter em mente que ha inGimeras variacdes estilisticas referentes a um diagrama de Feynman,
como mostra Kaiser (p. 163, 2005 & p. 32, 2005%).
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a linha ondulada para o féton y. Utilizamos x para denotar as coordenadas

espaciais das particulas e, claro, t para a coordenada temporal'*:

T

Figura 3

Na representacdo acima (Aguilar, p. 3, 2018), é importante notar que
as setas fazem parte das convengdes para a construcio dos diagramas -
fixada a orientacdo temporal. Dissemos que a linha ondulada representa o
féton, mas mais precisamente, ela representa o propagador do féton, i.e.,
uma fun¢do matematica - dita funcdo de Green que conecta dois pontos do
espaco-tempo - ver (Schulman, Chap.1, 2005). Em um diagrama de
Feynman, as interagdes sdo representadas nos vértices e, nestes pontos, é
que as particulas sdo criadas ou destruidas. No caso da interacdo
eletromagnética, hd apenas um tipo vértice, no qual um féton é trocado,
sendo a intensidade da interacdo proporcional a carga elétrica do elétron.
Em cada vértice sdo conservadas vérias grandezas fisicas

(quadrimomento’3, carga elétrica, spin, etc.).

? Note que, na figura 1, Feynman representou a coordenada temporal na direcdo vertical, que serd a convengao
adotada por Griffiths (p. 59, 1987), diferentemente da que estamos seguindo aqui.

'3 Quadrivetor que substitui o momento linear classico e incorpora a energia.
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i
}/ S
(a) (b) (c)

(d)
Figura 4
Na figura acima'* (Aguilar, p. 4, 2018), temos em (a) um elétron que
emite um féton e segue a sua trajetéria; em (b), um pdsitron que absorve
um féton e segue o seu caminho; em (c), um pdsitron e um elétron que se
aniquilam dando origem a um féton. E finalmente, em (d) temos um f6ton
dando origem a um elétron e um poésitron. Com um pouco de pratica,

podemos representar também os momentos p; nos diagramas (idem, p. 7):

{a] [

Figura 5

Nas figuras acima, temos a representacdo do espalhamento de um elétron
e um positron conhecido por espalhamento Bhabha, também denotado

por:

et +e” »et+e”

O leitor atento deve ter percebido que os pésitrons podem ser interpretados como particulas viajando para o
passado. Como sustentamos no artigo, os diagramas nao sao representacoes da realidade empirica.
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sendo que h4 apenas duas possibilidades para este evento. Logo, é
necessario somar a contribuigao para a amplitude oriunda de cada um dos
dois diagramas ditos topologicamente distintos. No primeiro diagrama,
um elétron e um poésitron se aniquilam, um f6ton virtual'® é produzido e,
entdao, um par elétron-poésitron é gerado. No diagrama (b), o elétron e o
positron trocam um féton. De modo geral, para uma quantidade arbitréria
de diagramas, a amplitude de espalhamento é obtida pela adigao de todas
as amplitudes, isto é, a cada diagrama esta associada uma amplitude M,, e
a amplitude M;; é dada por 3, M,. A necessidade de se adicionar as
amplitudes pode ser justificada a partir da formulagdo de Feynman da
mecanica quantica via integrais de trajetérias em que se atribui uma
amplitude de probabilidade a cada trajetéria e o resultado final é obtido

pela adicéo de todas elas (Schulman, Chap.9, 2005)".

6.3 O que exatamente um diagrama de Feynman representa?

6.3.1 A matematica e a realidade empirica

Por favor, entenda: estes diagramas sdo puramente simbolicos; eles ndo
representam trajetérias de particulas (como vocé poderia vé-las, digamos, em
uma fotografia de uma camara de bolhas). A dimensao vertical é o tempo, e as
separagdes espaciais horizontais nao correspondem a separagoes espaciais (...)
Cada diagrama corresponde a um ntimero particular, o qual pode ser calculado

usando as, entdo chamadas, regras de Feynman (Griffiths", p. 59, 1987).

'5 Particulas virtuais existem durante um periodo de tempo infimo e nao precisam satisfazer a equagao relativistica
E? — p?c? = m?c*, enquanto que, as particulas reais necessariamente o fazem. Particulas virtuais nao podem ser
observadas diretamente, todavia, os seus efeitos sdo deduzidos através das particulas reais. Para uma discussao a
respeito da interpretacio das particulas virtuais, ver (Weingard, pp. 43-58, 1990).

6 As regras para a utilizacio dos diagramas também podem ser obtidas a partir da formulacéio da teoria das
perturbagdes (Dyson, 1949), integral de Wiener (Schulman, Chap.9-10, 2006), dentre outros modos. Deixamos
também as seguintes referéncias: o livro de QED de Bassalo (pp. 147-164, 2006), 0 guia de McMahon ( pp. 163-185,
2008) para o estudo dos diagramas e os classicos de Schweber (pp. 447-575, 2005) e Schroeder & Peskin (1995) que
utilizamos na elaboragcao deste trabalho.

7 Recomendamos enfaticamente o livro supracitado de Griffiths que é, a nosso ver, um dos melhores textos
introdutodrios de fisica de particulas.
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A matematica é uma teoria de estruturas formais e se aplicard a
representacdes de fendmenos fisicos que apresentem uma estrutura
similar e, no melhor dos casos, isomorfa (Grande, Cap.3, 2011). Em geral,
ndo é possivel obter um isomorfismo entre um dominio matematico e um
determinado dominio da realidade fisica, visto as estruturas matematicas
serem muito mais ricas do que as estruturas fisicas que queremos
descrever. Por exemplo, ndo ha nada na nossa realidade empirica que nos
remeta a um cardinal transfinito fortemente inacessivel ou a seu fatorial
de Hausdorff. Para fixar as ideias, tomemos um exemplo.

Seja x um conjunto de corpos cujos pesos possamos obter e comparar
por meios empiricos usuais. Assuma que x* = R, de modo que “<” e “+”
representem, respectivamente, as relagdes usuais de ordem e a operagao
binaria de adicdo entre ndmeros reais. Denote por r a estrutura
matematica (x*, +,<) e, por 1*, a estrutura (X,®, <) - sendo “@” a operagao
de composigao de pesos e “<” a relagdo de comparagao de pesos.

Associamos ntimeros a corpos através de um homomorfismo*®

@:X - X* que satisfaz a:

L x<y- o) <o0);
i. ex@y) =) +o®);

Neste exemplo assaz trivial, a estrutura dos nimeros reais ¢ utilizada

para dizer algo a respeito da nossa fisica de conjuntos de corpos cujos

'8 Para fixar as ideias, sejam A e A’ dois anéis. Um anel é um conjunto nao vazio munido de duas operagdes bindrias,
eg., “+”e“” (ou “*” e “”) chamadas, respectivamente, de adicdo e multiplicacdo, e que satisfaz a um conjunto de
axiomas (Gongalves, pp. 34-35, 1999) . Denotaremos um anel por (4, +,.) ou (A’,#,0). Resumidamente, um anel é um
conjunto nao vazio munido de duas operagoes bindrias e que satisfaz a um grupo de axiomas.
Um homomorfismo de anéis nada mais é que uma funcio ¢: A - A’ , para (4, +,.) e (4',x,), que satisfaz a:
Vavb € A
@(a+b) =¢(a)*p(b)
¢(a.b) = ¢(a) ° p(b)
Se ¢ for bijetivo, sera chamado de isomorfismo. Tal definicio se estende naturalmente a outras estruturas algébricas
como a de corpo. Para o caso da estrutura algébrica de grupo, teremos apenas uma operacao bindria. No exemplo
acima ligado a corpos fisicos, 0 homomorfismo também preserva a estrutura de ordem.
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pesos podem ser medidos. Mais precisamente, podemos afirmar que, na
composicao de pesos, adicionamos os nameros referentes aos pesos dos
COrpos e que se 0 corpo x tem o seu peso igual ou menor ao de y, entdo,
@(x) < (). E no caso dos diagramas de Feynman, o que ocorre? Veremos

isso nas préximas subsegdes.
6.3.2 Diagramatica geral - uma abordagem informal

Para compreender o contexto geral da utilidade dos diagramas de
Feynman, seria necessario elaborar uma discussédo bastante aprofundada
de teoria® das perturbagdes em mecanica quantica de campos®’, o que nao
se insere na nossa® proposta. Alids, sequer hd métodos matematicos
exatos para resolver as equagdes que descrevem os sistemas fisicos do
ponto de vista da eletrodinamica quantica, como nos dizem Peskin &

Schroeder (p. 5, 1995):

A noticia ruim é que, mesmo para os processos mais simples da QED, a
expressao exata para M ndo é conhecida. Realmente, este fato ndo deveria vir
como uma surpresa, desde que, mesmo na mecanica quantica nao relativistica,
problemas de espalhamento raramente podem ser resolvidos de modo exato.
O melhor que se pode fazer é obter uma expressao formal para M como uma

série de perturbagéo (...).

De maneira bastante simplificada, dado o operador de energia H de
um sistema fisico de campos {¢;}, H = H, + AH, , de modo que o primeiro

termo a direita da expressdo represente o sistema livre de interagoes,

9 Ver também (Schweber, Chap.14, 2005) & (Mattuck, pp. 52-54, 1992) & (Sakurai & Napolitano, Chap.5-6, 2013)

20 Recomendamos o excelente texto de divulgacio cientifica escrito em linguagem bem humorada do préprio criador
dos diagramas, QED - The strange theory of light and matter (Feynman, 1985) e o 6timo artigo de Daniel (2006)
para uma introdugao bastante didéatica & mecanica quantica de campos e aos diagramas de Feynman.

2! A elaboragao de um calculo explicito e detalhado usando os diagramas de Feynman requereria a utilizagao de um
dicionario que traduzisse cada elemento de um diagrama em uma expressao matematica. Essas expressoes
comporiam uma equagao que nos permitiria calcular a amplitude de espalhamento. O leitor pode encontrar calculos
explicitos em Schweber (pp. 487-500, 2005), além de (Aguillar, pp. 5-8, 2018).
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sendo que todas as interagdes estdo contidas no termo AH, (para o
parametro 1), o objetivo do fisico de particulas é obter: (Q|T{¢;}|Q). Tal
termo representa o valor esperado do sistema no estado 1Q) - sendo T, o
operador de ordenacdo temporal. A obtengdo de (Q|T{¢;}|Q) requeria
algumas paginas de célculos e uma compreensao maior da fisica e
matematica subjacente a teoria quantica de campos e, por isso, apenas
deixaremos referéncias. Para uma abordagem completa, ver (Schweber,
Chap.14, 2005) e, para uma deducdo heuristica da expressao, indicamos
(Gomes, pp. 199-204, 2002).

O termo (Q|T{¢;}|0) pode ser expandido através de uma série de
funcbes a um parametro, no caso, 1. De maneira bastante esquematica e
apenas a titulo de ilustragdo, escreva f/(x;) para o j-ésimo termo da

expansao em série de fungdes a seguir®:
(QIT{P Q) = fO(x;) + Af1(x;) + termos de ordem A2

No caso geral, cada f/(x;) pode ser calculado com o auxilio de um
teorema chamado de Teorema de Wick - ver (Mattuck, pp. 362-367, 1992)
& (Kaku, pp. 151-156, 1992) & (Gomes, pp. 199-211, 2002). O teorema de
Wick permite relacionar os elementos de cada termo da série com

diagramas de um modo natural. Todavia, a elaboragdo de tal relacdo

> Note que nao estamos especificando as variaveis x; , nem exibindo a forma de cada termo da série para evitar
detalhes técnicos que nao acrescentariam nada a nossa exposicao Poderiamos colocar o problema da seguinte
maneira, a nosso ver, mais intuitiva. Tomemos por S a matriz de espalhamento e, por li) e If), os estados inicial e
final do sistema fisico, de modo que (f|S|i) represente a amplitude My;. Podemos escrever: (f|S|i) = (f|S°|i) +
(FISH1E) + (FISP1E) + (fIS3[0) + -+

Lembremo-nos de que a amplitude é o termo que nos permite calcular a se¢ao de espalhamento e de que nao existem
solugdes exatas para (f|S|i), mesmo para casos mais simples e, também, de que a série acima é obtida por métodos
de teoria das perturbagdes. Fagamos, entao, uma analogia. Seja a fungao f (x) dada pela seguinte série:

2

_l=cosx 1 «x
fO)=——— =gt

Note que lim,_, f(x) :% . Ora, para valores pequenos de x , os dois primeiros termos forneceriam uma boa
aproximacgao para f(x). Entretanto, na mecanica quantica de campos, muitas séries divergem, o que dificulta a
justificacdo matematica da teoria. Todavia, em muitos casos, bastam os primeiros termos da série para se obter um
valor adequado para (Q|T{¢;}|Q).
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requereria exercicios algébricos assaz extensos. Por outro lado, podemos
exibir um exemplo simples para o elétron nao relativistico que retiramos
de (Lopes, pp. 854-857, 2005) e que sera explicado de maneira informal.
Para o caso relativistico, haveria mais diagramas e a abordagem requereria
inimeras informacdes adicionais. A titulo de ilustracio, teriamos dois
diagramas para o primeiro termo da série do propagador de Feynman, um
relacionado ao elétron e outro ao poésitron (Bassalo, p. 159, 2006).
Lembremo-nos de que os diagramas ganham importancia em mecanica
quantica de campos e que nao é no contexto nao relativistico que mostram

o seu valor heuristico. Feitas essas observacoes, sigamos com o exemplo.
6.3.3 Exemplo pratico

Suponha que um elétron se propague de um ponto A até o ponto B em
um intervalo de tempo At - figura 6. Na formulacdo da mecanica quantica
por integrais de trajetorias, soma-se a amplitude de probabilidade para cada
trajetoria possivel do deslocamento entre os dois pontos - ver (Feynman &

Hibbs, pp. 28-39, 2005) & (Schulman, pp. 3-8, 2005).

B

Figura 6

Dado o operador de energia H = H, + V, sendo H, o termo referente a
particula livre e v uma pequena perturbacdo, a expressdo que nos dé a

amplitude de espalhamento do elétron é k;(2,1) - (Lopes, p. 855, 2005);
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Kp(21) = Ko20) + (=) [ Ko (23)V (3)Ko(30d%; +

h.
K:(2,1) recebe o nome de propagador® de Feynman para a particula (no
caso, um elétron). Propagadores, como foi dito anteriormente, sdo dados
por um tipo de funcdo matematica chamada de funcédo de Green. Esse tipo
de fun¢ao nos permite obter soluces para a equacio de Schriodinger i.e.,
conhecido o propagador, obtém-se a solucdo para a equacdo de
Schrédinger - ver (Schulman, Chap.10, 2005) para uma discussao anéloga
a nossa, mas com os detalhes matematicos.

A expressiao acima, associamos uma familia de diagramas. Na
seguinte figura, por exemplo, o termo a esquerda representa a amplitude
total de espalhamento, enquanto cada um dos seguintes termos representa
um membro da série. Em geral, as representacbes diagramaticas sdo
muito mais complicadas do que esta. Facamos, entdo, algumas

observagdes sobre o que foi feito aqui.

Figura 7
Fonte: (Lopes, p. 857, 2005).

3 De modo didatico, podemos escrever o propagador K para uma particula do seguinte modo para o caso nao
relativistico: K = K, + K,VK, sendo V um potencial e K, o valor inicial de K. Tal equacao, sob condi¢es mateméticas
adequadas, pode ser escrita do seguinte modo: K = K, + K,VK, + KoVK VK, + -+ = $2,(KoV)! K,. O primeiro termo
se refere a propagagao da particula sem espalhamento, o que nos da precisamente o primeiro diagrama da figura 7
e, de modo analogo, poderiamos obter todos os demais diagramas.
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6.4 Observacoes

Primeiramente, parece-nos claro que os diagramas ndo podem ser
representacdes® da realidade fisica, visto o conceito de trajetérias espaco-
temporais bem definidas ser destituido de sentido em mecénica quantica.
Além disso, em um diagrama de Feynman, hd mengdo explicita a
particulas virtuais, as quais ndo podem ser observadas. Caso tais particulas
nao existam, os diagramas estariam representando o que? Algo
inexistente? Neste caso, é imediato que os diagramas de Feynman néo
poderiam ser uma representagdo adequada de algum recorte da nossa
realidade empirica. Para o caso de as particulas virtuais existirem, nao ha
problema em se representar algo inobservavel. Entretanto, mesmo nesta
situacdo, ndo é possivel contornar o problema oriundo do tratamento
matematico dado a mecanica quantica de campos por Dyson, o qual
permite relacionar diagramas a expressfes matematicas. Mais
precisamente, Dyson (1952) provou que muitas séries utilizadas em QED
divergem, apesar de os seus primeiros termos serem de utilidade tedrica
para a obtencdo de resultados assaz satisfatérios. Grosso modo, ndo pode
haver um homeomorfismo entre uma estrutura matemética que prevé
resultados infinitos e um recorte da realidade fisica que é sempre de
natureza finita. Isso exclui a possibilidade de diagramas de Feynman
serem algum tipo de representacdo estrutural da realidade empirica - note
que Feynman tinha razdo na citacdo com que abrimos o nosso artigo.

Tegamos, entao, as nossas conclusoes.

*4 Citado por Wiirtrich, James R. Brown tem a seguinte opinido, i.e., “Entao, o que est4 sendo visualizado? Eu acho
que a resposta é simples: diagramas de Feynman sao representacdes geométricas de fungoes de probabilidades (...).
Eles nao sao retratos de fenomenos (...) O diagrama de Feynman representa (frequentemente de modo brilhante)
uma funcdo matematica que estd relacionada a um processo fisico. N6s vemos as linhas no diagrama; nés nao
visualizamos o processo fisico por si mesmo, nem qualquer tipo de versdo abstrata dele”. Resumidamente: os
diagramas ajudam a obter as amplitudes do tipo M,, mas nao exercem qualquer papel ontoldgico na representagao.
Mais precisamente, os diagramas tém valor epistemoldgico, nao ontoldgico.
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6.5 Conclusées

Descrever as interagdes entre particulas através de palavras seria
uma tarefa absurdamente ingrata e, mesmo para o caso das equagdes, a
situacdo ainda é complicada, visto haver uma quantidade enorme de
termos em cada passo da expansdo de uma série perturbativa de fungdes
para ordens elevadas. Assim, é mais fécil raciocinar com o uso de
diagramas. O bloco fundamental de um diagrama é o vértice, onde sao
representadas as interagdes. Sempre havera uma seta chegando ao vértice
e outra saindo. Embora, possa-se dizer que “as interagbes sao
representadas nos vértices”, os tragos ndo representam as trajetorias reais
de particulas no espago-tempo. De modo mais preciso, os vértices
representam a ordenagao temporal no sentido de uma particula ser criada,
aniquilada ou trocada e apenas nesse sentido relacional.

Em suma, elaboramos uma discussdo a respeito do raciocinio
diagramatico em fisica quantica e, dada a complexidade técnica da
mecanica quantica de campos, em especial, da eletrodinamica quantica,
nao seria possivel abordar o tema de uma maneira matematica em poucas
linhas. Analisamos, brevemente, a histéria da criagdo dos diagramas e
tentamos mostrar que o seu papel ndo é o de representar um fen6meno
fisico, mas de auxiliar o fisico a encontrar as expressdes corretas que
descrevem os processos de espalhamento. E importante que fique claro
que os diagramas por si s6 ndo produzem resultados numéricos, mas
apenas ajudam os cientistas a encontrar os termos correspondentes a
expressdes em uma série de fungdes. Encontrados tais termos, ainda é

preciso montar uma equagao e resolvé-la.



7

Apéndice: o pensamento simbadlico em Granger

7.1 Introducao

A matemdtica ndo é somente uma linguagem. Ela envolve o tipo de

constitui¢do de objetos de uma ciéncia empirica - Granger (p. 33, 1995).

Consideramos Granger um grande pensador e a sua filosofia é um
nicho rico de exemplos e de inspiracdo para todos que se sentem atraidos
pelo pensamento formal. Usaremos este apéndice para analisar
criticamente o seu conceito de contetido formal.

Os objetos do nosso dia a dia parecem ser todos dotados de matéria
e forma, ou melhor, sdo percebidos desta maneira por nés. Dado que tais
objetos habitam o nosso espaco tridimensional, eventualmente, podemos
associar a cada um deles um namero especifico que, de acordo com certas
convengoes, podemos chama-lo de volume. Todavia, quando falamos em
elétrons, neutrinos e outras entidades da fisica de particulas, nao é
razoavel dizer que os percebemos como objetos do nosso cotidiano, visto
ndo termos qualquer intuicdo do que sdo sem um modelo carregado de
teoria, forte aparato matemético e interpretagoes. Ninguém diz “a forma
do elétron é esférica” ou algo similar. O movimento do elétron nao
relativistico é descrito pela equacdo de Schrodinger, e a prépria palavra
movimento denota algo abstrato, ndo um deslocamento no espago com
uma trajetéria bem definida, dado que hé restrigdbes impostas pelo
principio de incerteza de Heisenberg.

Note que, ja um pouco distante do seu empirismo radical do comeco

do século XX, o préprio Heisenberg nos dira que:
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(...) vocé quer construir as particulas elementares e, com elas, o mundo, a
partir de alternativas, do mesmo modo que Platdo tentou construir seus
corpos regulares e o mundo a partir de triangulos. As alternativas nao sao mais

materiais do que os tridngulos do Timeu, de Platdo (Heisenberg, p. 284, 2000).

Para o grande homem da fisica, o atomo, ou mais propriamente dito, o
objeto da fisica moderna é uma construcio matematica e deve ser
entendido deste modo. Ora, a propria equacdo de Schrodinger nao
descreve ondas em nosso espaco fisico, mas em um universo matematico
multidimensional e, no caso geral, de dimenséo infinita. Claro que estamos
dotando a teoria de Schrodinger de uma interpretacao, mas poderiamos
nos deter apenas na equagio ou no operador de Schrédinger no contexto
da teoria dos operadores lineares (Gitman & Tyutin & Voronov, Chap.8,
2012).

Quanto a uma teoria matematica axiomatica ndo interpretada, ela é
dada por signos, axiomas, regras para a formagio de termos, etc., mas
também nao se refere a algo especifico, a priori. Entretanto, ela tem uma
forma e reflete uma estrutura, embora teorias nao interpretadas nao
sejam verdadeiras nem falsas. Para estruturas de primeira ordem e nogoes
basicas de verdade, ver (Enderton, pp. 80-92, 1972), para uma introducéo
a teoria de modelos (Idem, pp. 147-164) e para a andlise do método
axiomatico, (Wilder, Chap.2, 1965).

Costumamos dizer aritmética de Peano quando nos referimos aos
nimeros naturais (i.e.,, a uma teoria interpretada), todavia, é possivel
estudar as propriedades formais de um sistema axioméatico sem nos
referirmos a nimeros, tridngulos ou retas e, para isso, basta nos determos
na estrutura formal da teoria. Hilbert eternizou esta visdo na sua célebre
frase: “Deveriamos ser capazes de dizer todas as vezes - ao invés de

pontos, linhas retas e planos - mesas, cadeiras e canecas de cerveja” -
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(Krause, p. 9, 2002). Entretanto, os termos forma e contetido nao sao
exclusivos das ciéncias empiricas. Na musica, por exemplo, podemos
identificar a forma de uma peca de modo objetivo pela sua partitura, como
veremos a seguir.

A primeira peca que Wolfgang Amadeus Mozart compds foi o
Minueto e trio em sol maior K1 aos cinco anos de idade (Hildesheimer, p.

304, 1991) e cujos primeiros sete compassos constam na figura abaixo:

K1 Wolfgang Amadeus Mozart
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Figura 1

A leitura de uma partitura pode proporcionar, ao musico treinado,
um deleite distinto do que proporcionaria ao leigo - talvez, este sinta certo
desgosto ou desprezo ao se deparar com um trabalho carregado de
simbolos como uma rapsédia de Liszt. O musico pode reconhecer, de
imediato, a forma da composi¢do acima, sendo capaz de imagina-la, ou
seja, de ouvi-la ao pensar em cada nota e figura ritmica em sua mente.
Estamos nos referindo a uma peca simples feita por um dos maiores
génios da humanidade, porém, quando crianca. £ bem possivel que poucos
consigam ouvir a rapsddia hingara namero 12 de Liszt apenas lendo a sua

partitura. Reproduzimos, a seguir, alguns compassos desta belissima obra.
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Figura 2 - Rapsddia htingara N°12

Suponha, agora, que transcrevamos uma partitura qualquer para
outra tonalidade arbitraria. Na partitura, as notas serdo deslocadas
verticalmente e haverd alteragdes nos sinais referentes aos sustenidos e
bemoéis na armadura da clave. Todavia, a forma da partitura sera
exatamente a mesma. Podemos dizer que o seu “contetido” mudou, dado
que cada marca na partitura se referird a uma nota distinta daquela da
tonalidade original. Assim, o seu contetido nada mais serd do que a nota
que o signo representa na partitura. Por exemplo, na partitura de Mozart,
a peca comeca com uma figura ritmica com duas colcheias, sendo a
primeira nota um si, e a segunda, um sol - ver figuras 3, 4 e 5 para a

notagdo musical.
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Figura
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Podemos afirmar que, visto as figuras ritmicas serem invariantes por
mudancas de tons, elas fixam a forma de qualquer composi¢ao musical. E
fixada a tonalidade e especificadas as claves, temos uma descricdo formal
completa de qualquer musica. Parece-nos que os conceitos de forma e
conteddo na musica, apesar de interligados, sdo dotados de
particularidades bem definidas e delimitadas. J4 na matemaética, Granger
(1982) elaborou um conceito chamado de contetido formal que sera o
ponto central de nossa critica. Para o filosofo francés, o objeto e a operacao
matematica sdo solidarios uns dos outros, uma dependéncia mitua que é
possivel por um conceito de dualidade.

Primeiramente, seguindo Granger, pressupor que algo tenha um tipo
de contetido é supor que nos revele informacao de um modo ou de outro.
No caso da musica, isso fica claro quando pensamos em um signo que nos
remete a uma nota especifica. E quanto a forma, é razoavel aceitarmos que
é a moldura invariante dentro da qual o contetido funciona como veiculo
de informagao (Granger, p. 360, 1982). A questdo que o filésofo francés se
coloca concernente ao seu termo (contetido formal) é a seguinte: “como,
neste caso, pode esta forma por si mesma carregar informagao através da
qual o seu proprio contetido seria revelado? Este é o paradoxo” (Idem,
Ibidem). Dito de outro modo, como pode a forma por si mesma nos prover
de algum contetido? Granger utilizara alguns exemplos como base para a
sua argumentagdo. Vejamos um deles, o qual foi retirado da
termodinamica - para detalhes técnicos, ver (Resnick & Halliday,

Cap.23&25, 1966) & (Huang, Chap.1, 1963).
7.2 Forma e contetido na fisica

Granger cita a expressdo PV = kT, que relaciona, respectivamente,

pressao P, volume v e temperatura T, sendo k a constante de Boltzman.
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Nela, o termo 7 funcionaria como contetdo, visto se referir a um dado

empirico, mas,

(...) aparecera como forma na perspectiva de uma teoria cinética onde ela é
definida como a energia cinética média de um conjunto de moléculas, ou de
novo, na perspectiva dos fundadores da termodinamica, onde é introduzida

como um fator de integracio da quantidade de calor (Granger, p. 364, 1982).

Pressdo, temperatura e volume sdo quantidades mensuraveis e
definidas experimentalmente, o que nos diz que a termodindmica é uma
teoria fenomenolégica e, como sabemos, surgiu diretamente de
generalizacoes a partir de experimentos. Além disso, também é correto
afirmar que as leis da termodindmica obtiveram a sua justificagdo na
mecanica estatistica (Huang, Chap.3, 1963). Afirmamos ser tautolégico
dizer que um termo arbitrario numa expressdo como PV = kT da fisica
possa ser visto como forma. Ora, isso se aplica a qualquer x, y ou z em
uma equacdo. A diferencga é elementar. Sabemos que z = yx é a equagdo de
uma superficie em R?. Porém, se interpretamos tal equacdo por f = ma, de
modo a instanciar a segunda lei de Newton para o movimento de uma
particula em uma dimensao (assumindo, sem perda de generalidade,
m —constante), é razoavel dizer que a expressdo se referira, entdo, a algo
com contetido. Ou seja, o que Granger faz no caso de 7 é s6 um jogo de
palavras, nada mais. Mas é importante que falemos um pouco mais disso.

Temperatura, pressdo e volume se relacionam através de uma
equacdo de estado. A ideia de se ter este tipo de equagdo (i.e., uma
expressdo da natureza f(P,V,T) = 0) é a de reduzir o namero de variaveis
independentes a dois. A expressdo PV = kT se originou da lei de Boyle, a
qual pode ser escrita do seguinte modo %= k, sendo N o ntmero de
moléculas. E costume escrever a equacio de estado da seguinte maneira

PV = NkT ou PV = nRT, sendo n 0 nimero de mols e R a constante universal
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dos gases perfeitos. Note também que esta expressdo se refere a um
conceito idealizado de gés dito ideal ou perfeito e que o termo ntmero de
moléculas é sempre estatistico.

Do lado da empiria, a temperatura de um sistema é sempre possivel
associar o termo contetido. Ap6és usarmos um signo para denotar uma
grandeza fisica, e.g., T, evidentemente, podemos falar dela formalmente
no contexto de uma abordagem sintatica. Parece imediato que essa
discussdo nao tem absolutamente nada a ver com contetido formal, mas
apenas com a descricdo estatistica da realidade e de como a matematica se
aplica a ela. Ora, como grande parte dos conceitos da termodinamica sao
compreendidos de maneira adequada em termos moleculares, temos,
inevitavelmente, uma descricdo estatistica dos seus conceitos, dada a
quantidade elevada de 4tomos, moléculas e particulas, em geral. Os
conceitos da estatistica (valores médios, etc.) sdo denotados por
expressdes matematicas assim como qualquer outro que figure em uma
teoria cientifica e, assim, refletirdo uma forma, precisamente aquela das
equagdes - o que é mero truismo, dito de outra maneira.

Parece-nos imediato que, mesmo para grandezas fisicas as quais nao
associamos uma interpretagdo estatistica imediata, e.g., campo magnético,
corrente elétrica, etc., é sempre possivel se referir a elas de duas maneiras:
a. denotam um contetdo quando interpretadas; b. expressam uma forma.
No caso do campo magnético H, ele pode ser introduzido como o rotacional
do vetor potencial magnético 4, i.e., H = VA4A. Na equagdo de Schrodinger,
por exemplo, ndo hd mengdo direta a H, mas apenas a 4. Também
poderiamos desenvolver a analise vetorial do ponto de vista puramente
formal sem qualquer mengio a campos e potenciais, o que instanciaria
apenas uma abordagem formal. Por outro lado, podemos identificar
determinados termos matematicos com objetos fisicos como no caso do

campo magnético.
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Voltando ao exemplo de Granger, podemos construir uma escala
absoluta de modo empirico, entretanto, o seu conceito adquirira
significado pleno na teoria cinética dos gases (Huang, p. 6, 1963). Em uma
escala e do ponto de vista relacional, diriamos que a temperatura tem uma
forma, porém, quando lido nela o seu valor, que nos fornece um contetido
(assim como uma nota de uma partitura ao ser ouvida). Vejamos, agora,
o0 caso da temperatura ser tomada como variavel de integracao.

Quando escrevemos a expressdo dQ = C,dT para a diferencial da
quantidade de calor 4@, capacidade calorifica a pressao constante ¢,, e a
diferencial da temperatura d7, podemos falar da relagio formal entre os
termos. Sabemos que tal expressao se origina naturalmente de AQ = ¢, AT.
Agora, olhemos para o caso de um termo dotado de significado fisico e que
aparece como fator de integragdo, e.g., na expressdo para a variacdo de

entropia As em: AS = ¢, [,*< = C,In7* . Neste caso, o fisico olha para dT como
1

T, T
se referindo a temperatura, ndo apenas para uma variavel formal com
relacdo a qual se elabora a integragdo. Claro que, quando se efetua uma
integracdo, segue-se uma regra de calculo. Entretanto, seria desarrazoado
achar que 41 é apenas um simbolo formal na integral, mas que, por alguma

espécie de magia, volta a ter significado conteudistico em Cpln:—z .
1

Os equivocos de Granger sobre forma e contetido em termodindmica
parecem-nos estar relacionados com outra confusao, no caso, referente a

teoria das probabilidades. Mais precisamente, Granger nos diz que:

O sistema operacional determina uma espécie de objetos: variaveis e
sequéncias aleatérias. Um desenvolvimento axiomatico nos permitiu
especificar, ndo sem dificuldade, a dualidade da operagdo e do objeto neste
dominio, e a trazer a luz as dificuldades que cobrem o contetido formal, isto
até tornar as propriedades sintéticas correlatas com intuigdes mais ou menos

precisas de aleatoriedade. A definicdo de probabilidade como uma medida em
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um espago abstrato de medida com uma estrutura de borelianos constituiu o

passo decisivo (Granger, pp. 376-377, 1982).

Historicamente, o primeiro trabalho ligado a teoria das
probabilidades de que temos conhecimento foi escrito pelo mateméatico
italiano Girolamo Cardano no contexto de jogos de azar no século XVI. E
neste caso, se seguirmos a separacao entre forma e contetido a que tanto
se prende Granger', é coerente dizer que surgiu em um contexto
amplamente conteudistico e diretamente aplicado a jogos, e ndo como uma
teoria sobre variaveis e sequéncias aleatdrias - algo que apenas floresceu
no futuro. Quanto a axiomatica, ela s6 se fixou com o passar dos anos e
dos seus desenvolvimentos subsequentes, como seria de se esperar.
Mutatis mutandis, tudo o que foi dito sobre a termodinimica se aplica a
teoria das probabilidades. De maneira muito mais precisa, podemos lidar
com a matematica do ponto de vista do estruturalismo sem recorrer a

metaforas e analogias que pouco acrescentam.
7.3 Paradigma e tema

Dois conceitos essenciais para o trabalho de Granger sdo os de
paradigma e tematizacdo (ou tema). Para compreendé-los, utilizaremos
dois exemplos. O primeiro deles se referird a passagem do conhecimento
aritmético para o algébrico (conforme visto no terceiro item, ou subsecao,
da segao 3.2.). O segundo estard ligado a definigdo de funcional linear.

Referente a se¢do 3.2., discutimos o problema de encontrar dois
nimeros cuja soma era 29 e cuja diferenga era 3. A partir dele, ilustramos

como se d& o processo da abstracdo da aritmética elementar rumo a

' No fundo, tendo em mente a justificagao da sua tese concernente ao conceito de contetido formal, Granger visara
substituir a méaxima kantiana: pensamentos sem contetidos sdo vazios; intuicdes sem conceitos sao cegas por sua
proépria maxima, o pensamento sobre operagoes sem objetos é estéril; o pensamento sobre um objeto sem sistema de
operagoes é opaco (Granger, p. 152, 1990) que ¢, no melhor dos casos, uma tautologia indcua.
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algebra abstrata. Mais precisamente, podemos resumi-lo da seguinte

maneira:

i. Acrescenta-se um conjunto de variaveis para lidar com o problema
aritmético original, através do qual uma estrutura é explicitada;

ii. No seio da estrutura explicitada, as letras para as variaveis ja nao se referem
apenas aos numeros do problema original, mas a qualquer nimero inteiro
(a principio);

iii. Obtém-se uma estrutura mais ampla que pode ser estudada pela teoria de

sistemas lineares.

O processo acima de abstracdo, em que os signos introduzidos ja ndo
se referem aos seus objetos originais, ilustra o que Granger chamara de
abstracdo paradigmdtica, um processo vertical. Parece razoavel usar a
palavra vertical, dado que se parte de um contexto mais pobre para outro
mais rico - ou, dito de modo metafdrico, de um contexto menor para outro
mais amplo. Tomemos, agora, um segundo exemplo e relacionado ao
conceito de tematizacao.

A operacdo de integracio pode ser utilizada para definir um funcional
linear em um espago de fun¢des. Mais precisamente, seja o 0 conjunto de
todas as fungdes reais de uma variavel que sdo integraveis no sentido de

Riemann. Defina o objeto I: @ » R como o seguinte funcional linear:
b
16) = [ foodx

O processo pelo qual uma operagéo de integragdo é vista como um
objeto de um espaco vetorial ilustra o que é chamado por Granger
(inspirado em Cavaillés) de tematizagcao. Mais precisamente, sobre o

paradigma e o tema, temos:
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O “paradigma”, esvaziando dos enunciados de seus contetidos estabilizados
em “variaveis” (é “o momento da variavel”, diz Cavaillés), fazia aparecer uma
forma operando sobre esses contetidos; o0 “tema” toma entao essa forma como
ponto de aplicacdo de um novo sistema operatorio: as adi¢des e multiplicagoes
da aritmética tornam-se entidades mais gerais submetidas as leis de grau
superior de uma algebra “universal”; a operacdo de integracio torna-se a
entidade: “funcional linear”, objeto de uma andlise nova. A verdadeira

oposicao é aquela do par operagio/objeto - (Granger, p. 153, 1990).

Note, mais uma vez, que o nosso primeiro exemplo ilustra a
generalizacdo e extensao de uma teoria, como mostramos na se¢ao 3.2.
Com relacdo ao segundo exemplo, tem-se a definicio de um objeto
matematico a partir de uma operacgdo. Vejamos isso um pouco melhor
através de um exemplo trivial.

Seja v um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Tome, agora,
o conjunto de todas as transformacdes lineares de v em R, ie., V* =
{p:V > R; ¢ élinear}. Definidas as operagoes de adi¢do e produto por escalar
de modo padrédo em v*, teremos um novo espago vetorial, no caso (vV*,R)
cuja dimensao serd exatamente a mesma de V; v* recebe o nome de? dual
de v. Nesse sentido, um funcional podera ser visto como um vetor, i.e., um
objeto de um espaco vetorial. No caso de 1(f), estamos trabalhando em um
espaco de fungdes, um conjunto mais sofisticado do que o espago de
dimens&o finita v do nosso exemplo, todavia, a ideia de se definir um
objeto a partir de uma operacdo é a mesma. Acreditamos que os conceitos
de paradigma e tematizacdo estejam claros. Sigamos com o conceito de

contetdo formal de Granger.

* Referente aos funcionais lineares, o conceito de dualidade ¢, para Granger, um caso especial de importancia singular,
dado que inspira a escolha da metéfora matematica da “dualidade” para designar o fenémeno geral da epistemologia
(Granger, p. 366, 1982) - ver também (Granger, pp. 261-262, 2007) para uma discussao mais elaborada do termo
dualidade. Existem inimeros conceitos de dualidade em matematica e que sao utilizados em contextos distintos.
Fixado o contexto matematico, dualidade é um termo preciso, todavia, dito de modo genérico, nao o é. E quando um
conceito técnico é retirado de seu contexto preciso e utilizado metaforicamente em filosofia, ele pode ficar
completamente descaracterizado e funcionar como uma metafora vaga.
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7.4 Conteudo formal - do grau zero da relacao forma-conteido ao
surgimento do objeto matematico.

Poderia a expressdo “contetido formal” ser outra coisa sendo um daqueles
oximoros que os filosofos fabricam de maneira voluntéaria? (Granger, p. 360,

1982).

Por questdes didaticas, dividiremos esta secao em duas subsegoes. Na
primeira, falaremos do grau zero da relacio forma-contetdo e, na

segunda, do objeto matematico de acordo com Granger.
7.4.1 Grau zero da relacao forma-conteudo e o calculo proposicional

Para entendermos como surge o conceito de conteddo formal na
filosofia de Granger, é importante discutir o papel exercido pelo célculo
proposicional classico em sua argumentagio, ao qual nos referiremos
apenas por CPC - ver (Enderton, pp. 11-66, 1972) para uma analise

matematica do tema. Comecemos com a seguinte citagao:

O célculo proposicional é, de fato, a apresentagdo das regras mais gerais
governando o pensamento sobre um objeto. Os seus simbolos, como é sabido,
podem ser interpretados como representando enunciados distinguidos apenas
como3 “verdadeiros” ou “falsos” ou como classes de objetos de qualquer tipo

distinguidos como preenchidos ou vazios (Granger, pp. 367-368, 1982).

Para o fil6sofo francés, CPC nos d4 o conjunto mais geral possivel de
regras de acordo com as quais podemos pensar um objeto arbitrario. Note
que CPC é completo, isto quer dizer que toda sentenca verdadeira em sua
linguagem admite uma demonstracdo. Além disso, é decidivel, o que

significa que existe um procedimento mecanico finito para checar a

3 bem possivel que Granger tenha sido influenciado por Wittgenstein, como analisa Giannotti (p. 16, 2008), dada
a relevancia atribuida ao CPC pelo pensador francés. Entretanto, deixamos tal discussdo para os interessados no
tema.
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veracidade ou falsidade de cada sentenga formulada em sua linguagem.
Desta maneira, podemos dizer que o seu universo se dividira efetivamente
em verdadeiro ou falso. E a partir do CPC que Granger definir4 o grau zero

de contetido, i.e.,

este invariante ndo tem descrigdo; ele aparece, por assim dizer, apenas como
um vazio, se alguém tenta, em vao, destaca-lo do sistema de operacdes. O seu

contetido é o complexo de regras que definem este sistema (...) (Idem, p. 368).

O que ele quer dizer é simples: CPC é completo e decidivel, logo, verdade
e demonstrabilidade sdo conceitos inseparaveis. Evidentemente, é facil dar
uma caracterizagdo simples do célculo de proposicdes e evitar metéforas
vazias do tipo este invariante ndo tem descri¢do. Temos aqui a utilizagao
de outro termo matemético fora de seu contexto preciso, no caso,
invariante.

Finalmente, a respeito da consisténcia, Granger nos dira que em um
sistema contraditério de operagoes o mesmo objeto pode ser afirmado e
ndo afirmado, e por essa razdo cessa de exercer a regra invariante
requerida pela funcdo elementar do pensamento (Idem, Ibidem). Como é
facil dar um modelo para CPC através das tabelas de verdade, ele sera
consistente também. Logo, CPC sera completo, consistente e decidivel. E
importante analisar essas citagdes através de algumas notas antes de

seguirmos.

i.  Afirmacdes do tipo as regras mais gerais governando determinado objeto
tendem a ser falaciosas ou, efetivamente, refutaveis. Nao é dificil refutar
Granger utilizando os seus conceitos de forma e contetido e, para isso, basta
tomarmos o caso dos calculos proposicionais paraconsistentes C, (1 <n <
w), (da Costa, pp. 169-283, 2008). Os sistemas de célculo proposicional
paraconsistentes permitem trabalhar com proposi¢des mais gerais do que

aquelas do CPC classico. Neles, é possivel lidar com proposicoes
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ii.

contraditérias, se preferir, proposicoes com formas mais gerais e que
expressam contetidos contraditérios. O célculo Cy, a titulo de ilustracdo, é
consistente (da Costa, p. 272, 2008);

Granger utiliza a expressdo sistema contraditério de operagoes. Ora, isso é
destituido de qualquer sentido em uma ciéncia formal: ndo ha sistemas
contraditérios de operagoes. Parafraseando Wolfgang Pauli4, isso ndo esta
certo, isso sequer esta errado. O que nao se deseja é que uma proposigao p
e a sua negagao ~p sejam demonstraveis em um sistema logico, o que ndo
tem a menor relacdo com a existéncia de regras contraditérias. Ainda sobre
os calculos paraconsistentes, (C,,1 <n < w), apesar de ndo serem

decidiveis por matrizes finitas, sdo decidiveis. (Idem, pp. 272-273).

Analisadas as citagdes anteriores, podemos sumarizar a utilidade de

CPC para o pensamento de Granger da seguinte forma: o grau zero da

relagio forma-contetdo surge no contexto calculo proposicional classico

em que nao existe uma separagao clara entre contetido e forma, visto CPC

ser completo e decidivel.

7.4.2 Objeto matematico

Comecemos esta subse¢do com a seguinte citacdo

1.0 objeto matematico é primeiramente caracterizado pela aparicio de
“contetidos formais”, ausentes da légica. Essa aparicao de “contetdos”, que
ndo tem entretanto sua origem nos dados do sensivel, implica na perda da
adequagdo perfeita objeto/operagdo: perda da decidibilidade universal através
de um algoritmo finito, que se manifesta desde que o objeto adquire uma
especificagdo, desde o calculo de predicados; perda mais decisiva, da
completude e da possibilidade de estabelecer a nao-contradicao que sobrevém
com a aparicao do nimero numa aritmética elementar. “Contetido” significa

aqui propriedades do objeto que escapam de uma certa maneira do sistema

“Apesar da citagdo acima pertencer ao folclore da fisica, Peierls nos conta, mais precisamente, que: “Muito
recentemente, um amigo mostrou-lhe o artigo de um jovem fisico que ele suspeitava ndo ser de grande valor, mas
sobre o qual ele queria as opinides de Pauli. Pauli comentou com tristeza: ‘Nao esta nem errado’ ”(Peierls, p. 186,
1960). Agradecemos aqui ao professor Osvaldo Pessoa Jr. pela observacio contida nesta nota.
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operatério demonstrativo, ainda que o objeto em questdo tenha sido

introduzido como correlato do sistema operatério (Granger, p.155, 1990).

Segundo Granger, CPC nao é parte da matematica propriamente dita,
visto haver uma correlacido entre demonstracdo e verdade oriunda da
completude e fixada pela decidibilidade da teoria. Bem, a légica de
primeira ordem é completa, mas indecidivel, assim, apesar de toda
sentenca verdadeira poder ser, em principio, demonstrada, ndo existe um
procedimento algoritmico finito capaz de decidir se é verdadeira ou falsa.
E a partir dela é que a matemética propriamente dita surgiria, i.e., da
légica classica de predicados.

Podemos, entdo, afirmar que o contetido formal se refere a
propriedades que escapam de uma delimitagido operatéria, ou seja, algo
que nao pode obtido por um procedimento algoritmico finito.
Evidentemente, Granger nos quer sugerir que a matematica comega com
o0 infinito, um mote classico. Porém, existe uma enorme artificialidade
referente ao que Granger pensa do CPC. Desde que ele instancia uma
estrutura, mesmo que pobre, ndo deixa de ser uma estrutura e de poder
ser estudada através de ferramentas matematicas.

Note que Granger utiliza o termo “légica” ao se referir a auséncia de
contetidos formais. Claro que ele esta se referindo apenas a CPC, porém,
nao existe uma demarcagao entre o que é logica e o que é matemaética.
Granger diz ndo querer elaborar uma demarcarcdo, i.e., “O problema que
nos interessa ndo é, na verdade, o de uma demarcacdo entre logica e
matematica”. Entretanto, isso soa completamente contraditério, visto ser
impossivel excluir CPC da matematica sem uma demarcagdo minima e
sem qualquer critério epistemoldgico. Sigamos com um exemplo para

ilustrar o que temos em mente: o jogo de xadrez.
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O xadrez tem regras fixas e uma estrutura bem delimitada que pode
ser estudada matematicamente. E a matemdtica do movimento das pecas
de xadrez nao deixa de pertencer ao rol da matematica por qualquer
motivo que seja. Ndo importa se a matematica instanciada pelo jogo é
pobre ou complexa, se envolve regras elementares ou axiomas de natureza
nao finitaria (e.g., axioma da escolha), mas apenas que instancie uma
estrutura matemdtica. Por ser um jogo computacional, o xadrez é de
grande interesse de cientistas da computacdo. Na figura abaixo (Figura 6),
um problema foi proposto a um programa de computador que joga xadrez,
o Deep Thought, o qual cometeu o erro de tomar a torre negra e abrir
espago para a sua derrota. Bastaria ficar vagando com o seu rei para que a
partida permanecesse empatada. Claro que ja existem programas mais
sofisticados que evitariam esse tipo de erro tolo. O ponto é simples: tudo
aquilo que instancia uma estrutura pode ser estudado pela matemaética ou,
como diria um grande artista italiano: Nenhuma certeza hd onde néo se
possa aplicar uma das ciéncias matematicas ou que ndo se relaciona com
essas mesmas ciéncias matematicas - Leonardo da Vinci, Codice G, félio

96.

Figura 6

Fonte (Penrose, p. 106, 2000)
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Voltando ao CPC, ele pode ser estudado do ponto de vista da &lgebra,
assim, instancia estruturas algébricas, mesmo que elementares - (Halmos
& Givant, pp. 13-40, 1998). Apesar de Granger ndo estar interessado em
criar uma demarcacdo, ele simplesmente exclui arbitrariamente o que
considera inconveniente para as suas finalidades. Sigamos com outra

citacao.

2.(...) Do ponto de vista precedentemente enunciado, a mateméatica comegaria
portanto com o calculo de predicados de primeira ordem e ganharia seu
sentido pleno com a aritmética elementar submetida aos teoremas godelianos

(Granger, p. 155, 1990).

Aqui fica mais claro que a indecidilidade é fundamental para o
estabelecimento do contetido formal. Finalmente, o filosofo francés nos diz
que “A produgdo matematica cria objetos certamente imaginarios, mas
que tém contetidos formais ndo derivaveis da prépria légica” (Idem, p.
158).

Russell e Whitehead ndo visavam reduzir apenas a aritmética a
légica, mas toda a matematica. Apesar do Principia ser um marco na
histéria da légica e de importdncia fundamental para o seu
desenvolvimento moderno, o projeto em si fracassou. Podemos afirmar
que a matematica nao é redutivel a légica. Por outro lado, Godel exibiu
uma sentenca formulada na linguagem do Principia de Russell e
Whitehead que é verdadeira, mas indemonstravel. Feitas essas
observagoes, podemos afirmar que, para Granger, o conteido formal da
matematica é aquele cuja apari¢do é marcada, a priori, pela indecibilidade
da logica de primeira ordem e que comeca a ter maior efetividade com a
incompletude. Entendido o conceito de contetido formal, fagamos, agora,

as nossas conclusdes e consideracdes finais.
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7.5 Conclusdes

Se entendermos por contetido formal aquilo que escapa a delimitacio
operatdria, precisamos especificar as regras operatorias, caso queiramos
ser minimamente precisos. De acordo com Godel, é impossivel
demonstrar a consisténcia da aritmética de Peano por métodos finitarios,
todavia, utilizando métodos de inducio transfinita, demonstra-se a sua
consisténcia - (Smith, pp. 220-222, 2007). Neste sentido, o contetido
formal da aritmética de Peano seria nulo, visto termos contornado os
teoremas de Godel. Evidentemente, Granger diria que ndo, visto tal
demonstragdo nao ser finitaria. O ponto central é: qual a utilidade do
conceito de contetido formal? Nao vemos utilidade alguma. Quanto a
utilizacdo de conceitos precisos da matematica (dualidade, invariancia,
etc.) em contextos amplamente vagos, eles apenas obscurecem a
argumentacao e soam artificiais.

Encerremos com as seguintes notas:

i.  Nao faz o menor sentido dizer que a matematica conteudistica comece com a
légica cléssica de predicados de primeira por ndo ser decidivel. Ora, CPC é
algebrizavel e, assim, exibe uma estruturas. Existem também légicas nao
algebrizaveis (Béziau, p. 167, 1998), mas que continuam exibindo uma estrutura
formal. Além disso, existem intimeros outros tipos de logicas e nao faz sentido
tomar CPC e a logica de predicados como parametros Ginicos e universais;

ii. CPC ndo nos dé as regras mais gerais por meio das quais se pode pensar um
objeto; também nao é a légica estrito senso, mas apenas um calculo légico.
Existem caracteriza¢des muito mais gerais do que é uma logica® - ver (da Costa

& Krause, pp. 13-14, 2015).

5 Para uma discussao sobre a estrutura formal do CPC, vero artigo on-line “What is propositional classical logic?” de
Béziau.

https://iphras.ru/uplfile/logic/logo8/Li8_Beziau.pdf

6 Recomendamos o artigo on-line de Béziau “What is a logic? Towards axiomatic emptiness”

https://iphras.ru/uplfile/logic/logo8/Li8_Beziau.pdf
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Nao existe apenas um conceito de dualidade em matemaética. O termo dualidade

é usado de modo amplamente genérico por Granger e, se admitido em um
contexto vago, se aplicard de acordo com as conveniéncias e malabarismos
linguisticos tal qual um yin yang epistemolégico;

E mais coerente dizer que a matematica lida com estruturas, nio com formas
possiveis de objetos. Tome o caso da teoria de Meinong dos objetos inexistentes.
Nao é razoavel dizer que sdo objetos possiveis, pelo menos no sentido de serem
instanciados por alguma teoria da fisica. Entretanto, sao construidos no contexto
de uma linguagem légica que, de um modo ou de outro, instanciard uma
estrutura (Priest, Chap.14, 2016);

Para a filosofia da matemaética, consideramos relevantes os conceitos de
paradigma e tema, apesar de nao terem sido trabalhados com detalhes, até onde
sabemos;

Finalmente, a nosso ver, contetido formal é um conceito que nada agrega a

filosofia da matematica e que, no contexto da fisica é uma tautologia.
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Apéndice: Sobre a historia da matematica e
o uso de recursos computacionais como
auxilio para resolucao de problemas

O conceito denominado de resolucdo de problemas é discutido em
areas diversas. Em Educacdo Matemaética ha grande destaque com relacao
as perspectivas propostas por Polya (1957). De acordo com Polya, o
processo de resolucao de problemas perpassa necessariamente por quatro
etapas do ponto de vista didatico-pedagégico, sendo elas: (i) compreensao
do problema (exploratoria); (ii) elaboracao de um plano; (iii) execugdo do
plano e; (iv) revisao da solucao.

Cabe destacar que, em nossa perspectiva, a génese do conceito de
resolucédo de problemas nos remete nao somente a Polya, mas a problemas
da histéria da matematica e, em particular, a andlise acerca dos tipos de
notacdes (ou simbologias) e procedimentos de demonstracdo
desenvolvidos em diferentes épocas e culturas. Balieiro Filho (2017)
destaca, por exemplo, como Arquimedes, Pappus, Descartes e Polya sdo
episodios ilustres ndo somente do ponto de vista da resolucdo de
problemas, mas principalmente da histéria da heuristica na Matematica.

A seguir, discutiremos trés episodios de problemas da histéria da
matematica buscando ilustrar aspectos importantes referentes a
simbologias matematicas e procedimentos de demonstracao.
Evidenciamos que as notagdes atuais nos permitem elaborar
compreensdes sobre tais demonstracbes e que o uso de recursos

N

computacionais fomenta desafios epistemologicos a demonstracdo
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matematica em cenérios pedagogicos e de natureza tedrica, como no caso

do teorema de quatro cores (Fritsch & Fritsch, 1998).

Episédio 1: Quadratura do Circulo no Egito Antigo

O papiro denominado de Rhind Mathematical Papyrus (RMP), datado
de cerca de 1650 a.C., é composto por 87 problemas (com solugdes), sendo
uma rica fonte primaria da matemética egipcia na antiguidade. Este papiro
envolve elementos como multiplicacdo, divisdo, fragoes, calculos de areas
e volumes, além de aplicacdes da matemética a problemas praticos. Em
particular, o Problema 48 do RMP ou RMP 48 (ver Figura a seguir)' é o
Unico problema do papiro que ndo possui enunciado; consiste “apenas”

em uma ilustragao e no desenvolvimento de alguns célculos.

De acordo com Cooper (p. 458, 2011), o Problema 48 do RMP assume
certo cardter excepcional dentre os papiros matematicos egipcios, “pois
ndo contém as instrugdes escritas usuais que explicam ao estudante-
escriba o que ele deve fazer”. Ha “apenas” um diagrama e duas colunas

com célculos. Chace (1979) apud Cooper (2011) apresenta uma traducao

1

Fonte: http://stevenpigeon.com/Publications/publications/Pigeon--Quadrature-in-Ancient-Egypt--Revisited--
2016.pdf
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do hierético para o inglés desses célculos e inclui um enunciado sobre o
que ele considera estar faltando nesse problema. O enunciado é: “compare
a area de um circulo com a de seu quadrado circunscrito”. A Figura a
seguir (Chace, 1979 apud Cooper, 2011) apresenta essa traducdo dos

célculos na qual as inclusoes de Chace (1979) aparecem em negrito.

Compare the area of a circle and its circumscribing square.

The circle of diameter 9. The square of side 9.
| 8 setat i | 9 setar
2 16 2 18
4 32" 4 36
\ 8 64 \8 72"
Total 81

Cooper (2011) argumenta que esses céalculos detalham o método
egipcio antigo para multiplicar 8 por 8 e g por 9, ou seja, trata-se de um
método para calcular 8> e 9°. Destacamos que nao ha referéncia direta ao
procedimento para o célculo da area do circulo, embora, tenha sido
proposto na ilustragao contida no RMP 48 uma referéncia aos meios pelos
quais tal procedimento de calculo foi inicialmente alcancado. Alguns
pesquisadores tém argumentado que as linhas desenhadas dentro do
quadrado refletem a intengao do escriba em representar um poligono de
oito lados. Outros pesquisadores consideram que o escriba buscou apenas
desenhar um circulo. Independentemente de qual dessas figuras o escriba
estava na verdade tentando desenhar, ha um amplo entendimento entre
os historiadores da matemaética de que a mensagem bésica do RMP 48 era
a de mostrar que, quando um circulo estiver inscrito em um quadrado e
sua érea for 64 unidades quadradas, a area do quadrado sera de 81
unidades quadradas. Cooper (2011) ainda sugere que nao era apenas esta
a principal licdo que se pretendia trazer com o Problema 48 no RMP, mas

que, além disso, este problema pode néo ser considerado como relacionado
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apenas com o procedimento do célculo da é4rea do circulo, que
chamaremos de algoritmo da area do circulo.

Em relacdo ao RMP 48, Gillings (1982) destaca que, em nenhum momento,
o escriba sugere o desenvolvimento do procedimento “tire um nono do
diametro”, como feito em outros quatro Problemas do RMP (41, 42, 43, €
50). Com isso, Gillings (1982) sugere que o escriba omitiu esse fato
justamente para explicitar o descobrimento da regra classica, ou seja, o
algoritmo da area do circulo. Contudo, Clagett (1999) argumenta que a
declaracdo de Gillings é apenas uma conjectura, pois 0o RMP 48 ndo mostra
explicitamente a descoberta da regra classica. Para Cooper (2011), tudo o
que pode ser dito com alguma certeza sobre o RMP 48 é que é uma
demonstragdo de que a area de um circulo, quando circunscrito um
quadrado, estd na mesma relagdo que o nimero 64 estad com o nimero 81.
Nesse sentido, de acordo com Cooper (2011), podemos inferir que o RMP

48 é um problema que visa calcular a area de um circulo.

Para calcular a 4rea de um circulo, pode-se criar um quadrado cujos lados sdao
iguais a 8/9 do comprimento do didmetro do circulo (e, portanto, cujos lados
sdo iguais a 8/9 do comprimento de cada lado do quadrado circunscrito do
circulo). A area do circulo sera entdo equivalente a area do quadrado de “8/9
do diametro”. Este é o processo visto nos problemas 41, 42 e 50 do RMP. O
segundo entendimento em evidéncia no Problema 48, e como ja afirmado, é
que a area de um circulo estara em relacdo a area do quadrado circunscrito
desse circulo, assim como o nimero 64 esta para o nimero 81. (...) A mudanga
sutil de foco do segundo ponto permite que se prossiga por um caminho muito
diferente no que diz respeito aos circular calculations, um caminho que pode
ter sido uma razdo proeminente nao apenas por tras da decisao de incluir o
Problema 48 no texto do RMP em primeiro lugar, mas também pela maneira

especifica como foi apresentado (Cooper, p. 460, 2011).
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Nesse cendrio, em um processo genuinamente heuristico baseado em
procedimentos envolvendo estimativas e medidas, pode-se inferir que,
para os egipcios na antiguidade, (8/9)? é uma “boa” aproximagio para o
valor da medida da area da regido delimitada pelo quadrante de circulo de
raio 1. Ou seja, em um processo de resolugdo na interface da geometria
com a aritmética, podemos expressar, em notacao moderna, (8/9)* ~ =. Em
Scucuglia et. al. (2021)?, foi discutido como professores de matematica em
formagdo continuada exploram esse problema com base no uso do
software GeoGebra. Na realidade, propds-se aos professores de
matematica que, utilizando recursos computacionais, fosse determinada a

razao g com p e g primos entre si, de modo que 5 seja uma “boa”

aproximacdo para (s)2 ~7

Ja em Scucuglia et. al. (2021) é discutida uma situacdo em que um grupo
de professores se propuseram a investigar p = ng com o auxilio de
software. No entanto, eles exploraram a inclinacdo de zg De fato,
contrastando a irracionalidade de zg com a racionalidade de p/q, 0 grupo
com o software construiu outra reta com uma “inclinacdo racional”, e
entdo, este par (p/q) seria exatamente a fragdo que eles estavam
procurando. Assim, p/q seria aproximado a Zg em relagdo a aproximagdo
das inclinagoes. Quando mudaram os valores de p ou g na construgao,
obtiveram outra reta. No GeoGebra, a linha vermelha era a “inclinacdo
racional” e a linha verde era a “inclinacao irracional”. Portanto, animando
os valores para p e q, eles identificaram candidatos para (p,q) quando as

linhas se sobreporiam intimamente.

* https://link.springer.com/article/10.1007/s11858-021-01246-1
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Nesse caso, consideraram diversos valores para p e q, tais como: p =
15eq=17;p=23eq=26;p=39eq=44;p=70eq =79. Para comparar
os valores e analisar qual par melhor corresponderia a uma solucdo
potencial, o grupo criou a fungdo “Erro = | -V |” que mostra a diferenca
entre o valor de 1 e quatro vezes a area do quadrado, uma vez que o
problema é explorado no primeiro quadrante do circulo. Assim,
conjeturaram que (39/44)*> = 7 / 4.

A interface histéria da matematica / uso de tecnologias digitais tem

se mostrado interessante do ponto de vista pedagdgico-matematico-

heuristico.
Episédio 2: Proposicao 2 do Livro XIl de Os Elementos de Euclides

Os Elementos de Euclides sao um tratado mateméatico composto por
treze livros publicados na Alexandria por volta de 300 a.C. A estrutura dos
Elementos é composta por defini¢des, postulados e axiomas. A partir dai e
de procedimentos de demonstragdes envolvendo conceitos de logica, como
a demonstracdo por absurdo, sdo obtidos os teoremas - para uma
introducédo histérica ao trabalho de Euclides, ver (Melogno, pp. 61-80

2011).
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Os Elementos de Euclides influenciaram diretamente a maneira
como atualmente concebemos um sistema matematico formal. De acordo
com Bicudo (2004, p. 65), a estrutura¢do da matemadtica contemporanea
é fundamentalmente um legado dos gregos e “exibe todo o seu esplendor
nos Elementos (300 a.C.) de Euclides. A nocdo de demonstracdo nesses
autores (a saber, Euclides, Arquimedes, Apol6nio) nio se difere da nossa”.

Do ponto histérico-matematico, existe certa problematica com
relagido as fontes nos estudos sobre os Elementos de Fuclides. H4 um
fragmento dos Elementos datado de 100 d.C. encontrado no final do século
XIX. Existem também algumas edicoes datadas dos séculos XV-XVI,
incluindo um editio princeps. Do século XVI ao XVII, encontramos diversas
traducdes para o latim, italiano, alemao, francés, espanhol, drabe, chinés e
inglés. H4 grande destaque na histéria da matematica com relacdo a
traducéo realizada por Irineu Bicudo: trata-se de traducdo completa para
o Portugués diretamente do Grego Classico publicada em 200g9.

Neste segundo episddio, discutiremos alguns aspectos da Proposicao
2 do Livro XII de Euclides. A proposicao é assim enunciada: “Os circulos
estdo entre si como os quadrados sobre os diametros” (Bicudo, p. 528,
2009).

Utilizando a notagao atual, podemos sugerir que esse enunciado é de
facil verificagdo. Sejam C, e C, os valores das medidas das areas de dois
circulos de raio 1, e r,, respectivamente. Sejam S, e S, os valores das areas
dos quadrados de lado 1, e 15, ou seja, S, = ri* e S, = 1, O enunciado sugere
que C,/ C, = S,/ S,. Provemos por absurdo. Suponhamos que C,/ C, # S,/
S.. Logo, (nr?)/(mrd) # 12 /r} = 12/} # rf/rf(absurdo!). Portanto, C,/ C, =
S/ S..

Também é possivel explorar a Proposi¢do 2 - Livro XII utilizando o
software GeoGebra. Na situagdo ilustrada na figura a seguir, construimos

dinamicamente dois circulos e dois quadros tendo como lado os didametros
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dos circulos. A construgdo com o software é dindmica, pois, permite
simular as construgdes variando as medidas dos raios utilizando controles
deslizantes. Calculamos a area dos circulos e dos quadrados utilizando um
comando disponibilizado pelo proprio software. Inserimos comandos para

calcular as razoes entre as aéreas dos circulos (% = % = c)e entre as areas
2
dos quadrados (2—: = d). Com o software, verificamos que, para qualquer

valor dos raios dos circulos simulados, o = ¢ = d. O GeoGebra oferece,
portanto, meios para verificacdo de proposicdes, nas quais destacamos

elementos heuristicos nos processos de experimentagdo/simulagdo com

tecnologia digital.
ece GeoCebra Classic
B2 B 08 4N = Q=
k] A& f &
. Aren §) = 46.79
O ty-z e $y - 3047 € _ 3675

O ey=116

Wb : 8. 73047

c-18: G Area €, = 36.75 "

Area €y = 2395 a

Com relagdo a demonstracao da Proposicdo 2 desenvolvida no Livro
XII dos Elementos, chamamos atencdo para trés aspectos: (1) uso do
procedimento de demonstragdo por absurdo; (2) linguagem matematica
de natureza geométrica; (3) procedimento de construgdo de poligonos
para o calculo de areas. A seguir, apresentamos a demonstracio da

proposigao 2 - Livro XII traduzida por Bicudo (p. 528-530, 2009).
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Os circulos estdo entre si como os quadrados sobre os didmetros.

Sejam os circulos ABCD, EFGH e [sejam] os didmetros dele BD, FH; digo que,
como o circulo ABCD esta para o circulo EFGH, assim o quadrado sobre a BD
para o quadrado sobre a FH. Pois, se ndo como o circulo ABCD estd para o
circulo EFGH, assim o quadrado sobre BD para o sobre a FH, como o sobre a
BD para o sobre a FH, assim o circulo ABCD estara ou para alguma area menor
do que o circulo EFGH ou para uma maior. Esteja, primeiramente, para uma
menor, a S. E fique inscrito no circulo EFGH o quadrado EFGH; entéo, o
quadrado inscrito [no GeoGebra: quadrilatero q1] é maior do que a metade do
circulo EFGH [no GeoGebra: nimero b], visto que, caso pelos pontos E, F, G,
H tracemos [retas] que tocam o circulo, o quadrado EFGH é metade do
quadrado sendo circunscrito ao circulo [no GeoGebra: nimero c], e o circulo
[no GeoGebra: nimero a] é menor do que o quadrado circunscrito [no
GeoGebra: quadrilatero q2); desse modo, o quadrado inscrito EFGH [no
GeoGebra: quadrilatero q:] é maior do que a metade do circulo EFGH [no
GeoGebra: namero b].

Fiquem cortadas em duas as circunferéncias EF, FG, GH, HE nos pontos K, L,
M, N, e fiquem ligadas as EK, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE; portanto, cada um
dos triangulos EKF, FLG, GMH, HNE é maior do que a metade do segmento
do circulo correspondente a ele mesmo, visto que, caso pelos pontos K, L, M,
N tracemos as que tocam o circulo e completemos os paralelogramos sobre as
retas EF, FG, GH, HE, cada um dos triangulos EKF, FLG, GMH, HNE [no
GeoGebra: triangulo t1, t2, t3 e t4] serd metade do paralelogramo [no
GeoGebra: nimero o] correspondente a ele mesmo, mas o segmento

correspondente a ele mesmo é menor do que o paralelogramo; desse modo,
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cada um dos triangulos EKF, FLG, GMH, HNE é maior do que a metade do
segmento do circulo correspondente a ele mesmo.

Entdo, cortando as circunferéncias restantes em duas, e ligando as retas e
fazendo isso sempre, deixaremos alguns segmentos do circulo que serdo
menores do que o excesso pelo qual o circulo EFGH excede a area S. Pois, foi
provado, no primeiro teorema do décimo livro, que, tendo expostas duas
magnitudes desiguais, caso seja subtraida da maior uma maior do que a
metade, e da deixada, uma maior do que a metade, e isso aconteca sempre,
sera deixada alguma magnitude que sera menor do que a menor magnitude
exposta. Fiquem deixadas, de fato, e sejam os segmentos do circulo EFGH
sobre as EK, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE menores do que o excesso pelo qual
o circulo EFGH excede a area S. Portanto, o poligono restante EKFLGMHN ¢é
maior do que a area S.

Fique inscrito também no circulo ABCD o poligono AQBOCPDR semelhante ao
poligono EKFLGMHN; portanto, como o quadrado sobre BD estd para o
quadrado sobre FH [no GeoGebra: ntimero u], assim o poligono AQBOCPDR
para o poligono EKFLGMHN [no GeoGebra: nimero v].

Mas também como o quadrado sobre a BD para o sobre a FH, assim o circulo
ABCD para a area S; portanto, também como o circulo ABCD para a area S,
assim o poligono AQBOCPDR para o poligono EKFLGMHN; portanto,
alternadamente, como o circulo ABCD para o poligono nele, assim a éarea S
para o poligono EKFLGMHN. Mas o circulo ABCD é maior do que o poligono
nele; portanto, também a 4rea S é maior do que o poligono EKFLGMHN. Mas
também é menor; o que é impossivel. Portanto, ndo como o quadrado sobre
BD esta para o sobre a FH, assim o circulo ABCD para alguma area menor do
que o circulo EFGH. Do mesmo modo, entdo provaremos que nem como o
sobre a FH para o sobre a BD, assim o circulo EFGH para alguma area menor
do que o circulo ABCD.

Digo, entdo, que nem como o sobre a BD para o sobre a ZH, assim o circulo
ABCD para alguma area maior do que o circulo EFGH.

Pois, se possivel, seja para uma maior, a S. Portanto, em propor¢ao, como o
quadrado sobre a FH esta para o sobre a DB, assim a area S para o circulo
ABCD. Mas, como a area S para o circulo ABCD, assim o circulo EFGH para
alguma area menor do que o circulo ABCD. Mas, como a area S para o circulo

ABCD, assim o circulo EFGH para alguma area menor do que o circulo ABCD;
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portanto, também como o sobre a FH para o sobre a BD, assim o circulo EFGH
para alguma area menor do que o circulo ABCD; o que foi provado impossivel.
Portanto, ndo como o quadrado sobre a BD esta para o sobre a FH, assim o
circulo ABCD para alguma area maior do que o circulo EFGH. Mas foi provado
que nem para uma menor; portanto, como o quadrado sobre a BD est4 para o
sobre a FH, assim o circulo ABCD para o circulo EFGH.

Portanto, os circulos estdo entre si como os quadrados sobre os didmetros; o

que era preciso provar.

A seguir, com base na abordagem proposta por Baron (1985), vamos
descrever, utilizando notacdo atual, aspectos importantes acerca dos

procedimentos de demonstragao desenvolvidos na Proposicéo 2 - Livro XII.

Prove que Ci/ C2 = S/ Sa.

Demonstragdo: Ou Ci/ Co = Si/ Sz 0u Cy/ C2 # S/ So.

Se Ci/ C2 # S/ Sz, entdo Si/ S: =Cy/ S,onde S # Cs, isto é,S < Caou S > Ca.
Se S < G, inscrevemos um quadrado em C. e através de repetidas bisse¢oes
construimos uma sequencia de poligonos (Pn) de tal modo que p,,; — p, >
(G =)

Em Euclides - Livro X, Proposicio 13, escolheu-se n suficientemente grande e
obteve-se C, — p, < C, — S. Entédo, S < p,,.

De Euclides - Livro XII, Proposi¢ao 1, sabemos que qn/pn = Si/ Sz, 10g0 qn/pn =
Ci/ SeCi/qn = S/pn.

Como C;> qgn, entao S > pn.

Como (S < C,) = (S < p)A(S > pp), concluimos que S <« C,.

Se S > Cocom Si/ So =Cy/ S. Segue que Sz/ S1 =S/ Ci.

Seja S/ Ci = Co/ T, entdo S/C. = C,/T; como S»/ S1 = S/Cie S > Cy, entao Sz/
Si > C2/Ci. Mas Sz/ Si = S/Ci = Co/T, logo Co/T > C2/Cie T < Cu.

A segunda parte da demonstracdo reduz-se a primeira parte, salvo que C1 e
C2, S1e S2 e Se T estdo trocados e sdo inscritos poligonos em C1 ao invés de

C2. Chega-se novamente a uma contradigao.

3 Em Euclides - Livro X, Proposicao 1: “Sendo expostas duas magnitudes desiguais, caso da maior seja subtraida uma
maior do que a metade e, da que é deixada, uma maior do que a metade, e isso acontega sempre, alguma magnitude
sera deixada, a qual sera menor do que a menor magnitude exposta.”
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Portanto, devemos rejeitar S < C. e S > C. e concluir que S = C2 ou S,/Sz

CI/C2.

Apresentamos, finalmente, a possibilidade de se explorar a

demonstragdo da Proposigdo 2 utilizando o GeoGebra. Essa abordagem foi
estruturada em 4 partes®.

Parte 1

Arquvo Edtar Exdir Opglles Femamentas Janeta Auda Entrar

Nz BN olE FANE D

~ Janela de Agebra 5 | » Janela de Visuahzacho
. fov

Area Quadrado EFGH = 10.215
Area Circulo EFGH = 16.046

Area Cirenlo EFGH .
= 8.023

Area Quadrado UXYZ = 20.43

Area Quadrado UXY?Z
xanuur‘:.(l UYZ ootk

. .

]

Enraca

Parte 2

L ———— i

X | Janela de Visushzagio

Area Triangulo EKF = 1058

Area Paralelogramo EFLI = 2,116

Area Parallogramo EFL)
. - 1058

® w1088

T

“Agradecemos a Lara Martins Barbosa pelo desenvolvimento desse trabalho com o GeoGebra.
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Parte 3

Atquvo Editar Extr Opgles Femamentss Janela Auca

o

o

Eli= s
+ Chnica

Area Triangulo EKT = 0.149 e
Area Paralelogramo EKVW = 0.208

Area Punlcb;mm EKVW o

Entraca:
Arquwvo Ediar Exithr Opgles Famamentas Janela Auda

Bl IOl oIl ]

. :
=lriv fiv

Area Tridngulo EKT = 0,149
Area Parnlelogramo EKVW « 0.208

Area Paralelogramo EKVW

2 = 0.149

)

Parte 4
Nglg}{‘v w‘vm Janela Anca
- OBWHNEO
& mazamw .
o Area sobre BD _ 58,982
® s-nn N e 2y
oo Krea sobre FH 2043
: au“. a
* Sogment Arca Poligono AQBOCPDR _ 41707
Area Poligono EKFLGMEN 10416~ /
»
Enraca sl @
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Episodio 3: O Método de Arquimedes, Proposicao 4

Em O Método, Proposicio 4, Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.)
enuncia: “Qualquer segmento de um condide reto (isto é, um paraboloide
de revolucao) secionado por um plano perpendicular ao eixo é igual a 1%2
vezes 0 cone que tem a mesma base e 0 mesmo eixo do segmento” (Heath,
p- 24, 1912).

Vejamos a demonstracio:

Isso pode ser investigado por nosso método, como segue.

Cortemos um paraboloide de revolugdo por um plano através do eixo obtendo
a parabola BAGC; e corte também com outro plano perpendicular ao eixo que
intercepte o primeiro plano BC. Seja DA o eixo do segmento, prolongue-o até

H de tal modo que HA - AD.

Imagine que HD seja a haste de uma balanga e A seu ponto médio. A base do
segmento sendo oi circulo onde BC é o didmetro, e em um plano perpendicular
a AD, imagine (1) um cone obtido com o circulo em questéo como base e A como
vértice, e (2) um cilindro com o0 mesmo circulo como base e AD como eixo.

No paralelogramo EC tome qualquer reta MN paralela a BC, e por MN trace
um plano perpendicular a AD; este plano cortara o cilindro em um circulo com
diametro MN e o paraboloide em um circulo com diametro OP.

Agora, BAC sendo uma parabola e BD, OS as coordenadas,

DA: AS = BD?: 0S?,
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ou
HS : AS = MS?: SO?
Portanto,
HA : AS = (circulo, raio MS) : (circulo, raio OS)
= (circulo no cilindro) : (circulo no paraboloide)
Portanto, o circulo no cilindro, no lugar onde ele se localiza, estard em
equilibrio, em torno de A, com seu circulo no paraboloide, se este Gltimo for
colocado com seu centro de gravidade em H.
Similarmente para as duas se¢des circulares correspondentes feitas por um
plano perpendicular a AD e passando por qualquer outra reta no
paralelogramo que é paralelo a BC.
Assim, como de costume, se considerarmos todos os circulos componentes do
cilindro e segmento inteiro e os tratarmos do mesmo modo, acharemos que o
cilindro, no lugar onde esta estara em equilibrio em torno de A com o
segmento colocado com seu centro de gravidade em H.
Se K é o ponto médio o ponto médio de AD, K é o centro de gravidade do
cilindro; logo, HA : AK = (cilindro) : (segmento).
Portanto, cilindro = 2(segmento).
E cilindro - 3(cone ABC); [Euclides, XII 10]°
Portanto, segmento = 3/2 (cone ABC).

(Heath, p. 24-25, 1912).

Muitos aspectos da demonstracdo desenvolvida por Arquimedes
nessa Proposicao 4 nos chamam atengao: abordagem bidimensional, uso
de termos envolvendo a nogao de equilibrio, etc. Em linguagem ou notacéo
atual, podemos dizer que esse problema diz respeito a relagdo entre os
valores das medidas dos volumes de um cilindro, um paraboloide e um
cone de mesma base e altura. Neste caso, se a medida do volume® do
cilindro for 1, o volume do paraboloide serd %2 e o do cilindro 1/3. Ou seja,

problema ordinariamente exploravel em cenarios da Educagido Basica.

5 Euclides, XII 10: “Todo cone é uma terca parte do cilindro que tem a mesma base que ele e altura igual”.

6 Para uma unidade arbitraria de volume.
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Utilizando conceitos introdutdrios de célculo diferencial e integral acerca
do célculo de volumes de solidos” de revolucéo, considerando raios dos

circulos das bases e alturas igual a 1, teremos o seguinte na notagao

moderna:

v =n[lf@]dx,
Viitindro = T[fol[l]zdx =,

2
Vparaboléide =7 fol[\/;] dx =m/2,

Veone = T[fol[x]zdx =

Consideramos interessante a verificacdo com GeoGebra dessa relacao
1~ 1/2 ~ 1/3 envolvendo, respectivamente, os volumes de um cilindro, um
paraboloide e um cone de mesma base e altura. Os volumes do cilindro e
cone podem ser calculados utilizando-se de um comando disponibilizado
pelo proprio software. O calculo do volume do paraboloide requer algumas

construcdes em termos de sistema de computacio® algébrica.

. S 8 —
Rleard>bdBdedh@4 N = =
Bl A% § =N Hinagde = =N

2:314 Volume do Cone = 1.05
Volume do Cilindro = 7
List ) ) R

Fi Volume do Paraboléide = 1.57 = L

QO  un={o01 00108,

Multivariable Function
O ey = Wxx+yi
Number
i=1587
k =157

1=105

n=500 H : = : a

.0.500®

Ver (Munen & Foulis, Cap.7, 1982).

8A construgdo a seguir foi desenvolvida pela colega Lara Martins Barbosa.
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Conclusées

Neste apéndice exploramos alguns episédios da histéria da
matematica, apresentando trés problemas e possiveis resolucdes. Em casa
episédio, buscamos inicialmente indicar notacbes e procedimentos de
demonstragdo originalmente desenvolvidos, mas reconhecendo que se
tratam de traducdes. Também, discutimos possibilidades de se
reinterpretar os enunciados e desenvolver resolugdes alternativas
utilizando procedimentos e notagdes mais atuais, indicado, inclusive,
caminhos para exploracdo utilizando recursos computacionais. De
maneira geral, o uso de um software de matematica dindmica como
GeoGebra oferece meios para que sejam explorados heuristicamente
procedimentos alternativos de demonstracdo matematica. Essa dimensao
computacional-heuristica perpassa por discussoes pertinentes a Filosofia
da Matematica acerca do papel dos computadores na demonstragio
matematica. Temos muito interesse sobre essa discussio, mas a
abordaremos de maneira apropriada em oportunidade futura. Por fim,
consideramos que a interface histéria da matematica / uso de tecnologias
digitais fomenta certo potencial pedagégico que pode ser de interesse a
Educagao Matematica.

Nota de agradecimento: os autores agradecem a Lara Martins Barbosa.
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