Célculo Diferencial e Integral II
PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de Reposicao - 06/julho/2009

(1) (Total: 2.5 pontos). A figura 7' — um “tridngulo torto” — é
delimitada pelas curvas p, r e s:

p(z) = 2—2?
r(z) = 2z-—1

s(r) = 3(cosZiz)—3

Mais precisamente, os vértices de T sdo os pontos (—2,—2),
(0,—1) e (1,1), e a curva y = p(x) liga o vértice (—2, —2) ao vértice
(1,1), acurvay = s(z) ligao (—2,—2) ao (0, —1), e a curva y = r(z)
liga o (0,—1) ao (1,1).

a) (1.0 pts) Represente a figura T graficamente e expresse a sua
area como soma de integrais definidas.

b) (1.5 pts) Calcule a drea de T' (aqui o resultado deve ser um
nimero). Obs: se vocé souber argumentos geométricos para acelerar
o calculo da area de T, use-os!

(2) (Total: 1.0 pontos). Seja C = {(x,y) | = € [1,2],y = z*}.
Trace num plano a curva C' e ligue seus pontos extremos ao eixo
vertical por retas horizontais. Seja R a regiao delimitada pela curva
C, pelos dois segmentos horizontais e por um segmento do eixo

vertical. Expresse a area da regiao R como uma soma de integrais
definidas.

(3) (Total: 1.0 pontos). Calcule f::;(sen )" (cos 0)3 df usando a
substituicao s = sen 6.

(4) (Total: 2.0 pontos). Use a substituicdo ¢ = cos ) para mostrar
que ch::_ll V1—¢*dc=m/2. Dica: sen?# = £(1 — cos 26).

2009-1-C2-prova-VR July 10, 2009 12:45



2

(5) (Total: 3.5 pontos). Considere as duas EDOs abaixo, aparente-
mente equivalentes:

1) y-z =0
(2) vy —zy =0

a) (0.2 pts) Reescreva ambas na forma 1y’ + 1, = 0. Quem sao
Yy e 1, em cada um dos dois casos? Note que ainda nao estamos
estamos dizendo que a fungao ¢ (x,y) existe; estas 1, e 1, sao can-
didatas a serem derivadas parciais de alguma funcao ¢, mas s6 nos
proximos itens voce vai tentar descobrir esta ).

b) (0.3 pts) No caso (1) acima existe uma funcao ¢ (z, y) tal que a
1y € a 1, sao suas derivadas parciais, mas no caso (2) nao. Explique
porque.

¢) (0.5 pts) Encontre uma ¢ (z,y) para a EDO (1) acima.

d) (0.5 pts) Encontre duas funcoes diferentes, g(z) e h(zx), cujos
graficos, y = g(x) e y = h(x), correspondam a curvas de nivel da
do item anterior.

e) (0.5 pts) Encontre a solucao geral da EDO (1) — isto é, uma
fungao f(x,C) tal que para cada valor de C' a curva y = f(z,C)
seja uma solucao da EDO.

f) (0.5 pts) Verifique que as solugoes dos itens (d) e (e), isto é,
as curvas y = g(z), y = h(z) e as y = f(x,C) (uma para cada ()
sao solugoes da EDO (1).

g) (1.0 pts) Represente graficamente as solu¢oes da EDO (1).
Dica: encontre uma solugao que passe pelo ponto (1,1), uma que
passe pelo ponto (—1, 1), uma que passe pelo ponto (0,1) e uma que
passe pelo ponto (1,0).
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O diagrama da relacao entre EDOs separdveis e EDOs exatas é:

(V(z,y) = v(y) —u(x))
(wyyl + % - 0) D (Uyyl — Uy = 0)

i

(y' =32)

(v =0C)

“Resolver” uma EDO é encontrar uma fungao ¢ (z,y) cujas cur-
vas de nivel sejam solugoes da EDO (“¢p = C” no diagrama) ou
entao — isto é melhor ainda, mas nem sempre pode ser feito —
encontrar um modo de expressar as solugcoes como funcoes de = e
de uma constante C', que “escolhe” uma das solucoes. Por exemplo:
y = vx — C, que corresponde a:

r=y>+0C,

v(,y) =y’ -z,
)

(v—u=C)-»=ylx)=v""(C+u(x))

!

1
2y’

~

yy —1=0.
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Mini-gabarito:

1a) (1.0 pts) Desenho, e: fi2 p(z) dz — fE2 s(x) dx — fol r(z) dz
1b) (1.5 pts) Area total = 6.

fi2p(w) dr = fi2 2—z2der=3

f_02 s(z)dx = f_02 t(cosZz) — 3dx = -3

fol r(z)dr = fol 20— 1dr = -3

2) (1.0 pts) Area = f02 4dr — fol ldx — ff 22 dx

3) (1.0 pts)
[smdd = [s"(1—s*)edd
= [s"(1-s%)ds
= s” — g2 ds
— gnt1l gnt3
+
= (sen g)yntt — n+3 (sen §)n+3
09::;(sen0)”(cos¢9)3 dd = (t(seng)"t! — +3 (sen §)"+3) Ziz
4) (2.0 pts)
—c2de = s2dc
[Vi=¢&d [Vs2d
= [Vs2(—s)db
= [—s?df
= [—1(1—cos20)db
S VT=Ede = fi$$$11—10~—am2®d0

= fg =0 _ (1 — cos 26) df
= 7 _Oﬂ %(1 — cos 26) df

fa T Ldg

5&) (02 pts) L: wy =Y, % =-r. 2 wy = y27 wz = —xy.
b) (0.3 pts) A (1) é exata (¢ys = ¥y = 0), a (2) nao.

¢) (0.5 pts) Y(w,y) = & — =

d) (0.5 pts) g(z) =z, ou g(z) = —x, ou h(x) = V1 + 22, etc
e) (0.5 pts) f(z,C) =+/C + 22, etc

f) (0.5 pts) (3 verificagoes)

g) (0.5 pts) Grafico de 22 —y2 = C.

c=cos 0
[ de=—sdb ]

f=arccos ¢
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