Calculo 2 - 2010jun09
Exercicios de preparagao para a P2 e para um trabalho -
versao preliminar

Definigcao: uma particao é um objeto matematico composto de trés partes:
e um valor de n € N,

e uma seqiiéncia (zg, T1,...,o,) com xg < 1 < ... < @y,

e uma seqiiéncia ((y,...,¢n) com ¢ € [Zg, 21], ..+, Cn € [Tn—1,Tn]-

Uma parti¢ao do intervalo [a,b] é uma partigdo na qual zo = a e z, = b.

Repare que temos varias escolhas “6bvias” de partigoes para um intervalo
[a,b] “em n subintervalos”. Por exemplo, podemos dividir o intervalo original
em n subintervalos iguais, e ai:

o fazer (; = % para todo %, ou

o fazer (; = x;_1 para todo i, ou

e fazer (; = x; para todo 1.

Mas a nocao de particdo é bem mais geral que isto, e a folha de exercicios
sobre Integral de Riemann (aquela manuscrita, com data de 16/nov/2009 no
cabegalho) tinha alguns exemplos nos quais os subintervalos tinham compri-
mentos diferentes.

Quando conhecemos uma funcao f : R — R e uma particao P a expressao
St f(G) (@ — xi—1) “pode ser calculada” — sabemos que ela representa um
nimero, e mesmo que nao consigamos calcular o seu valor “na mao”, fazendo
contas exatas simbolicamente, devemos ser capazes podemos calculd-la’ com
uma calculadora ou computador.

Repare que se fixamos f e P a expressao Y., f((;)(z;—xi—1) “faz sentido”,
isto é, “pode ser calculada” — mas a expressao f((;)(z; —x;-1) 86 “faz sentido”
dentro do sinal de somatoério, porque ela faz referéncia ao valor de 3.

Mini-exercicios:
(1) Defina as trés partigdes “6bvias” em 1001 subintervalos para o intervalo
(3,4].
(2) Defina as trés partigdes “6bvias” em 2k subintervalos para o intervalo [c, d].
(3) Defina as trés particoes “Obvias” em n subintervalos para o intervalo [a, b].

Note que quando dizemos “P é uma particao em 1001 subintervalos para o
intervalo [3,4]” nés estamos fixando o n da particdo P (n = 1001) e também
a=x9=3eb=u1x, =x1001 = 4. Quando dizemos “...em 2k subintervalos para
o intervalo [c¢,d]” nés estamos declarando que k, ¢ e d sd@o nimeros com valores
conhecidos — mas que nés vamos nos referir aos seus valores pelos nomes ‘k’,
‘@ e ‘d’. Quando dizemos “...em n subintervalos para o intervalo [a,b]” algo
um pouco mais sutil acontece: passamos a considerar que n, a e b sao nimeros
conhecidos.

Ina verdade sabemos calcular uma aproximacdo para ela.
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(Abreviagoes: “VSR” = “volume de sélido de revolucao”,
“ASR” =“drea de superficie de revolucao”.)

O trabalho que eu passei sobre deduzir as férmulas para VSRs e ASRs tem
varios objetivos:

e fazer vocés calcularem certas coisas (p.ex., drea de um pedago de cone) em
casos particulares,

e fazer vocés tentarem generalizar um método de calcular algo, trocando
quantidades numéricas por variaveis,

e fazer vocés testarem as férmulas com varidaveis que voceés obtiveram,

e fazer vocés encontrarem modos de apresentar uma deducao de uma férmula,

e fazer vocés comecgarem a aprender a trabalhar com uma “funcao qualquer”,
um “intervalo qualquer” e uma “particao qualquer”,

Exercicios (vérios destes foram feitos em sala, mas lembrem da recomendagao
de que vocés os refizessem em casal... Vérios deles podem virar partes do tra-
balho sobre VSRs e ASRs, e todos sdo tteis como preparagao para a P2):

(4) Escolha uma fungéo f e uma partigdo P. Existe uma “aproximacao ébvia”
para f por uma fungao-escada g : [a,b] — R. Represente graficamente f e g.

(5) Escolha uma funcao f e uma particio P. Defina formalmente (com uma
definigdo por casos) a “aproximacao ébvia para f por uma fungao-escada”.

(6) Generalize o que vocé fez no exercicio anterior: suponha que f: R — R é
uma funcdo qualquer e que P é uma particdo qualquer (de um intervalo [a, b]
qualquer), e dé uma definigdo formal, por casos (use ‘...” onde precisar) da
“aproximagao Obvia para f por uma fungao escada’.

(7) Escolha uma funcéo f e uma particao P. Existe uma “aproximacao 6bvia”
para f por uma funcdo poligonal g : [a,b] — R, cujos “vértices” sdo os pontos
({170, f(xO))a te (xru f(wn))

(8) Encontre a equagdo da reta que passa pelos pontos (2,1) e (6,4).

(9) Encontre a equagao da reta que passa pelos pontos (2o, yo) € (21, y1). Teste
a sua equagao com os pontos do exercicio anterior.

(10) Dé uma definigao formal, por casos, da funcdo poligonal g : [2,7] — R
cujos vértices sdo os pontos (g, y0) = (2,1), (z1,y1) = (6,4), (z2,y2) = (7,4).
Mostre como usar a sua definigio para calcular g(3), g(6) e g(6.5); mostre o que
acontece quando tentamos calcular g(10) usando a sua definigao.

(11) Agora suponha que f : R — R é uma funcdo qualquer e P é uma particao
qualquer. Generalize a definicao formal do item anterior.
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(Lembre que em todos os exemplos que vimos em sala as rotagoes eram feitas
em torno do eixo horizontal, y = 0 — vamos continuar usando esta rotagao).

(12) N6s vimos em sala que o SR gerado pelo segmento horizontal que liga
os pontos (2,3) e (4,3) é um cilindro. Explique como calcular o volume deste
cilindro, e calcule-o explicitamente. Sugestoes de terminologia: Ap é a érea
da base, rg é o raio da base, h é a altura. Lembre de sempre usar desenhos e
explicagoes em portugués pra deixar claro o que vocé esta fazendo.

(13) Mostre como calcular o volume do SR gerado pelo segmento horizontal
de altura y; e base [xg, z1].

(14) Mostre como calcular o volume do SR gerado por cada segmento horizontal
de uma funcao-escada.

(15) Seja f : R — R uma fungdo qualquer, P uma partigdo para o intervalo
[a,b]. Defina uma fungéo g : [a,b] — R que é uma aproximacao de f por uma
funcao escada (explique como!), e encontre um somatdério que expressa o volume
do SR gerado por G.

(16) Mostre como planificar o pedago de cone obtido pela rotagao do segmento
que liga os pontos (2,1) a (6,4). Represente graficamente a “versao planificada”
desse cone. Sugestoes de terminologia: 7y, rg, cr, cg, 0, h, etc.

(17) Calcule a drea do pedago de cone (planificado) do exercicio anterior.

(18) Mostre como planificar o pedago de cone obtido pela rotagio do segmento
que liga os pontos (g, yo) a (z1,y1). Mostre como as quantidades r;, rg, cr, cg,
0, h, Ay, Ag (onde A; e Ap sao as dreas do “pacman interno” e do “pacman

externo”) se relacionam. Encontre uma férmula para Ap — Ay — a érea da
versao planificada do pedago de cone — a partir de (xg,yo), (%1,91)-
(19) Se g : [a,b] — R é uma funcao poligonal com vértices (o, ¥o), - - - (Tn, Yn)

entao existe pelo menos um modo “6bvio” de construir uma particao P “asso-
ciada & ¢g”. Descreva esta partigao, primeiro para o caso no qual os vértices sao
(zo,y0) = (2,1), (z1,91) = (6,4), (x2,y2) = (7,4), depois para o caso geral.
Obs: nao esqueca os ‘¢;’s!

(20) Se g : [a,b] — R é uma fungao poligonal a rotagio do grifico de g em
torno do eixo horizontal é uma figura composta por varios pedagos de cones.
Explique como obter a ASR de cada um destes pedacos de cones e encontre um
somatorio que calcula a area total. Se vocé nao estiver seguro da férmula que
vocé obteve, teste-a no caso em que os vértices sao (2,1), (6,4), (7,4).
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Agora vamos ver como passar de somatérios para integrais.
A férmula exata® que relaciona somatérios e integrais é a seguinte: se f :
[a,b] — R é integravel, entao:

_ P part [a,b] 4
=a |P|—0  i=1

x=b n
| o= lim S @) @i )

onde “P part [a,b]” é uma abreviatura para P é uma partigao do intervalo [a, b].
Repare que dentro do limite a particao P (e daf o n, os ‘z;’s e os ‘(;’s) estao
definidos.
Nés vamos usar uma versao meio acochambrada desta féormula:

x=b n
/ fla)de =Y f(G) (@i — i)

=a i=1

Se tivermos dentro do somatério uma funcao f(¢;) “com a forma certa’
vamos poder converter o somatorio numa integral.
(Exemplos e detalhes depois.)

2na verdade ela é a definicdo formal do valor da integral.
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