Célculo 2 - 2010.1

Exercicios de preparagao para VS extra
Versao preliminar - veja a data no rodapé
http://angg.twu.net/2010.1-C2.html

Esta lista de exercicios é sobre como vocé pode encontrar e demonstrar as
suas proprias formulas de integracao, e como escrever as suas demonstracoes de
um modo confidvel e claro.

Pense que vocé estd escrevendo para a sua tia, que sabe muito pouco so-
bre integragao... ela, como qualquer pessoa sensata, sabe que essa historia de
Matematica é uma grande enganacao: as pessoas escrevem formulas imponentes
pra impressionar os outros e pra convencé-los de coisas que em geral sao falsas.
Ela — a sua tia — s6 acredita em “demonstragdes” muito bem explicadas, nas
quais ela entende cada passo e vé que cada passo é uma aplicagao simples de
uma das poucas regras que ela aceita. Ela fez o doutorado dela em Geometria
Algébrica na década de 70 e desde que vocé tem 10 anos vocé tenta dizer pra ela:
“tia, isso aqui ¢ VERDADE! T4 no livro!!!”, e ela te responde que as pessoas
como voceé s6 dormem trangiiilas porque nao sabem como sao feitas as salsichas,
as leis, os livros e as letras de Axé Music...

Antes de comegar...

Encontre no seu livro de Célculo uma tabela com as “regras satisfeitas por
integrais definidas” (obs: no Thomas, 11* ed., essa tabela estd no capitulo “A
integral definida”, e as regras se chamam “ordem de integragao”, “integral de
largura 0”, “multiplicacao por constante”, “soma e diferenga”’, “aditividade”,
“desigualdades max/min” e “dominagao”).

Em alguns dos exercicios vocé vai ter que mostrar como calcular certas in-
tegrais usando apenas estas regras, ou usando elas e o minimo possivel a mais,
e justificando cada igualdade — ou seja, indicando que regra justifica cada ‘=".

Um exemplo: se f,g : R — R s@o fungoes derivaveis, entao pela regra do
produto temos (f(z)g(x)) = f'(z)g(x) + f(z)¢'(x); pela definigdo de prim-
itiva, f(z)g(z) = [ f'(z)g9(z) + f(x)g'(z)dz; para quaisquer a,b € R, pelo
TFC2, (f(x)g(e)2) = [72) f'(e)gle) + f()g(x) du; pela regra da soma
de integrais definidas, f;:f f(x)g(z) + f(z)g'(x)dx = ff:: [(z)g(z)dx +
f;:: f(z)g'(x) dz, e reordenando os termos desta igualdade, f;:; f(z)g' (x)dx =
(F@g@)l;Z, — ;=) 1 (2)g() dr.

A sua tia nao faz questao de que todas as justificativas sejam escritas em
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Portugués. Pra ela isto aqui,

(F@g(@) "=V f@)g(@) + f(2)g' ()
f@)ga) “E™ [ (@)g(e) + fa)g (x) da
(2

(fa)ga)izh =2 [ ;;f%x Yg(z) + f(z)g’ >
. (soma) fm N fl(x)g(x) da?—&—f, () dx
[0 f@)g @ de = (f@)g@)Zh — [0 > < ) dz

é tao aceitdvel quanto a explicagao em Portugués do paragrafo anterior, e é
visualmente mais claro.

(1) Digamos que a sua tia ainda ndo acredite na férmula de integragéo por
partes. Mostre, de um modo que seja convincente pra ela, que f b ret dr =
(ze®)|"Z0 — [*2 b v da.

r=a r=aqa
(2) Convenga-a de que [ze”dr = xe® — [e*dx. (Aqui vocé vai ter que ser
BEM cuidadoso com o seu argumento — ela desconfia em dobro de qualquer

argumento envolvento integrais indefinidas).
(3) Convenca-a de que [7—) f(x)g"(x) dz = (f(2)g'(x))[;Z0+ (f'(@)g(x)) ;=0 —
r=>b
Joca 1" (@)g(x) dz. .
1 [T=

(4) Convenca-a de que f;:; sen2xdr =5 [ senxd.

Outra coisa: lembre da defini¢do de “boa primitiva” do Malta/Pesco/Lopes

t=x
f e2* dt é uma primitiva para e

i , mas nao ¢ uma “boa primi-
tiva” porque amda envolve o sinal de integral; G(z) = ; 2z 4 42 ¢ uma “boa
primitiva” para e**. Em alguns (poucos) dos exercicios abaixo encontrar uma

“primitiva” (¢ qualquer ) vai ser suficiente; mas na maior parte deles vocé vai

precisar encontrar uma “boa primitiva”.

1 Regras invalidas

As “regras” abaixo s@o todas invalidas: elas valem em alguns casos, mas nem
sempre, e uma “demonstracao” que use qualquer uma destas regras provavel-
mente chega a conclusoes erradas (obs: na década de 80, quando a sua tia dava
aula na extinta Faculdade Federal da Ilha das Ostras, ela dava 0 numa prova
imediatamente se encontrasse qualquer aplicagao de uma “regra invalida” nos
desenvolvimentos).

Mostre porque cada uma das “regras” abaixo é invalida.
(5) Va+b=+a+vb
(6) sen(x +y) =senz +seny
(7) cos(2z) =2cosx
(8) Va2 =a
(9) arcsen(senf) =6

007 5
(11) [ f(=) ) }Cf(ff v)da - [ g(x)dw
a: z) dx

2010-1-C2-exercs-P4 July 22, 2010 15:22



2 Definicoes por casos

Vou dizer que uma funcao f é definida por casos (com n casos) quando a sua
definigao é da forma:

fi(z) quando x € I
fa(z) quando z € Iy

() =
fn(z) quando x € I,
onde Iy, I, ..., I, sdo intervalos (disjuntos).
A funcao | - | tem uma definicdo por casos com dois casos; fungdes-escada e

fungoes poligonais, que vimos bastante durante o curso, também sao definidas
por casos.

Vou dizer que uma definigdo por casos é pura quando as expressdes para
f1,.-., fn nd0 envolvem nenhuma func¢ao definida por casos. Por exemplo, esta
defini¢do nao é pura:

() |z +2| quando z € (—o0,1)

xTr) =

|z — 3| quando z € [1,00)

(13) Faga o gréfico da g.
(14) Encontre uma defini¢do por casos pura para a func¢do g (vocé vai precisar
de pelo menos 4 casos).
(15) Fago o grifico de g o g.
(16) Encontre uma defini¢ao por casos pura para a fungio g o g.

Se f e g sao definidas por casos e suas definigoes sao puras, é facil encontrar
uma definicao por casos pura para f + g: a gente primeiro aumenta o nimero
de intervalos em cada uma das defini¢des para que os intervalos fiquem iguais,
depois soma as defini¢bes em cada intervalo.

(17) Faca o gréfico de |z| + |z — 2|.

(18) Encontre uma definigdo por casos pura para |z| + |z — 2|.
(19) Se

fi(x) quando x € (—00,0) g1(x) quando z € (—o0,1]
f(z) =< f2(z) quando x € [0,2) e g(z) =14 g2(x) quando z € (1,3]
f3(xz) quando z € [2,00) g3(z) quando z € (3,00)

sao definigdes por casos puras, encontre uma definicao por casos pura para f+g.

(20) Mostre como calcular [~ " sen || dx.
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3 Integrais de funcoes-escada

Agora seja f a fungao-escada dada por:

0 quando z € (—o0,1)
[1,4)

—2 quando z € [4,5)
[5,00)

1 quando z €

0 quando x €

(21) Mostre que f;:; f(z) = 0dx usando apenas a definigdo da f e as “regras
satisfeitas por integrais definidas”.

(22) Encontre uma defini¢do por casos pura para F(x f (Obs:

lembre da defini¢ao de “boa prlmltlva” do Malta/ Pesco/ Lopeb')

(23) Trace o grafico de y = f t) dt.

(24) Encontre uma defini¢ao por casos pura para y = fttzoz f)dte.

(25) Encontre uma primitiva, F, para esta f (ou seja: F(z) = [ f(z)

(26) Sejam:
fi(xz) quando z € (—o0,0) f 0 ¥ fi(xz)dt quando x € (—o0,0)

f(x) =< fa(z) quando x € [0,2) e F(x)= f 0 " fo(2z)dt  quando z € [0,2)
f3(x) quando x € [2,00) f _o f3(z)dt quando x € [2,00)

Mostre que a “regra” F(x f f(z) dz é invélida.
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