Geometria Analitica - material para exercicios

PURO-UFF - 2017.1 - Eduardo Ochs

Links importantes:

http://angg.twu.net/2017.1-GA.html (pagina do curso)
http://angg.twu.net/2017.1-GA/2017.1-GA.pdf (quadros)
http://angg.twu.net/LATEX/2017-1-GA-material.pdf (isto aqui)
eduardoochs@gmail.com (meu e-mail)

D& pra chegar na pagina do curso googlando por “Eduardo Ochs”,
indo pra qualquer subpigina do angg.twu.net, e clicando em “GA”
na barra de navegacao a esquerda.

Coisas MUITO importantes sobre Geometria Analitica

A matéria é sobre duas linguagens diferentes: a
e “Geometria”, que é sobre coisas graficas como pontos, retas e circulos, e a

e “Analitica”, que é sobre “dlgebra”, sobre coisas matematicas “formais” como contas, conjuntos
e equagoes;

além disso Geometria Analitica é também sobre a TRADUCAOQ entre essas duas linguagens.

Lembre que boa parte do que vocé aprendeu sobre algebra no ensino médio era sobre resolver
equagoes.

Encontrar solugoes de equagoes é dificil — sao muitos métodos, e da pra errar bastante no
caminho — mas testar as solugoes é facil.

Boa parte do que vocé aprendeu (ou deveria ter aprendido) sobre geometria no ensino médio
envolvia construcoes graficas; por exemplo, a partir de pontos A, B, C,

Seja A’ o ponto médio entre B e C,

Seja B’ o ponto médio entre A e C,

Seja C’ o ponto médio entre A e B,

Seja r, a reta que passa por A’ e é ortogonal a BC,

Seja 7y, a reta que passa por B’ e é ortogonal a AC,

Seja 7. a reta que passa por C’ e é ortogonal a AB,

Seja D o ponto de intersecao das retas rq, 1 € 1,

entdo D é o centro do circulo que passa por A, B e C.

Vocé VAI TER QUE aprender a definir seus objetos — pontos, retas, conjuntos, circulos,
etc... isso provavelmente vai ser algo novo pra vocé e é algo que precisa de MUITO treino. D4 pra
passar em Célculo 1 e em Prog 1 s6 aprendendo a “ler” as definigdbes que o professor e os livros
mostram, mas em Geometria Analitica NAO DA, em GA vocé vai ter que aprender a ler E A
ESCREVER definigoes.
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Dicas MUITO IMPORTANTES e pouco 6bvias:

1) Aprenda a testar tudo: contas, possiveis solugbes de equagdes, representacoes graficas de
conjuntos...

2) Cada “seja” ou “sejam” que aparece nestas folhas é uma defini¢do, e vocé pode usé-los como
exemplos de definigdes bem-escritas (ééé!!!) pra aprender jeitos de escrever as suas definigoes.

3) Em “matematiqués” a gente quase nao usa termos como “ele”, “ela”, “isso”, “aquilo” e 14"
— ao invés disso a gente d4 nomes curtos pros objetos ou usa expressoes matematicas pra eles cujo
resultado é o objeto que a gente quer (como nas pags (conjuntos) e (contas))... mas quando a gente
esta discutindo problemas no papel ou no quadro a gente pode ser referir a determinados objetos
apontando pra eles com o dedo.

4) Se vocé estiver em divida sobre o que um problema quer dizer tente escrever as suas vérias
hip6teses — a prética de escrever as suas idéias é o que vai te permitir aos poucos conseguir resolver
coisas de cabeca.

5) Muitas coisas aparecem nestas folhas escritas primeiro de um jeito detalhado, e depois aos
poucos de jeitos cada vez mais curtos. Vocé vai ter que aprender a completar os detalhes.

6) Alguns exercicios destas folhas tém muitos subcasos. Nos primeiros subcasos vocé provavel-
mente vai precisar fazer as contas com todos os detalhes e verifica-las varias vezes pra nao errar,
depois vocé vai aprender a fazé-las cada vez mais rdpido, depois vai poder fazé-las de cabega, e
depois vocé vai comegar a visualizar o que as contas “querem dizer” e vai conseguir chegar ao re-
sultado graficamente, sem contas; e se vocé estiver em duvida se o seu “método grafico” estd certo
vocé vai poder conferir se o “método grafico” e o “método contas” dao aos mesmos resultados.
Exemplo: p.coordenadas.

7) Uma solugdo bem escrita pode incluir, além do resultado final, contas, defini¢oes, repre-
sentagoes graficas, explicagbes em portugués, testes, etc. Uma solugdo bem escrita é ficil de ler e
facil de verificar. Vocé pode testar se uma solugao sua estd bem escrita submetendo-a as seguinte
pessoas: a) vocé mesmo logo depois de vocé escrevé-la — releia-a e veja se ela estd clara; b) vocé
mesmo, horas depois ou no dia seguinte, quando vocé nao lembrar mais do que vocé pensava quando
vocé a escreveu; ¢) um colega que seja seu amigo; d) um colega que seja menos seu amigo que o
outro; e) o monitor ou o professor. Se as outras pessoas acharem que ler a sua solugdo é um sofri-
mento, isso é mau sinal; se as outras pessoas acharem que a sua solucao esta clarissima e que elas
devem estudar com vocé, isso é bom sinal. GA é um curso de escrita matematica: se vocé estiver
estudando e descobrir que uma solucao sua pode ser reescrita de um jeito bem melhor, nao hesite
— reescrever é um 6timo exercicio.

8) Estas notas vao ser uma versao ampliada e melhorada destas notas aqui, do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2016-2-GA-algebra.pdf
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“Tipos” de objetos matematicos
Multiplicacao de matrizes:

1 2 3 1000 1230

4 5 6 100 | = | 4560

7 8 9 10 7890
—_—

3x3 3x1 3x1

b hoi ag+bk ah+0bl ai+bm aj+0bn
d (Z L 9): cg+dk ch+dl ci+dm cj+dn
f eg+ fk eh+ fl ei+fm ej+ fn

3x4

erro (porque 4 # 3)

3x2

(
(s )(”” ) (éiﬁ )
( 0

0 0 100 200

10 10 20

2\ " /100 100

3 10 | =(2 3 4)[ 10 | =(234) =234
4 1 1

Soma de matrizes:
10 20 30 2 3 4\ (12 23 34
40 50 60 5 6 7) \45 56 67

10 20 30 n 2 3\

40 50 60 5 6/
Multiplicacao de ntimero por matriz:
10 2 3 4\ (20 30 40

5 6 7) \b0 60 70

Operacoes logicas:

“E: “Ou”: “Implica”: “Nao”:
F&F = F FVF = F F—-F =V
F&V = F Fvv =V F—-V =V
V&F = F VVF =V V—-F = F
V&V =V VvV =V V-V =V
Se x =6,
2< x & x <5
<N~
6 6
———  ——
v F
F
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“Set comprehensions”

Notacao explicita, com geradores, filtros,

@.”

e um “;” separando os geradores e filtros da expressao final:
{a €{1,2,3,4}; 10a } = {10,20, 30,40}
ger expr
{a €{1,2,3,4}; a } = {1,2,3,4}
ger expr
1,2,3,4 > 3; = 4
{a €{1,2,3,4},a>3; a } {3,4}
ger filt expr
1,2,3,4 >3:1 = 4
{a €{1,2,3,4},a > 3; 10a } {30, 40}
ger filt expr

{a€{10,20},b€ {3,4};a+b} = {13,14,23,24}
—_———— ———

ger ger expr
{ae{1,2},b€{3,4};(a,b)}
N e N e N~

ger ger expr

{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}

“|77 W,

Notagoes convencionais, com ao invés de “;

Primeiro tipo — expressao final, “|”, geradores e filtros:
{10a | a € {1,2,3,4} } = {a€{1,2,3,4}; 10a}
ger expr
1 1,2,3,4},a > = 1,2,3,4},a > 3; 1
{10a|a€{1,2,3,4},a >3} {a €{1,2,3,4},a > 3; 10a }
ger filt expr

{ae{1,2,3,4}; a }

expr

{alae{l,2,3,4}}
ger

O segundo tipo — gerador, “|”, filtros —
pode ser convertido para o primeiro...

o truque é fazer a expressao final ser a variavel do gerador:
{a€{1,2,34)}|a>3} =

> = > 3;
{a]ae{l,2,3,4},a >3} {a €{1,2,3,4},a>3; a }
ger filt expr

»

O que distingue as duas notacoes “{...|...}" é
se o que vem antes da “|” é ou ndo um gerador.

Observagoes:
{ gerador | filtros } = {gerador, filtros; varidvel do gerador}

expr
{ expr | geradores e filtros } = {geradores e filtros; expr}

As notagoes “{...]|...}” s@o padrao e sdo usadas em muitos livros de matemaética.
A notagdo “{...;...}” é bem rara; eu aprendi ela em artigos sobre linguagens de
programacao, e resolvi apresentar ela aqui porque acho que ela ajuda a explicar as

duas notagoes “{...|...}".
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“Set comprehensions”: como calcular usando tabelas
Alguns exemplos:

Se A:={zxe{l,2};(z,3—2x)}
entdo A = {(1,2),(2,1)}:

z (z,3—x
1 1,2

2 (2,1)

Se I:={xe{l1,2,3},ye{3,4}, x4y <6;(z,y)}
entdo I = {(1,3),(1,4), (1,5)}:

Ty z+y<6 (z,y
1 1,3

(1,4)
(1,3)
\
\
\

Se D :={(z,2x) |z € {0,1,2,3}}
entao D = {z € {0,1,2,3}; (z,22)},
D= {(070)7 (]‘ﬂ 2)7 (234)a (37 6)}

z (z,2x
0 (0,0

THE <<

1 (1,2)

2 (2,4)

3 (3,6)

Se P:={(z,y) € {1,2,3}? |z >y}

entao P = {(z,y) € {1,2,3}*, 2 > y; (v,y)},
P={(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)}:
%1,1% T1 V %1,1%

(12)12 F |

(1,3)13 F |

221 V (2,1)

(2,2) 22 V (2,2)

(2,3)23 F |

(31)31 V (3,1)

(3,2) 32 V (3,2

(3,3)33 V (3,3)

Obs: os exemplos acima correspondem aos
exercicios 2A, 21, 3D e 5P das préximas paginas.
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Exercicios de “set comprehensions”

1) Represente graficamente:

A = {(174)’( ) )’(173)}

B = {(17 3)v ( ) )7 ( ) )}

¢ = {( ) )a( ) ( s ) (274)}

D ={()()()@®}

E = {<0’3)’( ) )’( ) )7(3’0)}
2) Calcule e represente graficamente:

{z e {1,2};(z,3—x)}

{ZL’ € {1)2?3}’ (1’73*$)}

{r €{0,1,2,3}; (2,3 — 2)}

{z €{0,0.5,1,...,3}; (z,3 —x)}
{.2? € {17233}7?/ € {3’4} (x y)}
{z e {3,4},y € {1,2,3} (z,9)}
{ze{3,4},y € {1,2,3}; (v, 2)}

{z € {3,4},y € {1,2,3}; (,2)}

{r €{1,2,3},y € {3,4}, x+y<6;(w,y)}
{z €{1,2,3},y e {3,4},z+y > 4; (z,y)}
{r €{1,2,3,4},y € {1,2,3,4}; (z,y)}
{x7y G {07 1727 3’ 4}; (:Z:7y)}
{x7y6{0’17273a4}ay:3;( y)}
{z,y € {0,1,2,3,4},2 = 2; (z,y)}
{z,y €{0,1,2,3,4}, 2 +y = 3; (z,9)}
{z,y € {0,1,2,3,4},y = z; (z,y)
{z,y€{0,1,2,3,4},y =x + 1;(z,y)}
{z,y €{0,1,2,3,4},y = 2z; (z,y)}
{xy6{01234}y—2x+1 (z,y)}

Z,
€T

MOV ZE NN~ TQNETQOT R

3) Calcule e represente graficamente:
= {(2,0)|z€{0,1,2,3}}
(x,2/2) | x € {0,1,2,3} }
(z,2) |z €{0,1,2,3} }

(z,2z) |z € {0,1,2,3} }

(x,1) |z €40,1,2,3} }
(z,1+x/2)|z€{0,1,2,3} }
(z,1+z)|ze€{0,1 23}}
(z, 1+2x)\x€{0,1,2 31}
(,2) |z €{0,1,2,3} }
(x,2+x/2) |z €{0,1,2,3} }
(z,2+z) |z €{0,1 23}}
(x,2+2z) |z €{0,1,2,3} }
(2.2) | o € {0,1,2,3} }
(z,2—2/2) |2 €{0,1,2,3} }
(x,2—=z)|2€{0,1,2,3} }
(x,2—2z) |z €{0,1,2,3} }

SO ZE NN ETQOT R
A P P A A A A A A A e e A
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Produto cartesiano de conjuntos

AxB:={a€c A,be B;(a,b)}

Exemplo: {1,2} x {3,4} ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

Uma notacdo: A2 = A x A.

Exemplo: {3,4}% = {3,4} x {3,4} = {(3,3),(3,4), (4,3), (4,4)}.

Sejam:

A={1,

254}7

B ={2,3},
C =1{2,3,4}.

Exercicios

4) Calcule e represente graficamente:
a) AxA d)BxA g CxA

b) Ax B
c) AxC

e)BxB h)CxB
fyBxC i)CxC

5) Calcule e represente graficamente:

wo2§mwg~mawmmqm>

6) Represe

J/
K/
L/
M/
N/
O/
P/

{r,y€{0,1,2,3}; (z,9)}

{2,y €{0,1,2,3},y =2 (2,9)}
{z,y € {0,1,2,3}, 2 =1; (z,y)}
{z,y€{0,1,2,3},y = a5 (2, )}

{m,y € {07 17273,4},?/ = 2LE; (IE,y)}
{(*T7y) € {07 172;374}2,9 = 2u; (m,y)}
{(2,y) €{0,1,2,3,4}% y = x; (z,y)}
{(x,y) € {071’25374} y_'r/Q (J? y)}
{(z,y) €{0,1,2,3,4}*,y = 2/2 + 1; (2,y)}
{(m,y)€{071,2,3,4}2|y:2x}
{(x,y)€{071,2,3,4}2|y:m}
{(x,y)6{0,1,2,34}2|y—x/2}
{(z,y) €{0,1,2,3,4}* |y =x/2+1}
{(z,y) €{1,2,3}* |0z + 0y =0}
{(z,y) € {1,2,3}? | 0z + 0y =2}
{(ﬁ,y)€{17273}2‘$2y}

nte graficamente:

{(z,y) eR* |y =2z}

{(z,y) eR* |y=ua}
{(z,y) €R? |y =x/2}
{(z,y) eR?* |y =2/2+1}
{(z,y) €R? |0z +0y=0}
{(z,y) eR? |0z +0y =2}
{(z,y) eR* |z >y}
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Gabarito dos exercicios de set comprehensions

1)A:B:C:£ D:i E:L

L

:$22:

2) A
E

B
F

-

i

C:L D

R

AxC=lee ¢ BxC=1] e OxC=1 ees

K=l L:[—:

3 0=L P= ..:s

2017-1-GA-material April 27, 2017 13:21



Pontos e vetores

Se a, b, ¢ s&o nimeros entao

(a,b) é um ponto de R?,

((17% é um vetor em R?

(a,b,c) é um ponto de R?,

(a, b, c{ é um vetor em R3.

Por enquanto nés sé6 vamos usar R? —

a terceira parte do curso vai ser sobre R3.

Se A é um ponto (de R?) e ¥ é um vetor (em R?)
entdo Ay, As, U1, Uy sdo nimeros e A = (A143), U= (171,172;

(as operagoes (-, -), (5,-), -1, -2 “montam” e “desmontam” pontos e vetores).

Operagoes com pontos e vetores (obs: a, b, c,d, k € R):

1) (a,b)+(075=(a+c,b+d)
2) (a,bj-ﬁ-(c,dj:(a—l—c,b—l—d;
3) (a,b) — (¢,d) = (a—c,b—d
4) (a,b) = (¢,d) = (a — ¢,b—d)
5) (a,b) — (¢, d) = (a — c,b— d)
6) k- (a,b) = (ka, kb

7) (a,b) - (¢,d) =ac+bd (M)

As outras operacoes dao erro. Por exemplo:
(a,b) + (¢,d) = erro

(a,b) + (¢,d) = erro

(a,b) - k = erro

,5) + (10,20 Obs: dois modos de resolver o 6a:
5)) + (10, 20 (o segundo é o modo padrao)

0 ﬁ far a) (2,3) + ((47§+ (10, 209)
) (5,10)- (2.3) )

£) ((2,3) - (5,10)) - (10,100)

g) (2,3) - ((5,10) - (10,100)) Rt

h) ((5,10) - (10,100)) - (2,3)

i) ((10,100) - (5,10) - (2,3) Y f,(?;);)(jﬂ%g;ﬁg)
j) ((10,100) - (2,3)) - (5,10 —(16,28)
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10

Propriedades
Sera que (2,3) - (5,10) = (5,10) - (2,3) “vale sempre”? Isto é,
serd que (a,b) - (c,d) = (¢, d) - (a,b) vale Va, b, c,d € R?

Que propriedades as operacgoes sobre pontos e vetores obedecem?

Podemos comegar pelas propriedades com nomes famosos...
Comutatividade: A-B=B-A

Associatividade: (A-B)-C=A-(B-C)
A+B)+C=A+(B+C)
—-B)-C=A—-(B-0)

NN

Distributividade: A-(B+C)=A-B+A-C
A (B-C)=A-B-A.-C
(A+B)-C=A-C+B-C
(A-B)-C=A-C—-B-C

Exercicios
7) V/F/Justifique:

C1) () (a,0) + (¢,d) = (¢, d) + (a,b)

C2) () (a,b) + (¢, d) = (¢, d) + (a,b)

C3) () (a,b)—@%—(c,d —(a,b)

C4) () (a,b% — (e, d5 (e, dj — (a,b%

C5) () (a,b) — (¢,d) = (¢,d) — (a,b

C6) () k- (a,b) = (a,b) - k

CT) () (a,0) - (¢, d) = (. d) - (a,b)

Al1) (1) ((a,0) + (¢,d)) + (d, e) = (a,b) + ((¢,d) + (d,€))
A12) () ((a,b) + (c,d) + (d, €) = (a,b) + ((c.d) + (d, €))
D6) () (a+b)- (ur,uz) =a- (ur,uz) +b- (u1,us
D62) () k- ((u1,uz) + (vi,v2)) = k- (ug,ua) + & - (v1,v2)
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Propriedades: como provar?

Quando a gente diz

V/J/Justlﬁque

~c—dg—cdﬁ-ab)

Esta pergunta quer dizer: sera que (a, b) ﬁs = (¢,d) + (a,b)

é verdade sempre, isto é, Va,b,c,d € R?

Se a gente encontrar um caso no qual (a,b) m e (¢,d) + (a,b)
dao resultados diferentes, a gente sabe que a resposta é “F”..

“(a,b) + (c, d; = (¢, d; + (a,b) é sempre verdade?” “Nao”.

Por exemplo,
sean b73 c=4, df5 entao

(a,b) + (2,3 (6,8) e
(¢,d) + (4,5 = erro,
portanto nebte caso temos (a, b (e, d; # (¢,d) + (a,b).

Provar que uma afirmacao do exercicio 7 é “F” é facil —

a justificative é um contra-exemplo.

Provar que uma afirmacao do exercicio 7 é “V” é dificil...
(dica: improvisem por enquanto, depois vamos ver um método
de demonstrar esses “V”s).

2017-1-GA-material April 27, 2017 13:21

11



Retas

Exercicios

8) Represente graficamente as retas abaixo.

Dica: encontre dois pontos de cada reta e marque-os no grafico.

Nas parametrizadas indique no grafico os pontos associados at =0e t = 1.
ro ={(v,y) ER? |z +2y=0}

={(z,y) eER? |z +2y =4}
rcz{(a:,y)eR2|x—|—2y—2}
rg={(z,y) €eR?* |20 +3y=0}
re ={(z,y) €ER?| 20 +3y =6}
ry={(z,y) €R* |2z +3y =3}
r={(z,y) ER? |y =4}

rn={(z,y) eR*|y=4-2zx}

rg ={(3,~1) +t{-11) |t e R}
rh= (3, —1) + (2,1} [t € R}
o= {(3,—1)+t(1,—1) |t €R}

vy = {(0,3) +£(2,0) | t € R}
TkZ{(2,0)+t(0,l \tER}

sa = { (a,9) (1,2) =0}
sp=1{(z,9) (1,2) =4}
se=1{(z,y) (1,2) =2}
sa={(z,y) (2,3)=0}
se ={(z,y) (2,3)=6}
sp={(z,y) eR*| (z,y)-(2,3) =3}
r={(z,y €R2|0x+1y—4}

o= {(e.9) € R | (g @3=4}
s ={(2,y) €R? | (z,y) - (—1,1) =4}
sn={(2,9) €R?| (w9} - (2,1) = 4}
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Pontos e vetores graficamente
(Ainda nao digitei... isto foi a aula de 29/mar/2017)
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Intersecoes de retas parametrizadas

Ser = {(3,3)—1—15(2,—1; |teR}
es={(4,1)+u(-1,1)|ueR},

entdo r e s se intersectam no ponto P = (1,4),

que estd associado at = —1 (em r) e a u = 3 (em s).
Graficamente,

Algebricamente, podemos convencer alguém do nosso resultado assim:
(1,4) = (3,3) + (-1)(2, —1; er,

(1,4) = (4,1) + 3(—1,1) € s,

(1,4) e rns.

Repare que poderfamos ter encontrado (x,y) = P € r N s usando um sistema:

(x,y) = (3+2t,3—1)

(,y)=(4—u,1+u)

Primeiro encontramos ¢ e u tais que (34 2t,3 —t) = (4 — u, 1 + u),
depois encontramos (z,y) = (3 +2t,3 —t) = (4 —u, 1 4+ u).
Exercicio

14) Em cada um dos casos abaixo represente graficamente r e s,
encontre P € r N s, e verifique algebricamente que o seu P esta certo.

a)r={(1,0)+¢0,3) | teR}, s={(0,4) +u(2,0) |lueR}
b) r={(1,0)+t3,1)|teR}, s={(0,2) +u(2,3) |[ue R}
co)r={(1+3tt)|teR}, s={(2u,2+3u) |ueR
d)r={0,3)+t2,-1)|teR}, s={(1,0)+u(1,3) |[ueR}
Obs: 1o (
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Visualizando F(z,y)

Um bom modo de comegar a entender visualmente o comportamento de uma funcao F(x,y) :
R? — R é fazendo diagramas como os abaixo, em que a gente escreve sobre cada ponto (z,y) o
valor de F(x,y) naquele ponto... por exemplo, se F(z,y) = 2% + y? entdo F(3,4) =9+ 16 = 25, e
a gente escreve “25” no ponto (3,4). Exemplos:

1012345 2222222 1234567
1012345 1111111 0123456

F
Fey) = 1012345 F@% = 0000000 :(ff3$-1012345
1012345 1-1-1-1-1-1-1 2-101234
1012345 2-2-2-2-2-2-2 3-2-101 2 3

Repare que dd pra usar o diagrama de F(z,y) = x +y pra ver onde z +y = 0, onde x + y = 3, etc.

Exercicios
9) Faca diagramas como os acima para as fungoes:
a) F(z,y) = (z,y) - (2.3]

b) F(‘T7y) = (ZE,y (371

C) F(l’,y) = (:C?y : (2771

d) F(z,y) = 2% + 92 (r,y € {-5,—4,...,5}%)
e) F(z,y) =2%—y

f) F(x,y)—gf—x

g) F(z,y) =y

10) Use os diagramas do exercicio anterior para esbogar os conjuntos abaixo
(que vao ser retas ou curvas):

)
aO) {(x,y)€R2|(m,y '(273 :0}
a2) {(z,y) €R?| (z,y) - (2,3) =2}
| (z,9) - (

ad) { (z,y) e R?* | (z,y) - (2,3) =4}

a-2) { (z,y) € R*| (z,y)-(2,3) = -2}
b0) { (z,y) € R* | (z,y)-(3,1) =0}
b3) {(z,y) € R* | (z,y) - (3,1) =3}
b6){($,y)€R2|($,y (371 :6}
CO){(m,y)GRz\(:c,y '(27_1 :O}
c2) {(z,y) e R? | (x,y) - (2,-1) =2}
C4){(m,y)€R2\(x,y '(27_1 :4}
d25) {(z,y) e R? |22 +¢y> =25}
d4) {(z,y) e R? | 2* +y> =4}

di) {(z,y) eR* [ 2> +y*> =1}

d0) {(z,y) eR? | 2> + 4> =0}

e0) {(z,y) eR* | 2> —y =0}

el) {(z,y) eR? |2 —y =1}

f0) {(z,y) eR* |y* —x =0}

f1) {(z,y) eR® | y* —x =1}

20) {(z,y) eR?* |2y =0}
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Sistemas de coordenadas

Em cada uma das figuras abaixo vamos definir o sistema de coordenadas X por:
¥ =(0,4,7),

(a, b)z =0 + au + bv.

Exercicio

11) Sejam:

B =(1,3)s, C=(33)s,

D= (172)27 E= (212)27

A=(1,1s.

Em cada um dos casos abaixo desenhe a figura formada pelos pontos A, B, C, D e E e pelos
segmentos de reta AB, BC e DE.

(O item (a) ja estd feito.)

c) d) e) i
U ota'

o v
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Resolvendo O + atl + bt = P (visualmente)

Virios livros, como por exemplo o do CEDERJ, preferem trabalhar com figuras nas quais os
eixos e as coordenadas nao estao indicados... vamos ver como conectar a nossa abordagem com a
deles.

Lembre que um vetor v pode ser desenhado em qualquer lugar do plano, mas que todas as
representacoes de ¥ vao ter o mesmo comprimento, dire¢do e sentido, e que quando queremos
representar graficamente A 4+ ¥ nés desenhamos ¥ como um deslocamento que vai do ponto A para
outro ponto — a cauda do ¥ toca no ponto A.

Exercicios:

1) Sejam A = (1,1), @ = (—2,2), ¥ = (1,2).

a) Represente A 4+ @ e A+ ¥ no plano.

b) Faga uma cépia desses A+ @ e A+ ¥ em outro lugar do papel, agora sem desenhar os eixos,
e desenhe no olho (A+u) + u, (A+0)+ 9, (A+ @)+ 9, (A+7) + 4, A+ (4 + 7). Indique ao lado
de cada ponto quem ele é, e faca 0 mesmo para cada seta.

¢) Faca uma cépia dos seus A+ @ e A + ¢ em outro lugar do papel sem desenhar os eixos e
represente graficamente A + 3u, A — 20, (A + 3@) — 27, (A — 20) + 34 (o “paralelogramo gerado por
A, 3d e —27).

d) Seja B = A+24. Represente graficamente B+t parat =0,t =1,t =2er ={B+t7| tR }.

2) Sejam A = (0,2), @ = (1,1), 7= (2,-1), P = (4,5).

a) Represente graficamente A + i, A+ ¥ e P num grafico com eixos e depois copie esses A + ,
A+ 7 e P para uma parte do papel sem eixos.

b) Represente graficamente:

{A+tid|teR} (e escreva “A+ ti” do lado dessa reta),

{A+t(—u) |teR} (“A+t(—u)"),

{A+tr|teR} (“A+t7),

{P—-ti|teR},

{P+tr|teR}.

3) Os livros as vezes usam notagoes mais compactas que as nossas para retas, como “r : A+ tu”
e “areta A+ tu”... nés evitamos essas notagoes até agora porque elas as vezes sao ambiguas, mas
vamos vé-las em detalhes depois.

a) Sejam O = (2,0), « = (1,1), 7= (—1,1), P = (3,5), @ = (—2,0). Represente-os num grafico
sem eixos.

b) Represente graficamente as retas:

r:0+ti, s: O+ tv,

r' . P+ti, s : P+ t0,

Q4+ tu, s Q + .

¢)Sejam A=rns, B=snNr,C=rns"’, D=sNr". Represente-os graficamente.

(Repare que OAPB é um paralelogramo, e que ACQD também).

d) Existe um a € R tal que A = O + a@. Quanto vale a? Estime no olho.

e) Faga o mesmo para B = O + bt. Quanto vale b?

f) Faca o mesmo para C' = O + cti. Quanto vale ¢?

g) Faca o mesmo para D = O + dv. Quanto vale d?
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Resolvendo O + ail + bt = P (visualmente, 2)

Mais exercicios:

4) Sejam O = (2,0), @ = (1,1), ¥ = (1,0), P = (3,5), @ = (—2,0). Represente-os num grafico
sem eixos.

a) Represente graficamente o paralelogramo que tem lados paralelos a @ e ¥ e que tem O e P
como dois dos seus vértices (O e P vao ser “vértices opostos” do paralelogramo).

b) Escreva “O 4 a@” e “O 4 b” nos outros vértices do parelelogramo. Note que nés ainda nédo
sabemos os valores de a e b!

¢) Represente graficamente O + at e O + b¥; lembre que isto quer dizer que vamos desenhar
uma seta indo do ponto O para o ponto O + aw e escrever “au” do lado dela, e fazer algo similar
para O + bv.

d) Represente graficamente (O + a) 4+ bv e (O + b?) + ad.

e) Estime no olho, comparando os vetores @ e atl, quanto vale a. Escreva a ~ (valor) a direita
do diagrama todo.

f) Estime no olho, comparando os vetores ¥ e b¥, quanto vale b. Escreva b = (valor) a direita
do diagrama todo.

g) Faga o mesmo para o ponto Q: use-o para tragar um paralelogramo de vértices O, O + ci,
@, O +dv. Estime no olho c e d e escreva “c = (valor)” e “d ~ (valor)” & direita do diagrama todo.

5) Sejam O = (2,0), © = (1,1), ¥ = (1,-1), P = (3,5), @ = (—2,0). Represente-os num
grafico sem eixos. Vamos fazer algo como no item anterior, mas agora usando a notagao (a,b)y, =
O+ aii+bv. Escreva “= (a,b)s” ao lado do ponto P, “= (¢,d)s” ao lado do ponto @), e “= (0,0)s”
ao lado do ponto O.

()
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Sistemas de equacgoes e
sistemas de coordenadas

No item (f) da pagina anterior temos:

19

Solucao do “7;”:
(a,b)s = (1,2)
(4—2a—b,44a—-2b) = (1,2)
4—-2a—-b = 1
44+a—-2b = 2
—2a—-b = -3
a—2b = =2
—2a+3 = b
a = —242b
—2(—2+420)+3 = b
4—4b+3 = b
( 7 = bb
( O S
a = —242£
(a,b)s = (z,y) - oyl
0,0)s = (4,4) 47 = %
(1,0)2 = (2,5) (373)2 = (172)
(0,1)2 = (372)
A= (L 1)2 = 7 Uma generalizacao:
B=(L3)s = 7 (@b)s = (5,9)
C=(3,3)x = 7 (4—2a—bd+a—2b) = (z,y)
D=(1,2)s = 1-2a—-b = «
E—EQ 2; _ 5 4+a-20 = y
AT ?E - .66 4—2a—x = b
;?f : (71)4 a = y+20—14
‘g — (—1,4) = y+24—-2a—1z)—4
T = (571> = y+8—4a—2x—4
7, = (172) = y—2r+4—4a
- (1 1) ba = y—2x+4
o= (2.1) o = Q@-2ryfs
-k 9 — Ey_ §$ +lg
Os itens (a) até (h) acima (“?,” a “73”) = 5-53+tgy
sao faceis de resolver “no olhometro” us- b = 420_ 2(85 57 +25 Y) Y
ando o gréfico, e é ficil conferir os resulta- B i;}g sV T
dos algebricamente usando a férmula (x). PR 5Y )
_ o ; (5 —2z+3y, %2 — 32— 2y)n = (z,y)
No item (i) dd pra ver pelo grifico que Vamos chamar a férmula acima de ().

os valores de a e b em (a,b)y = (1,2)
vao ser fracionarios e dificeis de chutar —
mas podemos obté-los algebricamente, re-
solvendo um sistema de equagoes.

Exercicios

12a) Resolva “?;” pelo sistema.

12b) Resolva “?,” pelo sistema.

12¢) Verifique que as suas solugoes de “?,” até “?j
12d) Resolva “?;” e “?}” por (sx).

2

obedecem (x) e (xx).
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Sistemas de equacgoes e
sistemas de coordenadas (2)

Um outro modo de organizar os problemas da pagina anterior é o seguinte.
Temos as equagoes [z], [y], [a], [b] abaixo,

[x] © = 4—2a-b
[y v = 4+a—2b
[a) a = §-3c+3y
o b o= B

= 35 “ 5T 5Y
e queremos preencher a tabela abaixo de tal forma que em cada linha
as equagoes [z], [y], [a], [b] sejam obedecidas:

a b T y
00 4 4
10 2 5
0 1 3 2
1 1
1 3
3 3
1 2
2 2

DN = = U= O
=N RO .

1) quando as lacunas sdo em z e y é mais rapido usar as equagoes [z] e [y],

)
2) quando as lacunas sdo em a e b é mais rdpido usar as equacoes [a] e [b],
3) as equagodes [a] e [b] sdo consequéncias das [z] e [y],
4) [x] e [y] sdo consequéncias de (a,b)s = (4 —2a — b,4 4+ a — 2b) = (=, y),
5) () = (4raar) = (1) + (%) = (1) + (77 22) (8)

)

6) (4) = (OiTautoor) = () + (it o) ()

Exercicios

20

13a) No item (g) duas pdginas atrds temos O = (=3,1), @ = (1,0), ¥ = (1,1), (a,b)s = (-3 +a+

b, 1+ b). Obtenha as equagoes [z], [y], [a], [b] para este caso.
13b) Faca o mesmo para o item (a), onde O = (3,1), @ = (2,1), 7 = (—1,1).
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Sistemas de corrdenadas (3)

Ha muitas notagoes possiveis para lidar com situacdes em que temos varios sistemas de coorde-
nadas ao mesmo tempo — vamos ver uma delas.

Vamos ter:

e as coordenadas x,y e 0s eixos x e y,

e as coordenadas a, b e os eixos a € b,

e as coordenadas ¢, d e os eixos d e d,

e as coordenadas e, f e os eixos e e f,
e além disso vamos ter as origens Ogy, Oap, Ocd, Ocy de cada um dos sistemas de coordenadas e os
vetores Z, §, @, b, ¢, d, €, f.

Um exemplo concreto:

Ow = (2,-1) @=(1,0 b= (0,1

O = (5,5) &= (—2,0§ d=(0,-2

Oef = (175) €= (_1? _15 f = (la _15
(a,0)ap = Ogp+ad+bdb = (a+2,b—1)
(C, d)cd = QOgq+cc+dd

(€, fley = Ocp+ee+ff

Um ponto P do plano tem coordenadas P, e P, no sistema x,y, coordenadas P, e P} no sistema
a, b, e assim por diante, e em situagoes em que estamos falando das coordenadas de um ponto sé —
como nos problemas das paginas 13 e 14 — ndés vamos nos referir as coordenadas deste ponto como

Ty Y, ey €, f.
Usando as definigoes de (-, )y, (= -)abs (- -)eds (-, -)es acima temos:
(Pzapy)zy = (Paapb)ab = (Pmpd)cd = (Pe,Pf)ef
(mvy)xy = (avb)ab = (C, d)cd - (evf)ef

Exercicios
15a) Complete, usando o diagrama acima e olh6metro:
ponto (—a —)acy (—7 —)ab (—7 —)cd (—7 —)ef

P (1,1)qy (-1,2)ap  (2,2)eq

Q (37 l)wy (172)ab (1a2)cd (173)ef
R (5, 1) gy

S (1,3)ay

T (3,3)ay

15b) Calcule as seguintes distancias em cada sistema de coordenadas: d(P,Q), d(P, R), d(P,S),
d(Sa T)7 d(P7 T) Dica: def(Q,R) = \/(Re - Qe)2 + (Rf - Qf)2
15¢) Calcule os seguintes vetores em cada sistema de coordenadas: ﬁ, f@, ﬁ, ﬁ , ﬁ .

Dica: (@)ef = (Qe _P€7Qf _Pfjef
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(Exercicios, cont.)
15d) Calcule os seguintes produtos escalares em cada sistema de coordenadas: ]@ﬁ e ]@ﬁ

Dica: (@, 8).f ‘ef mef = oy + f0.

15e) Verifique em cada um dos sistemas de coordenadas se estas afirmagdes sdo verdadeiras:
]@J_ﬁ, ]@Lﬁ Dica: UeflefUes se € 86 8€ Uef -ef Uef = 0.

15f) Leia as paginas 9-14 e 16-19 do livro do CEDERJ. Note que ele nao comega usando coorde-
nadas desde o inicio como a gente fez... ele comega supondo que os pontos jé estao desenhados num
papel, e s quando se estabelece um sistema de coordenadas esses pontos passam a ter coordenadas.

15g) Leia as paginas 16-17 do Reis/Silva.

Coordenadas “tortas”

Em todos os sistemas de coordenadas da pagina anterior os dois vetores da “base” tém o mesmo
comprimento e sao (geometricamente) ortogonais um ao outro... mas quando definimos precisa-
mente “ortogonalidade” no curso ndés usamos uma defini¢do algébrica, isto é, uma conta: 41v é
verdade se e s6 se @ - U = 0 — e nés vimos no exercicio 15d que o resultado de 4 - ¥ = 0 depende do
sistema de coordenadas...

Quando usamos coordenadas “tortas”, como no sistema Oy, g, h abaixo, a nocao de ortogonal-
idade pode mudar.

J
1 Owy:(070) f:(l’o ?7 (071
T * 1 Ogn = (1,5) §=1(0,-1) h (1,—13
1 ° ¢+ . (xa?J)acy = Owy+xf+yg = (xay)
N P (9, h)gh = Ogn+9g+ hh
O, 7
Exercicios

16a) Encontre as coordenadas (-, -)gn dos pontos P, @, R, S, T.
16b) Calcule dgp (S, P), gh(S Q), gh(S T)

16c) Calcule dgp (S, P qh (S,Q),

16d) Calcule Aﬁ) “gh S gh S#

16e) Calcule S—}%J_ h@ e @J_ hﬁ

Aviso importante: nds vamos usar “coordenadas tortas” pouquissimo em GA!!!
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Projecoes

Até agora nés sé vimos “decomposigoes” da seguinte forma: tinhamos O, , U, P, e queriamos a
e b tais que O + ail 4+ b = P — note que isto é equivalente a encontrar a e b tais que au + bv' = O
ou seja vimos como decompor o vetor OFP em um multiplo do vetor 4 e um do vetor ...

Agora vamos partir de vetores i e W e ver como decompor o vetor @ em \il+ ¥ = @ tais que isto
forme um tridngulo retangulo. Mais precisamente: se M\ + ¥ = W entdo ¥ = — AU + W, e queremos
que estes @ e U sejam ortogonaisa, alids, que @ e ¥ sejam ortogonais: @_L¥, ou seja, 4L (- + ).

)

Definigao: a projecao sobre @ de W, Prgw, é o vetor A\ tal que @L(—A\d + o).

Exercicios

17a) Sejam W = (375, U= (()T;, A = (2,0), B = A+ @. Represente graficamente A, B, 1,
W, e para cada X € {0,1,2,3,4,5} desenhe no seu grafico o tridngulo & = A + ¥ correspondente e
calcule ¥ e u - ¥. Qual o A que faz com que 4_Lv?

17b) Faca a mesma coisa que no 17a, mas mudando o @ para 4 = (17;

17¢) Digamos que Przw; = \t;, Prgwy = A\jds, etc. Determine \j, Ag, etc na figura abaixo a
esquerda.

17d) Digamos que Przw; = \@1, Prgws = A1, etc. Determine A1, A2, etc na figura abaixo a
direita.

17e) Leia a p.55 do livro do CEDERJ.
17f) Leia as pags 35 a 38 do Reis/Silva.
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Notagao com ¢’

Em vérios lugares — por exemplo, nas paginas 35-41 do livro do CEDERJ, e na lista 3 da Ana
Isabel — a notacao preferida para retas e outros conjuntos usa ‘:’:

re @ 2x+4+3y=4

- re = {(z,y) eR?|2x+3y=4}
™ j;ijg’ﬁ Lo o= {(@+8t4450 [tER)
Te (2+3t,4+5t) Te = {(2+3t4+5t)|t€R}

{(a) (,5;|U€R}

ra ¢ (2,4) 4+ u(3,5) "d

)

Essas notagoes com ‘:” sao bem compactas mas elas deixam implicito quais sao os geradores.

Exercicios
Em cada um dos casos abaixo represente graficamente r e s e os pontos de r e s que correspondem
at=0,t=1,u=0,u=1.

18a) 1 (2,4) + (1,00, s : (2,4) +u(2- (1,0)
18b) 71 (2,2) + (2,19, s ¢ (2,4) +u(2 - (2,1))
18¢) 1+ (2,4) +£(1,0), s ((2,4) + 2 (1,0) + u(L, 0
18) 7 (2.2) 4 4@ 1) 5 (2,2) 42+ @.1)) + w2 1)

Importante: muitas pessoas da sala ja sabem desenhar cada uma das retas acima em segundos
e quase sem fazer contas. Se vocé ainda nao sabe como fazer isso descubra quem sdo essas pessoas
e aprenda com elas!

18¢) Traduza cada uma das retas 7, ..., ry da p.12 para a notagdo com ‘:’.

As vezes o nome das retas é suprimido e dizemos s6 “a reta com equagao 2x + 3y = 4” ou
“a reta 2x + 3y = 4”7, e quando precisamos escrever o nome dessa reta no grafico nds escrevemos
“2x + 3y = 4”7 do lado da reta ao invés de escrevermos ‘r’ ou ‘s’.

Na p.14 nés encontramos a intersecao de duas retas r : (34 2¢,3 —¢t) e s: (4 —u,1 +u) da
seguinte forma: primeiro encontramos os valores de t e u que resolviam (3+2¢,3—t) = (4—u, 1+u),
depois fizemos (z,y) = (3 + 2t,3 — t).

18f) Se s’ : (4 —¢,1 +t) entdo s = &', e este método deveria funcionar para encontrarmos
r M s': primeiro encontramos o valor de ¢t que resolve (3 +2t,3 —t) = (4 — t,1 4+ t), depois fazemos
(z,y) = (3+2t,3 —1t). O que d4 errado?

18g) Se r: (2t,t) e s : (2u, u+ 3) ent@o r e s sao paralelas. O que d4 errado se tentamos resolver
o sistema (2¢,t) = (2u,u + 3)?

18h) Se r: (2t,t) e s: (2u+2,u+ 1) entdo r e s sdo coincidentes. O que da errado se tentamos
resolver o sistema (2t,t) = (2u + 2,u + 1)?

18i) Represente graficamente asretas r : y =4 -2z, 2 =0,z =1,y =0,y =1,y =2e
encontre a intersecao de r com cada uma das outras retas algebricamente e no grafico.

18j) Sejam r : y = 4 — 2z, A a interse¢ao de r com z = 0, B a intersegao de r com = = 1,
s: A+ tAB. Expresse r na forma r: (_+ _t,_+ _t) e compare o resultado com s : (z,4 — 2z).

2017-1-GA-material April 27, 2017 13:21



25

Construcgoes

Vocé deve se lembrar que na Geometria do ensino médio tudo era feito com “construgoes” com
régua, compasso, esquadro, etc, e nessas construgoes cada objeto novo era feito apoiado nos mais
antigos... agora vamos fazer algo parecido, mas “construindo” (definindo) novos pontos, vetores,
conjuntos, nimeros, etc, a partir dos anteriores.

Exemplos:

a) Sejam r uma reta e A um ponto de R?.
Sejam B e C dois pontos diferentes de r.
Seja D = B + PrB?B—zzl.

Entao D é o ponto de r mais préximo de A.

b) Sejam r uma reta e A um ponto de R2.
Sejam B e C dois pontos diferentes de r.
Sejam © = B eﬁ:ﬂ.
Sejam D = B + Prz0, u'f:WL s:D+tw, " : D+ ta.
Entao rls, r=1', ¢
o ponto de r’ mais préximo de A é o que tem t = 0.
c) Sejam r: B + tii uma reta e A um ponto de R2.
Seja w um vetor nao-nulo ortogonal a u.
Seja s : A+ tw.
Seja D € r N s.
Entao rLs e D é o ponto de r mais préximo de A.

Vocé vai precisar se familiarizar com a linguagem dessas construgoes.
A coisa mais bésica é aprender a aplicd-las em casos particulares.

Exercicios

19a) Sejam A = (2,0), r : y = 2+ x, B = (—2,0), C = (0,2) na construgdo (a). Represente
todos os objetos graficamente.

19b) Faca o mesmo na (b), mas agora r:y =2+ §, A= (3,1), e vocé escolhe B e C. Verifique
se as afirmagoes do “Entéo rLs, r = 1'...” sao verdade neste caso. Repare que ainda nao sabemos
ver se elas serdo verdadeiras sempre!

A construgao (c) tem um passo, o “seja D € rNs”, que é bem curto em portugués e bem simples
graficamente, mas que é trabalhoso matematicamente. Faca o mesmo que no item anterior, mas
em trés casos:

19¢) @ = (2,0;, e escolha A, B, W, etc.

19¢’) idem, mas com @ = (1, 3).

19¢”) idem, ainda com @ = (1, 3), mas agora escolha A, B, W, etc para que as contas sejam
simples e todos os nimeros sejam inteiros.
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Distancia entre ponto e reta em R?

Sejam A € R? e r: y = max + b.

Seja C' o ponto de r mais préximo de A. Entdo d(A,r) = d(A,C).

Sejam r, = { (44, y) | y € R} uma reta vertical passando por A.

Sejam 7, = { (z,Cy) | * € R} uma reta vertical passando por C.

Sejam Ber,NreD e r,Nr. Entdo B = (A;,mA, +b) e D = (4,,Cy).
A figura —no casoem quer:y =3 +1le A= (2,7) - &

Note que CDB = ADC = ACB = 90° e que os tridngulos

ACDB, AADC e AACB sao semelhantes; além disso,

d(D, B) = [m|d(D,C), d(D,C) = |mld(D,A), d(C,B)= |mld(C, 4),
d(A,B) =v1+m2d(A,C),

d(A,r) = d(A,0C)

d(A, B)/vV1+ m?

d((Az, Ay), (Az, mA, +0))/V1+ m?
|mAg +b—A,|/V1+m?

Exercicio

1) Em cada um dos casos abaixo represente r, A, B, C, D graficamente,

descubra as coordenadas de B, C e D, calcule d(A4, B) e d(A,C) e

verifique que d(4,C) = d(A, B)/vV1 + m?2.

Dica: escreva os “d(A,C)"s e “d(A, B)”s na forma /"~ — por exemplo, se d(A, B) = 4 escreva
isto como /16, e se d(A,C) = 24/2 escreva isto como /8.

a)r:y=x+1, A= (1,6)
b)yr:y=xz+1, A=(3,6)
cor:y=xz+1, A=(3,2)
d)r:y=x+1, A=(3,0)
e)r:y=x+1, A=(3,4)
fYr:y=2x, A=(1,7)

g)r:y=—-2x, A=(2,1)
h)yr:y=3,A=(2,5)
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Propriedades do Pr (e coisas sobre demonstragoes)

g1

-

Lembre que vimos em sala (em 19/abril) que se & = A\ + ¥ e 4L¥ entdo A = L%,

£l
gl

-0 2

e isto nos levou a uma férmula para o ‘Pr’: Prgw = Z214.

Vocé sabe reconstruir a demonstragao disso vocé mesmo?

Na demonstragao que vimos em sala nés usamos duas idéias importantes
com as quais muita gente nao tem pratica:

1) a gente trabalhou com vetores “sem abri-los” (sem reescrever @ = (uq, us ))7

2) a gente trabalhou com “hipdteses” — @ = M+ U e 4L .

Exercicios

1) V/F/Justifique:
a) () Pra(v + @) = Prgv' + Prgw 3 C) k]| = Kl|d]]
b) () Pr(ti + v)w = Prgw + Pryw k) () [[kV]| = || [|9]]
¢) () Prg = Pryu D () l[kd]] = [|9]]
d) () Priku)w = k Prgw m) () Se ab = ac entdo b=c
e) () Prku)w = |k| Prgw n) () Se atl = bl entdo a =b
f) () Priku)w = Prgw o) ( ) Se ati = a¥ entdo 4 =T
g) () Prz(kw) = kPrzw p) () Sed-¥=u-wentdo ¥ =u
b ()

Pra(kw) = |k| Prad
i) () Pra(kw) = Praw

2) Demonstre (estes sao mais dificeis, mas sdo bem importantes):
Se Y.L e ¥ e W s@o ndo-nulos entao:
) Pry(kw) =0
) Pry(kv) = kv
Prs(a® 4+ bwW) + Prg(at + b)) = av + bw

o T

)
3) Demonstre:
a) Se U L7 entao ||€ + V|| = ||d — 7|
b) Se @17 entdo ||@ + ¥]* = ||a]|? + ||7]|?
c) Se ||@ + ¥]| = ||@ — ¥]| entdo dLT
) Se ||z + 71|? = ||@]|? + ||7]|* entdo GLT
) Se 4 LU entédo ||U+ tul| < ||+ tu|
) Se @17 e @ # (()0,0) entdo ||T+ 0d]| < ||¥ + t]|

[N

@

f

g) Se r: A+ ti é uma reta e ABL1 entdo o ponto de r mais préximo de B é o ponto A
h) [l ]}]| = [|{]]|5]]

4) Demonstre (este é bem trabalhoso, pus como curiosidade):
Sejam P = (0,b), 4 = m, r: P +ti e A um ponto de de R2.
Sejam B := (A;,b+mA,;) e C:=P+ Prgﬁ.

Entao C é o ponto de r mais préximo de A,

e d(A,C)=d(A,B)/V1+m? =|b+mA, — Ay|/V1+m?
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