Matematica Discreta

PURO-UFF - 2018.2

P1 - 29/0ut/2018 - Eduardo Ochs

Turma grande (V1, com aulas nas segundas e quartas)
Proibido usar quaisquer aparelhos eletronicos.

1) (Total: 4.0) Seja () a seguinte proposicao: todo inteiro impar é a soma de um par e
um impar.

a) (0.5 pts) Traduza (%) para notacdo matemaética.

b) (3.0 pts) Demonstre (x) usando o formato que vimos no curso, com passos numerados
comegando com “Vamos mostrar que”, “Suponha” e “Entao”.

¢) (0.5 pts) Traduza a antepeniltima linha comegada com “Entdo” da sua prova do item
anterior para a notagdo com “”.

2) (Total: 1.0) Mostre que P — @ é logicamente equivalente a =PV @ e ndo é logicamente
equivalente a PV —(Q.

3) (Total: 2.0) Calcule
) (0.5 pts) P({2,3,{2,3}}),

b) (1.0 pts) U{{2,3},{4,5}},
¢) (0.5 pts) P(AUB) =P(A) UP(B) no caso em que A = {1} e B = {2}.

4) (Total: 1.0) Seja (P, S) o grafo direcionado cuja representagio grafica é 1 — 2 — 3 — 4.
Calcule { (a,c) | a,b,c € P, aSb, bSc}.

5) (Total: 1.0) Encontre um contra-exemplo para a € Z,b € Z,albt+ a < b.

6) (Total: 2.0) Calcule {a € Z,b € Z,a|b;a < b}.

Algumas defini¢oes: Algumas dicas:
x natural ;= x € N r€EAUB=x€ AVzreB
x inteiro ;= x € Z xe€C={a|3dBeCac B}

par(z) :==3a € Z.x = 2a
impar(z) :=3a € Z.x =2a+1
alb:=3k € Zka=b
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Mini-gabarito

la) Podemos comecar traduzindo essa proposigao para portugués mais préximo de lin-
guagem matemadtica, em varios passos: “todo inteiro par a pode ser expresso como soma de
um inteiro par b e um inteiro impar ¢”; “Para todo inteiro par a existem um inteiro par b e
um inteiro impar c tais que a = b+ ¢”. E ai

Va € Z.impar(a) — (3b € Z.3c € Z.par(b) Aimpar(c) A (a = b+ ¢)), ou

Va € Z.impar(a) — (3b € Z.par(b) A (3¢ € Z. Aimpar(c) A (a = b+ ¢))).

1b) Podemos comegar com uma demonstragido em portugués e depois formalizé-la. Seja
a um inteiro impar. Sejam b = 0 e ¢ = a; entdo b é par, ¢ é impar, e a = b + ¢. Portanto
existem um inteiro par b e um inteiro impar c tais que a = b+ c.

A menos que a gente tenha muita pratica é quase impossivel chegar direto a uma for-
malizagdo desse demonstracdo sem trabalhar “de tras pra frente” e “fazendo primeiro as
extremidades e depois o meio” como o livro sugere. Os tultimos passos com “Entdo” da
demonstracao vao ter estas tradugoes para a notagdo com ‘+:

FVa € Z.impar(a) — (3b € Z.par(b) A (Fc € Z. ANimpar(c) A (a =b+¢)))

a € Z + impar(a) — (3b € Z.par(b) A (3c € Z. Aimpar(c) A (a = b+ ¢)))

a € Z,impar(a) b 3b € Z.par(b) A (3c € Z. ANimpar(c) A (a = b+ ¢))

a € Z,impar(a) - par(0) A (3¢ € Z. Aimpar(c) A (a =0+ ¢))

a € Z,impar(a) F 3¢ € Z. Aimpar(c) A (a =0+ ¢)

a € Z,impar(a) F impar(a) A (a =0+ a)

a € Z,impar(a) F impar(a) A (a =0+ a)

E vao ficar deste jeito no formato passo a passo:
?) Entao impar(a). (Por ?7)
?) Entao a = 0+ a. (Por ?7)
?) Entao impar(a) A (a =0+ a). (Por ?7)
?) Entao 3¢ € Z.impar(a) A (a =0+ ¢). (Por ?, com ¢ := a)
?) Entao par(0) A (3¢ € Z.impar(a) A (a =0+ ¢)). (Por ?)
?) Entao 3b € Z.par(b) A (3¢ € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por 7, com b :=0)
?) Entao impar(a) — 3b € Z.par(b) A (3¢ € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por ?7)
?) Entao Va € Z.impar(a) — 3b € Z.par(b) A (Ic € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por ?7)

A demonstragido completa é:

1) Queremos ver que Ya € Z.impar(a) — (3b € Z.par(b) A (3¢ € Z. ANimpar(c) A (a = b+ ¢))).
2) Suponha a € Z.

3) Suponha impar(a).

4) Entao impar(a). (Por 3)

5) Entao a = 0 + a. (Por 2)

6) Entao impar(a) A (a =0+ a). (Por 4, 5)

7) Entao 3¢ € Z.impar(a) A (a = 0+ c¢). (Por 6, com ¢ := a)

8) Entao par(0) A (3¢ € Z.impar(a) A (a =0+ ¢)). (Por 7)

9) Entao 3b € Z.par(b) A (3c € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por 8, com b :=0)

10) Entao impar(a) — 3b € Z.par(b) A (3¢ € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por 9)

11) Entao Ya € Z.impar(a) — 3b € Z.par(b) A (3¢ € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)). (Por 10)

1c) A linha 9 vira:
a € Z,impar(a) F 3b € Z.par(b) A (3¢ € Z.impar(a) A (a = b+ ¢)).
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