Regras estruturais:
weakening, permutation, contraction
AFT W) AFT WR
A,A}—F( AD—RA( )
ATEY AFT Y .
-~ = Identidade e cut:
AATEY (WL) AFT,A Y (WE) (I)
AFA
AABTEY (PL) AFT A B,Y (PR)
ABATEY AFT.B.AY Pead ASPI ooy
LY EATI
AJAJART (L) AFT A A (CR-)
AJAFT AFT A
AAATEY oL AFT,A A Y OR
AATEX (CL) AFT A Y (CR)
Regras légicas pro A: Regras légicas pro V:
'-AJAAB (RAy) IAVBEA (Lvy)
THFA A ! T,AF A !
FI—A,A/\B(RA) F,A\/BI—A(L\/)
T'FAB 2 I[,BFA 2
IAANBEA (LA) I'AVB,A (RV)
A BFA I'HA B A
'kFAA Z}_B’H(R/\) LAFA Z,BI—H(LV)
I'YXFAAB AT 'Y, AvBFAI
Regras légicas pro —: Regras légicas pro —:
'HA,A X BRI S T'FAA (L
CS A BrA r-ara b
T'HFAA YFBII R LAFA R
rraspa R roaa CF)
Regras légicas para o V: Regras légicas para o 3:
'-PA 'k Ply:=t],A
—— (VR)* —— X (3R
I‘}—Vy.P,A( ) I'Fdy.P,A (38)
I'Ply:=t|F A I'PFA
————— (VL ——— (3L)*
vy PFA (vL) F,EIy.P}—A( )

Nas regras (VR)* e (3L)* o **” quer dizer que o y ndo pode
aparecer como varidavel livre em I" ou A.
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ANBFEC ANBEC

ABrC - aBrc N
AABFAABEQA)
0 ANBF A 2 AB%C<&M
ANBFAAB AANB,BFC
AnBrp [N B,A/\BI—C(PL)
ANBFC ANBANBIC - (Cut)
ABFC = AANBFC
AFBVC AFBVC
AFB,C = AFB,C ()
BVCFBVCEQM
AF B,C CFBVC(&M 0
AFRBVC(Pm BvCFBvC(RM)
AFBVC,B BFBVC(&W
AFB,C AFBVQBVC«R)
AFBVC = AFBVC
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1 Cinco regras complicadas

1.1 Demonstracoes por casos

A regra bésica é esta aqui, que parece com a (LV):

I PFR T,QFR
I,PVQFR

(DC)

Um exemplo de uso:

a € Z,par(a) - par(a®> +a) a € Z,impar(a) - par(a® + a)
a € Z + par(a) V impar(a) a € Z,par(a) Vimpar(a) - par(a? + a)
a € Z + par(a® +a)

(DC)

(Cut)

Ainda n&o consegui encontrar exemplos ou exercicios de demonstragdo por casos no
Scheinerman. A P1 do Fernando Naufel de 2012.2 (“md-122-pl-manha-gab.pdf”) para a
turma da manha tem varios exemplos de provas por casos em Fitch.

1.2 A regra facil para o V’

A regra facil para o ‘V’ escolhe um caso particular: por exemplo, a partir de Va € Z.par(a) V
impar(a) podemos provar par(3)Vimpar(3) ou par(2k+1) Vimpar(2k+1). Ela é escrita como:

VFI
Vz.P b Plx :=t] (VE) ou te B,Ybe B.P+ P[b:=t]

(VF)
Lembre que no curso nés quase s6 usamos quantificadores “limitados”, como “Vb € B”,
porque os “ilimitados” como “Vx” sao abstratos demais, no sentido de que é dificil calcular
expressoes com eles; alids sé usamos quantificadores ilimitados na aula de 8/outubro.

Em alguns lugares — por exemplo, no artigo da Wikipedia — algumas letras, como x,
sempre sao usadas para varidaveis, e outras, como t, sempre sdo usadas para “termos”.

1.3 A regra dificil para o ‘V’

A regra dificil para o ‘v’ diz que se conseguimos provar Q(z,y) num contexto que ndo impoe
nenhuma restrigdo para o y entao podemos provar Vy.Q(z, y) a partir disto; a versao limitada
dela diz que se conseguimos provar Q(x,y) num contexto em que a Unica restrigdo para o y
seja y € B entdo podemos provar Vy € B.Q(xz,y). Escrevendo estas regras no estilo de LK
elas viram:

P(z) - Q(z,y) P(z) - Q(z,y)
P(z) - Vy.Q(x,y) (vDI) ou P(z),y € BEVy € B.Q(z,y)

(VD)

Na wikipedia essa regra é exposta de um jeito bem mais abstrato:

TP A

— = (YR)*
FFVyRA( )

onde “a variavel y ndo aparece livre em I ou A”.
Um exemplo de uso dela parecido com as coisas que estavamos provando até a P1 é:

a € Z 1t par(a) — impar(a + 1)
F Va € Z.par(a) — impar(a + 1)

(VD)
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1.4 A regra facil para o ‘3’

A regra facil para o ‘I’ diz que se conseguimos provar P(z,t) para algum “termo” ¢, por
exemplo ¢ := 3, ou t := 2, entdo a partir disto conseguimos provar que Jy.P(z,y). Esta é a
versao ilimitada da regra; a versdo limitada é (t € B A P(z,t)) — Jy € B.P(x,y). No estilo
do LK, temos:

(3FI)

=T —— (3F)
Ply:=t]F 3y.P ou te€B,Ply:=tF3yeB.P

Um exemplo de uso:

(3F)

F5eZ 5¢€Z,impar(z)x :=5]F Jz € Z.impar(z)

Cut
Ik impar(5) impar(z)[x := 5] F 3z € Z.impar(z) (Cut)
I'F 3z € Z.impar(z)
1.5 A regra dificil para o ‘3’
A regra dificil para o ‘3’ é uma espécie de “Cut” — mas ela usa uma conclusio da forma

Jy € B.P(y) para cortar duas hipdtese: y € B e P(y). No sistema que nds vimos primeiro
ela era assim:

1) Suponha I'

3) Entdo Jy € B.P(y)

4) Suponha y € B, P(y)
6) Entao @ (Fecha 4)

Nés discutimos “suponhas abertos” e regras que “fecham suponhas” na aula de 27/ago/2018.
Em LK essa regra fica assim:

'3ye B.Ply) T,ye B,P(y)-Q

3D
'-qQ (3D)
A versao ilimitada dela é:
Pl
- T @ (3L)*
I'tdy.P T PFQ DI '-3dy.P T',Fy.PHQ (Cut)
TFQ @pn TFQ B
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2 Definicoes recursivas

Os livros de matemaética e computagao “pra adultos” as vezes fazem umas defini¢oes ridicula-
mente curtas para sequéncias, fungoes e conjuntos e ai supoem que o leitor vai entender essas
definigoes. O livro da Judith Gersting explica definigdes recursivas a partir da p.67; vamos
ver alguns exemplos extras mais dificeis e alguns truques para entender estas definigoes.

2.1 Fake binary

Seja B : N — N a fungao que obedece estas duas condigoes:

(BP) Vn € N.B(2n) = 10 - B(n)

(BI) Vn e NNB(2n + 1) = B(2n) + 1

Note que fazendo n = 0 em (BP) obtemos que B(0) =0, e com n = 0 em (BI) obtemos
B(1) =1. Usando n =1, n — 2, etc em (BP) e (BI) obtemos B(2), B(3), etc. Exercicios: 1)
entenda o padréo da fungdo B; 2) descubra o valor de B(34); mostre os passos necessarios
para calcular B(34).

2.2 Mobdulo

Seja Nt = {n e N|0<n}, eseja M : Zx Nt — N a fungdo que obedece estas duas
condigoes:

(MB) Se 0 < a < b entao M(a,b) = a,

(MM) M(a+b,b) = M(a,b).

Repare que agora nao estamos usando ‘V’ e nem dizendo em que conjuntos os valores de
a e b moram — estamos copiando o que muitos livros de matematica e computacdo fazem:
estamos deixando tudo implicito! Tanto em (MB) quanto em (MM) fica implicito que a € Z
ebeNT,

Exercicios: 1) Use (MB) para calcular M (0,5), M(1,5),...,M(4,5); 2) Use (MM) para
calcular M(5,5), M(6,5),...; 3) Use (MM) para calcular M (—1,5), M(-2,5),....

2.3 Noves

Seja D : N — N a funcdo que obedece estas trés condigoes:

(DZ) D(0) =0

(DP) Se D(n) = n entdo D(n+1) = 10D(n) + 9

(DC) Se D(n) # n entdao D(n+ 1) = D(n)

Exercicios: 1) Calcule D(0), D(1),...,D(11). 2) Entenda o padrdo e descubra os valores
de D(99), D(100), D(101), ..., D(999), D(1000), D(1001).

2.4 Concatenagao de niimeros

Seja C': N x N — N a fungdo que obedece:
(CD) C(a,b) =a- (D(b)+1)+b
Exercicios: 1) Calcule C(12,345); 2) Calcule C(12,0); 3) Calcule C(0,12).

2.5 Um conjunto de niimeros

Seja S C N o conjuntos que obedece:
(S0)0€e S,
(S2) Se n € S entdao 10n+2 € S,
(S3) Sen € S entdao 10n+3 € S.
Exercicios: 1) Prove que 23322 € S; 2) Explique porque nao d4 pra provar que 45 € S.
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2.6 Strings

O “Exemplo 23” na pagina 70 do livro da Judith define strings, que as vezes sao chamados
de sequéncias de caracteres ou de cadeias de caracteres — ou s6 cadeias — em portugués.
Alguns exemplos de strings: “Hello”, “1+2” “” “)+”. Vamos usar ‘.. (como em Lua) para
a operacgao de concatenacao de strings. Exemplos:

“Hello”..“1+2” = “Hello1+2”

AC”““>+” — L()+77

2.7 Um conjunto de expressoes

Digamos que os conjuntos de strings Ep, Ey e Es obedecem:

(ED) “07,417,...,49” € Ep

(EN1) Se d € Ep entao d € Ey

(EN2) Sen € Ey e d € Ep entdo n..d € Ey

(ES1) Se n € Ey entdo n € Es

(ES2) Se s,t € Es entdo s..“+”..t € Eg

(ESP) Se s € Eg entao “(”..s..“)” € Ey

Exercicios: 1) Prove que “123” € Ep; 2) Prove que “123” € Es e “123+4+56” €
Es; 3) Prove que “(123+4+56)” € Ep; 4) Prove que “(123+4+56)” € Es; 5) Prove que
“(123+4+56)+78” € Es.

2.8 OQOutro conjunto de expressoes

Vamos reusar os simbolos Ep, Ey e Es do item anterior — com outro significado.
Digamos que os conjuntos de strings Ep, Ey, Eg, Em e Es obedecem:
( ) “O” “177 “977 e ED
(EN1) d € Ey
(EN2) n..d € Ey
(E ) n € Eg
(E ) beEm
(EM2) m..“*”..b € Epn
(ESl) m € Eg
(ES2) s..“+”..m € Eg
(EBP) “(7..s..“)” € Ep
Agora estamos usando uma conven¢ao no nome das variaveis para deixar a especificagao
mais curta. A convengio é:
d,d,d" € Ep
n,n',n" € Ey
bbb € Eg
m,m’,m" € Eg
s,s',s" € Eg
e os ‘V’s ficam implicitos. Por exemplo, (EM2) por extenso é:
Vm € En.Vb € Ey.m..“x”..b € Ey.
Exercicios: 1) prove que “123+4%56+78” € Eg; 2) prove que “(123+4)*56” € Ey.
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2.9 Valores de expressoes

E facil ver que os conjuntos Ep, En, Eg, Em e Es do item anterior obedecem Ep C Ey C
Eg C Em C Es. Vamos definir uma fungdo V' : Es — N da seguinte forma:

(VD) V(“0”) =0,V(“1")=1,...,V(“9") =9

(VN2) V(n..d) = 10V (n) + V(d)

(VM2) V(m..“¥”..b) = V(m) - V(b)

(VS2) V(s..“+”..m) =V (s) - V((m)

( ) (“(77 .“)77) — V(S)
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