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Introdugao ao curso
Calculo 3 é principalmente sobre:

1. funcoes de R em R? — que o Bortolossi costuma chamar de curvas
parametrizadas, mas nés vamos chamar de trajetorias, e

2. funcoes de R? em R, que vao gerar superficies.

Depois que nés aprendermos o suficiente sobre (1) e (2) nés vamos
poder lidar com coisas um pouco mais gerais, como fungoes ' : A — R",
onde A C R” é um conjunto aberto.
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Nossos primeiros objetivos vao ser:

1.

Aprender a representar graficamente algumas trajetérias, usando
a idéia de traco do Bortolossi (cap.6, p.188), mas escrevendo al-
gumas informagdes a mais, como “t = 0”7 e “¢ = 1”7 em alguns
pontos,

Calcular e representar graficamente vetores tangentes a trajetérias
(“vetores velocidade”),

Entender vetores secantes (cap.6, p.199),

Entender aproximacoes de primeira ordem pra trajetérias, que dao
retas parametrizadas, e depois aproximagoes de segunda ordem,
que vao dar parabolas parametrizadas.

..mas hoje nés vamos fazer uma revisao de algumas idéias de GA.

2020-1-C3-intro 2021feb10 12:12



Vocé ja deve ter visto estas duas convengoes diferentes para rep-
resentar pontos e vetores... am Algebra Linear tanto pontos quanto
vetores em R? sdo representados como matrizes-coluna de altura 2:

(-

e em Geometria Analitica pontos e vetores sdo escritos de forma difer-
ente — vetores tém uma seta em cima — e representados graficamente de

formas diferentes...
(2,3) + (40, 50; = (42,53)
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Vetores como setas

Um ponto (a, b) é interpretado graficamente como um ponto (a, b) de
R? e um vetor (¢, d) é interpetado como um deslocamento, e desenhado
como uma seta.

Se o vetor (073 aparece sozinho a representagao grafica dele é qual-
quer seta que anda ¢ unidades pra direita e d unidades pra cima. As
vezes a gente pensa que (¢, d) é o conjunto de todas as setas assim — o

conjunto de todas as setas “equipolentes” a esta; veja a p.9 do livro do
CEDERJ.
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Uma convencao (temporaria)

O resultado da expressao (a, b) + (?,_013 ¢ o ponto (a+¢,b+d),
mas a representacao grafica dele vai ser:

1) o ponto (¢, d), e além disso

2) uma seta indo de (a, b) para (a + ¢, b+ d)
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A representacao grafica de

((1,1) + (2,00 + (1,2 = (1,1) + (2,0 + (1,2))

Vai ser um tridngulo feito de trés pontos e trés setas — os que estao
em vermelho aqui:

((11) +(2,0) + (1.2) = (1,1) + ({2,0) + (1,2))
—_—— —_——
_ By ) 3.2)

(4.3) (4,3)

O objetivo do préximo exercicio é vocé relembrar como representar
graficamente certas expressoes com pontos e vetores usando quase sé o
olhometro, quase sem fazer contas.

Veja o video! Veja a explicagdo no Google Meet! ‘
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Desenhando paribolas (quase) no olhé6metro
Digamos que conhecemos A, v, e w. Entao a trajetoria

P(t) = A+ t7 + ¢

é uma parabola — e queremos aprender a desenhar os 5 pontos mais
faceis dela, que sao P(0), P(1), P(—1), P(2), P(—2), usando o maximo
de olhometro e o minimo possivel de contas...

Veja o video! Veja a explicagdo no Google Meet! ‘
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Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro
1) Sejam A = (3,1), ¥ = (1,0;, w = (0, 1;.
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20

2020-1-C3-intro 2021feb10 12:12



10

Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro (2)
2) Sejam A = (1,1), 7= (1, —1;, w=(1,1).
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20
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Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro (2)
3) Sejam A = (1,1), 7= (1, —1;, w=(-1,1).
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20
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Calculo 3 - 2020.1

Aula 2: Vetores tangentes em R?

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.1-C3.html



Introducao

Leia as paginas 187 a 199 do capitulo 6 do Bortolossi.

Nesta aula nés vamos representar curvas parametrizadas pelo traco
delas (p.188) com algumas anotagdes extras — como ‘t = 0°, ‘t = 17,
‘f(m)” — sobre pontos delas... além disso também vamos desenhar ve-
tores (vetores tangentes!) apoiados em alguns pontos, fazer anotagoes
neles também, e vamos usar tudo isso pra tentar adivinhar (ééééé!) o
comportamento de uma curva esquisita.
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Exercicio 1

Sejam P(f) = (4,0) + #(0, 1) e Q(u) = (0,3) + u(2, 0.
Represente num gréfico s6 o trago de P(t) e o de Q(u).
Marque o ponto P(0) e escreva ‘t = 0’ do lado dele.

Faga o mesmo para os pontos P(1) (‘t =1") e Q(0) e Q(1)
(u=0¢e‘u=1).

Seja r o trago de P(t) e s o traco de Q(u).

Seja X o ponto de intersecao de r e s.

Quais sao as coordenadas de X7

Cada ponto de r esta “associado” a um valor de ¢ e cada ponto de
s a um valor de u. Quais sao os valores de t e u associados ao ponto
X7 Chame-os de ty e ug e indique-os no seu grafico — por exemplo, se
to = 99 e ug = 200 vocé vai escrever ‘t = 99’ e ‘u = 200’ do lado do
ponto X.
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Exercicio 1 (continuagio)

Faca o desenho sozinho — talvez vocé gaste alguns minutos pra de-
cifrar todas as instrugoes — e depois compare o seu desenho com o dos
seus colegas.
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Exercicio 2
Seja P(t) = (cost,sent).
Represente num grafico soé:
1) o trago de P(t),
2) P(%)+ P'(%), escrevendo ‘P(%)” ao lado do ponto
e ‘P'(%)” ao lado da seta,
3) Idem para estes outros valores de t: 0, 4 7 Z7r .
4) SeJa Q(u) = P(m) + uP'(m). Desenhe o traco de Q(u) e anote
‘Q(0)" e ‘Q(1)’ nos pontos adequados.

5) O trago de Q(u) é uma reta tangente ao traco de P(t) no ponto
P(7)? Encontre no livro ou no resto da internet uma defini¢do formal
de reta tangente e descubra se isto é verdade ou nao.
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Exercicio 3

Seja P(t) = (cos2t,sent).

Represente graficamente P(t) + P’(t) para os seguintes valores de t:

0, %7?, %7?, %7?, oL, 2m.

Faca as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores pra lembrar
qual é o t associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste grafico pra desenhar o trago de P(t).
Isto nao é nada 6bvio — se inspire nas figuras das paginas 208 e 209 do
capitulo 6 do Bortolossi e tente conseguir uma hipétese razoavel.

Vocé pode pensar que P(t) é a posicao do Super Mario Kart no
instante t e P'(t) é o vetor velocidade dele no instante ¢ (lembre que um
vetor tem “diregdo”, “orientacao” e “mddulo™)... vocé s6 sabe a posicao
e a velocidade dele em alguns instantes, isto ¢, em alguns valores de ¢, e
vocé vai ter que encontrar uma aproximagao razoavel, olhométrica, pra
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pista onde ele esta correndo.
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Exercicio 4

Seja P(t) = (cost,sen 2t).

Represente graficamente P(t) + P’(t) para os seguintes valores de t:

0, %‘7?, %7?, %7?, co., 2.

Faca as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores pra lembrar
qual é o t associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste grafico pra desenhar o trago de P(t).
Isto nao é nada 6bvio — se inspire nas figuras das paginas 208 e 209 do
capitulo 6 do Bortolossi e tente conseguir uma hipétese razoavel.

Obs: este exercicio é bem mais facil do que o 3! Eu deveria ter
apresentado ele antes do outro, mas acabei trocando a ordem por um
erro de digitacao...

2020-1-C3-vetor-tangente 20200ct27 02:34
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No final da ultima aula eu passei dois exercicios sobre “adivinhar”
trajetorias a partir dos valores de P(t) e P’(t) para alguns valores de
t. O exercicio 3 era mais dificil que o 4 — no 3 a velocidade P'(t) era
zero em alguns dos pontos faceis de calcular, e o melhor modo da gente
descobrir o comportamento da trajetoria P(t) em torno daqueles pontos
é usando o vetor aceleracao, P”(t), que é um dos assuntos de hoje.

Importante: por um erro de digitacao eu acabei passando o exerci-
cio mais dificil antes do mais facil, e acabei s6 mostrando o enunciado do
4 (mais facil) pra algumas poucas pessoas por Telegram e s6 acrescentei
ele ao PDF depois da aula... entao:

Comece refazendo o exercicio 3 da aula passada e fazendo o 4.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52



Polinémios e fungoes polinomiais
Alguns (poucos) livros distinguem polinémios de fung¢ées polinomi-
ais. Um polinémio de grau n em x é uma expressao da forma

-1
anx" + ap_12" "+ ...+ a1 + ag,

’

onde a,,a,_1,...,ap sa0 constantes, e uma funcao polinomial em
uma funcdo g(x) para a qual existe um polindémio f(x) tal que g(z) =
f(x) para todo z. Por exemplo,

42(z — 99)* — 12(x — 99)°

¢ uma func¢ao polinomial em x mas nao um polinémio em z, porque os
coeficientes aoq, . . . , ag do polindmio nao sao dados explicitamente.
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Polinémios e fungoes polinomiais (2)

...maaaas repare que 42(x —99)?%° — 12(z —99)% ¢ um polinémio em
x — 99, de grau 200 e com coeficientes bygg = 42, bg = 12, e zero nos
outros indices. Mais formalmente,

200
> bz — 99)F = 42(x — 99)*° — 12(z — 99)°
k=0

quando bygy = 42, bg = 12, e b, = 0 nos outros indices.

(Isto vai ser 1til para séries de Taylor...)
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Mini-revisao de séries de Taylor

Nos meus cursos de Calculo 2 eu costumo fazer uma introducgao
rapida a Séries de Taylor pra convencer as pessoas de que a férmula
abaixo ¢ verdade...
i0

e"” =cost +isend (%)

Se f: R — R a Série de Taylor de f em no ponto 0 é:

> fk)
fy =3 0w

onde f© = f, f = f f& = f" etc.
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Mini-revisdo de séries de Taylor (2)
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes:
derivs(f) = (f, /", f", f",...)

derivso(f) = (f(0), f'(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de funcoes e
derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de niimeros.
Um exemplo: se f(x) = az® + bz + ¢, entdo:

flx) = az®+bx +ec, f(0) = ¢

f(x) = 2ax+0, f(0) = b,
f"(x) = 2a, f"(0) = 2a,
f///(x) O’ f///(o) _ O,

derivs(f) = (az® + bx + ¢, 2ax + b, 2a, 0,0,0,...)
derivsy(f) = (¢, b,2a,0,0,0,...)
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Mini-revisdo de séries de Taylor (3)
...e neste caso os termos do somatério sao todos zero
a partir de k = 3:

flz) =

f// 2 f///o

= c—i—bx—i—am —|—0—|—...

E neste caso a igualdade da formula (xx) é verdade.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Mini-revisdo de séries de Taylor (4)

Exercicio 1 (pra vocé se convencer de que a férmula (%) vale sem-
pre que a fungao f for um polindémio).

Seja f(x) = agx* + azz® + ax® + ayzt + apa®.

a) Calcule derivs(f).

b) Calcule derivsy(f).

c¢) Expanda o somatério Y -, ! (2!(0) 2* e verifique que neste caso a
igualdade (xx*) é verdade (como no slide anterior).
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Mini-revisdo de séries de Taylor (5)

No caso geral — em que a f nao é polinomial — a expansao do so-
matério na férmula (xx) d4 uma soma com infinitos termos nao-zero...
e isto as vezes ¢é formalizado desta forma:

X . ~ N ) (0 -
A medida que o N cresce a expressao y , fk—,()zk — a série de

Taylor de f em x = 0 truncada até grau N — vira um polinémio com
mais termos, e cada polindmio novo com mais termos que o anterior é
uma aproximacgao melhor para a funcao f.

A série de Taylor truncada até grau N as vezes vai ser chamada de
aproximacao de grau N ou de polinomio de Taylor de grau N.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Mini-revisdo de séries de Taylor (6)

Os detalhes sdo bem complicados — vocé vai ver todas as contas hor-
riveis que demonstram as estimativas de erro numa matéria do Fabio
— mas deve dar pra entender a idéia geral a partir dos desenhos e ani-
magoes das paginas da Wikipedia.
Dé uma olhada em:
https://pt.wikipedia.org/wiki/SC3%A9rie_de_Taylor
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series#Approximation_
error_and_convergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor’27s_theorem

principalmente nas figuras que comparam aproximacoes de grau 1,
2, 3, etc. As paginas da Wikipedia em portugués tém menos figuras que
as em inglés, entao eu pus os links pras paginas em inglés também.
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Mini-revisao de séries de Taylor (7)

O que vai importar pra gente agora é isto:

flx) ~ fO)+ (0
flz) ~ f(0)+ f'(0)x + fT(O)x?

A “aproximagao de grau 17, f(z) = f(0) + f'(0)x, d4 uma aproxi-
magao bem razoavel pro valor de f(x) quando x é pequeno, e a “aprox-
imagao de grau 2”7, f(z) =~ f(0)+ f(0)x + @ﬁ d4 uma aproximagao
melhor...

...86 que daqui a pouco nés vamos adaptar isto para fungoes f que
sdo “trajetérias”, ou seja, que vao de R e R%. E além disso...

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Séries de Taylor em torno de pontos que nao sao o 0

...e além disso vamos querer trabalhar com séries de Taylor em torno
de pontos que nao sao o ponto 0 — e isso eu nunca mostro em Célculo
2. As formulas sao:

— M (a)
o) = X g
=0
f@) ~ J(o)+f@@—a)
fx) ~ fla)+ f(a)(z —a) + 52 — a)?
Repare que as expressoes a direita do ‘=" e dos ‘~’ sao polinomios

em (z — a)! Uma definigdo nova:

derivsy(f) = (f(a), f'(a), f"(a), ["(a),...).

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Algumas séries de Taylor famosas

Exercicio 2. Calcule os primeiros termos de derivs(f) e derivsy(f)
para as fungoes abaixo:

2) f(z) = e
b) f(z) = e
c) f(z) =¢e"
d) f(z) = coszx

g) f(x) =cosx +isenx (s6 o derivsy)
e compare os itens (c) e (g).

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Exercicio 3. Descubra a série de Taylor de f(z) = €2* no ponto 0.

Dica: veja a pagina da Wikipedia em portugués sobre Séries de Taylor...
https://pt.wikipedia.org/wiki/S}C3%A9rie_de_Taylor
Ela tem alguns exemplos numa se¢ao chamada “Lista de série de

Taylor de algumas fungoes comuns ao redor de a = 0 (Série de Maclau-
rin)”.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Voltando a Calculo 3...

Nas aulas anteriores nos aprendemos a desenhar retas parametrizadas
e parabolas parametrizadas, e entendemos o que sao o vetor velocidade
e o vetor aceleracao de uma trajetoria...

Agora vamos ver como usar retas parametrizadas como uma aprox-
imacao de grau 1 — ou “de primeira ordem” — para uma trajetéria e
parabolas parametrizadas como aproximacoes de grau 2 — ou “de se-
gunda ordem”.

Repare que no Bortolossi essas idéias estao espalhadas pelo livro...
O vetor tangente aparece no cap.6, p.197,

o vetor aceleragao aparece no cap.6, p.217,

polinémios de Taylor de ordem 2 aparecem no cap.11, p.371
polinémios de Taylor de ordem k aparecem no cap.11, p.376.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Aproximacgoes de 12 e 22 ordem para trajetorias
Seja f : R — R? uma trajetéria.

Seja tg € R.

Definigoes (temporarias, vao ser melhoradas depois):

A aproximacao de 1% ordem para f emt = ty é a reta parametrizada:

g(t) = f(to) + f'(to)(t — to)
A aproximacao de 2% ordem para f emt = ty é a reta parametrizada:

() = 7(t0) + £(10) (¢ — t0) + TNt — )2

Vamos fazer alguns execicios pra aprender a desenhar e a visualizar
essas aproximagoes e depois vamos ver que propriedades elas obedecem.

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Exercicio 4.

Sejam f(t) = (t,cost) e ty = 0.

Represente graficamente num grafico sé:

a) O trago de f(t) e os pontos f(0), f(5), f(7),

b) f(to) + f'(to),

c) f(to) + /" (to),

d) O trago de g(t) — lembre que g(t) = f(to) + f'(to)(t — to) — € o0s
pontos g(to) e g(to + 1),

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Exercicio 5.

Sejam f(t) = (t,cost) e tg = 7.

Represente graficamente num grafico sé:

a) O trago de f(t) e os pontos f(0), f(5), f(7),

b) f(to) + f'(to),

c) f(to) + /" (to),

d) O trago de g(t) — lembre que g(t) = f(to) + f'(to)(t — to) — € o0s

pontos g(to) e g(to + 1),

e) Lembre que h(t) = f(t0)+f’(t0)(t—to)+@(t—to)z. Represente

graficamente os pontos h(ty), h(to + 1), h(to — 1), h(to +2), h(to — 2).

f) (Mais dificil) Use o que vocé descobriu no item (e) para representar

graficamente o trago de h(t) — que vai ser uma parabola parametrizada.

Dica: o seu desenho nao precisa ficar muito preciso — use 7 = 3..

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Uma primeira defini¢cao pra integral

Digamos que queremos calcular ff:f f(z)dx -

agora a funcao f é uma funcao qualquer, nao necessariamente a
nossa [ preferida.

Seja (Py, Ps, . ..) anossa sequéncia preferida de partigdes do intervalo
la,b].

2020-1-C3-taylor-1 2020sep30 15:52
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Introducao

Daqui a algumas aulas nés vamos comecar a estudar superficies em
R3. Por exemplo, a superficie abaixo é o conjunto:

S={(zx,y,x) | r=+a?+y?z=sen(r)/r}:
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...e pra conseguir entender essa superficie e outras sem precisar cal-
cular centenas de pontos delas nés vamos ter que aprender estender a
idéia de aproximagoes de 1? e 2% ordem da aula anterior de varios jeitos.
Por exemplo:

1) vamos aprender a lidar com trajetérias F' : R — R? em que todo
ponto F(t) pertence ao conjunto S,

2) vamos aprender a fazer aproximagoes de 1* ordem de S que vao
ser planos,

3) vamos aprender a fazer aproximagoes de 2% ordem de S que vao
ser conicas com equacoes da forma z = ax? + by? + cxy + dv + ey + f,
que vocé deve ter visto no final do curso de Geometria Analitica...

...mas pra isso vamos ter que rever taxas relacionadas, derivacao
implicita e diferenciais, e depois adaptar as suas idéias para mais di-
mensoes.

2020-1-C3-taylor-2 20200c¢t02 15:38



O Joao Carlos Vieira Sampaio, da UFSCar, tem um material muito
bom em Portugués sobre taxas relacionadas e diferenciais. Link:

https://www.dm.ufscar.br/profs/sampaio/calculol_aulaléd.pdf

Hoje vamos entender as idéias desse PDF até o exemplo 14.3 dele,
mas com mais énfase em visualizacao — vamos fazer alguns desenhos que
ele nado faz, e vamos tentar visualizar todas as idéias ao invés de fazer
as contas que ele faz pra provar que essas idéias sao verdade. Daqui a
pouco vocé vai fazer o curso de Calculo Numérico do Fabio e vocé vai
fazer todas as contas horriveis 14!

Comece lendo esse PDF até o exemplo 14.3. Anote suas duvidas e
compartilhe-as no Telegram. Daqui a pouco eu vou por mais instrugoes
nestes slides — que trechos do “aulal4.pdf” é pra pular, que desenhos é
pra fazer, e alguns exercicios extras.

2020-1-C3-taylor-2 20200c¢t02 15:38



Derivagao implicita
No Exemplo 14.2 o Joao Carlos Sampaio usa derivacao implicita

supondo que o leitor lembra bem de como derivar implicitamente... va-
mos fazer uma mini-revisao disso usando o exemplo dele.

Exercicio 1.

Digamos que g(x) = /22 + f(x). Calcule ¢'(z). Chame de [a]”
a equagao “¢’'(x) = ...” que vocé obteve. Digamos que ¢'(z) = 0 em
[a]. Chame esta nova equagdo, “0 = ...”, de [b]. Digamos que nao

sabemos nem o valor de f(z) nem o de f’(z) em [b], e vamos traté-los
como variaveis. Isole o f/(x) em [b] e obtenha uma equagao da forma
“f'(z) = ...”, onde este “...” pode mencionar f(z) mas nao f'(z).
Chame esta nova equacao de [c].

Diga quem sao as equagoes [a], [b] e [c] arrumando as suas contas
de um jeito legivel.
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Exercicio 2.

Digamos que y = f(x) e z = /2% + .

Aqui nés vamos traduzir o exercicio anterior para a “notacao de
Leibniz”, que usa % ao invés de f'(z) e £ ao invés de ¢'(z).

Traduza para a notagao de Leibniz a sua equagao [a] do exercicio
anterior e chame a versdo traduzida de [a’]. Faga o mesmo para as
equagoes [b] e [c], e chame as versoes traduzidas delas de [b’] e [¢].

No final do exercicio 1 vocé arrumou todas as suas contas de uma
forma legivel. Faca o mesmo agora, mas com as versoes traduzidas. No

final vocé deve obter um modo de calcular Z—g a partir de = e y.
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Revisao (?) de diferenciais
A secao 14.2 da aula do Joao Carlos Sampaio é sobre diferenciais,
que a gente nao costuma ver direito em Calculos 1 e 2. Leia ela.

Se escrevermos f'(z)dr na notacdo de Leibniz obtemos %dw, e a
idéia de diferenciais é que vamos definir dy como sendo dy := g—gdaz.
Af nés vamos poder cortar os ‘dr’s em j—gda: = dy — mas isso s6 vai
funcionar porque definimos tudo do jeito certo e porque vamos tratar o
“dx” sozinho como uma nova variavel.

Exercicio 3. Multiplique os dois lados da sua equagao [¢’| por dz
e faga o cancelamento g—gdyc ~ dy onde for possivel. Obtenha uma

equagao da forma “dy = ...” em que esse “...” s pode mencionar as
varidveis z, y e dz. Chame esta nova equagao de [¢”].
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Exercicio 4.

Multiplique os dois lados da sua equagao [a’] por dz e rearrume o
resultado pra obter uma equacao da forma “dz = ...dx +...dy”, onde
as expressoes “...” s6 podem mencionar as variaveis x e y. Chame esta
equagao nova de [a”].
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Na aula passada nés fizemos alguns exercicios pra revisar a lin-

guagem que o Joao Carlos Vieira Sampaio, da UFSCar, usou na “Aula
14” dele — que vamos tentar decifrar. Links:

https://www.dm.ufscar.br/profs/sampaio/calculol_aulaléd.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-taylor-2.pdf

Nos nossos exercicios nés mantivemos as varias linguagens separadas
— veja a préxima pagina. Nos itens [a], [b], [c], usamos a “notacao de
Lagrange”, f'(x); nos itens [a’], [b’], [¢'] usamos a “notagdo de Leibniz”,
%, e no item [c”] comegamos a usar diferenciais, como dx e dy, que o
Joao Carlos explica na secao 14.2 da aula dele.
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...mas faltou introduzirmos notag¢des como g, T, Yo, y1, Az, Ay,
etc, e juntarmos tudo isto com séries de Taylor e com as aproximagoes
de 1% e 2 ordem, que em geral vamos usar na notacao de baixo...

Q

Q

Q

Q

8 O
o
N

+ f'(z0) A
(20) + f'(z0) Az + L& A2
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Exercicio 1.

Importante: tente fazer tudo aqui sem calculadora exceto nos itens
que dizem “usando a calculadora”!

Seja y = f(r) = /z.

a) Desenhe o grafico de y = f(z) entre z =0e xz = 9.

b) Digamos que g = 4 e x; = 5. Calcule yy e Ax. Represente grafi-
camente y; e Ay sem calculd-los numericamente. Use no seu desenho
as convencoes da figura 14.3 do Joao Carlos Sampaio.

¢) Encontre uma férmula para calcular 2.

d) Calcule j—g para T = x.
e) Calcule dy no caso em que x = ¢ e de = Ax.

f) Calcule y; e Ay usando a calculadora.
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A partir de uma das férmulas de Taylor podemos obter:

f(z1) f(xo) + f'(z0) Az

f(@1) = f(zo) =~ f(x0)Ax
11—y ~ f(xo)Ax
Ay =~ %Aw

g) Em f(z1) = f(x0) + f'(x0)Az o lado esquerdo precisa de calcu-
ladora pra ser calculado e o lado direito ¢ uma aproximacao pra ele que
pode ser calculada sem calculadora. Calcule f(z;) usando calculadora
e compare os valores dos dois lados do ‘~’.

Exercicio 2.
Refaca todos os itens do exercicio 1 mas agora usando x; = 1.
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Exercicio 3.

Nos exercicios anteriores vocé aprender a calcular aproximagoes para
o y1 sem calculadora e o y; “de verdade” pra valores de x; dados... agora
vamos generalizar isto. Seja:

g(x1) = f(zo) + f'(w0)Az
= f(wo) + f'(zo)(r1 — 7o)

a) Calcule g(z) e ¢'(zo). Lembre que ainda estamos usando zy = 4.
b) Represente num grafico s6 as curvas y = f(z) e y = g(z). Obs:
g € uma reta.
¢) Calcule f(0), g(0), £(9), 9(9), f(—2), g(—2). Obs: se vocé souber
calcular ¢(0), ¢(9) e g(—2) s6 pelo grafico sem escrever as contas é
melhor ainda.
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D4 pra fazer algo parecido pra aproximacoes de 2% ordem:
g(x1) = flzo

h(xy)

I
~
—~

8 B

(o) (21 — o) + L750 (2y — )2

Vamos comparar f(z;) com h(x;) e ver que a h(zy) é uma aprox-
imagao melhor para a f(z1) do que g(x;)... mas vai ser mais facil vi-
sualizar isto — e vai ser mais 1til pro que vem depois — se usarmos
trajetorias.
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Por enquanto as nossas formulas para aproximacoes de trajetérias
vao ser estas aqui:

P(zy) = (1, f(21))
Q(r1) = P(xo) + (v1 — w0) P'(w0) )
R(z1) = P(x0) + (21 — 20) P'(w0) + (11 — m0)2 20

Exercicio 4.

Noés ainda estamos usando f(z) = +/z e o = 4.

Ainda é pra fazer tudo sem calculadora, exceto onde eu disser.

a) Represente graficamente o trago da trajetéria P no intervalo x; €
0,9] e indique os pontos P(4), P(3) e P(5).

2020-1-C3-taylor-3 20200c¢t09 15:48



10

Exercicio 4, continuacao...

P(z1) = (o1, f(z1))
Q(r1) = P(xg) + (x1 — x0) P'(20) )
P(xo) + (11 — x0) P'(w0) + (w1 — ap)? -2

b) Calcule P(4), P'(4) e #.

¢) Represente graficamente os pontos Q(4), Q(3) e Q(5). Pra repre-
sentar Q(3) e Q(5) NAO FACA CONTAS - use o ponto P(zg) e o
vetor P’(xg) e faga tudo direto no grafico.

d) Represente graficamente os pontos R(4), R(4+1) e R(4—1). Pra

representar R(4+1) e R(4—1) NAO FACA CONTAS - use o ponto
P”(CCO)
2

P(z) e os vetores P'(zg) e e faca tudo direto no grafico. Depois
represente graficamente R(4), R(4 + 2) e R(4 — 2), também sem fazer
contas.
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e) Calcule sem calculadora os valores de Q(4.1) e R(4.1), e depois
compare-os com o valor de P(4.1) calculado usando calculadora.

Exercicio 5
Refaca o exercicio 3 da aula 2:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-vetor-tangente.pdf

a) Calcule P'(t) e P"(t)/2.
b) Calcule P(0), P'(0) e P"(0)/2.
c) Calcule P(%), P'(3) e P"(%)/2.
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d) Usando a férmula

R(zo + Ax) = Plag) + P'(zo)de + éxo) Ax?

com r( = 7, represente graficamente os pontos R(zg + 0), R(zo + 1),

R(zg—1), R(zo+2), R(xo—2). Tente fazer o minimo possivel de contas
— da pra representar esses pontos direto no grafico ja que vocé ja sabe
P(5). P'(3) e P'(5)/2.

e) Usando zy = § na férmula acima calcule sem calculadora R(zg +
0.1) e depois compare o seu resultado com o resultado de P(x¢ + 0.1)
calculado com calculadora.
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Obs: nés comegamos a aula de hoje fazendo os exercicios 4 e 5
da aula passada, que ninguém tinha conseguido terminar... Link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-taylor-3.pdf
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Nos estamos usando dois truques diferentes pra fazer esbogos de
trajetorias. O primeiro truque foi calcular P(t) para véarios valores de ¢
e ai ligar os pontos de algum jeito que nos parega razoavel; o segundo foi
usar P(ty), P'(to), P"(to), . .. para conseguir aproximagoes de primeira e
de segunda ordem para a trajetoria P em torno do instante .

Nossos primeiros exercicios de hoje vao ser sobre como adaptar o
método do “calcular P(t) para varios valores de ¢ e ai ligar os pontos de
algum jeito que nos pareca razodvel” para funcoes F' : R? — R.

Vocé vai precisar de papel — eu vou supor que o seu papel esta na
horizontal sobre uma mesa —, lapis, e um pouco de coordenacao motora
e imaginacao.

Desenhe os eixos x e y no papel de forma que cada unidade nos eixos
corresponda a lem — por exemplo, o ponto (1,0) deve estar a lecm do
ponto (0,0). Desenhe um quadriculado se isso te ajudar.

2020-1-C3-superficies-1 20200c¢t27 02:25



Pegue algum objeto bem pontudo, como por exemplo uma caneta
ou uma faca de ponta. Vocé vai usar ele pra apontar pontos em R3.
O eixo 2z vai apontar fora do papel e pra cima. Os pontos de R? com
z = 0, como (3,2,0), vao estar exatamente sobre o papel. Os pontos
de R3 com z = 1, como (3,2,1), vao estar flutuando exatamente lcm
acima sobre o papel — e o ponto (3,2, 1) vai estar exatamente lcm acima
do ponto (3,2,0).

E beeeem dificil desenhar & mao superficies como o “sombrero” que
eu usei como exemplo no inicio da aula 5 — link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-taylor-2.pdf

...mas ¢ bem facil desenhar versoes super-low-tech dessas superficies de
um jeito que eu, vocé e os seus colegas que estdo fazendo este curso de
Célculo 3 com vocé entendam.
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O sombrero da aula 5 era esta superficie:

S={(x,y,x) | r=+a?+y?* z=sen(r)/r}:

. //I":‘:‘%\\ o
NN

)
SR
L
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Postes

Vamos comecar com um exemplo mais simples que o sombrero, e
que quase todo mundo deve ter visto no final do curso de Geometria
Analitica. Seja F(x,y) = x®+y? e vamos tentar visualizar o paraboléide

P={(z,y,2) €R* | z=F(z,y) }.

Por exemplo, para (z,y) = (3,2) temos F(z,y) =3*+22=13,¢e0
ponto da superficie P que tem x = 3 e y = 2 é o0 ponto no qual z = 13...
isto é, é o ponto (3,2,13), que estd 13cm acima do ponto (3,2,0), que
esta na superficie do papel.

Vamos representar isso graficamente escrevendo o nimero “13” no
ponto (3,2) do nosso plano (z,y). Esse nimero 13 vai querer dizer
“imagine que tem um poste de 13cm aqui feito de madeira infinitamente
fina. O ponto no topo deste poste pertence a nossa superficie”.
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Postes (2)

Se escrevermos a altura dos postes em vérios pontos de R? com
coordenadas inteiras vamos obter o desenho abaixo a esquerda... e se a
nossa fungao fosse F(z,y) = xy obteriamos o desenho abaixo a direita
— em que alguns postes tém altura negativa.

96-3036 9

138 5 4 5 813 6-4-20 2 46
105212 510 32101 2 3
f<gg>2;s9410149 Feg) = 0.0 00000
e 105212510 3210-1-2-3
138 5 4 5 813 6 4 2 0 -2-4-6

96 30 -3-6-9
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Postes (2)

O sombrero do slide 5 foi desenhado exatamente por este método.
Pra um certo grid de pontos (x,y) € R? um programa calculou a altura
do poste em cada ponto — e depois desenhos cabos grossos ligando o
ponto no topo de cada poste aos pontos no topo dos postes acima,
abaixo, a direita e a esquerda dele.
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Exercicio 1.

a) Faca o “diagrama de numerozinhos” (como os que acabamos de
fazer) para a fun¢ao F(z,y) = (z+y) - y.

b) Leia o inicio da se¢ao 3.3 do Bortolossi (no capitulo 3) e entenda
o conceito de curvas de nivel. Faga o exercicio 24 da pagina 113 do
capitulo 3. Repare que ele da a férmula para cada superficio s6 por
curiosidade — o importante neste exercicio é s6 a gente aprender a rela-
cionar superficies desenhadas do jeito 3D usual com as suas curvas de
nivel.

¢) (Continuacao do item a) Faga as curvas de nivel de z = F(z,y) =
(x+y)-yparaz=0,z=1ez=2.
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Dica: use os cabos
Este é o diagrama de numerozinhos para F(z,y) = 22 + y*

138 545 813
105212510
Flay) 5 9410149
=224y 105212510
138 545 813
Digamos que queremos usa-lo pra desenhar a curva de nivel de z = 4.
S6 temos 4 postes com altura 4, e se s6 ligarmos estes 4 postes vamos
ter uma aproximacao muito ruim pra curva de nivel do z = 4. Mas
cada poste com altura 2 tem dois postes vizinhos a ele com altura 5,
e vocé pode marcar no olhometro o ponto em que os cabos entre estes
postes passam pelo plano z = 4. Fazendo isto vocé vai ter 12 pontos
com z = 4, e ligando-os vocé consegue uma aproximagao bem razoavel
para a curva de nivel que queremos.
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Exercicio 2.

Nas aulas passadas nés vimos como fazer algumas contas usando
diferenciais. Agora vamos fazer a mesma coisa com a fungao F(z,y) =
(= +y)y.

Digamos que z = F(z,y) = (z + y)y, * = g(t), y = h(t).

a) Calcule %. Vocé deve obter uma equagao da forma “‘fl—f =...7

onde a expressao “...” s6 menciona as variaveis x e y e as “variaveis”
(entre aspas! Vamos entender os detalhes disto depois) % e dy Chame
esta equagao de [al.

b) Multiplique os dois lados da [a] por dt para cancelar os “dt”s.
Obtenha uma igualdade da forma “dz = ...dx+...dy”, onde cada
s6 depende das varidveis x e y. Chame a equagao “dz = ...dz+...dy”

que vocé obteve de [b].
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Spoilers
Exercicio 2b:

Z = <x+_lﬂl_«)
Jz (dl; (><+5))3 + (XJ'-\’)Jk

T2y + (x +3) i

:(lﬂ“‘ +33‘i)+()(+y oY

—_v;__-+(x+u)

dz = yox + (x+2y) dy
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A dltima aula terminou com um exercicio bem importante — o ex-
ercicio 2 — que acho que ninguém conseguiu fazer durante a aula, todo
mundo deixou pra depois... link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-superficies-1.pdf

As expressoes nos ‘...  em
dz=...de+...dy

vao poder ser interpretadas de varios jeitos — por exemplo como derivadas
parciais (cap.5 do Bortolossi), como derivadas direcionais (cap.8), ou
como coeficientes do plano tangente (secao 7.2)... ou seja, estamos es-
tudando exemplos que vao nos preparar pra entender um monte de
conceitos importantes.

Vamos comegar a aula de hoje vendo mais técnicas que vao nos
ajudar a visualizar superficies e que também vao nos ajudar com esses
conceitos que vao vir depois.
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Exercicio 1
Sejam:
/52 — 22 —y? quando 52—x —y2 >0,
F(z,y) = -
quando 5 — 2 <0,
e (%o, %0) = (274)-

a) Faga o diagrama de numerozinhos para esta funcao F, com z e y
assumindo todos os valores inteiros de —7 até 7. Use uma calculadora
pra aproximar o z com precisao de dois digitos — por exemplo, F(1,0) =

V24 22 4.90.

Obs: quando vocé descobrir certas simetrias vocé vai ver que vocé
vai precisar calcular no maximo 12 raizes quadradas.
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Exercicio 1 (continuagao)

Sejam:

S = {(r,y,2)eR®|2=F
A3 = {(z,y,2)€ER}|z=F
Ay = {(z,y,2)€eR3|z=F
As = {(z,y,2) eR3|z=F
Ay = {(z,y,2) eR3|z=F
Ay = {(z,y,2) eR¥|2=F

B = {(z,y,2) ER®|z=F(x
B = {(y,2) €R?*| 2z = F(a,
C = {(z,y,2)eR®|z=F(z
C'" = {(z,2)eR? | z=F(x,y
Dy = {(z,y) €R?*| F(z,y) =
Dy = {(z,y) eR?®| F(z,y) =

2020-1-C3-superficies-2 20200c¢t27 02:27
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Exercicio 1 (continuagio)

b) O que sdo os conjuntos S, ..., Dy definidos na péagina anterior?
Para cada um deles visualize-o e depois tente desenha-lo em 2D ou 3D
de um jeito que ajudaria os seus colegas a entender que conjunto ¢ este.
Inspire-se nos desenhos das paginas 83 a 98 do capitulo 3 do Bortolossi.
Complemente-os com explicagdes em portugués quando vocé achar que
os desenhos sozinhos nao sao claros o suficiente.

¢) Quais dos conjuntos S, ..., Dy sdo fungdes de R em R?
d) Quais dos conjuntos S, ..., Dy sdo curvas de nivel?
e) Qual é a derivada da func¢ao z = F(xo,y) em y = yo?

f) Qual é a derivada da funcao z = F(x, 1) em = = xo?
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Ou ultimos exercicios da aula passada — link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-superficies-2.pdf

eram uma preparacao pra gente comecar a entender derivadas parciais
e o inicio do capitulo 5 do Bortolossi.

As nossas duas primeiras defini¢oes vao ser estas aqui:

oF

L F(xo+ Az, yo) — F(xo,Y0)
Or (w0, %0) = Alggo Ax
oOF o F(xo,y0 + Ay) — F(x0, y0)
3_y (o, y0) = Al}ﬁ}o Ay

Exercicio 1. Descubra como transformar a definigdo 5.1 do Bor-
tolossi (p.170) nas férmulas acima.
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Obs: em Portugués a gente chama o ‘0" de “derrom”. Em Francés
acho que ele se chama “‘d’ rond”, e devem ter pego a prontiincia disso e
aportuguesado. Em ITEX o ‘0 é ‘\partial’

Nos vamos usar estas quatro formulas para aproximacoes:

oF N F(xo+ Az, y0) — F(xo, Y0)
1) a_x(xm Yo) ~ Ar
oF F(xo,y0 + Ay) — F(z0,%0)
9 - ~
) ay (fﬁo, 3/0) Ay
OF
3) F(xo+ Ax,yo) ~ F(xo,%0) + %(Ioa Yo) A

Q

oF
4)  F(xo,y0 + Ay) F(xo,y0) + 8_y(x0’ Yo)Ay
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Exercicio 2.
Pegue o diagrama de numerozinhos que vocé fez para a fungao

/52 — 22 — 92 quando 5% — 2% —y% > 0,
F(z,y) :{

0 quando 5% — 2% — y? < 0,

na aula passada — link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-superficies-2.pdf
e use-o para calcular algumas aproximagoes para %—5 (x0,%0) € 88—5 (0, Y0)
usando as férmulas 1 e 2 do slide anterior. Mais precisamente: sejam
To=2,9Y =4, e:
(20, y0) usando Az = 1.
(xo, Yo) usando Ax = —1.
(xo, yo) usando Ay = 1.

a) calcule a aproximacao para

b) calcule a aproximagao para %-

¢) calcule a aproximagao para a_
a

% %?I%’

d) calcule a aproximacdo para 2= (g, y) usando Ay = —
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Dica: TUDO que nés estamos fazendo agora pode ser visualizado
e tipado. Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica
os “tipos” sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao
distancia, segundos sdo tempo, metros/segundo é uma unidade de ve-
locidade, e assim por diante...

Aqui a gente pode pensar que xg e x1 sdo posi¢des no eixo horizontal,
Yo € Y1 sdo posicoes no eixo vertical, Ax é uma distdncia na horizontal,
Ay é uma distancia na vertical, % ¢ uma inclinagao (qual? Do qué?),
e assim por diante.
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Exercicio 3.

Veja se vocé consegue “tipar” (no sentido acima) cada subexpressao
de cada uma das contas que vocé fez no Exercicio 2. Dica: use chaves
sob as subexpressoes deste modo aqui,

F(xy + Az, —F( xo , Ax
((70 \?,Zio) (?0 Z/?o))/\?,

e escreva os seus tipos nos lugares em que eu pus as ‘?’s. Use Por-
tugués onde quiser e improvise o quanto precisar.
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Na aula passada nés comecamos a ver derivadas parciais, mas num
caso complicado, e eu pedi pra vocés assistirem este video aqui, do
Danilo Pereira,

http://www.youtube.com/watch?v=nmZ1Wmk7wcY
chamado “Calculo II - Derivada Direcional e Vetor Gradiente (1 de 2)”,
que também comega direto em casos bem complicados.

Hoje nés vamos ver algo bem mais simples: planos.
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Definicdo. Vou dizer que uma funcio F : R? — R é de primeira
ordem quando existirem a, b, c € R tais que F' é da forma:

F(z,y) = ar+by+c

Exercicio 1.

Para cada uma das fungoes abaixo converta-a para a forma F'(x,y) =
ax + by + c e diga “quem sdo o a, o b e o ¢ dela”.

a) F(r,y) =2(z +y) +3(z — 4y) — 20

b) F(z,y) = (z +y) + (x —y) + 42
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Exercicio 2.

Seja F'(x,y) =3+ 2x +y.

a) Desenhe o diagrama de numerozinhos da F'.
b) Calcule F(0,2).

c¢) Desenhe a curva de nivel de z = F(0, 2).

d) Desenhe a curva de nivel de z = F(2,2).

e) Desenhe a curva de nivel de z = 9.

f) Desenhe a curva de nivel de z = 3.

g) Sempre que uma F : R? — R for uma fungao de primeira ordem
as suas curvas de nivel vao ser “equiespagadas”. Use isto para descobrir
como desenhar as curvas de nivel da F' para z =0, 2 =1, 2 = 2, z = 3,
z = 4. Escreva do lado de cada uma delas “z = 0”7, “2 = 17, etc, pra
voceé nao se perder.
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Exercicio 2 (continuagio).

h) Escolha algum vetor ¢ ndo-nulo que seja paralelo as curvas de
nivel que vocé acabou de desenhar. Diga as componentes dele.

i) Calcule as derivadas parciais da F.

j) Calcule o gradiente da F'. Dica: onde o video do Danilo Pereira
define gradiente? Ele usa a mesma notacao que o Bortolossi usa no
capitulo 8 do livro dele?

k) O gradiente da F' é ortogonal ao vetor ¥ do item h? Calcule o
produto interno deles.
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Seja F(z,y) =3+ 2z + vy,

Slogan: “o vetor gradiente de F' diz a dire¢ao

pra onde a F' cresce mais rapido”.

Sejam (zo,40) = (2,1), €' = {(z0,50) + | [|0][ = 1}.

Veja este video:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020_vetor_gradiente.mp4
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Derivada

Se F' é um funcao de R™ em R™ a derivada de F’ vai ser uma matriz...
isto € bem complicado e vai ficar pra segunda parte do curso — mas
hoje vamos ver um caso particular, no qual a derivada D f é uma matriz
horizontal, e este caso vai nos ajudar a entender algumas coisas do video
do Danilo Pereira.

Definigao (temporaria):

Se FF: R? = R e py é um ponto de R? entdo

DF(py) = (g;(r) %;(ro))
DF = (5 %)

Obs: ela é “temporaria” porque depois que nds entendermos as pagi-

nas 252 até 263 do Bortolossi a nossa definicao “de verdade” da derivada

em varias dimensoes vai ser algo bem mais geral, e as equagoes acima
vao ser s6 consequéncias “Obvias” da definicao mais geral.
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Exercicio 3.

Slogan: “Fungbes de primeira ordem tém derivada constante”.
Seja F(z,y) =3+ 2z +y.

Calcule:

a) DF(10,20)

b) DF(42,99)

Seja G(p1) = F(p1) + DF(po)(p1 — po),
onde F' continua a mesma.

Digamos que pg = (1,4) e p; = (2,5).

¢) Segundo as nossas convengoes quem Sao To, Yo, 1, Y17
d) Interpretando (p; — pp) como um vetor vertical, isto é,
(p1 —po) = (51730, Calcule G(py).

e) Calcule F(p;) e compare o seu valor com G(py).
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No exercicio da pagina anterior vocé aproximou uma funcao F' de
primeira ordem por uma fun¢do G' que também era de primeira ordem,
e vocé deve ter descoberto que no ponto p; que eu dei a gente tinha
G(p1) = F(p1)... agora vamos tentar fazer algo parecido comegando
com uma F' que nao é de primeira ordem.

Exercicio 4.

Seja F(z,y) =y(y — ).

a) Faga o diagrama de numerozinhos para esta F.

b) Desenhe nele a curva de nivel de F(z,y) = 0.

c¢) Calcule F(4,1).

b) Desenhe a curva de nivel de F(z,y) = F'(4,1).

e) Calcule DF(4,1).

f) Seja G(p1) = F(po) + DF(po)(p1 — po). Ponha esta G na forma
G(z,y) = ax + by + ¢. Quem sdo a, b, e c?
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Exercicio 4 (continuagao).

g) Calcule DG e DG(4,1).

h) Desenhe a curva de nivel de G(z,y) = G(4,1).

i) Essa curva de nivel é, ou parece ser, tangente a curva de nivel da
F que vocé obteve no item (b)?

j) Refaga os itens anteriores mas agora usando py = (3,2) ao invés
de po = (4,1).
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Mini-teste 1

Sejam F(z,y) = (x — 2)(z +y) e po = (2, 1).

a) Faga o diagrama de numerozinhos para esta F.

b) Desenhe nele as curvas de nivel de F(z,y) =0 e F(z,y) = F(po)-

c¢) Calcule DF(py).

d) Seja G(p1) = F(po) + DF (po)(p1 — po). Ponha esta G na forma
G(z,y) = ax + by + ¢. Quem sdo a, b, e ¢?

e) Desenhe a curva de nivel de G(z,y) = G(pg) sobre o grafico do
item b.
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Regras:

As questoes do mini-teste serdo disponibilizadas as 14:00 da sexta-
feira 13/nov/2020 e vocé devera entregar as respostas escritas a mao
até as 22:00 do sdbado 14/nov/2020 na plataforma Classroom. Se o
Classroom der algum problema mande também para este endereco de
e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apoés este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste o professor nao respondera per-
guntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode discutir com os
seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.
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Regras (cont.):

Os alunos que cumprirem uma série de condigoes (ainda nao di-
vulguei a lista delas...) poderao compensar as suas questoes erradas na
P2 fazendo videos explicando passo a passo como resolvé-las na semana
seguinte a prova. Uma das condigoes é ter feito todos os mini-testes,
entao nao deixe de fazer e entregar este mini-teste!
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As vezes vocé vai ver esse aviso aqui...
Contas fora do ponto base zeram a questao!

Se 0 nosso ponto base é py = (o, yo) isso quer dizer que vocé
vai ter que evitar ao maximo fazer expansdes como:

W, y) (@ —wo) ~ hlz,y)-x+ h(z,y) - (xo)
E vocé vai ter que derivar esse h(x,y)(z — xq) assim:

Z (W, y)(x—x0)) = (Lh(z,y))(x —x0) + h(z,y) 2 (2 — 0)
= hy(z,y)(x — x0) + h(x,y).

O mini-teste vai ter um aviso desses.
Isto vale também para (y — o), (x — z0), e (y — vo)*.
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Exercicio 0.

Sejam:
F(z,y) = (z - 330)4(9 - y0)7

e (zo,y0) = (2,3).

Calcule:  F(x,y), F.(z,y), Fow(z,y),
Fy(z,y), Foy(w,y), Frry(,y),
Fy(z,y),  Foyy(®,y),  Faayy(z,y),
Fro(0, 90),

F(x()?y())a Fx('xO:yO)a
Fy(x(J?yO)a ny(any(J)? me(l’o;yo)a

Fyy(xm y0>7 Fwyy(xm y0)7 Fxfﬂyy('roa y0)7
Dica: nao substitua, por exemplo, 3% - 72 por 1323 —

se vocé deixar como “3% - 727 vai dar pra ver os padroes,
e se vocé trocar isso por 1323 sé alguém MUITO bom de conta

vai conseguir vé-los.
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Exercicio 1.

Seja:
F(z,y) = ago + aro(z — o) + aso(T — 10)?
+ an(y—w) + an(r—xz0)(y—w) + anlr—x0)*(y— o)
+ an(y —y0)® + aw(r—x0)(y — )’ + an(r—x0)*(y — o).
Calcule:  F(x,y), F.(z,y), Fow(z,y),
Fy<x7y)7 Fa:y(xay)7 mey(x7y)7
Fyy(x,y>, mey(w7y)a mey(%?/%
F(x07y0)7 Fx(x07y0)a Fxx(wanO)a
Fy(x(byO)a Fzy(any0)7 Fx:cy(xl);yO)a
nyy(l'o, yO)v an:yy(l'o, yO)a

Ey

y(x07y0)7

Dica: da pra fazer essas contas de cabeca depois que vocé descobrir

certos truques
papel, e depois

Faca as primeiras contas explicitamente no

padroes.
descubra esses padroes.

1
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Exercicio 2.

Seja
G(z,y) = 4 + 5(x —2) + 6(x —2)?
+ Ty—=3) + 8x—-2)(y—3) + 9x—2)*(y—3)
+ 10y —3)2 + 11z —2)(y —3)> + 12(x —2)%(y — 3)?
Calcule:  G(2,3), G.(2,3), G.(2,3),

Gy(2,3), Gay(2,3), Gay(2,3),
Gyy(2,3), Gayy(2,3), Gaayy(2,3),

(Dica: qual é o ponto base aqui?)

2020-1-C3-derivs-alta-ordem 2020nov26 06:34



Isso vai ter montes de aplicagoes — por exemplo, os capitulos 11 e
12 do Bortolossi, que sao sobre otimizagao, usam derivadas parciais de
ordem maior que 1 e aproximacoes de Taylor em R? a beca...

O que a gente esta fazendo hoje é comecgar a entender quais sao as
fungoes que sdo bem aproximadas pelas suas aproximacoes de Taylor
(que vamos ver em breve!) — e a gente vai comecar por fungées polino-
miais.
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(Ainda nao revisei a partir daqui...)

3) Leia a secao sobre Teorema de Young no Bortolossi. D& pra
aplicar o teorema de Young nas fungoes F' e G?

4) Calcule todas as derivadas de 2* ordem da funcdo F. (Dica:
procure no Bortolossi a defini¢do de "derivadas de 2% ordem!)

5) Calcule todas as derivadas de 3* ordem da fungao H(z,y) = x2ys.

6) Especialize o Teorema 7.7 do Bortolossi para o caso [ = 1, m = 2,
n = 1. Obs: o livro tem alguns erros de digitacao nesse teorema, e as
vezes ele troca ‘I’s por ‘k’s e ‘k’s por ‘I’s; considere que todas as fungoes
sdo de classe C*. Escreva o seu resultado como um corolario. Dica: leia
as paginas 252 a 263 se precisar tirar dividas sobre matriz jacobiana.

7) Use o seu coroldrio para calcular £ F(g(t), h(t)).
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8) Use o que vocé obteve no (7) para calcular 4 F(g(t), h(t)) no caso
em que F(z,y) = 2%y3, g(t) = sent, h(t) = e*.

9) Calcule 4 ((sent)?(e*)?) usando métodos de Célculo 1.
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Introducao

Leia bem por alto o inicio do capitulo 10 do Bortolossi...
Hoje nés vamos comecgar a entender como encontrar
maximos e minimos locais de fungoes de duas variaveis.
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Grau de um polinémio em duas variaveis

Uwm PoLwémio D¢ GRav 5
can x ey & una F(xy)

DesT4 FoRMA:
2 <y 2 xd 3 xS
F(Y)f’): Si00 + A4 X  FAg X + gy X + Aoy + %o
3 4
F g0 Y +A9XY F X Y F 3 XY F Ay X
2 3
+ A2 52*‘&21)(—”’24'&22* Y2+ By3XTy?
2
+a3°53+a31x53.}_a\32xb%
+ 40 9+ + 3\41><y+
5
FageY

Repate aue  X%yP tem GRAUV oA+ P
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Aproximagao de 2a ordem

A APRoxiMAcds De 27 oRden
PARA UMA Fusgap F: R R
NoO PONTO (xo,ﬂo) E’:

G(Xa+Axl Yot+dy)= F +F 4y

FFdy  *hydxdy

4 2
+EF95 Ay

ONDc . AS FUNEOES QUé N4o EsPeciFicam

05 JSeus ARGUMENTOS ESTAo Sen Do
No PodTo Base (qve € (¥o,Yo))
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Exercicio 1

.SE:VA:

s a ab(ex) s (e’
+ d(y-ys) + e (¥-%)(y-y,)
+ f‘ﬂ“.‘ﬂo)z

MOJTRG QUE A APROX’MAFA—O De 2‘q ORDG"“]
PARA FCxy) €M (Xo,40) ¢" 1GuAL A F,
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Exercicio 2

2
Sexq F(xy)z o + 0 + CX
F O + exy

+FY.
a) Mostre aue T4yomp
Flox, sy ) = o2 Flxy).
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Exercicio 2 (item b)

b) En caDa um Dos CAsos AP4IX0
FASA o D1AGRAMA D¢ NUMERoZINHoS
®A F gm vAS €PAPAS: PRimelRo
CALCVLE -ro_ F(-2,1, FG-1,1) F(o,1) F(2), F(3,1,..
€ F(1,0) ¢ RQT:Rg:(ATc ESTES VALDRQJ No
PIAGRAMA De NUMeROZINHGS, peford
PREENCHA o ResTo Do DAgpamA € NVMER0ZiAH,g
USANDO 05 ANUmeRos DA PRIMEIRA €TAPA E
0 1Tem & % exefle’co.  [Pop exeNPlg.

sz"'Z)- F(z s . . F(4,2)=
R oy 2 F(2,1)
F(3,002
~—t 1 1 1 3’.‘5(‘1,0) —t
F(- )=
=1 F(4 )T
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Exercicio 2 (item b, casos 1, 2, 3, 4)
Caso 1: F(xy)= 0 + o + X2
+ 0 +0
+0
Caso 2: F(xy):z o0+ 0 + 0
+o+o0
+ 57
Caro 3: F(x,9) = (y-2x)°
Caso 4: F(x,y) = (y+ )()‘z
Nos cAsos 3 e 4 DéEscuBRy

. 2
Qua. € A Rera o R
NA QvAaL TEmos F("lﬂ) =0
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Exercicio 2 (item b, caso 5)
Caso 5: F(xy)= (x-25)(><+33)_
AQJ\ No CAso O DESCUBRA
QUAIS SAD os PoNTos De

{G9)eR* | y=1}
Nos @ais Temos F(x,u)=0
E A PARTIR D&LeS DcsSCuRpa

Quals SAo. AS ReTAs e R?
NAS QuAls Termoas F(‘.3)=O.
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Regras:

As questoes do mini-teste foram disponibilizadas na quarta-feira
25/n0v /2020, as 19:05 por JPG no Telegram e as 20:15 por este PDF.
Vocé devera entregar as respostas escritas a mao até as 20:15 da quinta-
feira 26 /nov/2020 na plataforma Classroom. Se o Classroom der algum
problema mande também para este endereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apoés este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste nem o professor nem o monitor
responderao perguntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode
discutir com os seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.
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Regras (cont.):

Os alunos que cumprirem uma série de condigoes (ainda nao di-
vulguei a lista delas...) poderao compensar as suas questoes erradas na
P2 fazendo videos explicando passo a passo como resolvé-las na semana
seguinte a prova. Uma das condigoes é ter feito todos os mini-testes,
entao nao deixe de fazer e entregar este mini-teste!

Regra importantissima, que vale s6 para este mini-teste:
Contas fora do ponto base zeram a questao!!!
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MW)-T@*[G 2:
Sesa Flxg)s a + b(x=2) + ¢(x-23 + d(x-2)°

Fo(y-3)+ £ (x2)(y-3) + g(x-2Y(y-3) + h(x-2)(- 3)

#3 (9-3)% ) (x=2)(y~3) e k(x-2(y 33 & £(x-2)(9-3)"

+m(n~3§2+n(x-2)C5~3)3+o(’“23?(:1-3)3«“?(x*233(5-3)3.
Caewe: F(2,3) F (2,3 e (2,3)

Fb(z,s)l Fey (23, wa@'n’

R, (2,3) F,%CQIN/ gy (2,3),
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Corregao: é
F(z,y) = a +b(x — x0) +e(x — x0)? +d(x — a:o)d
+ ely—w) +f@—z0)ly—w) +9l@—20)*(y—w) +h(z—x0)*(y —w0)
+ iy =) (e —wo)(y —yo)* Fk(z —20)*(y —v0)® H(z —20)*(y — %0)?
+ my —yo)® +nlz —x0)(y —v0)® +olr —x0)*(y —w0)® +plx —20)*(y —v0)?
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Aula 2: Vetores tangentes em R?
Refaca o exercicio 4.

Aulas 3 e 4: Aproximacgoes de 1# e 2% ordem
Refaca o exercicio 5.

Aula 5 e 6: Aproximagoes de 1# e 2% ordem: algumas aplicagoes
Refaca os exercicios 1 até 4.
Tem um scan da resposta no préximo PDF.

Aulas 7 e 8: dx, Az e série de Taylor
Refaca os exercicios 1 e 4.

Aulas 9 e 10: introducao a superficies e curvas de nivel
Refaca os exercicios la, 1b, lc.
Refaca os exercicios 2a e 2b.
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Aulas 11 e 12: Alguns truques para visualizar superficies
Tente fazer os exercicios 1b—1f sem fazer o diagrama de
numerozinhos.

Aula 13: Derivadas parciais
Marque s6 estes pontos no diagram de numerozinhos:

F(2,5) =0
F(1,4) ~2.83 F(2,4)~224 F(3,4) =0
F(2,3) ~ 3.46

e use-os para fazer o exercicio 2.
Releia o exercicio 3, sobre tipar tudo — ele é muito importante.

Aula 14 e 15: Introducao a planos tangentes e a derivada
Refaca os exercicios 2a, 2g—2k, 4e, 4f.
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Aula 18: Derivadas parciais de ordem mais alta
J4& revisamos no mini-teste.

Aula 19: aproximacoes de 2% ordem em R?
Faca no exercicio 2 o item a e o caso 5 do item b.
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Introducao

Dé uma olhada por alto no capitulo 4 do Bortolossi, paginas 121-139.
S6 vai dar tempo da gente ver antes da P2 a parte sobre conjuntos
abertos e fechados de R? que é mais dificil das pessoas aprenderem
sozinhas...
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Calculo 3 - 2020.1

P1 (Primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.1-C3.html



Regras para a P1:

As questoes da P1 serao disponibilizadas as 16:45 da sexta-feira
27/n0v/2020 e vocé deverd entregar as respostas escritas a mao até as
16:45 do sdbado 28 /nov /2020 na plataforma Classroom. Se o Classroom
der algum problema mande também para este endereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Provas entregues apods este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste o professor nao respondera per-
guntas sobre os assuntos do mini-teste, mas vocé pode discutir com os
seus colegas... s6 que as respostas devem ser individuais.
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Questao 1

(Total: 2.0 pts)

(Baseada no exercicio 2 da aula 13)

Sejam F(z,y) =z -y e (xo,y) = (4,2).

a) Calcule F, e F, no ponto (zg, o).

b) calcule a aproximagao para Fy(xo, o) usando Az = 0.1,

¢) calcule a aproximacao para F,(zo, o) usando Az = —0.1.
d) calcule a aproximacao para F(zo, yo) usando Ay = 0.1.
e) calcule a aproximacao para Fy(xo,yo) usando Ay = —0.1.

Cada item vale 0.4 pts.
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Questao 2

(Baseada no material das aulas 7 e 8)

(Valor total da questao: 8.0 pts.)

(Total nesta pagina: 3.0 pts.)

Sejam G(z,y) = 2? + 4y*. H(x,y) = /22 + 432.

a) (1.0 pts) Desenhe pelo menos quatro curvas de nivel
de z = G(z,y).

b) (1.0 pts) Desenhe pelo menos quatro curvas de nivel
de z = H(x,y).

c¢) (0.1 pts) Calcule VG.

d) (0.2 pts) Calcule VG(3,1).

e) (0.3 pts) Calcule VH.

f) (0.4 pts) Calcule VH (3, 1).
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Questao 2 (continuacgao)

(Total nesta pagina: 2.5 pts.)

g) (1.5 pts) Digamos que z = H(z,y). Faga as contas com diferen-
ciais e encontre as expressoes que s6 dependem de x e y — nao de dz,
dy, Z—Z, etc — que vocé pode pér nas lacunas da igualdade abaixo para
torné-la verdadeira:

dz = dz + dy

h) (1.0 pts) O que acontece na (g) quando z = 3 ey = 17 O
resultado que vocé obteve na (g) no ponto (3,1) é compativel com o
resultado que vocé obteve na (f)? Explique.
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Questao 2 (continuacgao)
(Total nesta pagina: 2.5 pts.)
i) (1.5 pts) Digamos que z = H(z,y), y = f(z), e que esta f “per-

corre uma curva de nivel da H” — ou seja, g—i = 0. Encontre uma
expressao que s6 depende de x e y, isto é, nao de dz, dy, fl—z, z, ete, que

vocé pode por na lacuna da igualdade abaixo para torna-la verdadeira:

dy _
de

j) (1.0 pts) O que acontece na (i) quando z = 3 e y = 1?7 O resultado
que vocé obteve na (i) no ponto (3,1) é compativel com o resultado que
vocé obteve na (f)? Explique.
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Calculo 3 - 2020.1

P2 (Segunda prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.1-C3.html



Regras para a P2:

As questoes da P2 serao disponibilizadas as 18:00 da quarta-feira 02/dezv/2020
e vocé devera entregar as respostas escritas a mao até as 18:00 da sexta
04/dez/2020 na plataforma Classroom. Se o Classroom der algum prob-
lema mande também para este endereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Provas entregues apés este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste o professor nao respondera perguntas
sobre os assuntos do mini-teste, mas vocé pode discutir com os seus colegas...
s6 que as respostas devem ser individuais.
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Questao 1

(Total: 5.0)
Sejam:
A = {(z,y) eR*|0<x<5, 0<y<5, d(z,y),(5,5)) > 5},
B = {(x,9) eR*|0<2<5 0<y<5, d((z,),(5,5)) =5},
d((z,y), (1,2))*

F(l’,y) =

a) (0.5 pts) Represente A graficamente.
b) (0.5 pts) Represente B graficamente.
¢) (1.0 pts) Dos dois conjuntos A e B um é compacto e outro nao.
Descubra qual é qual e explique porqué.

2020-1-C3-P2 2020dec04 12:18



Questao 1 (continuacgio)
A partir daqui C' é o conjunto compacto do
item anterior e N é o conjunto nao compacto.

d) (0.5 pts) Represente graficamente as curvas de nivel de F(x,y) em R
e) (0.5 pts) Represente graficamente as curvas de nivel de F'(z,y) em C.
f) (1.0 pts) Represente graficamente as curvas de nivel de F'(z,y) em N.
(Aqui N é o “conjunto admissivel da F'”; veja o cap.10 do Bortolossi.)

g) (1.0 pts) Use as curvas de nivel pra mostrar que a fungdo F' assume
valores positivos arbitrariamente préoximos de zero em N mas nao assume
o valor zero em N; use isto pra mostrar que esta F' ndo tem minimo global
em N. Use desenhos e portugués pra explicar as suas idéias.
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Questao 2
(Total: 3.0)

Sejam

(950790) = (572)a
F(xo+ Az, yo + Az) = Ax?+ AxAy — 6Ay?%,  isto é,
F(z,y) = (x—20)*+ (x—20)(y —y0) —6(y —w0)* e
Hy, {(z,y) eR* |y =yo+k}.

a) (0.5 pts) Represente graficamente os conjuntos Hy, Ho 1, Hy, H_o1, H_1.
b) (1.0 pts) Faca o “estudo de sinal” da fun¢ao F' no conjunto H;. Dica:

http://www.matematica.pucminas.br/profs/web_fabiano/calculol/sinal.pdf
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Questao 2 (continuacgio)

(Dica: refaca os exercicios da aula 19!)

¢) (0.5 pts) Transporte o que vocé descobriu sobre a F' em H; para H_;.
d) (0.5 pts) Transporte o que vocé descobriu sobre a F' em H; para Hy1.
e) (0.5 pts) Esta fungdo F nao tem minimo global em R?. Explique por
qué.
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Questao 3
(Total: 3.0)

Sejam

(%;yo) = (, ) (
Flz,y) = (x—x0)*+4(x —20)(y —y0) + 5y —wo)?, e
H, = {(z,y) eR? |y=yo+k}.

a) (0.5 pts) Faga o “estudo de sinal” da fungdo F' no conjunto Hj.
b) (0.5 pts) Encontre o minimo global da F' em H;.
¢) (0.5 pts) Transporte o que vocé descobriu para H_;.
d) (0.5 pts) Transporte o que vocé descobriu para Hy .
e) (0.5 pts) Encontre o minimo global da F' em H,.
f) (0.5 pts) Esta funcio F' tem minimo global em R?. Explique por qué.
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