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1 Introducao ao curso

O curso de Calculo 2 é principalmente sobre dois assuntos: integrais,

e equacgoes diferenciais ordinarias. Noés vamos abreviar “equacao

diferencial ordinaria” como “EDO”; existem também as equacgoes difer-

enciais parciais, ou EDPs, que sao um assunto beeem mais complicado.

. M. ~ z=b . .
Integrais sao areas. A expressao f _ " f(z) dx quer dizer “a area sob
r=a
a curva y = f(x) entre x = a e x = b”. Mais visualmente,

VEL
9=f(x)

x=b
/ f(z)dx = Area
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y/\
9=f(x)

x=b
/ f(z)dx = Area

Pra aprender a calcular essas areas a gente vai ter que aprender a
aproximé-las por somas de retdngulos — um limite complicado! — e os
detalhes vao dar um trabalhao... =(

Repare, a area em vermelho é delimitada:

por cima pela curva y = f(x),

pela esquerda pela reta x = a,

pela direita pela reta x = b,

por baixo pela reta y = 0.

2020-2-C2-intro 2021may02 05:39



Equagoes diferenciais (lembre: “ordinarias” — “EDOs”) sdo um
pouco mais complicadas do que as equagoes que ja sabemos resolver...
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rT+2=5

2 +3=7
?+x=6

flla) =at

ou: L f(x)=at
J'(x) =2f(x)
f'(@) + f(x) = 6f(x)
f'(x) =—=1/f(x)
f'(@) = —z/f(z)

Equagéo de 1° grau
Eq. de 2° grau simples
Eq. de 2° grau mais complicada

EDO simples

f é a variavel /incognital!!
EDO mais complicada
idem

idem

idem

Na passagem de (1) para (2) e (3) as equagoes ficaram mais compli-
cadas porque o x passou a poder aparecer elevado ao quadrado.

No (4) estamos procurando uma funcao f : R — R que obedeca
f'(z) = 2* para todo x. Esse “para todo z” fica implicito.
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2 Chutar e testar

Nosso primeiro método de resolver equacgoes vai ser chutar e testar — nos
vamos chutar valores pra incognita e ver se algum deles é uma solucao.

Aprender a testar vai ser A coisa
mais importante do curso.

Neste curso nés vamos usar duas coisas que nao sao padrao em cursos
de Célculo 2:

1) Uma notagdo — que normalmente s6 o pessoal de Computagao
aprende, e s6 em cursos avangados... — para substituicdo de varidveis
em expressoes arbitrarias,

2) Nés vamos usar a formula e = cosf + isend a beca.
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Nés vamos reescrever isto:

Se substituirmos x por 10a + b
e y por 3¢ + 4d em:

¥ + 2x

obtemos:

(10a 4 b)* + 2(10a + b)

deste jeito:

z:=10a+b

y
(2% +22) {y = 3c+4d

} = (10a + b)*™* + 2(10a + b)
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Repare: em
x:=10a + b
y = 3¢+ 4d

= (10a + b)3“™¢ + 2(10a + b)

a notacao é

(x¥ + 2x)

(expressao original)[substitui¢oes] = (expressao nova)
e cada uma das substitui¢oes é da forma:

variavel := expressao
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A notacao ‘[:=] vai ser bem préatica pra gente fazer hipéteses e testa-
las. Por exemplo, digamos que queremos testar se 2 e 3 sao solugoes da
equagao r + 2 = 5...

(x+2=5)z:=2] = (2+2=05)
= (4=5)
= F
(x+2=5)z:=3] = (3+2=05)
= (6=5)
=V

¢

Note que os ‘=’s das expressoes entre parénteses sao comparacoes
— como a operacao ‘=="do C — e retornam ou V (“Verdadeiro”) ou F
(“Falso”).
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“Eu s6 vou corrigir os sinais de igual”

Uma dos slogans que eu mais vou repetir quando estiver tirando
duvidas ou corrigindo exercicios de vocés é “Eu s6 vou corrigir os sinais
de igual”.

Em Calculo 1 muita gente se enrola com a féormula da regra da cadeia
— porque se enrola na hora de substituir os ‘f’s, ‘g’s, ‘f"’s e ‘¢"’s nela...
uma das férmulas mais importantes, e mais dificeis de acreditar, de
Célculo 2 é a da Integracao por Substituicao, que é BEEEEM pior do
que a Regra da Cadeia. O operador de substituigao, “[:=], que nao tem
nada a ver com a Integracao por Substituicao, vai nos ajudar bastante
a aplicar essas féormulas passo a passo sem a gente se perder.

Vamos precisar de alguns truques novos...
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Exemplo: regra da cadeia

Primeiro vou inventar uma abreviagao para a regra da cadeia.

Obs: varios dos truques que vamos usar agora sao inspirados em
notagoes de Teoria da Computacao e nao sao padrao!!! Nao use eles
em outros cursos!!! Os professores podem nao entender e podem
ficar putos!!!

O “:=7 abaixo é uma atribuicao, como o ‘=" do C. A linha abaixo quer
dizer: “a partir de agora o valor de [RC] vai ser a expressao entre os
parénteses grandes.

RCl = (100 = Flale) @)
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Exemplo: regra da cadeia (2)

Continuando...
RC] = (410t = £lo(a)d o))
Entao:
[RC) [f :=sen] = (Zsen(g(z)) =sen'(g(x))g ()
[RC) [f(u) i=senu] = (sen(g(x)) = sen'(g(2))g'(x))

flu) :==ut
ret | i) = ) = 1)
Repare que agora estamos substituindo o ‘f’ como se ele fosse uma
variavel — mas precisamos de gambiarras novas. No caso do meio es-

crevemos f(u) := senw ao invés de f := sen, e...
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...e no caso de baixo acrescentamos uma linha “f’(u) := 4u3” na lista
de substituigdes. Essa linha é uma consequencia da linha “ f(u) := u*”,
e ela estd 14 s6 pra ajudar a gente a se enrolar menos.
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Exercicio
Tente resolver as EDOs abaixo (de um dos primeiros slides) por
chutar e testar.

4) f(x) =2 EDO simples
ou: _f< )= f é a variavel /incégnital!l
5) f'(z)=2f(x ) EDO mais complicada
6) f"(x)+ f'(x) =6f(z) idem
7 f(x)=-1/f(z) idem
8) f(x)=—=z/f(x) idem

Sugestao: comece testando f(z ) 3 f(x) = f(x) = 2002°+42,
flx) = e, flz) = e, f(x) = () Y fx) = V1I=a?

=
&
I
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Algumas traducoes
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Pra que a gente vai usar integrais e EDOs?
Pra ser bem honesto:

1. Pra passar em Calculo 2

2. Em umas poucas matérias depois

3. Em quase nada depois que a gente crescer

MAAAAAS pra aprender a integrar e resolver EDOs nés vamos pre-
cisar aprender varias coisas que a gente vai usar zilhoes de vezes depois
do curso... e o que a gente vai ver hoje, que é como interpretar certos so-
matorios como areas e como visualizar essas areas, vai ser incrivelmente
util depois.
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Algumas figuras
Dé uma olhada nas notas de aula da Cristiane Herndndez, linkadas
na pagina do curso... por exemplo,
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Nossa funcao preferida

Seja f(z) =4 — (z —2)%

Isto é uma parabola com a concavidade pra baixo.
Verifique que:

f(0)=4-4=0,

f()=4-1=3,

f@Q)=4-0=4,

fB)=4-1=3,

f4)y=4—-4=0.

Além disso f'(z) = —2(x —2), f'(1) =2, f'(3) = -2, ¢
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 1 tem coef. angular 2, e
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 3 tem coef. angular -2.

Exercicio 1: use estas informagoes para tragar o grafico de f(x)
entre x =0e x =4.
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Dois jeitos de visualizar (z, f(x))

Jeito burro:

Em z = 2.5 temos
f(25)=4—(25-2)2=4—-0.52=4-0.25 = 3.75.
Encontre o ponto y = 3.75 no eixo y.

Desenhe o ponto (2.5, 3.75).

Jeito esperto/répido:

Encontre no eixo z o ponto x = 2.5.
Suba esse ponto pra curva y = f(z) —
vocé encontrou o ponto (2.5, f(2.5))!
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Mais exercicios

Exercicio 2. Desenhe o grafico da nossa funcao preferida

(obs: sempre no intervalo entre z = 0 e z = 4!)

e desenhe sobre ele o retdngulo “cuja area ¢ £(0.5) - (1.5 — 0.5)”.
Truque: isto ¢é altura - base, e a base vai de x = 0.5 a x = 1.5.

Exercicio 3. Desenhe em outro grafico
a nossa funcao preferida e sobre ela os retangulos da soma abaixo:
£(0.5)-(1.5—0.5)+ f(1.5)- (2—=1.5)+ f(2)- (3—2)+ f(3.5)(3.5 = 3)
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Particoes
Informalmente uma partigdo de um intervalo [a,b] é um modo de
decompor [a, b] em intervalos menores consecutivos. Por exemplo,

2,7 =1[2,3.5| U [3.5,4] U [4,6] U[6,7]

A defini¢do “certa” é mais complicada... vamos vé-la daqui a pouco.
Caso geral:

[a,b] = [al,bl] U [ag,bg] Uu...u [CLN, bN],

onde:

N é o nimero de intervalos,

a=ay, b= by, (“extremidades”)

a; < b; para todo i em que isto faz sentido (1 =1,..., N)
b; = a;4+1 para todo i e.q.i.f.s.; neste caso, i =1,..., N — 1
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Particoes (2)
Um jeito pratico de definir uma particdo é usando uma tabela.
Por exemplo, esta tabela

i a; b
1 2 35
2 35 4
3 4 6
4 6 7

corresponde a partigao de [2,7] do slide anterior.
Exercicio 4. Converta esta “particao”

[4,12] = [4,5] U [5,6] U [6,9] U[9,10] U [10,12]
numa tabela. Neste caso quem sao a, b e N?
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ParticGes (3)

A definicao certa de particao é a seguinte.

Digamos que P seja um subconjunto nao-vazio e finito de R,
e que o menor elemento de P seja a e o maior seja b.

Entdo P é uma particao do intervalo [a, b].

Exemplo: a partigio P = {2,3.5,4,6,7} corresponde a:
2,7 =1[2,3.5|U[3.5,4] U [4,6] U [6,7]

Pra fazer a traducao ponha os elementos de P em ordem e chame-os
de by, ..., by; defina cada a; como sendo b;_; — por exemplo, a; = by —
e encontre a, b, e N.

Exercicio 5. Converta a particio P = {2.5,3,4,6,10} para o for-
mato tabela e para o formato [a,b] = [a1,b1] U ... U [an, by].
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Particoes definem muitas coisas implicitamente

Quando dizemos algo como “Seja P a partigao {2.5,4,6}” estamos
criando um contexto no qual ha uma particdo “default” definida... e
neste contexto vamos ter valores definidos para N, a, b, e para cada a;
e b;. Por exemplo...

Seja P a partigdo {2.5,4,6}. Entao
S ) (b —a) = S (b)) - (b~ )

= f(b1) - (by —a1) + f(ba) - (b2 — az)
= f(4)-(4—25)+ f(6)(6—4)
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Note que a expressao Zf:a expr quer dizer “some varias copias da
expressao expr, a primeira com ¢ substituido por a, a segunda com %
substituido por a + 1, etc etc, até a copia com ¢ substituido por b”...

Se voceé tiver dificuldade pra interpretar alguma expressao com so-
matorios vocé pode calculd-la beeem passo a passo usando a operagao
‘[-=]" da aula passada. Por exemplo:

S f0) (b —ai) = (f(bs)- (b — a;)]i = 4]
+ (f (i) - (b — aq))[i == 6]
= [f(by) - (bs — ag)

+ f(bs) - (b5 — as)
+ f(be) - (b — ag)
+ f(b7) : (b7 - a7)
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Alguns exercicios de visualizar somas de retangulos...

Exercicio 6. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a partigao
{0.5,1,2,2.5}. Represente num grafico s6 a curva y = f(z) e os retan-
N
gulos da soma Y .", f(b;) - (b; — a;).

Exercicio 7. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a mesma
particdo que no exercicio anterior. Represente num grafico s6 — separado
do gréfico do exercicio anterior!!! —a curva y = f(z) e os retdngulos da

N
soma Y~y f(a;) - (bi — a;).

Exercicio 8. Usando a mesma fun¢ao f e a mesma particao P dos

exercicios anteriores, represente num outro grafico a curva y = f(x) e

A N a;+b; a;i+b; 2
os retangulos da soma ) ", f(*“5*) - (b; — a;). Repare que “3= ¢é o
ponto médio do intervalo [a;, b;], e é facil encontrar pontos médios no
olhémetro.
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Agora comparando com a Wikipedia

Exercicio 9. Dé uma olhada na péagina
https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_ Riemann

da Wikipedia. Vamos tentar entender alguns pedagos dela.

Seja P a “parti¢ao do intervalo [0, 3] em 6 subintervalos iguais”. Tem
um ponto em que a pagina da Wikipedia diz: “os pontos da particao
serdao...” — entenda as definigoes dela, descubra quem é Ax neste caso,
e escreva quais sao os pontos desta particao na linguagem da pagina da
Wikipedia e na linguagem que eu usei nos slides.

Expanda a formula da pagina da Wikipedia para a “soma média”
neste caso. Expanda também a nossa formula 32N | f (%tbe) - (b —a;) e
compare as duas expansoes.

(Vamos ver o que sao “infimos” e “supremos” na aula que vem)
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Trapézios

Tem dois modos diferentes da gente
interpretar geometricamente W(b —a):
1) como um retdngulo de altura w, ou

2) como um trapézio com vértices

(a,0), (b,0), (b, f (b)), (a, f(a))

14

Exercicio 10. Sejam f a nossa funcdo preferida e P a particao

{0,1,2}. Desenhe num grafico s6 a curva y = f(x) e os trapézios da
soma

(Veja as figuras da “Regra Trapezoidal” na pagina da Wikipedia)
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Umas figuras pra pra quem nao lembra de como transformar um
trapézio num retangulo com a mesma area que ele por cortar-e-colar...

£(b)

£¢a)+£(b)
fy«.....] *
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Aproximacgoes por cima e por baixo
Uma das figuras na p.2 das notas da Cristiane Hernandez ¢ esta:

Ela mostra uma tentativa de calcular uma integral fazendo uma
aproximacao por retangulos por baixo e uma aproximag¢ao por retangu-
los por cima para y = f(x) no intervalo entre z = —1 e z = 1. A curva
y = f(z) fica entre estas duas aproximagoes.
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Porque aprender isto

As definicoes formais de “aproximacao por retangulos por baixo”
e “aproximacao por retangulos por cima” sao bem trabalhosas. Elas
envolvem alguns truques com conjuntos infinitos, “para todo” e “existe”,
que a maioria dos livros de Calculo pula...

Noés vamos ver essas definicoes em detalhes porque entendé-las e
aprender a visualizar cada subexpressao delas vai acabar sendo muito
util pras préoximas matérias de Matematica do curso de voceés.

No material da aula 2 eu pedi pra vocés aprenderem a fazer certos
desenhos sem contas, chamei isso de o “jeito esperto”, e disse que fazé-
los calculando todas as coordenadas era o “jeito burro”. Na discussao
desse material pelo Telegram a Eduarda me pediu pra explicar melhor
isso, e eu dei essa explicagao aqui...
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Tenta aprender a nao fazer as contas... se vocé fizer tudo pelas
contas vocé vai demorar muito mais e nao vai descobrir um monte de
truques importantes que a gente s6 descobre se a gente tenta aprender
a visualizar tudo geometricamente...

Acho que eu tenho um exemplo bom.

Num dos primeiros slides eu usei uma figura copiada das notas da
Cristiane Hernandez em que ela usa uma parti¢ao com 7 intervalos - ela
até escreveu do lado “n = 7"...

Daqui a pouco a gente vai ter que usar figuras — que a gente nao
vai poder desenhar explicitamente com todos os detalhes — com 10
intervalos, ou 100, ou 1000, ou um milhao de intervalos

Se vocé aprender a visualizar tudo sem contas vocé vai conseguir
visualizar a figura com um milhao de intervalos em poucos segundos.

E se vocé tiver que fazer as contas pra um milhao de intervalos vocé
vai gastar um tempo que a gente ndo tem =(
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Imagens de conjuntos

Dé uma olhada na segao 1.3 do Martins/Martins.
Nos vamos usar uma notagao um pouco diferente da deles.

Se f: A— R (obs: A=dom(f)),

gy = {(z,f(2)|zeA}

im; = {f(2)|xeA),
grf(B) = {(x,f(x))]xEB},
F(B) = {f(x)|zeB},
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Por exemplo, se

f: R —- R
r 1z
e B=1{-1,0,1,2} entdo:
grf(B) = grf({_1707172})>
= {(CL’, (I>> | LS {_1707 172}}
= {(_17(_1)2)7(0702)9(1712)7(2722)}
= {(_171)’<O? O>7(1>1)’<274>}
F(B) = {f(z)|ze{-1,0,1,2}}
— {(_1)2,02,12,22}
= {1,071,4}
= {0, 1,4}
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Se visualizarmos B como um subconjunto do eixo x

entdo gr;(B) é o resultado de “levantar” cada ponto de B
para o ponto correspondente no grafico de f,

e F'(B) é o resultado de projetar todos os pontos de gr(5)
no eixo y.

Exercicio 1.

Sejam f(z) =x?e B={-3,-2,-1,0,1,2}.

a) Calcule F'(B).

b) Calcule gr(B).

¢) Represente graficamente num grafico s6: B “como um subcon-
junto do eixo x7, gr;(B), F(B) “como um subconjunto do eixo y".

d) Represente graficamente num (outro) grafico s6: B “como um
subconjunto do eixo y”, gr;(B), F(B) “como um subconjunto do eixo

7
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Imagens de intervalos

Seja:

(3,6)

r+3 quando x < 3,
=4q9—2 quando 3 <z <8,
r—T7 quando 8 <=z

Se B é um conjunto infinito —

por exemplo, B = [1,2) U [6,7) —

nao da pra calcularmos gr;(B) e F(B)
fazendo as contas pra todos os pontos...
E melhor fazer desenhos.
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(3,6)

—o———+——0—+—+—+—
Neste caso temos
F([1,2)U[6,7)) = (2,3] U [4,5).
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Exercicio 2.

Seja f a funcao definida dois slides atras.

Calcule:
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Exercicio 3.

Para cada uma dos proposigoes abaixo diga

se ela é verdadeira ou falsa.

a) Vo € [7,9].1 < f(x)

b) Vz € [7,9].1 < f(x)
(

2020-2-C2-somas-2 2021may02 05:39
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Da mesma forma que podemos definir fungoes

nos podemos definir proposicoes.

Uma proposi¢ao é uma funcao que retorna V ou F.
Seja P(y) = (Vo € [7,9].y < f(x)).

Exercicio 4.
Para cada uma das proposicoes abaixo
diga se ela é verdadeira ou falsa.
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Exercicio 5.

Calcule os dois conjuntos abaixo:
a) L={yeR|Vxel[l,9.y < f(z)}
b)U={yeR|Veelr9]f(z)<y}

¢) Represente o conjunto L no eixo y.

d) Represente o conjunto U no eixo y.

e) Represente o conjunto L usando notagao de intervalos —

algo como: “L = [42,99) U {200} U (420, +00)".

f) Represente o conjunto U usando notagdo de intervalos.
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Exercicio 6.
Seja M(y) =(y€ LeVy € L.y <y) —

ou, equivalentemente, M(y) = (y € LeVz € L.z <y).

Para cada uma das proposicoes abaixo
diga se ela ¢ verdadeira ou falsa.
a) M (4)

b) M
c)
)

2020-2-C2-somas-2 2021may02 05:39
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(Obs: este slide ¢ uma versao melhorada do slide do exercicio 7!)
Alguns slides atras nés definimos:

L = {yeR[Vze[r,9.y < f(z)}
M(y) = (yeLeVze L.z<y)

Agora vamos generalizar o L de dois jeitos:

L(B) = {yeRU{—oco,+o0} |Vbe B.y< f(b)}
I(C) = {yeRU{—o0,+0} |VceC.y<c}

Exercicio 7’:

a) Calcule L([7,9]).

b) Verifique que L([7,9]) = I(F([7,9])).

¢) L(B) = I(F(B)) vai ser verdade pra qualquer conjunto B? Porqué?
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(Obs: este slide ¢ uma versao melhorada do slide do exercicio 8!)

Agora vamos generalizar o M e definir o inf...

L(B) = {yeRU{-o00,+oo}|Vbe B.y < f(b)}

I(C) = {yeRU{—o0, 40} |VceC.y<c}
M(y,D) = (yeDeVde D.d<y)

yéoinfde C = (yel(C)eVdeI(C).d<y)

Exercicio 8’:

a) Calcule 1([2,3]) e I((2,3)).
b) Calcule M (1,[—00,2]), M(2,[—00,2]), M(3,[—00,2]).
c¢) Calcule o valor de “1 é o inf de {2,3,4}”. Deve dar V ou F.
d) Calcule “2 ¢ o inf de {2,3,4}” e “3 é o inf de {2,3,4}".
e) Calcule I(R).

f) Calcule I(0).
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(Obs: este slide ¢ uma versao melhorada do slide do exercicio 9!)
Agora vamos definir o sup:

U(B) = {yeRU{—o0,+oo}|Vbe B. f(b) <y}
S(C) = {yeRU{—oc0,+0}|VeeC.c <y}
N(y,D) = (yeDeVde D.y<d)
yéosupde C = (yeS(C)eVde S(C).y<d)

Exercicio 9’:

a) Calcule S([2,3]) e S((2,3)).
b) Calcule N(2, (3, +0o0]), N(3,[3,+o<]), N(4,[3,+0o0]).
¢) Calcule o valor de “5 é o sup de {2,3,4}”. Deve dar V ou F.
d) Calcule “3 é o sup de {2,3,4}” e “4 é o sup de {2,3,4}".
e) Calcule S(R).
f) Calcule S(0).
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Alguns slides atras nés definimos:

L = {yeR[Vze[r,9.y < f(z)}
M(y) = (yeLeVze L.z<y)

Agora vamos generalizar isto para:

L(C) = {yeRU{—o0,+oo} |V eCy< f(z)}
M(y,C) = (ye L(C)eVze L(C).z<y)

Exercicio 7.

Calcule:

a) L((2,3]U[4,5))

b) M(0, (2,3]U[4,5))
c) M(1, (2,3]U[4,5))
d) M(2, (2,3]U[4,5))
e) M(3, (2,3] U[4,5))
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E agora vamos definir o “infimo” de um conjunto C"

L(C) = {yeRU{—o0,+o0} |Vx e C.y < f(z)}
M(y,C) = (ye L(C)eVze L(C).z<y)
yéoinfdeC = (ye L(C)eVze L(C).z<y)

Exercicio 8.

Para cada uma das proposicoes abaixo
diga se ela é verdadeira ou falsa.

a) 1 é oinf de (2,3]U[4,5)

b) 2 é o inf de (2,3] U [4,5)
c)3éoinfde (2,3]U[4,5)
d)0éoinfdeR

e) —oo é o inf de R

f) —o0o é o inf de ()

g) +00 é o inf de )
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Exercicio 9.

Vamos definir L(C) da seguinte forma:

LIC)={yeRU{-o0,x} |VceC.y<c}

(—4,-3))  (idem!)
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E agora vamos definir o “supremo” de um conjunto C'.

Compare:
L(C) = {yeRU{-o00,+o0} |VzeCy< f(z)}
M(y,C) = (ye L(C)eVze L(C).z <y)
yeomfdeC = (ye L(C)eVze L(C).2<y)
U(C) = {yeRU{—o0,+oo} |VoeC f(z)<y}
M (y,C) = (yeU(C)eVweU(C).y <w)
yéosupde C = (yeU(C)eVweU(C).y <w)

Infs e sups vao nos permitir definir o “retangulo mais alto sob a
curva y = f(z)” e o “retdngulo mais baixo sobre a curva y = f(z)” de
um modo que funciona até quando a f é descontinua...

Veja o “exemplao” da proxima pagina.
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Exemplao: métodos

)
inf(F([1,3]))- (3 —1) é

do sup e do inf

r+3 quando x < 2,
=<3 quando = = 2,

r—1 quando 2 < z.

— 1) é o retangulo mais claro,

o retangulo mais escuro...
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Exercicio 10.

Seja:

(3,6)

x+3 quando z < 3,
=4q9—2 quando 3 <z <8,
r—T7 quando 8 <=z

Seja P ={1,2,4,5,7,9,10}.

Represente graficamente:

a) i inf(F([a;, b)) - (b — a;)

b) 3L, sup(F ([as, bi))) - (b; — a:)

Dica: represente o (a) e o (b) no mesmo grafico usando retangulos
de cores diferentes, como nas figuras das paginas 2 e 19.
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Aproximacgoes por cima e por baixo

Na aula 1 nés vimos esta figura:

x=b
/ f(z)dx = Area

As aproximacoes da integral de f por retdngulos por cima e por
baixo dependem da escolha de uma partigdo P do intervalo [a,b]. As
defini¢oes formais sao:

/ f@yde = XY, sup(F(ab]) - (6~ a)
/ fayde = SN mf(F(las b)) - (b — a)
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Exercicio 11.

Seja f(x) a fungao do exercicio 10.
Seja P = {1,2,3,...,10}.
Represente graficamente (num grafico so)

f(z), /Pf(x)dx, /Pf(x)dx.

A diferenca entre as duas aproximacoes, / f(x)dr — / f(x)dx,
P

corresponde a area em rosa claro nos slides 2 e 19.
Ela consiste num certo nimero de quadrados 1 x 1.
Quantos?
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Exercicio 12.

Faca a mesma coisa, mas agora para a particao
P={1,1.5,2,2.5,...,10}.

Agora a diferenca 7Pf(x) dx — / f(z)dx
Jp

é feita de um certo nimero de quadrados
de dimensoes 0.5 x 0.5.
Quantos?
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Exercicio 13.

Sejam:
f(117>:4—(1[‘—2)2,

Py = {074}7

P ={0,2,4},

P, ={0,1,2,3,4},

P; ={0,0.5,1,1.5,...,4}.

a) Represente graficamente /
P3 —P3
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Exercicio 13 (cont.)

b) Represente num grafico sé:

f:r;:4
fP d:z: — f f(a:) dx
fPl (7)dx —iplf(x) dx
fp2f(37) dx —iPQf(x) dx
Tof(@)do— [ fa)do

c) Seja A = Tpsf(x) dx — ipgf(ac) dx, considerado como um subcon-

junto de R? formado de retangulos, e B o conjunto obtido a partir de
A deslizando cada retdngulo de A pra baixo como explicado no video.
Desenhe B direito e obtenha uma estimativa para a area de B seguindo
as idéias do video.
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Exercicio 13 (cont.)

d) Faca a mesma coisa que no item ¢, mas usando a particao Pj.
Vocé deve obter algo desta forma:

0< Area(ﬂhhmaﬂﬂ]) < ,

onde o 7 é ou um nimero ou uma expressao facil de calcular.

e) Faca a mesma coisa que no item d, mas usando a parti¢ao Ps.
f) Faga a mesma coisa que no item d, mas usando a particao F.
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Exercicio 14.

Repare que da pra expressar a particao que divide o intervalo
[a,b] em N partes iguais assim:

b—a b—a b—a
2 — .. N -
7a/+ ) 7a+ N}

1.~
{a, a+ N N

a) Teste a formula acima para o caso [a,b] = [2,5], N = 6.
b) Teste a férmula acima para o caso [a,b] = [2,5], N = 7.

Dica importante: no Ensino Médio os professores dizem pra sempre
fazer “simplificagbes” como esta aqui: 2+ 4 - % = %. Em casos como
a acima essas “simplificagoes” fazem com que os padroes fiquem muito

mais dificeis de entender. Nao seja como aqueles professores do Ensino
Médio!
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Exercicio 14 (cont.)

Se estamos tentando integrar uma fungao no intervalo [a, b]
a nossa sequéncia preferida de particoes para este intervalo
vai ser definida por:

b—a b—a

Pk:{a,a—kl-?,a—FQ- 2k PN

b}

¢) A particdo Py tem quantos intervalos? E quantos pontos?
d) A partigdo P; tem quantos intervalos? E quantos pontos?
e) A particdo P, tem quantos intervalos? E quantos pontos?
f) A particao Ps tem quantos intervalos? E quantos pontos?
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Mais definicoes

Defs: - o
/ f(x)dz = lim f(x)dz e
r=a k—o0 Py
z=b
/ f(z)dx = lim f(z)dx,
k—o00
Y _xr=a Y Py
onde Py, P, P, P3, ... é a nossa sequéncia preferida de particoes

para o intervalo [a, b], que definimos no slide anterior.
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Exercicio 15.

Seja f(x) =4 — (x — 2)2.

a) Represente graficamente Tizé f(z) dz, representando
todas as “fpkf(x) dz”’s num grafico sé.

b) Represente graficamente i zzé f(z) dx, representando

todas as x) dz”s num grafico so.
P
—E
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As notas do Pierluigi Benevieri

Agora dé uma olhada nestas notas

de Célculo 2 do Pierluigi Benevieri:

https://www.ime.usp.br/~pluigi/registro-MAT121-15.pdf

Nas péaginas 3 e 4 ele define a integral (na definigdo 3) usando a
“familia de todas as partigdes do intervalo [a,b]”... isto é beeeem mais
dificil de entender e visualizar do que o que eu fiz aqui, usando o limite
na minha sequéncia preferida de partigoes do intervalo [a, b]...
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Exercicio 16.

a) Entenda a definicdo da Funcdo de Dirichlet que o Pierluigi faz
nas paginas 8 e 9, e que ele chama de f(z) naquele trecho das notas.

b) Faga o grafico dessa funcao f(x).

Seja [a,b] = [2,5].

c¢) Represente graficamente TPk f(z)dx e i o f(z)dx

parak=0k=1ek=2.

d) Convenga-se de que
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A definicao de integral

A nossa defini¢io de f;:; f(x) dx vai ser:

[ = T s

L

<=
\a
i
o
=
5
S~—
S
=

se a igualdade marcada com ‘=’ for verdade.

Se a igualdade ‘L for falsa vamos dizer que:
“f(x) nao é integravel no intervalo [a, b]”,

« ff:; f(x) dx nio estd definida”, ou

“f;:; f(z)dx d4 erro”.

42)

(Compare com ...
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Outra funcao nao integravel

A funcao de Dirichlet nao é integravel porque
ela é “muito descontinua”.

Um outro exemplo de funcao nao integravel é:

g(z) =

Exercicio 17.

a) Calcule g(2), g(1), g(3), 9(55);
9(=2), 9(=1), 9(—3), 9(—15), 9(0).
b) Calcule lim, g+ g(x) e lim, ,o- g(x).
c) Calcule lim,_, o g(x) e lim,_,_ g(x).
d) Faca o grafico da g(z).
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Exercicio 17 (cont.)
Seja [a, b] = [—2,2].

e) Represente graficamente TPk g(x)dre [ ’ g(x)dx
—k
parak=0k=1eck=2.

f) Convenga-se de que Tpkg(x) dx = 400 para todo k
e de que fp g(x)dz > 0 para todo k.
—k

Quando nés aprendermos o Teorema Fundamental do Calculo
(p.12 das notas do Pierluigi!) nés vamos ver que se aplicarmos
ele a esta g(z) obtemos um resultado que nao faz sentido:

/::1 g(x)de = =2

=—1
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38



39

(Tudo a partir desta pagina é do material de 2020.1 e vai ser total-
mente reescrito!)

2020-2-C2-somas-2 2021may02 05:39



40

Exercicio 1.

Leia a definicdo de integral definida do Martins/Martins e tente
entendé-la. Dica: ela é ambigua e muito incompleta! A definicdo deles,
na p.203, é esta:

b n
/a f(z)dx = Algirgoz; f(z)Ax;

por exemplo, o Martins/Martins d4 uma definicao bem incompleta
de integral na p.203 dele, e diz “para detalhes consulte o livro do Lei-
thold”...
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Martins/Martins: “Elementos de célculo diferencial e integral”
http://angg.twu.net/2020.2-C2/martins_martins__cap_1.pdf
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Exercicio 1.
Sejam g(z) =5—xz e P={1,2,4}.
Considere a expressao abaixo:

N z=4

> ot -a) < [

N
g(@)de <Y gla)(bi—a) ()

i=1 z=1 i=1

a) Represente graficamente o primeiro somatorio e calcule-o.

b) Represente graficamente o segundo somatorio e calcule-o.

c¢) Represente graficamente a integral f;‘:ﬁ g(x) dxr como a area sob
a curva y = g(x) entre z = 1 e x = 4 e calcule-a — lembre que vimos no
final da aula passada como calcular areas de trapézios.

d) Verifique que os dois ‘<’s em (x) sdo verdade.

e) Represente os dois somatérios e a integral num grafico sé.
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Exercicio 1 (continuagio).

f) O primeiro somatério estd todo abaixo da curva y = g(x)? A
curva y = g(x) estd toda abaixo do segundo somatério? Se “sim” e
“sim” represente os dois somatérios e a integral num grafico sé fazendo
uma figura parecida com a do slide 2, inclusive usando cores diferentes
para a drea sob a aproximacao por baixo (o somatério da esquerda) e a
aproximagcao por cima (o somatério da direita).
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Nos préximos exercicios nés vamos encontrar modos de fazer aprox-
imagoes por retangulos “por cima” e “por baixo”. As nossas primeiras
tentativas vao ser meio bugadas e vai ser preciso conserta-las.

Lembre que na aula passada nés vimos como visualizar varios so-
matorios diferentes, e os que apareceram no exercicio 1 correspondem a
“soma a direita” e a “soma a esquerda’” desta pagina da Wikipedia:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_Riemann
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Algumas abreviagoes

L] Sy fla) (b — a;)
Rl = 0 f(b)(b; - a)
Trap] = YN, Ll q)
M) = 3T F(E) (b — @)
(min] = 37, min(f(a:), f(b:) (b — a;)
max] = 3.1 max(f(ay), £(b:) (b — a;)
Obs: todos os “métodos” acima, [L], [R], [Trap], [M], [min], e [max],

aparecem na pagina da Wikipedia, mas com outros nomes e usando
particbes em que todos os subintervalos tém o mesmo comprimento!
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Exercicio 2. Seja f a nossa fungao preferida (a da aula passadal)
e P a particao P = {1,1.5,2,3,4}.

a) Represente em um gréfico sé a fungao f e [M].

b) Represente em um grafico s6 a func¢ao f e [min].

c¢) Represente em um grafico s6 a func¢do f e [max].

Exercicio 3. Faca um grafico como o do item (f) do exercicio 1
para

[min] < /; f(z)dx < [max].

Exercicio 4. Faga um grafico como o do exercicio anterior, mas
agora usando P = {1,1.5,3,4}. Desta vez um trecho do grafico de
y = f(x) vai ficar acima do [max]!!!
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A imagem de um conjunto por uma funcgao
Sejam:

A = {1,1523)}
B = {(z,f(x) |reA}

= {(1, f(1)), (1.5, f(1.5)),(2, f(2)), (3, f(3))}
C = {f(@)|zeA}

= {f(1), F(1.5), f(2), f(3)}

D4 pra desenhar todos esses conjuntos num grafico s6 bem rapido.
Instrugoes: desenhe o grafico de y = f(x); represente A no eixo x;

desenhe B em R? “levantando os pontos de A para a curvade y = f(x)”;
represente C' no eixo y “projetando os pontos de B no eixo y”.

Exercicio 5. Faca esse grafico.
Exercicio 6. Faca a mesma coisa, mas com A = [1,3.5], que é um
conjunto infinito... agora o conjunto C' vai ser um intervalo. Qual?
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Um abuso de linguagem
A nossa fungao f preferida é

fr R - R
r — 4—(x—2)?

O dominio dela é R, e isso quer dizer que se ela receber qualquer
argumento que nao ¢ um elemento de R ela deve dar erro...

Existe um truque tradicional que nos permite escrever a imagem de
um conjunto por uma funcao de um jeito mais curto. Se A C R é um
conjunto,

f(A)={f(a)|ac A}

E como se estivéssemos definindo uma funcdo f nova a partir da
f original, e as duas tem o mesmo nome mas dominios disjuntos — a
original s6 lida com argumentos que sdo niimeros reais, e a nova sé lida
com argumentos que sao conjuntos de niimeros.
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Sup

A funcao sup é uma espécie de generalizacao do max.

Vamos comegar com um exemplo. No exercicio 6 vocé “calculou” —
por desenhos e olhdémetro — f([1,3.5]), e vocé obteve um intervalo no

eixo y. Sejam A =[1,3.5] e C' = f(A). Seja
D={yeRU{—o00,+o0}|VeceC.c<y}.

Exercicio 7. E verdade que 4 € D?

Exercicio 8. E verdade que 5 € D?

Exercicio 9. E verdade que 2 € D?

Exercicio 10. E verdade que +o0o € D?

Exercicio 11. E verdade que —co € D?

Exercicio 12. Represente graficamente o conjunto D.
Exercicio 13. Qual é o menor elemento de D?
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Sup (2)
A defini¢ao formal do sup é bem complicada...
Dé uma olhada nesta pagina da Wikipedia, como curiosidade:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Supremo_e_%C3%ADnfimo

Quando C' C R temos um procedimento pra calcular sup(C') que é
equivalente a definicao “oficial” complicadissima que aparece na Wikipedia.

Ele funciona assim: defina
D={yeRU{-00,+0}|VeceC.c<y}.

Este conjunto D vai ter duas propriedades importantes:
1) se d € D entao [d,+00) C D, e
2) D tem um menor elemento.

O resultado de sup(C') vai ser o menor elemento de D.
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Sup e Inf

o1

A defini¢ao informal abaixo também funciona:
Se C' C R entao sup(C') é o menor elemento de R U {—o00, 00} que

estd “acima” de todos os elementos de C.

e, similarmente...

Se C' C R entao inf(C') é o maior elemento de R U {—o00, 00} que
estd “abaixo” de todos os elementos de C'.

Exercicio 14. Calcule:

a) sup({2,3,4}) e inf({2,3,4})
b) sup([2,4]) e inf([2, 4])

) sup((2,4)) e inf((2,4))

) sup(R ) e inf(R)
sup(0) e inf(0)

[eNe!

(S

~—
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Algumas abreviagoes (2)

[L] Sy flai) (b — a)
Rl = 2.0 (b)) (b — )
[Trap] = ZZJL f(ai);'f(bi) (b; — a;)
M) = 3 () (b — ar)
min] = 27 min(f(a), £(b:)(b; — a;)
max] = YN max(f(a;), f(b:)(bi — a;)
[inf] = Y1 inf(f([a;,bi]) (b — a)
[sup] = S sup(f([ai, bi])(bi — ;)
Os métodos [inf] e [sup] sdo novos...

Eles correspondem ao que a pagina da Wikipedia chama de “Soma
de Riemann Inferior” e “Soma de Riemann Superior”.
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Uma versao “consertada” do exercicio 4

Exercicio 15. Seja P = {1,1.5,3,4}. Faga um grafico como o do
item (f) do exercicio 1 para

[inf] < /IT f(z)dx < [sup].

e verifique que agora a curva y = f(x) estd entre [inf] e [sup].
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Calculo 2 - 2020.2

Aula 8: integrais de fungoes escada

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



Dé uma olhada nas propriedades da integral que o Pierluigi Beneveri
demonstra (!!!) nas paginas 5 a 8 das notas dele:

https://www.ime.usp.br/~pluigi/registro-MAT121-15.pdf
http://angg.twu.net/2020.2-C2/pierluigi_beneveri MAT121-15.pdf

As demonstracoes formais, como ele faz, com estimativas e somatorios,
nao nos interessam neste curso... mas todas as demonstracoes dele po-
dem ser “traduzidas” pra argumentos visuais como os que vocé deve ter
entendido fazendo os exercicios da aula passada.

Nos exercicios de hoje nés vamos usar principalmente o Exercicio 18
da pagina 5 das notas do Pierluigi e a Proposigdo 8/Propriedade 4 da
pagina 7.

Leia também a Definicao 9 na pagina 8, principalmente os comen-
tarios (1) e (2)... hoje nés vamos comegar a ter que lidar com “dreas
negativas”!
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Funcgoes escada

Uma funcgao escada é uma cujo grafico é composto por um niimero
finito de segmentos horizontais e um ntmero finito — talvez zero — de
pontos isolados. Por exemplo:

(x)dz  (veja o exercicio 3)
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Exercicio 2.

Agora vamos tentar integrar a f(z) da pagina anterior

usando as defini¢oes dos slides que usamos nas ultimas aulas...
Seja [a, b] o intervalo [0, 3].

Seja { Py, P1, P, ...} a nossa sequéncia preferida

de partigoes do intervalo [a, b].

a) Quantos intervalos tem Pjg?

b) Quantos pontos tem Pjy?

¢) Qual é a largura de cada intervalo de Pj?

d) Represente graficamente [, f(z)dz — [ . f(z)dz.

e) A resposta do item anterior é um retangulo. Qual é a sua base?
Qual é a sua altura? Qual é a sua area?

f) Calcule [, f(z)dx — ipof(a:) d.
g) Calcule TPIOOOf(a:) dr — iP f(x)dx.

2020-2-C2-escadas 2021may02 05:39



Exercicio 3.
Seja f esta fungao (a mesma do slide 3):

flz) = 17

D4 pra calcular ff:; f(z) dz assim:

S5 fa)de = f + [
= (1—0)+2 (3—1)+(-1)- (4 —3)
= 3+4-1 = 6

Descubra quais propriedades/proposicoes/exercicios/etc
do Pierluigi nés usamos em cada ‘=" acima.
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Exercicio 4.
Sejam f e g estas fungoes:

fl@) = 17— gle) = 17

Elas s@o integraveis no intervalo [0, 4]
e s6 diferem no ponto z =1, 1 € [0,4]...
Entao ff:; f(z)dx = ff:4 g(x) de.

Acho que o Pierluigi ndo explica explicitamente porque
esse “entao” é verdade. Vamos ver isto passo a passo.

a) Seja h(z) = f(z) — g(z).
Faca o grafico da h(x).
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Exercicio 4 (cont.)

b) Calcule Ith(x) dx — iploh(x) dz.

c) Calcule [, h(z)dz — fP h(z) dz.
! —P1o00

d) Conclua que ff:; h(z)dz = 0.

D4 pra provar que f;::; f(x)dx f;:; g(z) dz assim:

8
I
W~

[oo flayde = [ g(x) + hz) da
= ff:_04g(x) dx+f r)dx
— [l g(e)dz 0
[ g(2) do

e) Descubra quais propriedades/proposicoes/exercicios/etc
do Pierluigi nés usamos em cada ‘=" acima.
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Até agora eu dei muito poucas dicas sobre como vocés devem es-
crever as solugoes dos exercicios... isso foi de propdsito. O nivel de
detalhe esperado varia de acordo com o contexto, e até agora voceés
sO precisavam de solugoes que vocés mesmos entendessem e tivessem
certeza de cada passo, e que os colegas de vocés entendessem quando
voceés fossem discutir com eles.

Leia a “dica 7”7 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Alias, leia as paginas 4 e 5 inteiras.

Depois leia este texto que mandei pras turmas de C2 depois da P1
do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1.pdf#page=10
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Exercicio 5.
Seja F(b) = [*) f(x)dx.
a) Calcule F(0), F(0.5), F(1), F(1.5), ..., F(6) e represente os

valores que vocé obteve num grafico. No grafico a direita abaixo eu
representei os pontos (0, F'(0)), (1, F(1)) e (2, F(2)) — faca os outros.

fl@) = 17 F) = 1.

b) Represente graficamente 5:01'5 f(z)dx — f;:OO'S f(z)dx como
uma area no grafico da f.

c¢) Represente graficamente F'(1.5) — F'(0.5) no grafico da F.
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Exercicio 5 (cont.)
Nos itens (b) e (c) do slide anterior nés vimos que uma diferenca

r=d T=c

F(d)—F(c) = f(x)dx—/ f(x)dx
=0 =0

pode ser interpretada tanto como uma area no grafico a esquerda

quanto como uma diferenca de altura no grafico a direita. Nos proximos

itens vocé vai ter que usar essa dupla interpretacao em todo lugar.

d) Verifique que F(1.3) — F(1.2), F(1.4) — F(1.3), F(1.5) — F(1.4)
e F(1.6) — F(1.5) sao retdngulos com a mesma area — e verifique que
isto quer dizer que os pontos (1.2, F(1.2)), (1.3, F(1.3)), (1.4, F(1.4)),
(1.5, F(1.5)) e (1.6, F'(1.6)) estdo na mesma reta. Qual é base ¢ a altura
de cada um desses retangulos? Qual é o coeficiente angular dessa reta?

e) Faca o mesmo para estes valores de z: 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 — as
alturas e o coeficiente angular vao mudar.
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Exercicio 5 (cont.)

A F(b) vai ser continua, e o gréfico dela vai ser formado por trés
segmentos de reta. Pense sozinho em porque isto é verdade — nos
vamos demonstrar isto em breve.

f) Complete o grafico da F(b) (do item a).
g) Em que pontos a F(b) é derivavel?

h) Em que pontos a F'(b) ndo é derivavel?

i) Seja g(b) = L F(b). Faga o grafico da g(b).
j) Qual é o dominio da g(b)?

k) Em que pontos f(z) e g(b) coincidem?
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Exercicio 6.

Agora que vocé entendeu a relagao entre a f(x f x)dz
num caso especifico vocé vai tentar fazer um outro caso. SeJa f ( )
funcao a esquerda abaixo, e desenhe o grafico da F'(b) — o “gréfico da
integral de f(x)” — a direita. Obs: depois que a gente tem prética
da pra resolver problemas assim sem nenhum erro em poucos segundos!
Sério!!!

f<x) :—.:;—O—O—O—O—O—O- F(b):/ f(x)dx:“::::::::
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Exercicio 7.

No exercicio 6 vocé fez o grafico de F(b) = ff:ob f(z)dz.

b) Agora faga o gréafico de G(b) = f;:lb f(x)dx,

c) ...e o grafico de H(b) = ff:zbf(x) dw.

Vocé provavelmente desenhou o grafico da sua G(b) como se ela s6
estivesse definida a partir de b = 1, e o grafico da H(b) como se ela s6
estivesse definida a partir de b = 2. Isso pode ser melhorado. Dé uma

olhada na péagina 10 das notas do Pierluigi, onde ele define “integrais
com extremos na ordem inversa” por esta regra aqui:

d) Calcule G(0.5).
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Exercicio 7 (cont.)

e) Agora que vocé aprendeu a calcular G(b) para b < 1 usando o
truque da “integral com extremos na ordem inversa” faga uma versao
melhorada do grafico do item (b) na qual o seu grafico da G(b) inclua
os valores de G(b) para b € [0, 1].

f) Faga o mesmo para o item (c): faga uma versdo melhorada do
grafico da H(b).

g) (Importantissimo!) Verifique que tanto F'(b) quanto G(b) e H(b)
sao fungoes continuas que obedecem

F'(b) = G'(b) = H'(b) = f(b)

em todos os pontos em que essas derivadas fazem sentido — que sao
exatamente os pontos em que a f(b) é continua.
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Primitivas

As fungoes F(z), G(x) e H(z) que vocé obteve no exercicios 6 e 7
sdo “primitivas” da fungdo f(x). A defini¢ao usual de primitiva que
vocé vai encontrar nos livros é esta aqui:

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Dizemos que

uma funcao F' : [a,b] — R é uma primitiva de f quando

Vo € (a,b). F'(z) = f(z).

2020-2-C2-escadas 2021may02 05:39



16

Primitivas (2)
Noés vamos usar uma definicdo um pouco mais complicada de prim-
itiva... esta aqui:

Seja f : [a,b] — R, seja P uma particao de [a, b], e digamos
que a fungao f seja continua em cada intervalo aberto (a;, b;)
da partigdo — ou seja, f nao precisa ser continua nos pontos
de P. Uma fungao F': [a,b] — R é uma primitiva de f se: 1)
F é continua em [a, b], 2) F é derivavel em todos os pontos
de [a,b]\ P, 3) Yz € [a,b]\P. F'(z) = f(z).

Exercicio 8.

Verifique que as fungoes F(z), G(z) e H(z) dos exercicios 6 e 7
sdo primitivas para a fun¢ao f(z) do slide 12. Dica: vocé vai ter que
escolher [a,b] e P da forma certa.
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Primitivas: como usar
Se a fungdo F : [a,b] — R é uma primitiva da func¢do f : [a,b] — R
e ¢,d € |a,b], entdo podemos usar a F pra calcular integrais da f:

r=d
| tade =) - £

[sto é exatamente o que vocé fez nos exercicio 5b e 5Hc, mas la es-
tavamos olhando pra um caso particular muito simples... Isto vale em
geral, mesmo quando a nossa func¢ao f(z) nao é uma fungao escada...

...por exemplo, isto vale pra “nossa funcao preferida” das primeiras
aulas, f(x) =4 — (z — 2)?%, cujo grafico ¢ um pedago de parabola.
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Exercicio 9.

Sejam f(z) =4 — (z —2)? ¢ F(z) = —32° + 227

a) Verifique que a fungao F' é uma primitiva para a f.

b) Verifique que a fungdo G(z) = F(x) 4+ 200 é uma outra primitiva
para a f.

¢) Calcule ff:(;l f(z) dzx usando isto aqui:

| #@yde=F - FO

d) Relembre os modos de obter aproximagoes para integrais que vocé
aprendeu muitas aulas atras... por exemplo, o método dos trapézios da
resultados bastante bons. Compare os resultados dessas aproximagoes
com o resultado exato da area fxx:; f(z)dzx que vocé acabou de obter.
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Regras para o mini-teste

As questoes do mini-teste serdo disponibilizadas as 20:00 da sexta-
feira 12/margo/2021 e vocé deverd entregar as respostas escritas a mao
até as 20:00 do sdbado 13/mar¢o/2021 na plataforma Classroom; de-
senhos feitos no computador serao ignorados.

Se o Classroom der algum problema mande também para este en-
dereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apos este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste nem o professor nem o monitor
responderao perguntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode
discutir com os seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.
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Dicas
Leia a “dica 7”7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Além disso revise MUITO bem as suas respostas!
Leia esta bronca que eu dei na turma de C2 do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1.pdf#page=10
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Mini-teste
Seja f(x) esta fungao,

e sejam
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a) Faca o gréfico da F'(b). Obs: F': [0,10] —
b) Faca o grafico da G(b). Obs: G : [0,10] —

c¢) Faga o grafico da derivada da F'(b).

1 R.
1 R.

Dicas: pra calcular G(b) quando b € [0,2) vocé vai precisar de
umas idéias que a gente viu no exercicio 7 dos ultimos slides.
No item c) indique os pontos onde a F'(b) nao é derivavel.
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Gabarito
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Na aula passada nds vimos esta versao do segundo
Teorema Fundamental do Célculo:

Se a fungdo F : [a,b] — R é uma primitiva da funcao f :
[a,b] = R e c¢,d € [a,b], entdo:

r=d
| t@ds = PP

r=dy
r=c

A notacao “ F(z)[*="" é novidade. A prontncia de “ F(z)|

r=c

é “a diferenga do valor de F'(x) entre x = ¢ para x = d”,
e a defini¢ao formal é:

P! =
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Nés nao vimos uma demostracao do TFC2... vimos s6 uns argumen-
tos que devem ter convencido vocés de que ele vale pra todas as fungoes
escada. As notas do Pierluigi tém um esbogo da demonstracao, mas ele
pula um monte de detalhes. A demonstracdo completa é bem grande e
nao nos interessa neste curso — noés queremos usar o TFC2 pra calcular
um monte de coisas.

Nesta aula e nas proximas nés vamos tratar o TFC2 como esta igual-
dade,

r=d
e = ([P - o)
que vai valer para toda F' : [a,b] — R derivavel e para todos os ¢,d €
[a,b], e nés vamos usar a operagdo [:=] para obter casos particulares
desta férmula.

(Sobre o TFC1: ele praticamente s6 serve pra demonstrar o TFC2...)
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Digamos que queremos “integrar” isto:

r=4

|-

2x

Podemos usar o TFC2 varias vezes, chutando ‘a’s, ‘0’s e ‘F’s...

r=4
=3

d:i%l()QO 7]
[TFC2] l: F(zcj;senx
F'(z):=cosz ]

d:=4

F(z)::'s:en(ez'”)
F'(z):=(2€27) cos(e?*)) J

[TFC2) {

c:=3
[TFC2] F(z):=1 sen(e?")

F'(z):=e%® cos(e??)) |

iae 92— (1 2x ‘
Ou seja: 7 = (4 sen(e?))
que da pra calcular em tempo finito — se soubermos
calcular senos e exponenciais em tempo finito.

g

(L

(/

r=4

=3’

=200

=42
=4

r=4

=3

cosxdxr = (senz)|

(2e2*) cos(e*®)) dx = (sen(eh)) |

e* cos(e*®)) do = (; sen(eh))
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Vamos chamar o método do slide anterior de
“integracao por TFC2 e chutar-e-testar”.

Exercicio 1.
Integre por TFC2 e chutar-e-testar:

r=m/2
a) / cosxdr ="
x

=0

b)/_ senzdr =7

=0

T=T
c) / senzdr ="
x

=7r/2

=6
d) / sen(2x +3)dr =7
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Exercicio 2.
Faca os 5 primeiros itens do Exercicio 35 das notas do Pierluigi.
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(Uma defini¢ao para) a integral indefinida

Dé uma olhada na sec¢ao 4.2.2 do Martins/Martins.
Eles usam o “4 C'” na definicao de integral indefinida.
A maioria dos livros faz isso, mas isso gera algumas
ambiguidades que eu prefiro evitar...

Eu vou usar esta definicao aqui para a integral indefinida.
As duas igualdades abaixo sao exatamente equivalentes:

T

/ fr)yde =  F(x)
flx)y = LF()

Ou seja: pra determinar se uma igualdade da forma
“[ f(x)dx = F(x)” é verdade, traduza ela, e teste se
aigualdade f(z) = -LF(x) é verdade.
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Exercicio 3.

Quais das igualdades abaixo sdo verdade?

a) [senzdx = cosx
b) [cosxzdr =senx

¢) [x*dx = ba®
d) [a*de = 1af
) [atde = 1a° + 42

Exercicio 4.
As duas igualdades em

42

= /de = 200

sao verdadeiras. Porque é que isto nao implica em 42 = 2007
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(Introdugao a) integragdo por substituigao
Repare que estas duas integrais correspondem a areas iguais:
(amasse os graficos na horizontal e estique eles na vertical)

T=Tr
/ sen x dx
x=m/2

r=m/2
/ 2sen 2z dx
r=m/4

Area

Area

ESE]
iy
E]

Vamos ver como transformar a segunda integral,
que é complicada, na primeira, que é mais simples.
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(Introdugao a) integragdo por substituigao (2)
[sto aqui é uma demonstracao feita de uma
sequéncia de trés igualdades, e um caso particular

dela...
r=b
flo@)Z, = /f F(g(x))g (z) dz
[S1] = I o
F)=n® = /u_q(a) 7 du
feolz, = /b f(22) - 2dx
suyges] = | -
fls = [
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Lembre que:

[TFC2] = ( / mdF’(x)deF(fﬂzj)

Exercicio 5.

Q8

=b
a) Qual é o resultado da substituicio [TFC2] [ F2)=f(g(x)) } ?
Fl(z):=f"(g(x))g'(x)

=f(u)

d:=g(b)
b) Qual é o resultado de [TFC2][x := u] [ F(C;;g(a) ] ?
F(u):=f"(u)

¢) Verifique que:

Flg@)=h = fa®) - flg(a) = f)]'=20)

d) Os itens (a), (b) e (c) provam as trés igualdades da [S1]?
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Exercicio 6.
No slide 9 eu disse, sem demonstracao, que:

=T x=m/2
/ senzdr = / 2sen 2z dx (%)

x=m/2 =m/4

e no slide 10 a gente comecou a transformar [S1]
numa demonstragao de (x).

Descubra o que colocar em cada um dos ‘7’s
abaixo para obter uma demonstracao de (x):

sy 0] [P

7]
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No slide 9 eu disse que a gente ia aprender a transformar
integrais mais complicadas em integrais mais simples.

No exercicio 1d vocé deve ter passado um tempao
tentando resolver direto uma integral complicada.

O truque é esse aqui. As [S2] e [S3] do préximo

slide sdo consequéncias da [S1] do slide 10,

que vocé demonstrou no exercicio 5...

Dica MUITO importante que MUITAS pessoas
levam MUITO tempo pra entender:

No item ¢ do proximo slide vocé vai substituir a f
mas nao a F, e a primeira linha da [S2] vai

virar “Se F'(u) = tanu entao:”...

2020-2-C2-TFC 2021may02 05:39
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Se F'(u) = f(u) entao
Flo()[2 = / Flo(x))g(x) da
2] = H w=a
u=g(b)
D u) du
Pl = [
r=b
/ B flg
53] — o
u=g(b
[
u=g(a)

Exercicio 7.

) 53] [g(x) = 2?] =
b) (53] |/ | =
o) (52 [ “3);3;;“} =7

2020-2-C2-TFC 2021may
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Flo@)Z,
[s1]= I

u=g(b)
J(u) “u:g(n)

s [555) [

r=b
- [ e

Ja=a

u=g(6)
- / f(u) du

=g(a)

J ez

2020-2-C2-TFC 2021may02 05:39
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Calculo 2 - 2020.2

Aula 14: integracao por substituicao.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Nos slides anteriores nés vimos como demonstrar a férmula [S2], e
comeg¢amos a ver como usa-la na pratica... na verdade a gente cos-
tuma usar uma versao da [S2] para integrais indefinidas, em que a gente
primeiro faz as contas de uma forma abreviada, omitindo todos os lim-
ites de integracao e depois a gente recoloca eles.

A nossa versdo para integrais indefinidas da [S2] vai ser a [S2l] do
proximo slide. Repare na linha

“Obs: u = g(x)”

no final da [S2l] — ela vai ser importante pra evitar ambiguidades.

No slide seguinte eu pus a nossa versao para integrais indefinidas da
[S3], que eu chamei de [S3l].
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Se F'(u) = f(u) entao:

r=b
Flg()|= = / f(9(a))g (x) da
2] = ” v

Se F'(u) = f(u) entdo:

Flg(x)) = / f(9(x))g () dz
521 = !

Obs: u = g(z).
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53] = n
u=g(b)
/ () du
u=g(a)
/ f(9(x))g(z) dz
531 — :
/ () du
Obs: u = g(x).
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Exercicio 1.
Calcule os resultados das substitui¢oes abaixo:

a) [S21] [g(x) := 3z + 4]
b) [S21] [g(x) := 3z + 4] [f(u) := 2 cosu]
c) [S3l] [g(x) := 3z + 4]
d) [S31] [g(z) := 3z + 4] [f(u) := 2 cos u]

.—u—!
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Mais dicas sobre a operagao ‘[:=]’
Nas duas substituicoes abaixo a primeira esta certa
e a segunda esta errada:

(x+2=50)[x:=4 = (4+2=5)
(x+2=05)[xr:=4] = (6=05)
O ‘=" depois de uma substituicdo tem um significado especial: a

pronuncia dele é “o resultado da substituicao a esquerda ¢é a expressao a
direita”, e na segunda linha a gente fez mais coisas além de s6 substituir
todos os ‘z’s por ‘4’s.

Note que isto aqui esta certo:

(t+2=5)[z:=4 =
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Mais dicas sobre a operagao ‘[:=]" (2)
Aqui a primeira esta certa e a segunda esta errada...

Na segunda um ‘u’ foi substituido por ‘e**’ !N =(
/ F(9(2))g (@) do / F(2%)(26%) da
| |
ole) =] =
/f(u) du /f(u) du
Obs: u = g(x). Obs: u = e**.
[ Ho) (@) ds [ reneen a
| |
lg(z) = €*] =
/f(u) du /f(ezx) du
Obs: u = g(x). Obs: u = e**.
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Mais dicas sobre a operagao ‘[:=]" (3)

No primeiro PDF do curso nés usamos a operagao ‘[:=|" para testar
EDOs como f'(z) = z* em vdrios “valores” de f, pra tentar resolver
EDOs por chutar-e-testar... Em

(f'(x) = 2) [f(2) := 2] = (22 = 2¥)
na expressao original, (f’(z) = %), o simbolo f faz o papel de uma
funcao qualquer, ou de uma variavel cujo valor é uma func¢ao; a sub-
stiuigao “[f(x) := z?%]” diz como substituir a f original, genérica, pela
f que tem esta definicao aqui: f(x) = x2... e nds ja temos bastante
pratica com obter consequencias de uma defini¢do como f(z) = 2%. Por
exemplo:

f(200) = 2007 fl(x) = 22
fBu+4) = (3u+4)? f'Bu+4) = 23u+4)
f(422% +99) = (4223 +99)2  f/(4223 +99) = 2(42x3 + 99)
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Exemplo com gambiarras
Isto aqui é um exemplo de como contas com integracao
por substituicdo costumam ser feitas na pratica:

/ 2cos(3x +4) dx

1
= /2(cosu) : gdu

2
= —/cosudu
3

2
= —senu

3
2
= 3 sen(3x +4)

A “Obs: u = 3x + 4”7 costuma ser posta no texto em portugués
antes ou depois das contas, ou omitida (!!!)...

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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A gambiarra nos livros
Dé uma olhada na pagina 165 do Martins/Martins.
Eles pulam MUITOS passos, e dizem

Fazendo u = g(z), du = ¢'(x) dx, e substituindo em (A)...

A idéia é esta aqui:

[ = [

du

mas nos s6 vamos ver um jeito de dar um significado
reciso pra esse “%dx = du” em Célculo 3...
dx

(Dé uma olhada também na “Aula 4” da Cristiane Herndndez).

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Exercicio 2.

a) Faga as gambiarras do slide anterior nesta integral daqui,

/ (1 — (senz)?)(senx)? cos x da

para transforma-la numa integral em u. Use u = sen z.

b) Resolva a integral em u que vocé acabou de obter.
(O resultado dela vai ser um polindémio em ).

¢) Junte tudo numa série de igualdades como as do
“exemplo com gambiarras”. No final vocé deve chegar
num expressao em x sem sinal de integral.

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Exemplo 1

/(sen r)°(cos x)® dx
= /(sen x)°(cos x)*(cos ) dx s =senx

. ) 95 — cosw
= [ (senx)’ (cosz)” (cosx) dx SoN T — §

s 1-s2  ds (cosz)? =1— s?

_ /55(1—32)ds cosrdr =ds
= /55 —s7ds
I
)
_ (senz)®  (senz)®
6 8

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39



Exemplo 1: verificagao

d ((sen z)®  (sen @8)

dv\ 6 8
G(senx)’cosz  8(senz)” cosx
6
= ((senz)® — (senz)") cos

(senz)’ —

= ((sen)®(1 — (senx)?)) cos x
= (senz)°(cos x)? cos x

= (senz)’(cos x)?

2020-2-C2-int-subst 20211 02 05:39
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As anotacoes a direita
Note que a direita das contas do exemplo 1 tinha isso aqui:

S =8enx
ds __

dz COST
Senxyr = S

(cosz)? =1—s?
cosxdr = ds

que a primeira vista parece com a operagao ‘[:=]’,

mas exceto pela primeira linha ele nao segue nenhuma

das convengoes sobre o ‘[:=]" que vimos aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-intro.pdf#page=6
E ainda por cima ele é usado duas vezes, uma pra mudar

de = pra s e outra pra voltar pra z!...

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Exemplo 2
/(sen r)°(cos x)* dx
= /(sen x)*(cos z)? sen x da

= [ ((senx)*)? (cosx)? (senz) dx
—— N N —

1—c2 c? _dc
dx

(1 -2t dce
(c* =2 + 1)*(—1) dc

—8 +2¢ — P de

Il
D ———

2020-2-C2-int-subst 2021 may02
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C = COST
de __
dr Sen r
COST = ¢C

(senz)? =1-—¢?
senzdr = (—1)dc

05:39
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Exercicio 3.

a) Calcule a integral do exemplo 1 — /(sen z)?(cosx)® dx —
usando a substituicao ¢ = cosx ao invés de s = sen .

b) Teste o seu resultado.

Dica: em algum lugar do teste vocé vai precisar da identidade

(cosx)? + (senz)? = 1... n6és vamos comecar a usar
identidades trigonométricas a beca.

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39



Dica importante

Pra integrar algo como:

/(sen z)*(cos )’ dx

Se tanto a quanto 3 sao impares as duas subtituigoes,
s =senx e ¢ = cosx, funcionam.

Se s6 um dos dois é impar s6 uma delas funciona
(ndo vou dizer qual).

Se tanto a quanto [ sdo pares al nenhuma
das duas substitui¢oes funciona, e a gente vai precisar
de técnicas mais avancadas que vamos ver depois.

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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/3\/ 1 —s2ds
= /sen@x/l — (sen#)2 cos 6 do
= /senG\/(cosﬁ)2 cos 0 df

= sen 6 cos 8 cos 6 df

I
——

|
o
[V
—~
|
—
~—
U
o

(cos )% sen 6 df |:

w

I
.
Q

QO [HCR [ O [ e | =

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39

|

s =send
% = cos @
cosfdl = ds

c=cosf

de __
%= sen 6

|

senfdf = (—1) - dc]

20
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O exemplo da pagina anterior usa um monte de técnicas nada ébvias.
A das cinco primeiras linhas da isso aqui,

/5\/1 —s2ds = /(6089)2 sen d df

Nés vamos comegar aprendendo a fazer algo um pouco mais geral:
vamos aprender a ajustar os ‘a’s, ‘G’s, ‘y’s e ‘0’s aqui,

/sa(m)ﬂ ds = /(cos 0) (sen )’ df

e vamos aprender a fazer algo parecido para as substituigoes
t=tanf e z = secf.

Eu vou chamar o ‘4/1 — s2’ de “o termo malvado” da integral
[ sv/1—s2ds. E ele que faz essa integral ser muito dificil de
resolver, e queremos nos livrar dele.

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Abreviacgoes
No exemplao do slide 20 as letras s, 6 e ¢ sempre denotam variaveis,
exceto nas linhas
ds 0 dc
— = cos e —
do do
das anotacoes, que usam a “notagao de Leibniz”, na qual podemos
definir coisas como “s =senf” e “c = cosf” e ai tratar os ‘s’'s e ‘c’s
como abreviagoes para senf e cosf...

= —gsenfd

Essas abreviacoes dao margem pra muita confusao e fazem as pessoas

cometerem zilhoes de erros de conta nos primeiros anos até elas terem
varios anos de pratica. Como vocés nao tém anos pra praticar, nem tém
bibliotecas super confortaveis em que vocés podem passar centenas de
tardes estudando e discutindo junto com os colegas, nés s6 vamos usar
essas abreviagoes em situagoes controladas.

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Algumas identidades trigonométricas

A minha memoria é péssima. Eu nao consigo decorar praticamente
nenhuma férmula... mas eu consigo lembrar vagamente como rededuzir
certas formulas, e ai eu sempre refaco as demonstracoes.

No caso das identidades trigonométricas eu consigo rededuzir elas
bastante rapido usando essas abreviagoes aqui embaixo a esquerda, e as
formulas pra derivadas de produtos e quocientes de fungoes a direita:

f= r)

g = g()
s = senf a1 _ g
c = cosf dr g g2
0 Y
t = tanf = =7 daf _ f9-rg
cos c dr g g2
1 1
z = secH = = -
cosf@ ¢

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39



Algumas identidades trigonométricas (2)

4 Op-d-Eogad
14 (2)?
1+¢2
A+s2=1
A=1—5> c=+1-s2
s2=1—¢c* s=+1-¢2
22=14t z2=+1+1
P=22-1 t=v22-1

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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Algumas identidades trigonométricas (3)

ds _

a — €

de __

a0 — %

dt _ ds _ sc—sc __ cc=s(=5) _ 245> _L_ZQ
d0 ~ dfc c? - c? 2 T2 T
d _ dl _ = _ s _1ls _

a9 — dfc T 2 _02_00_2t

ds = cos 6 df

dc = —senfdf

dt = —(sec0)*do

dz = secOtan 6 db

2020-2-C2-int-subst 2021 may02 05:39
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No final destes slides aqui
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-int-subst.pdf#page=19
nés comegamos a ver como fazer certas

“substituicoes trigonométricas”...

E nés vimos que:

/5\/1 —s2ds = /(0089)2 sen @ df

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Exercicio 1.

Generalize a igualdade dos slides passados.

Mais precisamente: digamos que s =senf, «, € Z.
Encontre formulas para v e § em

/ s*(V1—s2)%ds = / (cos 6)"(sen §)° df

que fagam esta igualdade ser verdadeira (Vo, S € Z).

Exercicio 2.
Faca o mesmo para:

/to‘(\/ L+2)dt = /(cos 6) (sen 6)° df

Aqui a substituicao é t = tanf
(e os detalhes sao mais dificeis)...

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Exercicio 3.
Usando o que vocé aprendeu no exercicio 1,
ajuste o e § aqui para que isto seja verdade:

/sa(m)ﬂ ds = /(cos 6)%(sen 6)° do

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Exercicio 4.

Expanda esta série de igualdades aqui —

usando os valores adequados para a e [, 6bvio —

pra obter uma série de igualdades que seja convincente pra
alguém que tem pouca pratica com integragao por substituicao:

/ s*(V1—s2)Pds = / (cos0)°(sen6)°df (s = sen)

~ [1as

= 0

= arcsens

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Exercicio 5.

A maioria dos livros de Célculo tém uma “tabela de derivadas” e
uma “tabela de integrais”... as do proximo slide sao do APEX Calculus.
Um jeito de usar as formulas dessas tabelas é dar nomes pra elas e usar
o ‘[:=]. Por exemplo:

d 1 1
ApexDiff12] = (-1 “lna =z
[ApexDiff12] (dx %%t =114 x)
d 1 1
. - — _1 _
[ApexDiff12][a := 99| <dm 0899 T In 99 CL’)

Encontre uma férmula da tabela de derivadas do APEX Calculus e
uma da tabela de integrais dele que se parecem com o que vocé descobriu
no exercicio 4.

Nés vamos aprender como demonstrar muitas formulas dessas tabelas.

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Differentiation Rules

1 10 L @) =moa 28. 2 (sech) = — sechxtanhx
dx dx
2 1 Lng=1 29. 2 (eschx) = —cschxcothx
o * o
d d 11 d
s Lu=witv 12 Liogr=t.1 30. 2 (cotha) = —csehx
HUI=w o 80 =g o (coth) = —escl
s 1(£)zu 13. L (ains) = cosx 31 (cosnt
dx \v dx
5 L=V 10 2 (cosx) = —sinx 5 L fon ) »
s Zo=0 15 & (o) = —sexcotx 20 £ ot ) = 3
2 Zw=1 16, 2 (sec) = secxtan 25, 2 (coshr) = siohx 5
s %(;(’):m{' 1 1. %(mx),se:’x 2. %(smm), oshx 35
o L= 18 2 (o = o' 27. 2 (anhs) = sec 3.
Integration Rules
1 /: o /f(u)dx 2 /hnxdu: Infcosx] +C 2. /\/n%dx:sm”(g)Aﬁ
1o
2 (100 +owan= 1. [ secxdr = secx-+ans +.¢ 4. )
[ 990 I | u [ a=tect () e

/l(x)dxi/q(x] & 1. /:scxdx:
s foun

In|esex + cotx| +C 25, /coshxdn:slnhx+€

15. /coudx:ln\smxH»C 2.

/1!‘1’( =x+C 16. 27. /Ianhxdn = In(coshx) + C
K= —L et 2
R e G LA Y /r.s: xd =~ cotx + € 25 /(olhxdx:ln\slnhx\+[
/e"d +c n;/ tanxdx = secx+ C 2. ax=ln[x+ V3t — |
secxtanxdx = secx . i VRS +C
Vo] |
7 /w..xdx:xlnx—wc 10 /:scxml o= —csext € 0. [ s Vi
. xdk= — L de=x+ VR T
Vit a |
s [oa e 20 [costxan= x4 Lain(20) + ¢
ina g >t 3
1 1
9. [ Ldx=lnkl+C 21 /smzxdx FX-gsn(@)+c 2.

o po— 5 [a e (Dee ve

1. /smmx

x
arVita

1 1
[ s =
/x/xfm A

—cosx+C
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Derivada da funcgao inversa

Antes de continuar vamos rever uma féormula que vocés devem ter
visto bem superficialmente em Calculo 1: a férmula para a derivada da
funcao inversa. A demonstracao dela é esta aqui:

[DIFD] = | f'(9(x))g'(x)

Portanto:

, B 1
9 = Frg@)

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Derivada da fungao inversa (2)
Um exemplo:

Se f(g(z)) = z entao: Se e* = z entdo:
i |(‘g(fﬂ)) =gr=1 Flu) = e d%elif —dy—1
7(g@))g (@) Jme =] e
Portanto: , g(x):=h'z Portanto:1
7= P s = o

Neste caso a hipdtese do teorema da DFI é verdadeira,

entao In'z = el,lw, e portanto In' x = %

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39
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Exercicio 6.

Calcule o resultado desta substituigao:
f(u) :==senu
f(u) == cosu

g(x) := arcsen s

g'(x) := arcsen’ s

[DFID]

Exercicio 7.

Dé um nome para a igualdade que vocé acabou de obter.
Lembre que vocé pode usar nomes péssimos e/ou nada a ver,
como [Dréacula], [agshTg7s], [Alids], [N3o], etc.

Exercicio 8.

D4 pra usar identidades trigonométricas pra transformar o que vocé
obteve nos exercicios 6 e 7 numa demonstragao do [ApexDiff19].
Tente descobrir como.

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39
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Um modo de fazer o exercicio 8
Eu pus uma solugao escrita & mao no préximo slide.
Alguns comentéarios:

Num primeiro momento nés sabemos qual é a férmula [ApexDiff19],
mas ainda nao sabemos como demonstra-la; eu usei varios comentarios
em portugués pra deixar isso claro pro leitor. Além disso a maioria das
demonstragoes em Calculo 2 sao feitas por séries de igualdades em que
o leitor deve conseguir entender porque cada uma daquelas igualdades
¢é verdade, e em algumas das igualdades eu pus um comentario a direita
pra ajudar o leitor a entendé-la.

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39
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A minha demonstracao poderia dizer algo como

Portant d L
ortanto — arcsenr = ——
dx V1— 22
no final, mas eu omiti isso. Como o “% arcsen x”’ aparece no inicio da
1

série de igualdades e o m” aparece no final dela eu considerei que

1
V1—22

esse “Portanto % arcsen r = ” era Obvio.

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Na Tatew D€ Dekivadas 20
APEX Caevass A FoRmdta 19

C:

J 1) =
19, & (sm x) =

Vamgs ESCReVé- LA (oMo :

1

A
[APexi‘)(FFﬁ] = (arcsen‘ X = \
Vamos Tentag PRovA™- La

Nos exercicigs 6 ¢ % NOS PRovamgs.

[TIUGOJ [ arcsen ¥ = §1__~\
Cos (arcseq x ,
EdTA:

J 1

5 orcsea x = T

Ix G Grany) (Por [TRigo])
1

i(Cos (arcsea x)f

< 1

(PR (07 )= 1= (sen 4)1)
J1-Gen (3csen x )

- 1

= J‘_—ﬁ_q—_;‘ (Por sea(aresen x)=x)

o
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Exercicio 9.

Comece a organizar as coisas que vocé ja conseguiu demonstrar
numa tabela como as tabelas de derivadas e integrais do APEX
calculus, mas em que cada item é da forma

[Nome|] = (expr; = expr,)

A sua tabela de férmulas nao precisa ter as demonstracoes,

mas 1) vocé deve saber demonstrar cada férmula dela se precisar,
e 2) cada demonstragdo s6 pode depender férmulas que aparecem
antes na tabela.

Obs: este exercicio é “permanente”, no sentido de que vocé
vai continuar a acrescentar mais férmulas na sua tabela a medida
que vocé aprender a demonstra-las.

2020-2-C2-subst-trig 2021may02 05:39



Calculo 2 - 2020.2

Mini-teste 2.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



Regras para o mini-teste

As questoes do mini-teste serdo disponibilizadas as 16:00 da sexta-
feira 9/abril /2021 e vocé devera entregar as respostas escritas a mao até
as 20:00 do sdbado 10/abril/2021 na plataforma Classroom; desenhos
feitos no computador serao ignorados.

Se o Classroom der algum problema mande também para este en-
dereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apos este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste nem o professor nem o monitor
responderao perguntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode
discutir com os seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.

2020-2-C2-MT2 2021may02 05:39



Dicas
Leia a “dica 7”7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Além disso revise MUITO bem as suas respostal
Leia esta bronca que eu dei na turma de C2 do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1.pdf#page=10

2020-2-C2-MT2 2021may02 05:39



O mini-teste vai ter uma questdao s6 — uma integral que vocés vao
ter que resolver fazendo duas substitui¢goes “comuns”, ou seja, que nao
sa0 nem as que usamos pra integrar poténcias de senos e cossenos e nem
as da subtituicao trigonométrica... vocés vao ter que escrever as contas
bem passo a passo pondo os bloquinhos de anotagoes a direita e depois
vocés vao ter que verificar o resultado.

Tem um exemplo de integracdo com anotagoes a direita aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-int-subst.pdf#page=20

2020-2-C2-MT2 2021may02 05:39



Links pra trechos de livros

Um bom lugar pra estudar é o capitulo 5 do Thomas.

Eu pus uma copia dele aqui:
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_5.5_e_5.6.pdf

mas vou deletar esse link daqui a poucos dias pra nao correr risco
de receber ameacas da editora!!!

2020-2-C2-MT2 2021may02 05:39



O miniteste
Calcule

/ (2y/x \/g 3 .

fazendo duas mudancgas de varidvel e teste a sua resposta.
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Na aula passada nés vimos que L Inz = &
dx z’

e portanto [+ dx =Ina para z > 0.
No6s vamos deixar pra ver depois
como integrar [ % dr em z < 0.

Exercicio 1.

1
a) [ —dx=7"
3z

1
=7
b>/3m—|—4dx '
2
=7
C)/Sx—l—élahj '

a
d de ="
)/bx+c *

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39



Repare ae:
L N i_‘ . 2(x+5) +4(X+3) N
X3 XHES (a3)(xes)  (X43)(X+5)
2(x+38) + 4(x+3)
(x+3)(x+8)

2x+10 + 4x+ 12

(1

x4 8%+ 1§
Ex + 22
X +8% +15

A Malolia  Dos VKOGRAMA)‘ ¢ .‘CUI‘\P\JTE,K ALGeany"
Tem FvAgocs Que FAzem A OPeRAsiae ACLMA €
A IHVERSA Deia .

"togethertt
2y 4 teew 6x + 22
X¥3 0 xrg ) et | xysx+ s
(3R 1L)

2020-2-C2-fracs-parcs



Exercicio 2.

1 1
togeth —_— =7
) toge er(x+1+x—1)

A B
b) together ( + ) =7

zr—a x—Db

A B
c) together < + + ¢ ) =7

r—a xT—b xT-—c

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39



Exercicio 3.

Exereleio:

a) EricodThe ExPRESIOL)
pata €, d, e f Qe
FALAm €Y7A FormuLA
SER  VERIAPL:

A B Cx+(}

— t

_____d_’——‘;
S Jipext
x*+e
- x-b

As SUAS FopmuLas  PARA C:d’ ef
N/—TO PoDEM CadTeR "X“~
b) Use A FoRmuLA Qe Vocf

AcABay ¢ ODTerR PARA EVCOATAAR
a5 Aa B b Tas que:

A B ) 2x+3

X
x*-F+10
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Slogan: contas sem “vai um” podem ser traduzidas
pra contas com polinémios.

O que mais nos interessa pra Fragoes Parciais

é divisao com resto. Exemplo:

231313 12
- 12

2400 = 200

- 24 231
3 #
= 3012
-3¢ 360
173 12 = 7+ 12
~12 2#+42:27231 - 12
1 233332923912 4+ 1

2020-2-C2-fracs-parcs



...e traducao do exemplo para polinomios:

2x3+3‘x2+?x+31 X + 2

(93 2

(_.L +4x7) 2x%+ 3% +1
Ix¥+Fx

- (3x%+6x)

1+ 3
~(1x + 2)

—_—

1

2x*+4x* 4+ 0x + 0 = (2x7+0x +0) - (x+2)

X+ (3x+0) - (x+2)
1x+2 = 1 - (x+2)

2X3 43X+ Ix 4 1 :(2x7+3x4-7). (x+2)

- 3 2

2x T+ IxT+Ix 43 :(2x"+3x+1)A (x+2) + 1

1

3x'+6x + 0

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39



Exercicio 4.

Use estas idéias para integrar:

/2x3+71’2+7$+3
der =

T+ 2

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39



Exercicio 5.

O que acontece nos casos em que “teria vai um”?

a) Tente fazer a divisio com resto de z*® por x + 2.

Mais precisamente, encontre um polinémios R(z) e Q(z) tais que
(23) = Q(z) - (* + 2) + R(x) e R(z) é no maximo de grau 1.
Teste a sua respostal

b) Calcule [ x’”—jz dz pelo método acima.

. . . 3
Teste a sua resposta derivando a sua antiderivada para _%.

¢) Calcule [ xx—; dx fazendo a substituicao u = = + 2.
Vocé deve obter o mesmo resultado que na (b).

d) Calcule [ Wizfl) dx por fracoes parciais.
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Dica importante

Lembre que uns dos meus slogans é

“eu s6 vou corrigir os sinais de igual”...

No slide 7 a igualdade mais importante ¢ a da tltima linha.
Noés vamos usé-la assim, pra transformar a integral original
em algo facil de integrar:

j’2><3qx7+;xv+1

X+ 72 c})(
:j(2xz+3x+1).(x+2)+4
—_— T dy
X+2
o [(2x®e3x40). 9
2 [ ) oy 1
x+7 X 42
:\52X2+3Y+/’ + 2 J)(

><+’2v

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39
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Uma questao da P1 do semestre passado
A questao 3 da P1 do semestre passado,

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1. pdf

era de fragOes parciais, e eu pus nesse PDF um gabarito
parcial dela, que nao inclui nem as contas da divisao de
polinémios nem a verificagdo de que a nossa integral
esta certa. Faca a questao, incluindo a parte que

nao esta no gabarito.

2020-2-C2-fracs-parcs 2021 may02 05:39



Calculo 2 - 2020.2

Aula 77: EDOs com variaveis separaveis

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



Introducao
Seja () a EDO abaixo:

f(z) =2« (%)

Ela tem muitas solugdes. Por exemplo, f(r) = z?
e f(x) = 2% + 3 sdo duas solucoes diferentes dela.

Desenhando varias solugoes dela num grafico —

veja o préximo slide — dé pra entender como é o
conjunto de todas as solugoes dela: ele é um conjunto
de infinitas curvas disjuntas, que “cobrem o R? todo”,
no sentido de que cada ponto (x,y) € R? pertence a
exatamente uma dessas curvas (ou: “solugoes”).

Por exemplo, o ponto (2,5) pertence a solucio f(z) = z* + 1.
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A “solugao geral” da EDO f'(x) =2z é f(z) = 2* + C;
para obter solugoes particulares substituimos esse C
por nimeros. Por exemplo, a solucao de

flle)=2x,  [f(2)=5

é f(x)=a22+1.
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Campos de direcoes
Vamos agora considerar esta outra EDO:
x

f(x) = ~y

Nos ainda nao sabemos quais sao as solucoes dela...
Mas existe um jeito simples de interpretar graficamente
o que ela quer dizer. Para cada ponto (z,y) € R? a
formula Z—z = —% nos permite calcular o coeficiente

angular no ponto (x,y) da solugdo que passa pelo ponto (z,y).
Por exemplo:

(zy)=(-2.2) (zy)=(-12) (23)=(02) (zx)=(12) (zy)=(2,2)
= =1 = F=1/2 =W W=7/ =

(a:,y):(—2,1) (mvy):(_l’l) (m’y):(o’l) ($7y):(171) (z,y):(2,1)
= Loy = = W = o = W__o
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Veja as figuras daqui:
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_15.1_ate_15.3.pdf
Os graficos que usam tracinhos em certos pontos pra indicar
coeficientes angulares naqueles pontos sao graficos de

campos de diregoes.

Exercicio 1.

Represente graficamente os campos de dire¢oes abaixo desenhando
tracinhos com os coeficientes angulares adequados nos pontos com x,y €
{—2,-1,0,1,2}; ou seja, em cada item vocé vai ter que desenhar 25
tracinhos. Quando % = oo desenhe o tracinho na vertical.

a) #=-1 e) H=1/y
b) =2 f) #=2/y
c) L=2 g PL=—y/x
d) EL=-z/y



Exercicio 2.

Tente imaginar o resto de cada um dos 7 campos de dire¢oes que vocé
desenhou no exercicio 1. Para cada um dos campos tente imaginar as
curvas que vocé obteria se ligasse todos os tracinhos, e tente interpretar
essas curvas como o conjunto de solugoes da EDO que representamos
graficamente como o campo de diregoes. Neste exercicio vocé vai tentar
encontrar solugoes para EDOs no olhémetro a partir dos campos de
direcoes delas.

Para cada uma das fungbes abaixo diga quais das 7 EDOs do exer-
cicio 1 podem ter aquela fun¢do como solugao.

a) y = *

b) y =z
c)y=1/x

Q) y—vi=a?
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Na pagina seguinte temos o método geral para resolver EDOs
com variaveis separaveis. Vou chama-lo de [EDOVSG] pra
podermos discutir como obter casos particulares dele usando
a operacao ‘[:=|’, ao invés de termos que escrever coisas
como “substituindo f(x) por __ acima obtemos...”.

O método [EDOVGS] usa algumas gambiarras — veja o
video pra explicagoes.
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[EDOVSG] =

i% _ f(x)

dx

9(y)
3(5\03 H ]c(x)JX
Gléy)"cq FEO+Ca

G(9)+Cq=FI¥C2

G(y) = FEI+CaCy

= F(X)+C3

6 (GG = 6 (FE*Ca)
i)

J

2020-2-C2-edovs




Digamos que queremos resolver esta EDO:
dy «x
dr vy
Aparentemente da pra resolvé-la usando
9(y) =y

mas também precisamos das primitivas F(z) e G(y),
e da inversa G~1(y)... a substituigdo certa é:

[EDOVSG] [f (z) := _ﬂ ,

fz):=—x

9(y) ==y
[EDOVSG] | F(z) == -2

Gly) =%

G l(z) = V2z

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39



dx Y
ydy = ~xdx
Judy = J-xox
" 'I
2 2
%-D-C., —1(2—+C2
2 2
22_ A )
’ . 2 K
...que da isto: 22_ s =X scy-cy
= ox?
T+C3
[7.v2 - 5/ X
Z Y 2 ( T+Cs)
1" u
9 J’ZCJ-X2

"

JCy-x2

(As ultimas linhas tém passos extras.)

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Como testar uma solugao
Digamos que estamos tentando resolver a EDO

fl(xz) = —ﬁ, ou:
dy _ «w
de — y

e queremos ver se estas duas fungoes sao solucao dela:

fi(z) = 2?43, fo(z) = V25 — 22

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Como testar uma solugao (2)
Basta fazer:

(=) (9552 - (=55

(1 =—2) [5577) = ()

f(x) (@) = 7= V25 — 22 V25 — 22
e ver se as igualdades da direita sao verdadeiras para todo x

no dominio de cada fungao — alias, nos pontos em que a fungao
é derivavel...

A funcio fi(z) = 2? estd definida em todo R e é derivavel
em R, e a fungdo fo(x) = /25 — 22 estd definida no intervalo
fechado [—5, 5] e é derivavel no intervalo aberto (—5,5).

Também da pra testar solugoes gerais, basta tratar os ‘C’s
delas como constantes.

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Exercicio 3.
No exercicio 1g vocé desenhou o campo de diregoes desta EDO:

dy y

= =-= **
dx x ()

e pelo campo de diregoes vocé deve ter conseguido ter uma nocao

de quais sao as solugoes dela... (dica: hipérboles!)

a) Resolva a EDO (xx) fazendo isto aqui:

flx) =—1/z

9(y) =1/y
[EDOVSG] | F(x) ="
Gy) ="

Gl (y) ="

(Dica: preencha os ‘?’s corretamente)

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39



Exercicio 3.

b) Diga qual é a solugao geral.

c) Teste a sua solugao geral.

d) Obtenha a solugdo que passa pelo ponto (2, 3).
e) Obtenha a solugdo que passa pelo ponto (2, —2).

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Funcoes inversas por chutar e testar
Digamos que

y = 3++x+4, istoé,
flz) = 3+Vr+4,
e sejam:
9(y) = (y—3)°+4,
hy) = (y—4)?+3.
Eu acho dificil ver s6 fazendo contas de cabega se f~1(y) = g(y) ou

se f71(y) = h(y)... entdo é bom a gente saber testar se as inversas que
a gente obteve de cabeca estao certas. O teste é:

_1 . f(x):=3+vz+4 _
(f7H(f(2) = =) Fly)=(y=3)2+4| !
1 . f(x):=3+Vx+4 _

(f7(f(z)) = 2) i y)=@y—4)%*+3|
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Fungées inversas por chutar e testar (2)
O modo tradicional de obter inversas é por
uma série de passos, como:

flx) = 3+Va+4
y = 3+Vz+4
y—3 = Vo+4
(y=3) = z+4
(y—=32°—-4 = =

4
(y=3P2—-4 = 'y

...mas ¢ importante a gente saber testar se
chegou na inversa certa.

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Exercicio 4.
Obtenha inversas para as seguintes fungoes:

filz) = 2+3V52+6
fo(z) = 2+43vVbx+6
f3() 2+ 3(4x + 5)°
fi(x) = 2+ 3In(4z+5)
f5(5€) = 92 + 364x+5
fole) = VI 5
fz(z) = Inzx

fs(x) = In—=z

Jo(x) = x|

fl()(i[)) = In ’fﬂ‘

Porque é que f, '(x) e fig' (z) ndo existem?

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Resolvendo “direto”
No segundo video sobre esta parte da matéria — este aqui:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C2-edovs-2.mp4

eu comecei mostrando como resolver a EDO
dy x
dx y’
depois passei pro caso geral,

dy _ f(x)

dz  g(y)’

e al defini o “método” [EDOVSG]... e nos exercicios
que vieram depois disso nés usamos o [EDOVSG|
e a operagao ‘[:=].

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39



Exercicio 5.
a) Tente resolver esta EDO “direto”,
como no inicio do video:

de 2y

dy 1

E pare quando vocé chegar neste ponto:
2 _
y =x+Cy
O passo seguinte, se seguirmos o método do video, é

2020-2-C2-edovs 2021may02 05:39
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Exercicio 5 (cont.)
Podemos considerar que temos duas solugoes gerais:

filz) = +Vx+Cy e
fg(.%') = —\/.73—|—C4.

b) Encontre o valor que Cy que faz com que fi(2) = 3.
¢) Encontre o valor que Cy que faz com que fy(4) = —5.
d) Encontre a solugdo que passa pelo ponto (—3, —4).
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Calculo 2 - 2020.2

P1 (primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



As regras e dicas sao as mesmas dos mini-testes:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT2.pdf

exceto que a prova vai ser disponibilizada as 17:00 do dia
15/abril/2021 e deve ser entregue até as 20:00 do dia
16/abril /2021.
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Questao 1
(Total: 2.5pts)

Sejam:

1 sex <1 r sex <1

/(@) {2 se 1l <ux, (@) {23: se 1 < x.
a) Desenhe os gréficos das fungoes f(x) e F(z).
b) E verdade que F'(z) = f(x)?
¢) E verdade que F' é uma primitiva de f7

=2
d) E verdade que flx)de = F(x)|*Z2?
0

Tr=
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Questao 2

(Total: 2.5pts)

Toda integral que pode ser resolvida por uma sequéncia de mudancas
de variavel (ou: “por uma sequéncia de integragoes por substitui¢ao”)
pode ser resolvida por uma mudanca de variavel s6. Vocés viram isso no
mini-teste: a integral dele podia ser resolvida usando as duas mudancas
de varidvel [u = \/z] e [v = 2u + 3] ou usando s6 [w = 2y/z + 3].

Resolva a integral abaixo de dois jeitos diferentes:

/3008 (2+ \/3x+4)
24/3x + 4

a) por varias mudangas simples de variavel,
b) por uma mudanga de varidvel so.

dz
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Questao 3
(Total: 2.5pts)

Um dos exercicios dos slides de fragoes parciais pedia pra vocés in-
tegrarem [ 3% dx. Tem dois jeitos de fazer essa conta, um comegando
com [ % dr = % Ik % dx e outro comegando com a substitui¢ao [u = 3z,
e os dois dao resultados diferentes. Faga as contas, entenda os detalhes,
e explique o porqué desses dois resultados diferentes imaginando que
vocé esta explicando pra alguém que acabou de aprender integracao
por substituicdo mas ainda nao tem muita pratica.
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Questao 4
(Total: 2.5pts)

Integre

sen 0
do
/ cos

Dica: use um dos jeitos de integrar poténcias de senos e cossenos
e depois use a regra da poténcia.

e teste a sua resposta.
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Gabarito

(incompleto)



Questao 1: gabarito

a)

b) Isto ¢é falso em x = 1: f(1) = 1 mas F’(1) ndo existe.

c¢) Nao. Veja a definigao:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-escadas.pdf#page=16
=2

d) Nao: 3= f(x)de # F(x)|"Z) = 4.

=0
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Questao 2: gabarito

f 3 cos (2+m) dl’ 15u:3$
2\/3z+ =S
= [ du pr
2\/17 3
= [ P
ffcos 2+w)dw [d o= }
= [cosydy df:i:;lw g
= seny [ dy=dw ]
=sen (2 + w)
= sen (2 4+ 1/v)
= sen (2 + \/u+4)
=sen (2 + /3 + 4)
f 3 cos (2+\/m) d.Z'
2v/3z+4 w=2+/35F1
= [cosudu {723+}
=senu ¢

= sen (2 + 3z + 4)
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Questao 3: gabarito

[ 5 du
= f% . édu u =3z
= %f%du T = %u
= §1nu dr = zdu
5 In(3z)
= L((In3) + (Inx))
1

In3)+ (3 Inx)

As duas integrais que obtivemos para 3i
X

diferem por uma constante.

2020-2-C2-P1 2021may02 05:3¢
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Questao 4: gabarito

= d
son @ ) o= cos
jcmet;e_ %:-sene
5" send d6 = 594930:6-1) de
o5 @
j:-_‘(“ﬂég__
-J e
-~ faiel =
= fn)cos g]

jsen G sesen O
vﬂ:dxg T

%’s@ = cos @
- 6 o ¢ 9o = cosr 6J9 = ds
(ch 9)
jnd

1-Gea 6Y2 cos 69 =

J5tsds

n
1~ 52 . n

2020-2-C2-P1
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Calculo 2 - 2020.2

Aula ?7?7: Identidades trigonométricas

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



Nos slides sobre Fragoes Parciais nés vimos que contas com
polinémios sao parecidas com contas com niimeros “sem vai um”...

231 202 43z +1
X 1 2 X T +2
12 r 42
36 = 322 46
2 4 23 +4x2
277 2 2¢% +722 +7x +2
2773 12 203 +72% +7x +3 x 42
-2 4 231 - (22% +42?) 2z +3z +1
37 322 +Tx
- 36 = —  (32% +612)
13 r 43
- 12 - (z +2)
i 1

2020-2-C2-ids-trigs 2021 may02 05:39



Calculo 2 - 2020.2

P2 (segunda prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C2.html



As regras e dicas sao as mesmas dos mini-testes e da P1:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT2. pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1.pdf

exceto que a prova vai ser disponibilizada as 21:00 do dia
29/abril /2021 e deve ser entregue até as 22:00 do dia
30/abril /2021.
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Questao 1.

(Total: 6.5+1.5 pts)

Na parte do curso sobre substituicao trigonométrica — link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-subst-trig.pdf

vocé aprendeu a demonstrar férmulas de integracao, a dar nomes
pra elas, a criar uma “tabela de integrais” sua s6 com férmulas que vocé
sabe demonstrar, e a usar as formulas da sua tabela de integrais. Agora
vocé vai demonstrar duas férmulas sobre substituicdo trigonométrica
que nao vimos nas aulas e que vao ser usadas algumas vezes nos cursos
de Fisica.

Lembre que varias formulas de integracao importantes nao resolvem
integrais, s6 convertem elas pra integrais mais faceis de resolver. Varias
formulas do slides de substituicao trigonométrica sao assim, e as que
vocé vai demonstrar aqui também vao ser.

2020-2-C2-P2 2021may02 05:39



Questao 1 (cont.)

a) Demonstre uma férmula como esta aqui,
/iL‘a\/GQZL'2 17 de = k:/ua\/u2 —17 du

e dé um nome para ela. Vocé vai ter que descobrir qual é a
substituicao certa e qual é o valor da expressao k. Obs: a > 0.

b) Demonstre uma férmula como esta aqui,
/xa\/ 20 dr = w/ua\/ 21 du

e dé um nome para ela. Vocé vai ter que descobrir qual é a
substituicao certa e qual é o valor da expressdao w. Obs: b > 0.
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Questao 1 (cont.)

c) Demonstre uma férmula como esta aqui,
/iL‘a\/CLQl‘2 0 da = z/ua\/u2 1’ du

e dé um nome para ela. Vocé vai ter que descobrir qual é a

substituicao certa e qual é o valor da expressao z.
Obs: a,b > 0.
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Dicas pra questao 1
Tente generalizar isto aqui,

Va? =25 = \/25(@)2—1) =5 (%)2—1,

e se vocé precisar de mais idéias veja o gabarito da questao 2
aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2018-2-C2-P1.pdf

e a “Aula 7” das notas da Cristiane Herndndez.

Além disso dé nomes para as suas férmulas! Se vocé souber usar

a férmula do item (a) pra demonstrar o item (b) e as férmulas dos
itens (a) e (b) pra demonstrar o (c) as suas demonstragoes podem
ficar bem curtas.
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Mais dicas para a questao 1

Se vocé achar dificil demais resolver os itens (a), (b) e (c)
direto no caso geral, em que o, 3 € Z e a,b > 0, comece com
um caso particular bem simples — por exemplo a =0, § = 1,
a = b =5 — depois tente outro caso particular simples,
depois outro, até vocé conseguir o caso geral.

Veja a figura da proxima pagina...

...e repare que passar do caso geral para um caso particular
é facil — é s6 fazer uma substituicao, ou deletar passos
intermediarios — mas encontrar o caso geral que generaliza
varios casos particulares conhecidos é dificil.

(Ir pra baixo na figura é facil, ir pra cima é dificil)
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2k+1 _ 2k — 21+k _ 2k

— 21.2k_20_2k
= 2.2k 1.2k
= (2—-1)-2
= 1-2F
[k’::4/ \Ek::QQ]
24+1_24 — 21+4_24 299+1_299 — 21+99_299
— 21_24_20_24 — 21_299_20,299
= 2.20-1.2¢ = 92.999 _1.99
= (2-1) -2 = (2-1)-2%
= 1.2t = 1.2%
— 24 = 929
(25724 24) (21007299 _ 299)
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Questao 1: itens extras
(Acrescentados depois, a pedido dos alunos)
Sejam:

P2.1a] = ([z*Va?a? — 17 de = k[ u*vu? — 17 du)
P2.1b] = ([z*Va? - 72 de = w Jurvu? — 17 du)
P2.1c] = ([2*Va2a? — 02 dy = = JurvVu? — 1’ du)

Escreva o resultado das substituigoes abaixo:

d) [P2.1a] [giﬂ
e) [P2.1b] [b.:;f]
f) [P2.1c] [%zg}
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Questao 1: itens extras (cont.)
Nos itens (d), (e) e (f) do slide anterior vocé deve ter
obtido trés igualdades novas. Vamos dar nomes pra elas. Sejam:

P21d] = [P2.1a] |81
[P2.1¢] = [P2.1b] |51 ]
L b:=5
[a:=0"
P21] = [P21d] | 23]

2020-2-C2-P2 2021may02 05:39
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Questao 1: itens extras (cont.)

g) Encontre uma mudanca de variavel — algo como,
lo, | gz 1 k que f
por exemplo, | g,— 14, | — € um valor para k que facam a

igualdade [P2.1d] ser verdade.
Agora faga a mesma coisa para as igualdades [P2.1e| e [P2.1f]:

h) Encontre uma mudanca de variavel e um valor
para w que facam a igualdade [P2.1e] ser verdade.

i) Encontre uma mudanca de varidvel e um valor
para z que facam a igualdade [P2.1f] ser verdade.
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Questao 1: itens extras (cont.)

Se vocé tiver conseguido resolver os itens (1g), (1h) e (1i)
vocé conseguiu resolver alguns casos particulares dos itens
(1a), (1b) e (1c)! Vamos fazer mais casos particulares...

A partir de agora ao invés de escrever “Encontre a mudanca
de varidvel e o valor de k (ou w, ou z...) que fagam a
igualdade [Tal] ser verdade” eu vou escrever s6

“Resolva [Tal]”.

j) Resolva [P2.1a] [$29].
k) Resolva [P2.1b] [ 523 ].
1) Resolva [P2.1c] [ 323 ].
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Questao 1: itens extras (cont.)
Se voceé tiver conseguido resolver os itens anteriores
vocé deve ser capaz de resolver estes aqui...

Resolva [P2.1a] [a := 0],
Resolva [P2.1b] [ := 0],
Resolva [P2.1c] [a := 0].

...e com isso vocé deve conseguir resolver os
itens (1a), (1b) e (1c) — que valem muitos pontos.

2020-2-C2-P2 2021may02 05:39



14

Questao 2.
(Total: 6.0 pts)

Obs: esta questao é bem parecida com os exercicios daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-edovs.pdf

Considere esta EDO, que vamos chamar de “(x)”:

dy 1

dr 2y
a) Desenhe o campo de diregoes da (x).
Faga tracinhos nos pontos com z,y € {—2,—1,0,1,2}.
b) “Resolva direto” a EDO (), como no

exercicio 5 dos slides.
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Questao 2 (cont.)

c) Descubra qual é a solugao da () que passa
pelo ponto (0,2), e chame-a de fi(x). Desenhe o grafico
da funcao fi(x) e diga o dominio dela.

d) Teste a sua solugao fi(x) — ou seja:
verifique que ela é uma solucao de (x) e que ela
passa pelo ponto (0, 2).

e) Descubra qual é a solugao da () que passa
pelo ponto (1, —2), e chame-a de fy(z). Desenhe o grafico
da fungao fy(x) e diga o dominio dela.

f) Teste a sua solugao fo(x) — ou seja:
verifique que ela é uma solucao de (%) e que ela
passa pelo ponto (1, —2).
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