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Aula ?7: o plano tangente
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Os exercicios de hoje sdo pra ajudar todo mundo a entender
e visualizar as idéias principais do capitulo 7 do
Bortolossi... antes de comecar dé uma olhada nele!
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Plano tangente: definicao formal
Digamos que a superficie S seja dada por:

S:{(x,y,z)ERSIZZF(%y)}’

como na aula passada a partir do exercicio 5:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-rcadeial.pdf#page=11

O plano tangente a superficie S no ponto (o, yo, F(zo,%0)) —
ou no ponto (zg,Yo), se a gente usar a gambiarra que nos
permite rededuzir a coordenada z desse ponto a partir das
coordenadas x e y dele — pode ser definido como um

plano parameterizado assim:
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Plano tangente: definicao formal (2)
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= { (20,30, 20) + (1,0, 82) + (0, 1, §Z> | t,ue R}
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Noés vamos comegar entendendo isto em casos nos quais a
superficie S é um plano... mas primeiro vamos fazer alguns
exercicios de desenhar os diagramas de numerozinhos e
algumas curvas de nivel de planos.

Exercicio 1.
Em cada um dos casos abaixo a funcao F' vai ser definida por

F(z,y)=a+0b- (v —x0)+c-(y— )

Represente graficamente em 3D os pontos da superficie S
associados aos pontos

(20, %0), (o + 1,90), (w0, %0 + 1), (xo + 1,40 + 1).

Além disso faga o diagrama de numerozinhos da F' e
desenhe no plano (z,y) pelo menos duas curvas de

nivel da funcao F.
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0,c=1.

,a=2,b=1,c=1.

,a=2,b=1¢=0.
,a=2,b=2,c=-1
,a=2,b=2,c=—1.

Exercicio 1 (cont.)
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Agora vamos recuar um pouco e fazer uns exercicios
sobre planos, sem considera-los como planos tangentes
a alguma superficie nao-plana...

Exercicio 2.
Sejam 7, mo, 3 estes planos aqui:

m = {(r,y,2) eR3|o+y+2=2}

T = {(z,y,2) e R?| %—k%—l—%:l}

s = {(z,y,2) eR* |2 -2+ 2=1}
Para cada um destes planos encontre:
a) um ponto da forma (x,0,0) pertencente a ele,
b) um ponto da forma (0,y,0) pertencente a ele,
¢) um ponto da forma (0,0, z) pertencente a ele,
E use isto para desenhar estes planos em 3D, em
perspectiva (improvisada, a mao, sem régua).
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Exercicio 2 (cont.)
Para cada um dos planos 7y, ms, 73, do slide anterior, diga:

d) um vetor nao-nulo da forma (z,y,0) paralelo a ele,
e) um vetor nao-nulo da forma (x,0, z) paralelo a ele,
f) um vetor ndo-nulo da forma (0, y, z) paralelo a ele,
g) um vetor da forma (1,0, z) paralelo a ele,
h) um vetor da forma (0, 1, z) paralelo a ele,

i) um vetor da forma (1,y,0) paralelo a ele.
As dicas pra fazer tudo isso visualmente estao no proximo slide.

Importante: tente representar os itens (a) até (i) do plano m;
num desenho sé em perspectiva improvisada, os itens (a) até (i)
do 7y num segundo desenho, e os itens (a) até (i) do m3 num
terceiro desenho.
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Exercicio 2: dica 1

Nos estamos fazendo nossos desenhos 3D usando eixos em
duas posigoes diferentes, como abaixo. Alguns itens vao ser
mais faceis de desenhar numa posicao, outros noutra.

Z
Z
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Exercicio 2: dica 2

Quando os livros de GA fazem um desenho que parece ser um
caso geral na verdade eles usam um caso particular disfarcado...
Por exemplo:

P+ U+ py
/:\bof-
N ’BV =

2020-2-C3-plano-tang


http://angg.twu.net/2020.2-C3.html

11

Exercicio 3.

Assista este video aqui:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-plano-tang.mp4

E faga o “caso geral” ao qual ele se refere.

Mais precisamente: seja w4, um plano que contém os pontos
(a,0,0), (0,b,0), (0,0,c), e faga os itens (a) até (i)

do exercicio 2 para este plano 7.
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Exercicio 4.
Sejam P = (0,0, a) v—m w—m

= {P+ai+pd|a,feR}

((0,0,a) + a(1,0,5) + B(0,1,¢) | a, B € R}
a) Encontre um ponto de 7 da forma (z,0,0).

b) Encontre um ponto de mg da forma (0,y,0).
¢) Encontre um ponto de mg da forma (0,0, 2).

d) Represente graficamente, num grafico s6 com
perspectiva improvisada: P, P + ¢, P + 0,
e os pontos dos seus itens (a), (b) e (c).

e) Complete as lacunas com as férmulas certas:

s = {(0,0,a)+a(L,0,b) + B0, 1,¢) |, B € R}
= {(z,y,2) eR|2=_+ a2+ y}
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Material de Geometria Analitica

No tempo em que dei Geometria Analitica eu preparei um monte
de material com exercicios parecidos com os que vocés acabaram
de fazer, em que a gente comegava por casos particulares com
contas faceis e que eram faceis de desenhar e ai a gente
generalizava eles... o link pra esse material estd aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf

Talvez eu peca pra vocés fazerem alguns exercicios dele depois...
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O melhor modo de desenhar planos em R? é desenhando as inter-
secoes desse plano com os planos m,,, 7., € m,,, ou pedagos dessas
intersecoes. Nos exercicios anteriores nos fizemos isto pra planos da
forma

{(z,y,2) eER* | £+ L+ 2 =0},

em que desenhamos a interseciao deles com um octante do R?, que era
um triangulo. Agora vamos ver planos que contém retas parelelas aos
eixos.

Lembre que vocé pode desenhar as suas perspectivas de jeitos bem
improvisados, desde que as coordenadas dos pontos estejam claras... e
lembre que o Danilo Pereira, que fez o video que eu recomendei no mini-
teste 2, usa uma perspectiva bem tosca, que nao é isométrica! Links:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Perspectiva_isom’C3%A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Octante_(geometria_espacial)
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Exercicio 5.

Represente graficamente os planos abaixo (em R3).
Considere que a,b,c > 0.

a) mr = { (x,y,2) € R3| %—k%zl}

b) s = { (z,y,2) € R? | a+f=1}

o) ={(r,y.2) R | L+ =1}
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No mini-teste 2 vocé deve ter aprendido a representar graficamente
varios tipos de objetos em R?, tanto em casos particulares quanto em
casos gerais... agora vamos usar isto pra entender como o Bortolossi de-
fine a derivada de uma fungao de R™ em R™ usando a matriz Jacobiana,
no capitulo 7, na pagina 256.

Vamos comecar entendendo o que ele faz no inicio do capitulo 7, em
que ele considera uma funcao de R! em R!.
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Exercicio 6.

No Teogema 71 oo Bor7ogssi -
No caPiute 9, P.240 -
SUPONHA @Ue: f(x):JT‘/

D= (9,+w),

pe2.

a) Fasa um otaFico pAReciso Com
O 3 Figura 7.1 3 P.240,
MAS PARA 0 cASo PARTICULAR
Acima, Escféva AS CooRdedasas
& 05 vaLoRes own%e FoR
AdeQiato, € o€ vma FdRMvIA
PARA caLcam  f(x).

b) ENcoNTRE Uma FoRmuis PARA
catcvat R(3X) € usc-a
PARA <ALCULAR :

R(23) R
o o3lq
R(2, 21, R(z, 2.1
0N21-2,
R(Z/Z.m), R(2,2.01).
2.01-2

17

¢) Na Pacwa 241 o DotroLosi
ReseFine 4 FudsAo R Sem
MUDAR o0 NoAE JeLA.
Carcure R(p,h) & R(ph)/h
PARA h=1 hzo0.1 e h=0.01;
LemBRe Qle f Dep
CoNTAVAM OS MesMor De
AdTes.
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Exercicio 6 (cont.)

d) TedTe descoBRMR Como
RePResenTAR GRAFICAMES TE
CADA UmA DAS SupexPRessoes
NARcADAS Com CHAVes ABAIXO:

2 ‘o)-h o+ R(PH)
Flpeh) = f(p v 01D T R

———? N o ——
[
S——————
;_—W__—j
Use h=1,

e)FAcA A nema coisa paRA A
FORMULA Na P.242 owme o
Borroross) Dz A eQuagdo F.1
Po%e seR RECSCRiTA Como... ™,
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Agora vamos tentar entender a secao “Funcgoes vetoriais:

o caso geral” do Bortolossi, que comega na p.253.

Exercicio 7.

Leia ela até a pagina 255. Suponha que n =2, m =1,
D=R2 p=(23),x=(42,99).

a) Simplifique o maximo possivel a defini¢ao do Df(p)
neste caso. O resultado vai dar ou uma matriz 2 x 1 ou
uma matriz 1 x 2.

b) Simplifique o maximo possivel a férmula (7.6) da
pagina 255, que é:

f(x) =f(p) + Df(p) - (x —p) + R(p, %)

Esse ‘-’ é uma multiplicacdo de matrizes.

c¢) Faga o mesmo para a férmula no inicio da pagina 256.
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Dicas pro exercicio 7
Se m = 3 e n = 4 entdo a matriz jacobiana da p.256
do Bortolossi vira isso aqui:

) ) ) o
) Ge) Gm) )
) ) ) 9
Df(p) = |g2(p) 2 2 £)| .
ae(p) g2(p) g2(p) 2P|,
T b1 1 —P1
e: X—p= T2 _ [P2| _ |T2— P2
T3 b3 T3 — P3
Ty y2 Ty — P4

compare com o que aparece no inicio da p.255, e veja que
sabendo m e n a gente consegue se livrar das reticéncias...
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Exercicio 8.
Digamos que 7 seja o plano que passa pelos pontos
(a,0,0), (0,b,0), (0,0,¢) — o do mini-teste.

Na secao 7.2 do Bortolossi ele diz que um certo plano
tangente a uma superficie é:

z=lzy)=a+B-z+7-y

Digamos que esse plano z = I(z,y) seja 0 nosso plano
T, que passa por (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).

a) Quem sao «, (3, e v7
b) Quem sao as derivadas parciais da funcao (7
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Derivadas como triangulos

Vamos voltar ao inicio do capitulo 7 do Bortolossi um pouco.
Nés podemos interpretar a derivada de uma funcao f: R — R
num ponto p € R, f’(p), como uma razao entre distancias
hortizontais e distncias verticais. Por exemplo, nés ja vimos
esta férmula varias vezes,

/
Ay = f'(p)Ax
as vezes com ‘/’, as vezes com ‘=’.. e ja vimos o que
quer dizer geometricamente nés termos f'(p) = 3, f'(p) = 2,

f'(p)=-1
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Derivadas como tridngulos (2)

Existem muitos jeitos de representar graficamente algo
como “f'(p) = 3”. Um deles é representar cada f'(p)
como um triangulo retangulo como o abaixo,

Ayz
| S £ (A%
f

com o vértice esquerdo no ponto (p, f(p)), e com o cateto
de baixo medindo Az e o cateto da direita medindo Ay...

As vezes isto ¢ bem melhor que visualizar f'(p) como tan 6.
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Dicas sobre os exercicios 6a e o 6d

Na aula de 18/abril quando nés estavamos discutindo o exercicio 6a
no Telegram algumas pessoas viram que era muito dificil fazer o dia-
grama direito, porque elas teriam que desenhar muitos objetos juntos
numa area pequena do diagrama... ai eu mandei a sugestao do prox-
imo slide, em que uma parte do diagrama é representada varias vezes
em lugares diferentes do papel, cada vez com detalhes diferentes sendo
indicados...

Lembre da dica 7 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Quando nao funciona bem fazer um diagrama do jeito mais 6bvio a
gente pode improvisar um pouco, desde que os leitores consigam enten-
der o que a gente fez.
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Y= A(x)
Y=£K) = 7

P
o

Ay = (P Ax
Ax

4“?)
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Dicas sobre os exercicios 6a e o 6d (cont.)

Quando o curso de Célculo 3 era presencial era facil por as pessoas
pra discutirem em grupo pra entenderem as convencoes dos diagramas
dos livros e pra encontrarem jeitos de desenhar novos diagramas que os
colegas achassem bons...

Eu ainda nao sei fazer algo assim acontecer por Telegram =(

Exercicio 9

O diagrama do préoximo slide é uma tentativa de adaptar o diagram
do slide anterior — da dica do exercicio 6a — para algo 3d. Eu ainda
nao sei fazer esses diagramas direito no computador, entdo a direita
do diagrama feito por computador eu pus uma versao dele feita a mao
com os nomes dos pontos. Digamos que A = (zg, ¥o, 20), € que ﬁ =

(1,0, Fy(xo, y0)§ e ﬁ = (0,1, (o, yo)ﬁ. Descubra as coordenadas dos
pontos B,C, D, E, F,G, H,1I.
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Exercicio 10.
(Este exercicio generaliza as idéias do 9).

Sejam:

F . R2oR,

S = {(xv,y,2) ER®| 2= F(x,y) },
Ay = (%0, %0),

A = (0,90, F(z0,%0)),

v = (1,0, F,(Ao)),

W= (O, 1, F,(Ay)),

a, B €

a) Identifique no diagrama do préximo slide os pontos:
A+7, A+ av, A+, A+ B, A+ av + pw,
Dica: « é aproximadamente 4, e § aproximadamente 2.5.
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Exercicio 10 (cont.)

b) Verifique — visualmente — que os pontos
A+TU, A+ at, A+, A+ B, A+ av + B,
do item (a) estao todos no mesmo plano.

¢) Verifique que esse plano é o plano tangente
a superficie S no ponto A.
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Introducao ao vetor gradiente

...entdo, primeiro eu preciso que voces relembrem dessa figura e en-
contrem uma férmula pra fungao F(z,y), e depois calculem as derivadas
parciais F,(zo, yo) € Fy(xo,yo) - elas devem dar expressoes que nao de-
pendem dos valores de xq e g.

n?eﬂFfC‘c—
l S= {(x9,2) e Z:F()w)}

x Gy Dz Gpo)ey,
) AvB (%)
ira
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PARA cada PodTO P: (XIUIZ)
VAmOS CHAMAR D¢ P, A
“Phoeshd D P en KM

Po = (x9).
Vamos vsan A Novaghy 20
exelelen 7 AGoflA
Dicands que
(P = (]
¢ P'=f [Pz
= F(pa )

(1579 ¢ A TRavugz, e
A3 Duas Mo TAgSes)

Digamos Que
Pz Do,
Cavevee D(p).

O resultado disso deve
dar uma matrix 2 x 1.
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O PRmemo Passo PRA GeiTe €PTendeR
O SI6MF1cA% GeomdTlicd D0 VETOR
GRaDIeiTe € pesenma-Lo em VAR0s
CAsos  PARTMICVLARES, € CoMPARA-Lo
Com AS DERIVADAS PARCIALS, Qe
VAM3S DESEAHAR Com0 TRIANGULes .
Por exemPle, se az4,

b=4 ¢

C=4, TEAS ...

(0,9,%)
(O,¢/4‘)

0‘
o0
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AGoRa FAcA AS CodTas
E AS FIGURAS Com AS
FoRrmuias & & DeTAlHer
€Tc etc PARA ESTe oume
CAso PARTICULAT Ay,
EMm Qe mMUDAMOS © VAL
6 ¢ Qe efa 2 No
CAso AfTerioR, PARA 3...
2

Veririque Qe Awog

TGM = -—
° VF1AB.
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