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Introdugao ao curso
Calculo 3 é principalmente sobre:

1. funcoes de R em R? — que o Bortolossi costuma chamar de curvas
parametrizadas, mas nés vamos chamar de trajetorias, e

2. funcoes de R? em R, que vao gerar superficies.

Depois que nés aprendermos o suficiente sobre (1) e (2) nés vamos
poder lidar com coisas um pouco mais gerais, como fungoes ' : A — R",
onde A C R” é um conjunto aberto.
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Nossos primeiros objetivos vao ser:

1.

Aprender a representar graficamente algumas trajetérias, usando
a idéia de traco do Bortolossi (cap.6, p.188), mas escrevendo al-
gumas informagdes a mais, como “t = 0”7 e “¢ = 1”7 em alguns
pontos,

Calcular e representar graficamente vetores tangentes a trajetérias
(“vetores velocidade”),

Entender vetores secantes (cap.6, p.199),

Entender aproximacoes de primeira ordem pra trajetérias, que dao
retas parametrizadas, e depois aproximagoes de segunda ordem,
que vao dar parabolas parametrizadas.

..mas hoje nés vamos fazer uma revisao de algumas idéias de GA.

2020-2-C3-intro 2021may02 05:39



Vocé ja deve ter visto estas duas convengoes diferentes para rep-
resentar pontos e vetores... am Algebra Linear tanto pontos quanto
vetores em R? sdo representados como matrizes-coluna de altura 2:

(-

e em Geometria Analitica pontos e vetores sdo escritos de forma difer-
ente — vetores tém uma seta em cima — e representados graficamente de

formas diferentes...
(2,3) + (40, 50; = (42,53)
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Vetores como setas

Um ponto (a, b) é interpretado graficamente como um ponto (a, b) de
R? e um vetor (¢, d) é interpetado como um deslocamento, e desenhado
como uma seta.

Se o vetor (073 aparece sozinho a representagao grafica dele é qual-
quer seta que anda ¢ unidades pra direita e d unidades pra cima. As
vezes a gente pensa que (¢, d) é o conjunto de todas as setas assim — o

conjunto de todas as setas “equipolentes” a esta; veja a p.9 do livro do
CEDERJ.
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Uma convengao (temporaria)

O resultado da expressao (a,b) + (¢,d) é o ponto (a + ¢, b+ d),

mas a representacao grafica dele vai ser:

1) o ponto (a,b),

2) uma seta indo de (a, b) para (a + ¢, b+ d),

3) o ponto (a + ¢, b+ d),

4) anotagoes dos lados dos pontos (a,b) e (a + ¢, b+ d) dizendo os
“nomes” destes pontos e uma anotagao do lado da seta (c¢,d) dizendo
o seu “nome” — como nos dois exemplos abaixo (oops! Falta fazer os
desenhos!):

(por o desenho aqui)

Nesta aula vai ser obrigatorio por todos os nomes, mas nas outras
nao.
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A representacao grafica de

((1,1) + (2,00 + (1,2 = (1,1) + (2,0 + (1,2))

Vai ser um tridngulo feito de trés pontos e trés setas — os que estao
em vermelho aqui:

((11) +(2,0) + (1.2) = (1,1) + ({2,0) + (1,2))
—_—— —_——
_ By ) 3.2)

(4.3) (4,3)

O objetivo do préximo exercicio é vocé relembrar como representar
graficamente certas expressoes com pontos e vetores usando quase sé o
olhometro, quase sem fazer contas.

Veja o video! Veja a explicagdo no Google Meet! ‘
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Desenhando paribolas (quase) no olhé6metro
Digamos que conhecemos A, v, e w. Entao a trajetoria

P(t) = A+ t7 + ¢

é uma parabola — e queremos aprender a desenhar os 5 pontos mais
faceis dela, que sao P(0), P(1), P(—1), P(2), P(—2), usando o maximo
de olhometro e o minimo possivel de contas...

Veja o video! Veja a explicagdo no Google Meet! ‘
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Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro
1) Sejam A = (3,1), ¥ = (1,0;, w = (0, 1;.
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20
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Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro (2)
2) Sejam A = (1,1), 7= (1, —1;, w=(1,1).
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20
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Exercicio: desenhando pardbolas (quase) no olhémetro (3)
3) Sejam A = (1,1), 7= (1, —1;, w=(-1,1).
Represente graficamente num grafico so:

h) (A — 20) + 4@
i) (A +4w) — 20
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Exercicio: desenhando parabolas (quase) no olhémetro (4)

4) Sejam A = (2,6), v = (1, 1;, W= (2, —1).
Represente graficamente num grafico so:

i) (A +4w) — 20

Obs: vocé vai precisar de um grafico que contenha os pontos
(0,0) e (12,8).

2020-2-C3-intro 2021may02 05:39



Calculo 3 - 2020.2

Aula 2: Vetores tangentes em R?

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Introducao

Leia as paginas 187 a 199 do capitulo 6 do Bortolossi.

Nesta aula nés vamos representar curvas parametrizadas pelo traco
delas (p.188) com algumas anotagdes extras — como ‘t = 0°, ‘t = 17,
‘f(m)” — sobre pontos delas... além disso também vamos desenhar ve-
tores (vetores tangentes!) apoiados em alguns pontos, fazer anotagoes
neles também, e vamos usar tudo isso pra tentar adivinhar (ééééé!) o
comportamento de uma curva esquisita.
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Exercicio 1

Sejam P(f) = (4,0) + #(0, 1) e Q(u) = (0,3) + u(2, 0.
Represente num gréfico s6 o trago de P(t) e o de Q(u).
Marque o ponto P(0) e escreva ‘t = 0’ do lado dele.

Faga o mesmo para os pontos P(1) (‘t =1") e Q(0) e Q(1)
(u=0¢e‘u=1).

Seja r o trago de P(t) e s o traco de Q(u).

Seja X o ponto de intersecao de r e s.

Quais sao as coordenadas de X7

Cada ponto de r esta “associado” a um valor de ¢ e cada ponto de
s a um valor de u. Quais sao os valores de t e u associados ao ponto
X7 Chame-os de ty e ug e indique-os no seu grafico — por exemplo, se
to = 99 e ug = 200 vocé vai escrever ‘t = 99’ e ‘u = 200’ do lado do
ponto X.
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Exercicio 1 (continuagio)

Faca o desenho sozinho — talvez vocé gaste alguns minutos pra de-
cifrar todas as instrugoes — e depois compare o seu desenho com o dos
seus colegas.
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Exercicio 2
Seja P(t) = (cost,sent).
Represente num grafico soé:
1) o trago de P(t),
2) P(%)+ P'(%), escrevendo ‘P(%)” ao lado do ponto
e ‘P'(%)” ao lado da seta,
3) Idem para estes outros valores de t: 0, 4 7 Z7r .
4) SeJa Q(u) = P(m) + uP'(m). Desenhe o traco de Q(u) e anote
‘Q(0)" e ‘Q(1)’ nos pontos adequados.

5) O trago de Q(u) é uma reta tangente ao traco de P(t) no ponto
P(7)? Encontre no livro ou no resto da internet uma defini¢do formal
de reta tangente e descubra se isto é verdade ou nao.
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Exercicio 3

Seja P(t) = (cos2t,sent).

Represente graficamente P(t) + P’(t) para os seguintes valores de t:

0, %7?, %7?, %7?, oL, 2m.

Faca as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores pra lembrar
qual é o t associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste grafico pra desenhar o trago de P(t).
Isto nao é nada 6bvio — se inspire nas figuras das paginas 208 e 209 do
capitulo 6 do Bortolossi e tente conseguir uma hipétese razoavel.

Vocé pode pensar que P(t) é a posicao do Super Mario Kart no
instante t e P'(t) é o vetor velocidade dele no instante ¢ (lembre que um
vetor tem “diregdo”, “orientacao” e “mddulo™)... vocé s6 sabe a posicao
e a velocidade dele em alguns instantes, isto ¢, em alguns valores de ¢, e
vocé vai ter que encontrar uma aproximagao razoavel, olhométrica, pra
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pista onde ele esta correndo.
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Exercicio 4

Seja P(t) = (cost,sen 2t).

Represente graficamente P(t) + P’(t) para os seguintes valores de t:

0, %‘7?, %7?, %7?, co., 2.

Faca as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores pra lembrar
qual é o t associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste grafico pra desenhar o trago de P(t).
Isto nao é nada 6bvio — se inspire nas figuras das paginas 208 e 209 do
capitulo 6 do Bortolossi e tente conseguir uma hipétese razoavel.

Obs: este exercicio é bem mais facil do que o 3! Eu deveria ter
apresentado ele antes do outro, mas acabei trocando a ordem por um
erro de digitacao...
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Em Fisica a aceleragao de uma particula é “o quanto a velocidade
dela varia com o tempo”; a posicao é dada em metros, a velocidade em
m/s e a aceleracio em m/s®> — e a gente comeca a entender aceleracio
aprendendo a visualizar e fazer as contas em dois casos:

1. Movimento uniformemente acelerado na vertical. Por exemplo:
“considere uma particula que se move na vertical em M.U.A., com
aceleracao igual a 273 para cima. Digamos que em ¢ = 3s ela estd
no ponto y = 4m e a velocidade dela ¢ 5 para cima’...

2. Movimento uniformemente acelerado no plano. Por exemplo: “con-
sidere uma particula que se move no plano (z,y) em M.U.A., com

aceleracdo igual a (2,3)%. Digamos que em ¢ = 4s a velocidade
dela é (5, 6;%”...
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Em céalculo 3 nés (geralmente) ndo vamos usar unidades de medida
como metros e segundos. Daqui a algumas aulas nés vamos ver como
praticamente todas as contas de Calculo 3 podem ser “tipadas” neste

sentido aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C3-derivs-parciais.pdf#page=5

Exercicio 1

O Bortolossi fala explicitamente do vetor aceleracao em bem poucos
lugares do livro dele, mas implicitamente em varios lugares. Estou gra-
vando um video sobre isso... se vocé ja terminou os exercicios da aula
passada faca o exercicio 15 do Bortolossi, que esta na pagina 217, que
esta no capitulo 6.
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Exercicio 2

Em cada um dos casos abaixo calcule g(z) e ¢'(z) para x = b, x =
b+1ex=0b—1 e useisto pra desenhar trés pontos do grafico da g e a
inclinagdo do grafico da g nestes trés pontos, e ai use isto pra desenhar
o grafico da pardbola y = g(z) em torno de z = b.

a)b=3eg(x)=240-(x—0b)+0- (x —b)?
b)b=3eg(zx)=2+0-(x—b)+1-(x—0b)?
c)b=3eg(x)=240-(z—b)+ —1-(x—b)2
d)b=4eg(x)=2+0-(x—b)+0-(z—b)?
e)b=4eg(x)=240-(x—b)+1-(x—0b)?
fYb=4eg(x)=24+0-(z—b)+—1-(z—b)?
g)b=4eg(x)=1+0-(x—0)+0-(z—b)?

2)=1+0-(x—b)+1-(x—0)>
)b=4eg(x)=140-(x—0b)+—-1-(x—1b)?
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HDob=4deglzx)=1+1-(x—0)+0-(x —b)?

kKyb=4eg(z)=1+1-(x—b)+1-(x —0b)?

Db=4eg(z)=1+1-(x—0b)+—1-(x—0b)?

m)b=4eg(r)=1+—-1-(x—0)+0-(z—b)?
x)

n)b=4eg(x)=1+-1-(x—0b)+1-(x—10b)?
o)b=4deg(x)=14+—-1-(z—>b)+—1-(x—b)?
p)b=4deg(zx)=1+—-1-(x—0b)+0-(x —b)?
Qb=4eglz)=14+—-1-(z—0b)+3-(z—b)?
r)b=4eg(x)=1+—-1-(x—b)+—5(x—b)?
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Mini-revisao de séries de Taylor

Nos meus cursos de Calculo 2 eu costumo fazer uma introducgao
rapida a Séries de Taylor pra convencer as pessoas de que a férmula
abaixo ¢ verdade...
i0

e"” =cost +isend (%)

Se f: R — R a Série de Taylor de f no ponto 0 é:

> fk)
fy =3 0w

onde f© = f, f = f f& = f" etc.

2020-2-C3-taylor 2021may02 05:39



Mini-revisdo de séries de Taylor (2)
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes:
derivs(f) = (f, /", f", f",...)

derivso(f) = (f(0), f'(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de funcoes e
derivsy(f) retorna uma sequéncia infinita de nimeros.
Um exemplo: se f(x) = az® + bz + ¢, entdo:

flx) = az®+bx +ec, f(0) = ¢

f(x) = 2ax+0, f(0) = b,
f"(x) = 2a, f"(0) = 2a,
f///(x) O’ f///(o) _ O,

derivs(f) = (az® + bx + ¢, 2ax + b, 2a, 0,0,0,...)
derivsy(f) = (¢, b,2a,0,0,0,...)
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Mini-revisdo de séries de Taylor (3)
...e neste caso os termos do somatério sao todos zero
a partir de k = 3:

> f(k)
ey = 3200,

|

i
O f0) o fO) o f(0) 5 f"(0) 4
T TR I TR
= c+br+ar>+0+...

E neste caso a igualdade da formula (xx) é verdade.
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Mini-revisdo de séries de Taylor (4)

Exercicio 1 (pra vocé se convencer de que a férmula (%) vale sem-
pre que a fungao f for um polindémio).

Seja f(x) = agx* + azz® + ax® + ayzt + apa®.

a) Calcule derivs(f).

b) Calcule derivsy(f).

c¢) Expanda o somatério Y -, ! (2!(0) 2* e verifique que neste caso a
igualdade (xx*) é verdade (como no slide anterior).

Exercicio 2.
Para cada uma das ‘f’s abaixo calcule derivs(f) e derivsy(f).

a) f(r) = e

b) f(z) =senx
c) f(zr) =cosx
d) f(x) = cos2z
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Mini-revisdo de séries de Taylor (5)

No caso geral — em que a f nao é polinomial — a expansao do so-
matério na férmula (xx) d4 uma soma com infinitos termos nao-zero...
e isto as vezes ¢é formalizado desta forma:

X . ~ N ) (0 -
A medida que o N cresce a expressao y , fk—,()zk — a série de

Taylor de f em x = 0 truncada até grau N — vira um polinémio com
mais termos, e cada polindmio novo com mais termos que o anterior é
uma aproximacgao melhor para a funcao f.

A série de Taylor truncada até grau N as vezes vai ser chamada de
aproximacao de grau N ou de polinomio de Taylor de grau N.
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Mini-revisdo de séries de Taylor (6)

Os detalhes sdo bem complicados — vocé vai ver todas as contas hor-
riveis que demonstram as estimativas de erro numa matéria do Fabio
— mas deve dar pra entender a idéia geral a partir dos desenhos e ani-
magoes das paginas da Wikipedia.
Dé uma olhada em:
https://pt.wikipedia.org/wiki/SC3%A9rie_de_Taylor
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series#Approximation_
error_and_convergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor’27s_theorem

principalmente nas figuras que comparam aproximacoes de grau 1,
2, 3, etc. As paginas da Wikipedia em portugués tém menos figuras que
as em inglés, entao eu pus os links pras paginas em inglés também.
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Exercicio 3.
Escreva como polinémios:

4
Z f(lzl(o)cck para f(x) =e"
k=0 '

9 (k)

b) Z / kkfo)xk para f(z) = cosx

k=0 '
9

c) f(lz‘(o)xk para f(x) = cos2z

k=0
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Exercicio 4.
Em cada um dos itens abaixo encontre os polinomios
go(z) = 20 19(0) ks
7 <k>'(0) 7
b zk
( ) Zk 0 k! 9

(k) (0
g2(x ):Zk of u() a*,
e represente graﬁcamente as fungoes go(x), g1(), g2(x)
num grafico s6. Use os truques da aula passadal

a) f(z) = e"
b) f(z) = cosz
¢) f(z) = cos2x
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A série de Taylor no ponto «a

Compare as duas igualdades abaixo:

= j0) ,

flx) = kZ:OTiU
1) (g

fo—a) = S0 ay

k=0

A segunda é mais geral que a primeira: se fizermos a substituicao
a := 0 na segunda obtemos a primeira. A segunda ¢é a série de Taylor
“geral” — lembre que no slide 2 eu s6 defini a “série de Taylor no
ponto 0”... A primeira é chamada de “série de Maclaurin”. Eu as vezes
confundo os dois nomes e acho que acabei gravando o video com os
nomes trocados. =(
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Ponto base

As contas com a série de Taylor “no ponto a” parecem dificeis prin-
cipalmente porque a maioria das pessoas esta tao acostumada a fazer
expansoes como estas

10(x —a) = 10x — 10a
(r—a)® = 22—2ax+a?

que elas fazem elas no automatico — e essas expansoes vao deixar as
contas MUITO piores. A gente vai ter que se acostumar a nao fazer
isso... quando o nosso “ponto base” for o ponto a a gente vai ter que
tratar (x — a) como algo mais “simples” que z, e em algumas situagoes
quando aparecer um x sozinho vai ser até melhor troca-lo por (z—a)+a.
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Polinémios em (z — a)

Um polindémio de grau N em z é uma soma da forma:

N
E kaL‘k
k=0

e um polinémio de grau N em (z — a) é uma soma da forma:

onde os ‘by’s e ‘cp’s sao expressoes que nao dependem de zx.
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Exercicio 5.

a) Converta (z + 10)? 4 3z + 4 para um polindémio em z.

b) Converta 2% para um polinémio em (z — 10).

c¢) Converta (x + 10)? + 3z + 4 para um polindmio em (z — 10).

Dica 1: quem sao N,bg,...,by,co,...,cN?
Dica 2: vocé pode terminar cada resposta sua com um passo
como este aqui:

3
42(x — 5)* + 200(z — 5)* + 99(z — 5)° = D cp(x —5)"
k=0

SGNZS,03:42,62:200701:0,00:99.
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Dé uma olhada nas paginas 172 e 173 do capitulo 5 do Bortolossi,
onde ele diz “Cuidado! Cuidado! Cuidado!”... ele fala que vai evitar
certas notagoes. Nos exercicios de hoje nés vamos comecar a usar al-
gumas das notagoes que ele prefere evitar, e daqui a algumas aulas nos
vamos aprender a formalizar essas notagoes.

Exercicio 1.

Seja h(z) = f(

Sabemos que A/(
a) Calcule h(x).
b) Calcule b (z).

())-

x) = f'(g9(z))g'(x), pela regra da cadeia...

INGRESIQ]
5 Floo
= £ 90y
D . G0 =4 hice)
1Ca: =5 (£'500 9'00)
F5(FGEN 500 + £a0nE 5'G)
(N3N 50 + £ o0 gh(x)
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Exercicio 1 (cont.)

Repare que nos itens acima g, ¢’, ¢” e ¢ sempre aparecem “calcu-
ladas no ponto z”, ou seja, como g(x), ¢'(x), ¢"(x) e ¢"(x)... e f, [,
f" e f" sempre aparecem “calculadas no ponto g(x)”, ou seja, como
flg(z)), f'(g(x)), f"(g(z)) e f"(g(x)). Se abreviarmos as nossas contas
omitindo esses pontos de aplicagdo vamos conseguir formulas bem mais
curtas, como h' = f'q’.

c¢) Reescreva h'”(x) usando essas abreviagoes.

d) Reescreva h"'(x) usando essas abreviagoes.
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Agora nés vamos comecar a ver funcoes de R? em R, que vao definir
superficies. Por exemplo, se F(z,y) = x* + y* entdo este conjunto

{('Tvy»Z) e R’ ‘ Z:F(may)}

vai ser uma superficie — um paraboldide.

Nos outros semestres eu tentei ensinar superficies comecando por
um método de “ligue os pontos” em 3D, que era uma adaptacao da
idéia de que podemos desenhar uma aproximacao para um curva em R?
comegando pelos pontos (a — 1, f(a — 1)), (a, f(a)), (a+ 1, f(a+1))...
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...mas desta vez nés vamos comegar por dois outros assuntos:

e Cortes. Dé uma olhada no capitulo 3 do Bortolossi, nas paginas
81 até 95. Tente pelo menos entender as figuras!

o Derivadas parciais. Dé uma olhada no capitulo 5 do Bortolossi,
nas paginas 163 até 167. Tente pelo menos entender as figuras!
Os préximos exercicios vao nos ajudar a entender estas idéias na
pratica.
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Exercicio 2.
Sejam F'(z, y) (z +5)y, g(t) = sent, h(t) = e*.
2) Caleale £F(g(0). (1))
b) Calcule 4 F'(x, ) 2 s F (@ y).
) e

()

Nos vamos usar bastante as notagoes F, = B%F e I, = B%F,
que o Bortolossi usa pouco.

d) Calcule F,(z,y) e Fy(x,y).

) Caleule F,(g(t), h(t))g'(t)  F(g(t), h(t)) (1)

A (e) deve dar o mesmo resultado que a (a).

c) Calcule Eg(

Faga todos os itens do exercicio [01] da pagina 177
do Bortolossi (no capitulo 5).
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Tipos

TUDO que nés vamos fazer em Calculo 3 pode ser visualizado e
tipado. Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica
os “tipos” sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao
distancia, segundos sdo tempo, metros/segundo é uma unidade de ve-
locidade, e assim por diante...

Dé uma olhada nas paginas 164 a 166 do capitulo 5 do Bortolossi.
Todas as expressoes que aparecem la podem ser “tipadas” e interpre-
tadas como posi¢oes no eixo = (ou no eixo y, ou no eixo y), ou como
distancias no eixo = (ou no eixo y, ou z), ou como inclinagoes... vamos
ver os detalhes disto aos poucos.
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Além das abreviagoes que ndés vimos nos slides anteriores, em que
a gente s6 omite o ponto de avaliagdo e escreve “g” ao invés de “g(t)”,
existe uma outra convencao de abreviagoes que enfatiza os “tipos”: a

“notacao de Leibniz”. Por exemplo, se a gente define que

r=g(t)
y = h(t)
z=F(z,y)
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Exercicio 3.

a) Digamos que y = g(x) e z = f(y). Traduza isto aqui para notagao
padrao: Z—Z% =4z

b) Digamos que y = g(z) e z = f(y). Calcule z,, de dois jeitos:
a esquerda use a notagdo de Leibniz, a direita traduza todas as suas
contas da esquerda para notacao padrao.

¢) Digamos que = = ¢g(t), y = h(t), z = F(z,y). Traduza isto aqui
para notagao padrao: ‘Cil—'z = 2% + zyY:. Faga a traducao bem passo a
passo se precisar!

d) Calcule %%z e traduza as suas contas para a notagao padrao.
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Agora vamos fazer uma série de exercicios que tém a ver com os
“cortes” que o Bortolossi explica nas paginas 81 a 95 (no capitulo 3).
Seja F'(x,y) esta fungao aqui:

/52— 22 —y? quando 52—x y? >0,
F(z,y) :{

quando 5% — 2% — 4% < 0,

Exercicio 4.

Represente graﬁcamente estes subconjuntos de R?:
a) {(z,y) eR? 5> —2? —y?> =0}

{(z,y) € R?| 52 x2 <0}
o) {(z,y) eR?[5° —a® —y* > 0}
d) {(z,y) e R* | F(z,y) =1}

e) {(z,y) eR*| F(x,y) =2}
f) { (z,y) € R?| F(2,y) =3}
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Exercicio 4 (cont.)

g) {(z,y) €R*| F(z,y) =4}
h) {(z,y) eR?* | F(x,y) =5}
i) {(v,y) eR?* | F(z,y) =6}
J) {(.%,y) e R? | F([L’,y):()}
k) {(z,y) € R?| F(z,y) = 1}

2020-2-C3-rcadeial 2021may02 05:3¢

)

12



Exercicio 5.

Agora seja S esta superficie (S C R?):

13

S={(r,y,2) €ER*| 2 = F(z,y) }.

Represente graficamente os seguintes cortes (faga como o Bortolossi):

2) S {(z,9.2) €R? |z = 1)
b) SN {(z,y,2) eR? | z=2}
c) SN{(x,y,2) eR¥| 2=3}
d) SN{(x,y,2) eR¥| 2=14}
e) SN{(z,y,2) eR®|z=5}
) SN{(z,y,2) eR*|2=6}
2) 50 {(ry,7) € R |z =0)
h) Sn{(z,y,2) eR® |z = -1}

2020-2-C3-rcadeial 2021may
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Neste video aqui
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-b.mp4
eu explico como desenhar o “diagrama de numerozinhos” de uma

funcdo de R? em R. No video eu desenhei o diagrama de numerozinhos
da fungao G(x,y) = 2 + y* nos pontos z € {0,1,2} e y € {0, 1,2}.

Exercicio 6.

Faca o diagrama de numerozinhos da funcio G(z,y) = 2% + y* nos
pontos z € {—=5,—4,...,5} ey € {—5,—4,...,5}. Vocé vai ter que
desenhar 11 - 11 = 121 “numerozinhos”; parece um numero gigantesco,
mas se vocé descobrir os padroes que eles obedecem vocé vai conseguir
fazer isso rapido... por exemplo, G(0,2) = 4, G(1,2) =5, G(2,2) = 8§,
G(3,2) =13,G(4,2) =20,e5-4=1,8-5=3,13—-8=5,20—-13 =17
— e a sequéncia 1,3,5,7,... é uma P.A. (uma progressao aritmética).
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Exercicio 7.

Agora vamos reusar o que vocé fez no exercicio 6 pra fazer uns
“outros cortes”. Sejam:

S = {(zy,2) eR[2=G(z,y) }.

Represente graficamente os cortes abaixo:
a) SN{(xr,y,2) eR¥ |z =1}

b) SN{(r,y,2) eR3|z=2}

c) SN{(z,y,2) eR3|y=1}

d) Sn{(z,y,2) eR?|y=2}

Use os truques deste video:

http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-c.mp4
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Exercicio 8.

Use o diagrama de numerozinhos do exercicio 6 pra fazer uma
aproximacao para esta curva de nivel aqui:

{(z,y) eR* 2" +y* =T}

Use os truques deste video:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-d.mp4

O Bortolossi explica curvas de nivel no capitulo 3,
nas paginas 97-100.
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17

Curvas de nivel aproximadas (por segmentos de retas)

No video linkado no slide anterior eu expliquei um modo de fazer
um desenho aproximado para as curvas de nivel de uma fun¢ao usando
segmentos de retas. Nem sempre essa aproximacao vai ser muito boa,
mas pelo menos o resultado é “bem definido”, no sentido de que no
exercicio abaixo todo mundo vai chegar exatamente no mesmo desenho.

Exercicio 9:

Seja F'(x,y) a fun¢ao do préximo slide.

A gente s6 sabe o valor dela em 4 - 5 = 20 pontos.

Facas as curvas de nivel aproximadas por segmentos de retas dela.
(Vai ficar algo quase tao tosco quanto paisagens de Minecraft!)
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Exercicio 9 (cont.)

Note @ue  f (1,26, F(2,2):5 F (3233
F(m=3 F(21)=6, F(3,1M=2,
Fasa As “curvas o wive, aproxingoas Pof,
SEGMETOS D¢ Retas" 24 Fudsde F acwma
PARA 231, 222,223 224,228, 2= 62:7 z:0

Dica: Fagy o DESCHHY P)C“') GRADE -
Use UnA FoLHa 1 Te 1A
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Dicas sobre as dicas (adaptadas da discussdao no Telegram)

Reparem que a gente sé sabe o valor de F'(z,y) nesses 20 pontos e a
gente vai ter que tentar visualizar essa funcao... por exemplo, F'(0,0) =
0e F(1,0) = 0, né? Entdo o método do video vai supor que F(z,0)
vai ser 0 em todos os pontos entre (0,0) e (1,0)... Deixa eu mudar o
enunciado do exercicio. O enunciado novo vai ser...

As idéias que eu dei no video dao um método que vai fazer
com que todo mundo chegue nas mesmas curvas de nivel se
voceés decidirem juntos o que fazer no caso ambiguo da dica
2. Eu quero que vocé discutam os detalhes entre vocés até
todo mundo chegar a um método s e todo mundo obter as
mesmas figuras.

Tem um monte de fungoes continuas do retangulo [0, 4] x [0, 3] em
R. O enunciado do problema diz o valor de F(z,y) em uns poucos
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pontos... Em principio haveriam infinitos jeitos de obter fungoes F' :
[0,4] x [0,3] — R que nos pontos que eu dei valessem os valores que eu
dei... Vocés lembram daqueles problemas de trajetorias em que a gente
sabia F'(t) e F'(t) s6 pra alguns valores de t e a gente ia tentar reconstruir
a trajetoria toda de algum jeito razoavel a partir desses pontos? Agora
é a mesma coisa, s6 que piorl... Por exemplo, naquele exercicio de
trajetorias voces poderiam comegar calculando F'(0), F'(0), F(n/2) e
F'(7/2) porque sdo pontos em que as contas sdo ficeis, mas se vocés
quisessem calcular F'(7/4) e F'(m/4) vocés poderiam usar a calculadora
ou o computador e obter os valores exatos pra esses pontos...

Agora a gente esta fazendo algo que parece mais com problemas “do
mundo real”. E como se vocés tivessem medido a altura da superficie s6
em alguns pontos e a partir disso quisessem uma aproximacao razoavel
pro resto da superficie...

Voces ja viram mapas da mundo feitos em 1500 e pouquinho? Em
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que quem fez o mapa tinha que fazer uma boa hipdtese sobre a forma
da América a partir dos dados das poucas expedi¢ds que ja tinham ido
e voltado de 14?7 Aqui tem um exemplo — de 1507, acho:

https://en.wikipedia.org/wiki/WaldseemC3%BCller map

Reparem que as Américas do Sul e do Norte sdao bem magrinhas.
Nenhum europeu sabia como elas eram na dire¢ao Oeste, na dire¢ao do
Oceano Pacifico e do Japao. O que a gente esta tentando fazer agora é
mais ou menos a mesma coisa que isso...

Algumas pessoas — as que estdao acostumadas a encontrar a tnica
resposta certa — vao ficar travadas durante horas... por isso é que eu
queria que esse exercicio fosse uma atividade de grupo — porque acho
que algumas outras pessoas vao comecar a discutir os melhores jeitos de
fazer as curvas de nivel da fungao F(x,y), e em alguns pontos elas vao
ter que fazer escolhas em conjunto, e ai em algum momento as pessoas
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travadas vao destravar...

Reparem que a gente sabe muito pouco sobre a superficie z =
F(z,y). Pode ser, por exemplo, que ela tenha uma montanha altissima
com pico no ponto (0.5,0.5), e um vale profundissimo em (1.5,0.5)...

A gente nao sabe qual é a fungao F(x,y) “de verdade”, e eu quero
ver se vocés conseguem algum desenho pras curvas de nivel da F(z,y)
que todo mundo ache que é uma aproximagao razoavel.

Ficou mais claro?
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Reparem, o Cirillo ja estava comecando a fazer curvas de nivel do
jeito dele aqui... e eu comentei que o método que eu usei pra fazer as
minhas foi um pouco diferente...

O meu objetivo era que todo mundo discutisse — Mas acho que eu
fiz algumas pessoas desanimarem com uns comentarios que eu fiz

Voces acham que entre os dois pontos em que F(x,y) = 6 tem um
segmento de reta em que F'(x,y) é constante = 67 Ou nao?

(Umas pessoas acharam que sim, outras que nao)

A figra da dica 2 é sobre isso... aqui a gente vai ter que DECIDIR o
que faz. Tentem fazer dos dois jeitos! Se vocés usarem a opgao de cima
na “dica 2”7 do slide 19 vocés vao ter um segmento de reta em que z = 6
no segmento todo, e se vocés usarem a opcao de baixo os dois ‘6’s vao
virar picos separados...
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Uma figura do livro do Thomas

Nos préximos exercicios vocés vao tentar refazer vocés mesmos a
figura do slide 27, que eu roubei do livro “Calculus - 11th ed.”; do
Thomas/Weir/Hass/Giordano...

...mas voceés vao usar esta fungao aqui:

Glry) = 25—a—y’

Flay) = 4C@®Y)/5 auando Glz,y) >0,
S 0 quando G(z,y) <0

...e esta superficies:

S = {(
S" = {(z,y,2) €R
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O diagrama de numerozinhos dela é:

0.0 0.0 0.00.00.00.00.00.00.00.00.0
0.00.00.01.01.61.81.61.00.00.00.0
0.00.01.42.43.03.23.02.41.40.00.0

0.01.02.43.44.04.24.03.42.41.00.0

0.01.6 3.04.04.6 4.84.64.03.01.60.0
0.01.83.24.24.85.04.84.23.21.80.0
0.01.6 3.04.04.6 4.84.64.03.01.60.0

0.01.02.43.44.04.24.03.42.41.00.0

0.00.01.42.43.03.23.02.41.40.00.0
0.00.00.01.01.61.81.61.00.00.00.0
0.0 0.0 0.00.00.00.00.00.00.00.00.0

39

02 0
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~N

This tangent line

P(xq, yo. [ (X0
has slope f,(xq, ¥p). (X0, Yo [ (X0, ¥0))

This tangent line
has slope f,(xg, yo).
The curve z = f(x, ¥)
in the plane x = x; The curve z = f(x, y)
in the plane y = y,

z= [y

=Yoo (xp.yo) X=X

y

FIGURE 14.15 Figures 14.13 and 14.14 combined. The tangent
lines at the point (xo, vo, f(x0, ¥0)) determine a plane that, in this
picture at least, appears to be tangent to the surface.

2020-2-C3-rcadeial 2021may02 05:39



28

Exercicio 10.
Aqui vamos usar estas defini¢oes:
r1 = 19+ Az,

n :y0+Ay7
20 = F(x07y0)7
21 = F(l‘l,yl),

Az = z1 — 2,

mas em cada item os valores de x, yog, Az, Ay vao ser diferentes.

a) Sejam xg = 1,yp = 2, Az = — |, Ay = 1.

Visualize as seguintes coisas:

([E(), Yo, O)a (:L‘h Yo, ZO)a (mOa Y1, 0)7 (171, Y1, 0)7

(0, Y0, 20), (T1,91,21), (Tg, Y1, 20)5 (T1,%Y0,20)5 (T1,Y1, 20),

(170, Yo, ZO) + (Al’, Ayv A237
7

( )+

D —
Zo, Yo, 20 (Al‘7 07 %AI’), (x07 Yo, ZO) + (07 Ay; %Ay)
Y
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Dica: algumas pessoas vao querer fazer desenhos em perspectiva, e
outras vao querer calcular tudo numericamente... tudo isso é opcional.
Se vocé conseguir visualizar todos esses objetos s6 olhando pro diagrama
de numerozinhos e visualizando a que distancia da tela cada um deles
esta ja ta bom.

Exercicio 10 (cont.)

Visualize as seguintes retas parametrizadas:

—
b) { (zo,Yo, 20) + t(Az,0, ZAz) [t € R},
e

C) { (ZE07 Yo, ZO) + t(o’ Ay) g_:,jAy) | teR }7

) (Io, Yo, ZO) + t(ASL’, Ay7 %A;U + B_;Ay) | te R}u
)+

{ 2
e) { (zo, %o, 20

o,

t(Ax,Ay,Az; |te R},
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Exercicio 10 (cont.)

Visualize as seguinte curvas parametrizadas:

f) {(l’o,yo—i‘t,F(l'o,yo +t)) ‘ t e R},

g) { (zo,y0 +t, F(zo,y0+1)) |t €R},

h) { (CL’() + tAx, Yo + tAy, F(CL’O + tAx, Yo + tAy)) | t e R}
i) { (zo + tAx, yo, F(xo + tAx,y0)) |t e R},

i) { (zo, yo + tAy, F(xo,y0 +tAy)) |t e R},

Exercicio 11
Refaca tudo que vocé fez no 10, mas mudando o Az para 0.5.

Exercicio 12
Refaca tudo que vocé fez no 10 e no 11, mas agora com
Az =0.5e Ay =0.5.

2020-2-C3-rcadeial 2021may02 05:39



31

Tipos (de novo)
(Adaptado as pressas de slides do semestre passado)

Dica: TUDO que nés estamos fazendo agora pode ser visualizado
e tipado. Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica
os “tipos” sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao
distancia, segundos sdo tempo, metros/segundo é uma unidade de ve-
locidade, e assim por diante...

Aqui a gente pode pensar que x e x1 sao posi¢des no eixo horizontal,
Yo € Y1 sao posicoes no eixo vertical, Azx é uma distancia na horizontal,
Ay é uma distancia na vertical, % é uma inclinacao (qual? Do qué?),
e assim por diante.
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Exercicio 13

Veja se vocé consegue “tipar” (no sentido acima) cada subexpressao
de cada uma das contas que vocé fez no Exercicio 2. Dica: use chaves
sob as subexpressoes deste modo aqui,

? ? > ? > ?
—_——— —_——
7 M
N ?
~~ ~~
? ?
N . 7
TV
?
N g
vV
?
NS >

e escreva os seus tipos nos lugares em que eu pus as ‘7’s. Use Por-
tugués onde quiser e improvise o quanto precisar.
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Depois do mini-teste

Na sexta, 19/mar¢o/2021, vocés fizeram um mini-teste que pedia
pra vocés desenharem cortes numa figura parecida com a do slide 27...
link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT1.pdf

Agora vocés vao fazer algo bem parecido mas usando a superficie S’
do slide 25.
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Exercicio 14.
Desenhe a superficie S’ no mesmo angulo da figura do Thomas

do slide 27 e desenhe sobre ela:
a) S'N{(z,y,2) eR*| 2 =2}

b) SN {(x,y,2) eER* |z =3}
c) S'N{(x,y,2) ER® | 2=4}
d)S’ﬁ{(a:y,)GR?)\a:—l}
e) S'N{(z,y,2) eR* o =2}
f) S'N{(z,y,2) eER’ |z =3}

Exercicio 15.

Faga outras cépias do seu desenho da S’ e represente nessas copias
TODOS os pontos, retas, curvas e vetores que vocé obteve no exercicio
10 — mas agora use Az = —1. Aqui o nosso objetivo é aprender a
visualizar em 3D todas essas construgoes.

2020-2-C3-rcadeial 2021may02 05:39



2020-2-C3-rcadeial 2021may02 05:39

35



Calculo 3 - 2020.2

Mini-teste 1

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Regras para o mini-teste

As questoes do mini-teste serdo disponibilizadas as 20:30 da sexta-
feira 19/margo/2021 e vocé deverd entregar as respostas escritas a mao
até as 20:30 do sdbado 20/margo/2021 na plataforma Classroom; de-
senhos feitos no computador serao ignorados.

Se o Classroom der algum problema mande também para este en-
dereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apos este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste o professor nao respondera per-
guntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode discutir com os
seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.
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Dicas
Leia a “dica 7”7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Além disso revise MUITO bem as suas respostal
Leia esta bronca que eu dei na turma de C2 do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1.pdf#page=10
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A figura da préxima pagina for roubada/adaptada do “Calculus -
11th ed.”;, do Thomas/Weir/Hass/Giordano... repare que eu escrevi
algumas coisas nela em vermelho a mao.

Seja

S={(z,9,2) eR*| 2= f(z,y) }.

Repare que nao temos uma féormula para f, s6 um desenho que nos

diz aproximadamente o comportamento da funcio f : A — R?, onde:

A: sz
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This tangent line

P
has slope f,(xg, yo)- (xXg» Yo [ (X0, ¥0))

This tangent line
has slope f,(xg, ¥¢)-
The curve z = f(x,, ¥)
in the plane x = x, The curve z = f(x, y,)
in the plane y = y,,

z= f(x,y)

=Yo (X9, Yg) x =X
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Copie a figura a mao para uma folha de papel — sugestao: desenhe
ela bem grande — e represente sobre ela os conjuntos:

a) SN{(z,y,2) eR® |z =1},
b) SN{(x,y,2) e R |z =3},
c) SN{(x,y,2) eR3 |z =4},
d) Sn{(z,y,2) eR® [y =2},
e) SN{(z,y,2) eR3|z2=1}.

Faca varios desenhos separados se preferir.
Lembre que vocé pode e deve tratar este mini-teste como um tra-

balho de grupo. Voceé vai precisar de um monte de truques pra conseguir
desenhar os itens acima realmente bem e é dificil descobrir todos eles

sozinho.
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Gabarito

N

This tangent line P(Xg. Y. FXo-Y0))

has slope f,,(xo, Yo)- This tangent line

has slope f, (X, ¥o)-

The curve z = f(x, y)
in the plane x = x,
X=3

The curve z = f(x, y,)
in the plane y = y,

9=2

xz4
z= f(x,y)

(xg.Yo) X=X
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Calculo 3 - 2020.2

Aula ??7: o plano tangente

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Os exercicios de hoje sdo pra ajudar todo mundo a entender
e visualizar as idéias principais do capitulo 7 do
Bortolossi... antes de comecar dé uma olhada nele!
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Plano tangente: definicao formal
Digamos que a superficie S seja dada por:

S={(r,y,2) €R*| z = F(x,y) },

como na aula passada a partir do exercicio 5:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-rcadeial.pdf#page=11

O plano tangente a superficie S no ponto (o, yo, F(zo,%0)) —
ou no ponto (zg, o), se a gente usar a gambiarra que nos
permite rededuzir a coordenada z desse ponto a partir das
coordenadas x e y dele — pode ser definido como um

plano parameterizado assim:
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Plano tangente: defini¢ao formal (2)

<L

g

IR

(1,0, %)

(1,0, F,

0717F(x07y0)j
%0, Yo, 20) + tU + uw
{P(t,u) | t,ueR}

(1,0, Fy
(
(0,1,F§
(
(

{ (0, Y0, 20) + (1,0, Z) + u(0

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:
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Nos vamos comecar entendendo isto em casos nos quais a
superficie S é um plano... mas primeiro vamos fazer alguns
exercicios de desenhar os diagramas de numerozinhos e
algumas curvas de nivel de planos.

Exercicio 1.
Em cada um dos casos abaixo a funcao F' vai ser definida por

F(z,y)=a+0b- (v —x0)+c-(y— )

Represente graficamente em 3D os pontos da superficie S
associados aos pontos

(20, %0), (o + 1,90), (w0, %0 + 1), (xo + 1,40 + 1).

Além disso faga o diagrama de numerozinhos da F' e
desenhe no plano (x,y) pelo menos duas curvas de

nivel da funcao F.
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,a=2b=1¢=0.
,a=2,b=0,c=1.
,a=2,b=1c=1.
,a=2,b=2,c=—-1.
,a=2,b=2,c=-—1.

Exercicio 1 (cont.)

39
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Agora vamos recuar um pouco e fazer uns exercicios
sobre planos, sem considera-los como planos tangentes
a alguma superficie nao-plana...

Exercicio 2.
Sejam 7, mo, 3 estes planos aqui:

m o= {(z,y,2) eER}|a+y+2=2}

T = {(z,y,2) e R?| %—k%—f—%:l}

T = {(z,y,2)eR} |2 -4+ 2=1}
Para cada um destes planos encontre:
a) um ponto da forma (x,0,0) pertencente a ele,
b) um ponto da forma (0,y,0) pertencente a ele,
¢) um ponto da forma (0,0, z) pertencente a ele,
E use isto para desenhar estes planos em 3D, em
perspectiva (improvisada, & mao, sem régua).
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Exercicio 2 (cont.)
Para cada um dos planos 7, 7, w3, do slide anterior, diga:

d) um vetor nao-nulo da forma (z,y,0) paralelo a ele,
e) um vetor nao-nulo da forma (x,0, z) paralelo a ele,
f) um vetor ndo-nulo da forma (0, y, z) paralelo a ele,
g) um vetor da forma (1,0, z) paralelo a ele,
h) um vetor da forma (0, 1, z) paralelo a ele,

i) um vetor da forma (1,y,0) paralelo a ele.
As dicas pra fazer tudo isso visualmente estao no proximo slide.

Importante: tente representar os itens (a) até (i) do plano m;
num desenho sé em perspectiva improvisada, os itens (a) até (i)
do 7y num segundo desenho, e os itens (a) até (i) do w3 num
terceiro desenho.
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Exercicio 2: dica 1

Nos estamos fazendo nossos desenhos 3D usando eixos em
duas posicoes diferentes, como abaixo. Alguns itens vao ser
mais faceis de desenhar numa posi¢ao, outros noutra.

Z
Z

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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Exercicio 2: dica 2

Quando os livros de GA fazem um desenho que parece ser um
caso geral na verdade eles usam um caso particular disfarcado...
Por exemplo:

P+ otU+pv
‘ /:b"f-
M\%" N
N T
\57\/0"7

P | 1

2020-2-C3-plano-tang
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Exercicio 3.

Assista este video aqui:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-plano-tang.mp4

E faca o “caso geral” ao qual ele se refere.

Mais precisamente: seja w4, um plano que contém os pontos
(a,0,0), (0,0,0), (0,0,c¢), e faga os itens (a) até (i)

do exercicio 2 para este plano my.
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Exercicio 4.
SejamP:(0,0,a),U:(l,O,b;,w:(O,l,c;, e:
T = {P+ai+pu|a,feR}
£(0,0,a) + (1,0,6) + B(0,1,¢) | o, B € R}

a) Encontre um ponto de 7 da forma (z,0,0).
b) Encontre um ponto de mg da forma (0,y, 0).
¢) Encontre um ponto de mg da forma (0,0, z).

d) Represente graficamente, num grafico s6 com
perspectiva improvisada: P, P+ v, P + 0,

e os pontos dos seus itens (a), (b) e (c).

e) Complete as lacunas com as férmulas certas:

s = {(0,0,a)+a(L,0,b) + B0, 1,¢) |, B € R}
= {(r,y,2) eR3|z=_+_ z+ vy}

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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Material de Geometria Analitica

No tempo em que dei Geometria Analitica eu preparei um monte
de material com exercicios parecidos com os que vocés acabaram
de fazer, em que a gente comecava por casos particulares com
contas faceis e que eram faceis de desenhar e ai a gente
generalizava eles... o link pra esse material estd aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf

Talvez eu peca pra vocés fazerem alguns exercicios dele depois...

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39



14

O melhor modo de desenhar planos em R3 ¢ desenhando as inter-
se¢oes desse plano com os planos my,, 7., € m,,, ou pedacos dessas
intersecoes. Nos exercicios anteriores nos fizemos isto pra planos da
forma

{(z,y,2) eER* | £+ L+ 2 =0},

em que desenhamos a intersecao deles com um octante do R?, que era
um tridngulo. Agora vamos ver planos que contém retas parelelas aos
eixos.

Lembre que vocé pode desenhar as suas perspectivas de jeitos bem
improvisados, desde que as coordenadas dos pontos estejam claras... e
lembre que o Danilo Pereira, que fez o video que eu recomendei no mini-
teste 2, usa uma perspectiva bem tosca, que nao é isométrica! Links:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Perspectiva_isom}C3%A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Octante_(geometria_espacial)
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Exercicio 5.

Represente graficamente os planos abaixo (em R3).
Considere que a,b,c > 0.

a) mr={(z,y,2) ER*| 4+ 2 =1}

b) ms ={(z,y,2) ER*[ £+ £ =1}

c) mg ={(z,y,2) € R?| g+§:1}

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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No mini-teste 2 vocé deve ter aprendido a representar graficamente
varios tipos de objetos em R?, tanto em casos particulares quanto em
casos gerais... agora vamos usar isto pra entender como o Bortolossi de-
fine a derivada de uma fungao de R™ em R™ usando a matriz Jacobiana,
no capitulo 7, na pagina 256.

Vamos comecar entendendo o que ele faz no inicio do capitulo 7, em
que ele considera uma funcao de R! em R!.
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Exercicio 6.

No TEDRGMA 71 90 BQK'TDLO”"
No caPi7ue 7, P.240 -
SuPONHA Que: f(xhﬂ",

D= (OI'W’)/

Pe2.

a) Fasa um otaFico pARccin0 Com
0 da Figura 7.1 3 P. 240,
MAS PARA 0 cASQ PARTICULAR
Acima, EscReva AS CooRdedadas
E 05 VALoReS ownd% FoR
Adeaiato, € o€ vma FdRMVIA
PARA catcam  [(x).

b) ENcodTRE Uma FoRmuia PARA
catcuar R(p%) € usc-a
PARA <ALCULAR :

R(2'3) P\(Z‘s)
L Y S
R(2, 21, R(z, 2.1
f21-2,
R(z/z.oq), R(2,2.01).
2.01-2

17

¢) Na Pacwa 241 o DotroLosi
ReseFine A FudsAo R Sem
MUDAR o0 NoAaE JeLA.
Carcure R(p,h) & R(ph)/h
PARA h=1 hzo0.1 e h=0.01;
LemBRe @le f Dep
CoNTIAVAM OS5 Mmesmor De
AdTes,
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Exercicio 6 (cont.)

d) TedTe descoBRR Como
RePResedTAR GRAFICAMEITE
CADA UmA DAS SuPexPRessdes
NARCADAS Com CHAVEs ABAIXO:

. \)-h + R(RH)
Flpsh) = f(p+ 010 T DL

— e ——
et
Se—
;__W__—j
Use h=1,

e)FACA A nemA coisa paRA A
FORMULA Na P.242, onoe o
Borrorass) Dz A eQuacds #.1
Pove SR RECSCRiTA Como... ™,
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Agora vamos tentar entender a secdo “Funcgoes vetoriais:

o caso geral” do Bortolossi, que comeca na p.253.

Exercicio 7.

Leia ela até a pagina 255. Suponha que n =2, m =1,
D=R2 p=(23),x=(42,99).

a) Simplifique 0 maximo possivel a definicao do Df(p)
neste caso. O resultado vai dar ou uma matriz 2 x 1 ou
uma matriz 1 x 2.

b) Simplifique o maximo possivel a férmula (7.6) da
pagina 255, que é:

f(x) =f(p) + Df(p) - (x —p) + R(p, %)

Esse ‘-7 ¢ uma multiplicacao de matrizes.

¢) Faga o mesmo para a férmula no inicio da pagina 256.

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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Dicas pro exercicio 7
Se m = 3 e n = 4 entdo a matriz jacobiana da p.256
do Bortolossi vira isso aqui:

0 o 0 0
Lp) L) L) FEp)
0 0 0 0
Df(p) = |52(p) $2(p) S2(p) S2(P)| .
ae(p) g2(p) gt(p) 2],
X1 D1 1 — M
e: X—p= Lo _ [P2| _ |T2— P2
' €3 Ps3 X3 — Ps3
Xyq D4 XTyq4 — P4

compare com o que aparece no inicio da p.255, e veja que
sabendo m e n a gente consegue se livrar das reticéncias...
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Exercicio 8.
Digamos que 7 seja o plano que passa pelos pontos
(a,0,0), (0,b,0), (0,0,¢) — o do mini-teste.

Na secao 7.2 do Bortolossi ele diz que um certo plano
tangente a uma superficie é:

z=lry)=a+B-z+7-y

Digamos que esse plano z = I(z,y) seja 0 nosso plano
T, que passa por (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).

a) Quem sdo «, (5, e 7?7
b) Quem sao as derivadas parciais da fungao [7
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Derivadas como triangulos

Vamos voltar ao inicio do capitulo 7 do Bortolossi um pouco.
Nés podemos interpretar a derivada de uma funcao f: R — R
num ponto p € R, f'(p), como uma razao entre distancias
hortizontais e distncias verticais. Por exemplo, nés ja vimos
esta férmula varias vezes,

as vezes com ‘)’ as vezes com ‘='.. e ja vimos o que

quer dizer geometricamente nés termos f'(p) = 3, f'(p) = 2,

f'p)=-1

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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Derivadas como tridngulos (2)

Existem muitos jeitos de representar graficamente algo
como “f'(p) = 37. Um deles é representar cada f'(p)
como um triangulo retangulo como o abaixo,

Ayz
. £ O
f

com o vértice esquerdo no ponto (p, f(p)), e com o cateto
de baixo medindo Az e o cateto da direita medindo Ay...

As vezes isto ¢ bem melhor que visualizar f(p) como tan 6.

2020-2-C3-plano-tang 2021may02 05:39
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Dicas sobre os exercicios 6a e o 6d

Na aula de 18/abril quando nés estavamos discutindo o exercicio 6a
no Telegram algumas pessoas viram que era muito dificil fazer o dia-
grama direito, porque elas teriam que desenhar muitos objetos juntos
numa area pequena do diagrama... ai eu mandei a sugestao do prox-
imo slide, em que uma parte do diagrama é representada varias vezes
em lugares diferentes do papel, cada vez com detalhes diferentes sendo
indicados...

Lembre da dica 7 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Quando nao funciona bem fazer um diagrama do jeito mais 6bvio a
gente pode improvisar um pouco, desde que os leitores consigam enten-
der o que a gente fez.
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Y= A(x)
Y£) = [

P
o

Ay = (P Ax
Ax

4“?)
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Dicas sobre os exercicios 6a e o 6d (cont.)

Quando o curso de Célculo 3 era presencial era facil por as pessoas
pra discutirem em grupo pra entenderem as convencoes dos diagramas
dos livros e pra encontrarem jeitos de desenhar novos diagramas que os
colegas achassem bons...

Eu ainda nao sei fazer algo assim acontecer por Telegram =(

Exercicio 9

O diagrama do préximo slide é uma tentativa de adaptar o diagram
do slide anterior — da dica do exercicio 6a — para algo 3d. Eu ainda
nao sei fazer esses diagramas direito no computador, entdo a direita
do diagrama feito por computador eu pus uma versao dele feita a mao
com os nomes dos pontos. Digamos que A = (20, Yo, 20), € que E =

(1,0, Fy(xo, y0)5 e 1@ = (0,1, F, (o, yo)ﬁ. Descubra as coordenadas dos
pontos B,C, D, E, F,G, H,I.
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Exercicio 10.
(Este exercicio generaliza as idéias do 9).

Sejam:

F : R? SR,

S = {(v,y,2) R’ | 2= F(a,y) },
Ay = (Sﬁoayo)

A = (x07y07 <x07y0))7

T = (1,0, Fy(Ap)),

wo= (O,l,F(AO)
a,B €

a) Identifique no diagrama do préximo slide os pontos:
A+7, A+ av, A+, A+ puw, A+ av + S,
Dica: « é aproximadamente 4, e § aproximadamente 2.5.
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Exercicio 10 (cont.)

b) Verifique — visualmente — que os pontos
A+ 7, A+ av, A+, A+ B, A+ ot + [,
do item (a) estdo todos no mesmo plano.

¢) Verifique que esse plano é o plano tangente
a superficie S no ponto A.
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Introducao ao vetor gradiente

...entdo, primeiro eu preciso que voces relembrem dessa figura e en-
contrem uma férmula pra fungao F(z,y), e depois calculem as derivadas
parciais F,(xo, yo) € Fy(xo,yo) - elas devem dar expressoes que nao de-
pendem dos valores de zq e g.

SU?eﬂFfC‘E
: S = {(x9,2) R | 22F (x0))

x7 (ogy Dz (e
) AvB (%)
?
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VAMOS CHAMAR D¢ P, A
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O resultado disso deve
dar uma matrix 2 x 1.
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Calculo 3 - 2020.2

Mini-teste 2.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Regras para o mini-teste

As questoes do mini-teste serdo disponibilizadas as 20:00 da sexta-
feira 9/abril /2021 e vocé devera entregar as respostas escritas a mao até
as 20:00 do sdbado 10/abril/2021 na plataforma Classroom; desenhos
feitos no computador serao ignorados.

Se o Classroom der algum problema mande também para este en-
dereco de e-mail:

eduardoochs@gmail.com

Mini-testes entregues apos este horario nao serao considerados.

Durante as 24 horas do mini-teste o professor nao respondera per-
guntas sobre os assuntos do mini-teste mas vocé pode discutir com os
seus colegas — inclusive no grupo da turma.

Este mini-teste vale 0.5 pontos extras na P1.
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Dicas
Leia a “dica 7”7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

Além disso revise MUITO bem as suas respostal
Leia esta bronca que eu dei na turma de C2 do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1.pdf#page=10

Assista esta video-aula pra ter uma noc¢ao de pra que nés
vamos usar esse assunto de hoje, e pra ver alguém fazendo
desenhos muito mais dificeis do que os de hoje e

fingindo que eles sao faceis:
http://www.youtube.com/watch?v=nmZ1Wmk7wcY
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Definicgoes:

Seja m; o plano que passa pelos pontos (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).
Seja F': R? — R3 a funcio que “levanta cada ponto (z,y) € R?
para o ponto correspondente de 7;”; ou seja, para cada

ponto (z,y) € R? temos (x,y, F(x,y)) € 7.

Seja T' o triangulo do plano 7, cujos

vértices sao os pontos (0,0), (a,0), (0,b).

Seja A um ponto do plano 7., dentro do tridngulo 7.
Seja @ um vetor em R? paralelo ao eixo .

Seja ¥ um vetor em R? paralelo ao eixo y.

Seja w o vetor aul + S

Sejam B, C' e D estes trés pontos auxiliares:
B=A+u,C=A+v,D=A+w.

Digamos que B,C, D € T.
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Definigées (2):
Seja A’ o ponto A “levantado para o plano m”.
Sejam B’, C', D' os ponto B, C, D “levantados para o plano m;”.

Sejam o', ¥, W/ os vetores i, U, W “levantados para o plano m;”;
— S
formalmente, ' = A'B", v = A'C", W' = A'D'.
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Os desenhos
Voceé vai ter que entregar os desenhos 1 e 3 abaixo —
o desenho 2 ¢ opcional, ja vou explicar porqué.
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No desenho 1...

...vocé vai representar graficamente em R3:
o plano 7, o ponto A, e os vetores u, U e W
apoiados no ponto A.

No desenho 2...

A . ﬁ RS-
...vocé vai representar graficamente em R®:
o plano 7, os ponto A, B, C, D, A', B, C', D',
os vetores i, U e w apoiados no ponto A, e
os vetores ', U' e W apoiados no ponto A’.

No desenho 3...

...vocé vai representar graficamente em R3: o plano T,
o ponto A e os vetores 4, U e w apoiados em A, e

o ponto A’ e os vetores o', v e W apoiados em A’.
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Quase todo o material que vocés vao encontrar por ai sobre derivadas
de funcoes de R? em R — ou seja: sobre derivadas parciais, derivadas
direcionais e sobre a matriz jacobiana — supoe que o leitor ja sabe
levantar de R? para uma superficie S em R? tanto pontos, quanto curvas,
quanto vetores em R?. Como vérias pessoas das que participavam mais
das discussoes no Telegram estavam com muita dificuldade nisso eu
resolvi fazer este mini-teste, no qual a superficie S C R3 é o plano 7, e
as derivadas parciais a%F e %F sao constantes, ou seja, nao dependem
dos valores de x e y...
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Se vocés compararem o Desenho 1 com o Desenho 3 de vocés vao
reconhecer certos padroes, e vao entender como certas pessoas — por
exemplo, o Danilo Pereira no video, ou o Humberto Bortolossi nos capi-
tulos 5, 7 e 8 do livro dele, ou o Thomas no capitulo 14, aqui,

http://angg.twu.net/2020.2-C3/thomas_secs_14.1_ate_14.7.pdf

...conseguem levantar pontos e vetores para superficies sem precisarem
desenhar os pontos intermediarios. O objetivo aqui é fazer vocé virar
uma pessoas dessas! =)

2020-2-C3-MT2 2021may02 05:39



Calculo 3 - 2020.2

P1 (Primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Regras e dicas
As regras e dicas sdo as mesmas dos mini-testes:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT1 . pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT2. pdf

exceto que a prova vai ser disponibilizada as 21:00 do dia
16/abril/2021 e deve ser entregue até as 21:30 do dia
17/abril/2021.
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Questao 1.
(Total: 7.5 pts)

Sejam:

—~
nEE =

<
(=)
— — — —

min(max(0,1), 3),
min(z,

Y),
f(m( Y))-
{(z,y, )€R3!Z—H(:vy)}
{(z,y) e R* | H(x,y) = 2 },
{(z,y,2) €S |v=120}
{(z,y,2)€S|y=1yo}
{(x,y,2) €S |2=2}

a) (0.5 pts) Faca o grafico da funcao f(¢).
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Questao 1 (cont.)

Faca o diagrama de numerozinhos para as fungoes:
b) (0.5 pts) G(z, y),

¢) (1.0 pts) H(z,y);

use z,y € {—1,0,1,2,3,4}.

d) (1.0 pts) Represente graficamente A(1) e A(2).
e) (1.0 pts) Represente graficamente A(0) e A(3).
Vocé pode fazer os itens d e e num grafico so se quiser.
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Questao 1 (cont.)
f) (3.5 pts) Represente graficamente num grafico s6, em 3D,

em perspectiva improvisada:
B<_1)7 B(O)v B(1>? B(2)7 B(3)7 B(4)7
C(~1),0(0),C(1),C(2),C(3), C(4).

Dica: isto é mais facil com os eixos nesta posicao:

Z
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Questao 2.
(Total: 3.0 pts)

Seja f(x) = arctan .

Sabemos que f(1) =%, /(1) =3, f"(1) = —%, f"(1) = 1.
Use isto para obter:

a) (1.5 pts) Uma aproximagao de grau 3 para f
em torno do ponto 1.
b) (1.5 pts) Uma aproximagao com 5 digitos de precisao

para f(1.1), fazendo as contas explicitamente.
Use 7 ~ 0.78450.
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Gabarito

(incompleto)



Questao 1: gabarito

V// “:%::

A,

I .

d,e)
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Questao 2: gabarito

™

Sabemos que f(1) = %

Entao:
f(l+t) =~ f
fL1) &~ 1

Q&

@) =35, (1) = -

(1) + /(1) -t + L0

+it—1-t2+

1

+ % ~ 100 + 12000
0.78450 + 0.05 — 0.0025 + 0.00008
0.83208

1

L
12

t3

Segundo o computador arctan 1.1 &~ 0.83298.
Deve ter uns erros de conta ai em cima...

Vou consertar depois.

2020-2-C3-P1 2021may02
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2
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1
5
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Calculo 3 - 2020.2

P2 (segunda prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html



Regras e dicas
As regras e dicas sao as mesmas dos mini-testes e da P1:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT1 . pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT2. pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-P1.pdf

exceto que a prova foi disponibilizada as 16:45 do dia
1°/maio/2021 e deve ser entregue até as 14:00 do dia
3/maio/2021.
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Questao 1.

(Total: 9.0 pts)

Esta questao é baseada neste material manuscrito sobre
vetor gradiente, que discutimos na aula de 30 de maio:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-plano-tang.pdf#page=31

Esta aqui é a Figura 1.1:

soPeRHCic
=S ey er?) 2:F (o))
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Questao 1 (cont.)
a) Encontre uma férmula para a fun¢ao F(z,y).

b) Calcule as derivadas parciais Fy(xo, yo) € F,(zo,Yo)-
Vocé deve obter expressoes que nao dependem de xy ou de .

Para cada ponto P de R3 nés vamos denotar por Py, a sua
projecdo no plano m,,: se P = (z,y, z) entdo Py = (z,y).
c) Diga as coordenadas de D e de D.

O exercicio 7 do PDF de planos tangentes é sobre como
entender a definicdo de matriz jacobiana do livro do
Bortolossi, na notagao dele.

d) Digamos que f = F' e p = Dq. Calcule Df(p)
(= DF(Dy)). O resultado deve ser uma matriz 1 x 2 cujas
entradas sao expressoes que nao dependem de xg ou de yp.
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Questao 1 (cont.)

e) Leia a defini¢ao de vetor gradiente na segao 8.2 do
Bortolossi (no cap.8) e calcule VF(D). Vocé deve obter um
vetor em R? cujas componentes sdo expressoes que s6 dependem
de a, be c.

Obs: note que o Bortolossi escreve
f:DCR"—=R

onde D é o dominio da funcao f. Nos estamos sempre usando
a funcao
F:R*—R

e o dominio dela ¢ o R? inteiro... isso nos libera pra
usar o simbolo D pra outras coisas.
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Isto aqui é a nossa Figura 1.2:
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...ou melhor, a figura da pagina anterior é uma versao da Figura 1.2;
ja vou explicar porqué.

Nos slides 23 a 25 do PDF sobre planos tangentes nés vimos uma
figura que pra desenha-la com todos os detalhes nés tivemos que desmonta-
la em varias, fazer um zoom numa parte dela e escrever certas coisas
sO na versao zoomada. Na figura 1.2 vai acontecer a mesma coisa: pra
conseguir desenhar e escrever todos os detalhes nela vocé provavelmente
vai ter que fazer pelo menos uma figura como a do slide anterior e uma
outra s6 com o que esta perto do ponto D.

Note que os dois triangulos abaixo e a direita sao triangulos retan-
gulos — os sinais “J” indicam angulo reto — e eles sao derivadas inter-
pretadas como triangulos, como no PDF de planos tangentes nos slides

22 a 30. Eu acabei nao escrevendo isso no desenho, mas v = (1,0,0) e
w = (0,1, 0). O vetor gradiente VF(D) estd escrito como VI
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Questao 1 (cont.)

Na figura 1.2 eu pus um sinal de angulo reto no ﬁ pra indicar que
WLA , Ou seja, que os vetores ﬁ e zﬁ sao vetores ortogonais em
R? — ou seja, que VE-AB = 0. Uma das propriedades mais famosas do
gradiente ¢ que ele é sempre ortogonal as curvas de nivel; nos proximos
itens nds vamos tentar entender o que isso quer dizer geometricamente,
e porque isto é verdade.

Obs: acho que o Bortolossi nunca diz explicitamente, em portugués,
que o (campo) gradiente é ortogonal as curvas de nivel; mas isso é uma
consequéncia facil do que ele diz na pagina 302, e de certas igualdades
envolvendo cossenos que ele demonstra que sao verdadeiras.
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Questao 1 (cont.)

f) Faca uma versao da Figura 1.2 para o caso em que
a=0b=c=4 (vou chamar isto de “caso particular 1”).

Mais precisamente: faga uma versao melhorada da “Figura 1.2 para
ocasoa=0b=c=4" que eu fiz a mao as pressas durante a ultima aula
e pus no slide 33 do PDF de planos tangentes. Inclua a féormula para
calcular F(z,y) no caso a = b = ¢ = 4, os valores das derivadas parciais
F, e F,, e o que mais vocé achar relevante. Lembre que vocé pode fazer
uma versao zoomada da parte perto do ponto D em separado!

Use o mesmo nivel de detalhe nos itens (g) e (h) abaixo.

g) Faca uma versao da Figura 1.2 para o caso em que
a=4eb=c=2 (“caso particular 27).
h) Faca uma versao da Figura 1.2 para o caso em que

a=4,b=4ec=3 (“caso particular 3”).
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Questao 1 (cont.)

Nos slides 10 em diante do PDF sobre planos tangentes vocés apren-
deram a fazer figuras que representam casos gerais.

i) Faca uma versao da figura que vocé fez no item versao
(h) mas que “represente o caso geral”, como na figura do slide 10 de
planos tangentes, e ponha do lado dela as contas que mostram que
AL -VF =0.
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Dica pra questao 1d: use tipos!

O Bortolossi usa “D” com varios significados diferentes — por exem-
plo, como derivada e como dominio de uma func¢ao — e nessa questao a
gente esta usando tanto a notacao dele quanto a minha, entao a gente
tem que saber resolver as ambiguidades... um dos jeitos que eu acho
melhores pra isso ¢ fazendo diagramas com chaves, como esse aqui, e
indicando o “tipo” de cada subexpressao...

P 2.  DF(2
Gk_ﬁs eR? dakt- R
‘ MDA
2 c_m2 € m’l
e R : -

: ]R'z_gm
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A gente chegou a fazer um exercicio sobre isso:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-rcadeial.pdf#page=31

Vejam se a figura do slide anterior ajuda — e lembrem de prestar
muita atengao nas fontes. Em livros de matematica um P em italico
costuma ser algo totalmente diferente de um P em boldface, e um P
maiusculo costuma ser algo totalmente diferente de um p mintusculo...

As vezes a gente tem que refazer o diagrama de tipos varias vezes
até encontrar uma interpretacao pra cada subexpressao que faga sentido.

=(
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Questao 2.
(Total: 3.0 pts)

a) Faga o exercicio (10a) do PDF de planos tangentes.
b) Mostre como interpretar no desenho a expressao:

F(x0,y0) + [Fe(wo,90) Fy(zo,0)] - m :
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Gabarito

(incompleto)
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Questao 1: gabarito

la) z = F(x,y) é um plano, entdao F(x,y) é da forma F(z,y) =
ax + By + 7y; precisamos encontrar os valores de «, 5 e . Sabemos que
(0,0,¢) € S, portanto F(0,0) = ¢; temos F(0,0) = -0+ -0+~ =7,
portanto v = ¢ e F(x,y) = azx + Py + ¢. Sabemos que F(a,0) = 0,

portanto a-a+3-0+c =0, portanto ca = —ce a = —%; Sabemos que
F(0,b) =0, portanto o - 0+ 3 - b+ ¢ = 0, portanto 5 = —%; conclusao,
F(z,y) = —fr —fy+c

1b) F(z,y) = —x — jy +c, portanto Fy(z,y) = —¢, Fy(z,y) = —F
Fx(xo,yo) = _57 Fy(xo,yo) = —f‘

1C) D= (a,O,O)JQr(O,b,O) _ ( 0) DO (

N
Mle~
MIQ
[JIS)
N—

)
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Questiao 1: gabarito (cont.)
1d) F(z,y) = —tx — jy +c,

DF(Q?,y)— [F (x,y_) Fy(fb,y)}: _5 _lﬂ?
DF(Dy) = DF(4,3) = [F.(3,%) F/(5.9)] =[-¢
le) VF(Do) = (Fu(Do), Fy(Dy)) = (—¢, ¢)
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