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A idéia basica

Digamos que f(x) é um polinémio.

Digamos que o grau dele é 4, pra simplificar.
Digamos que f(z) = a + bz + cx? + dx® + ex*.
Entéao:

fl) = a + bz + ca® + dad® + ex? f(0
f(x) = b + 2cx + 3dx? + 4ex?® 70
() = 2c + 6dr +12ex? (0
f"(x) = 6d + 2dex (0
f////(x) — 246 f////(o

E portanto:

f@) = £+ e 0 170

](‘////( )
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A idéia basica (2)

Agora vamos tentar generalizar isso.

Digamos que f(z) é um polindmio.

Digamos que o grau dele é k, e que por enquanto k = 4.
Digamos que f(z) = ap + a1 + asx? + azr® + agz*.

A notacio f*) como o (k) entre parénteses, quer dizer
“f derivada k vezes”. Por exemplo, f®) = " ¢ fO = f.
Entao:

fO>) = ay + ez + axx? + az2® + agz® OO
fOx) =  ay 4 262 + 3azx® + daga® D0
() = 2ay + 6azz +12a42° @0
fO(x) = 6as +24asx &0
fO(x) = 24ay (0

E portanto:

p . . . . 4
P00, SO S0 FO0) o 1000 g
k=0

fla) = 2y 21 31 4
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Exercicio 1.

A férmula do slide anterior também funciona
pra polindmios com grau menor que 4.
Verifique o que ela faz quando

f(z) = 422* + 992 + 200.

Lembre que no ensino médio vocé era obrigado
a “simplificar” 4 -5 -6 - 999 para 119880, mas
em Célculo 2 vocé tem que encontrar jeitos

de escrever que sejam mais simples de ler e

de verificar... pra gente em certos contextos
4-5-6-999 é mais “simples” que 119880.
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Exercicio 2.
Tente aplicar a férmula (%) abaixo

4

(k)
) = O

k=0

a esta f aqui: f(x) = 200z°.
a) O que acontece?

b) Tente escrever em detalhes o que da errado.

Vocé vai precisar de notacdo matematica F portugués.
Tente aprender as convencgoes que eu usei nos PDFs

e as convencgoes que os livros usam, e lembre que se
vocé comegar escrevendo uma igualdade qualquer leitor
que nao seja muito seu amigo vai interpreta-la

como uma afirmacao.

N
IS8
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As operacgoes derivs e derivsg
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes —

que vao nos ajudar muito nas contas:

derivs(f) = (f, /", f", ")
derivso(f) = (f(0), f"(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de fungoes
e derivsy(f) retorna uma sequéncia infinita de nimeros.

Um exemplo: se f(z) = az? + bz + ¢, entio:

fl) = ax®+bx+ec, f(0) = ¢
f'(x) = 2ax+b, £ () = b,
f'(x) = 2a, f"(0) = 2a,
f"(x) =0, [0y =0,

derivs(f) = (ax®+bx +c, 2ax +b, 2a, 0,0,0,...)
derivso(f) = (¢,0,2a,0,0,0,...)
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Algumas defini¢oes

Isto aqui

k=0

é a série de Taylor da funcao f
no ponto 0 truncada até grau n,
e isto aqui

Y0,
J >
Y0,
ou: kZ:O 7l X

é a série de Taylor da fungao f
no ponto 0.

Exercicio 3.
Seja f(x) = senz.

a) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivs(f).

b) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivsy(f).

¢) Calcule a série de Taylor
de sen x truncada até grau 7.

d) Seja g(x) a série de Taylor

de sen x truncada até grau 7,
Calcule ¢(0.1) na mao e

compare o seu resultado com

o resultado de calcular sen 0.1

na calculadora ou no computador.
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Exercicio 4.
Calcule derivs(f) e derivsy(f) para cada uma
das ‘ f’s abaixo, até o grau pedido.

a) f(x) = e*, até grau 4
b) f(z) = **, até grau 4
) f(z) = e, até grau 8
d) f(x) = cosx, até grau 8
e) f(z) =senz, até grau 8
f) f(x) =isenz, até grau 8

g) f(z) = cosx +isenx, até grau 8
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A notacao com ‘=’

O sinal ‘~’ que dizer “é aproximadamente igual a”,
mas ele ndo diz quio boa é a aproximacao...

Estas duas afirmagdes sdo ambas verdadeiras:

F(0.42) ~ f(0) + f/(0) - 0.42 + (9 (0.42)2
£0.42) ~ f(0) + f/(0) - 0.42 + L0(0.42)2 4 170 42)3

Até dé pra formalizar essa igualdade aqui embaixo

usando um limite - veja a pagina 4 deste PDF:
https://people.math.sc.edu/girardi/mi142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf

F@) = )+ F0) s T

Mas eu néo sei como formalizar precisamente
a versdo com 0.42 no lugar do ...  =(
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As versoes truncadas de derivs, derivsy e derivs,
Vamos definir derivs” e derivs] como as versoes “truncadas até grau n”
de derivs e derivsg...

derivs™(f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs™(f), e
derivs] (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivsg(f).

Além disso derivs,(f) vai ser a lista infinita (f(p), f'(p), f"(p),...), e
derivs; (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs;(f).

Exemplo:

derivsi,(f) = (f(42), f'(42), f"(42)).

Vamos nos referir a derivs) (f) como “as derivadas de f até grau n no
ponto p”. Repare que f(42) é a “derivada de f de grau 0 no ponto 427,
f'(42) é a “derivada de f de grau 1 no ponto 42", etc...

Antes o termo “grau” néo servia pra falar de niimero de vezes que uma
fungéo foi derivada, mas agora passou a servir. =)
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Notacao de fisicos: introducao
Links:

https://people.math.sc.edu/girardi/m142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf (pdginas 171-173)
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf.pdf “Calculus Made Easy” (1914)
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf (p.5: linearizagdes)
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117
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A traducgao pra notacao de fisicos
Temos:
f@) ~ f0)+ [(0)x + 5P

Acho que vocés devem conseguir acreditar nisso aqui...
(a gente pode checar os detalhes depois!)

g(zo + Ax) =~ g(z) + ¢ (o) Az + LU (Ax)?
h(z + Ax) h(z) + B (z) Az + 2 (Az)?

2

Q

E se y = y(x) entdo:

y(x + Ax)
y(r +Azx) ~ y+y. Az

:
NS
+
<
8
>
&
-
5 off
>
=
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Exercicio 5.

Digamos que xo = 10, f(z) = 2, yo = f(z0), g(y) = seny.

a) Calcule derivs,, (f(z)).
b) Calcule derivslljO (9(y)).
c) Calcule derivs (g(f(z))).

Seja h(z) = g(f(x)) — ou seja, h =go f.

d) Calcule derivs’, (h(z)).
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Exercicio 5: gabarito em cédigo

(%i3) £ : x73;

(%03)
3

(%i4) g : sin(y);
(%o4)

siny
(%i5) h : subst([y=f], g);
(%05)

sin 22
(%i6) diff(h, x);
(%06)

322 cosa®
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(%i7) [h, diff(h, x)1;
(%oT)

[sh1x3,313 cosms]

(%i8) x0 : 10;

(%08)

10
(%19) yO : subst([x=x0], £f);
(%09)

1000
(%i10) z0 : subst([x=x0], h);
(%010)

sin 1000
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(%i11) subst([x=x0], [h, diff(h, x)]1);
(%o011)

[sin 1000, 300 cos 1000]

Obs: al ndo tem a resposta do item d...

2022-2-C3-taylor 2022sep23
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Exercicio 6.

Este exercicio é uma versao mais geral do exercicio 4.
Digamos que f e g sao fungoes suaves de R em R.
(Uma fungao é “suave” quando ela pode ser derivada
infinitas vezes. A funcdo |z| ndo é suave).

Digamos que xg € R, yo = f(x¢), e h=go f.

a) Calcule derivs, (h(z)).

Repare que neste caso “calcule” quer dizer algo como
“expanda e simplifique a expressao que vocé obtiver”...
Existem varios tipos de expansao e simplificagao, e os
programas de computacao simboélica dao um nome pra cada
tipo e permitem que vocé escolha quais vao ser aplicadas.
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Exercicio 5 (cont.)

Agora sejam y = y(z) = f(z) e 2 = z(y) = g(y)-
b) Traduza o seu derivs} (h(z)) do item (a)

pra notagao de fisicos.

Dica (pequena): -Lg(f(z0)) = zy¥a-

c) Calcule derivs) (z) usando notacdo de fisicos.

Nas proximas paginas eu pus um “gabarito em coédigo” do
item (b). O modo mais facil de usar a “notagao de fisicos”

no Maxima é traduzir entre ela e a “notacdo de matematicos”
sempre que necessario. No item (c) as contas em “notagao de
matematicos” ficam gigantescas, mas se vocé conseguir fazer
elas todas em “notacdo de fisicos” elas ficam pequenas.
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(hi3)
(%ho3)

(hid)
(hod)

(hib)
(%o5)

(hi6)
(%ho6)

gradef(y (), y.x ();
y (z)
gradef (y_x(x), y_xx(x));
y_x(z)
gradef(z (y), z_y (y));
z(y)
gradef (z_y(y), z_yy(y));

z_y (y)
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(%i7) =z z(y(x));
(%oT)
z(y (z))

(%i8) z__x : diff(z, X);
(%08)
y_x(z) z_y (y (2))

(%i9) z__xx : diff(z__x, x);
(%09)

y_x(2)” z_yy (y (x)) +y_xx(2) 2_y (y ()

(%110) gradefs;
(%010)
[y (), y_x(x),2(y),7_y (y)]
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(%it1)
(%o11)

(%i12)
(%o12)

(%i13)
(%013)

(%i14)
(%o14)

ex

ex

ex

ex

21

Z__XX;

y_x(2)” z_yy (y (x)) + y_xx (z) z_y (y ()

: subst(ly  (x)=y], ex) ;

v_x(2)” z_yy (y) +y_xx (2) 2_y (y)
subst ([y_x (x)=y_x], ex) ;

z_yy (y) y_x*> + y_xx (z) z_y (y)

: subst ([y_xx(x)=y_xx], ex);

z_y (y) y_xx+z_yy (y) y_x°
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(%i15) ex :

(%015)

(%i16) ex :

(%o16)

(%hi17) ex :

(%ho17)

22

subst([z  (y)=z], ex);
2.y (y) y_xx+2_yy (y) y_x*
subst([z_y (y)=z_y], ex) ;
y_xxz_y +7_yy (y) y_x*

subst([z_yy(y)=z_yyl, ex);

y_Xzz_yy+—y_xxz_y
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