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Sobre a aula 1
Na aula 1 nés usamos as idéias dos 8 primeiros slides daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-intro.pdf

e do slide 10 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-plano-tang.pdf#page=10

...pra desenhar casos particulares das figuras das segoes 7.4 e 7.5
do “GA1” do Felipe Acker:
http://angg.twu.net/acker/acker__ga_livrol_2019.pdf#page=43
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Introducao ao vetor velocidade

Em cursos de Calculo 3 “pra matematicos” a gente normalmente
comega definindo o vetor velocidade como um limite. O Felipe
Acker faz isso muito bem nos capitulos 2 e 3 do “GA4”,
http://angg.twu.net/acker/acker__ga_livro4_2019.pdf

Eu costumava fazer mais ou menos isso no curso de Calculo 3,
e a gente gastava uma aula inteira aprendendo a decifrar a
formula daquele limite e visualizar o que ela queria dizer.

Dessa vez vamos tentar fazer algo diferente.
Vamos comegar com exemplos e animagoes.
Assista este video aqui até o 9:00,

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-bezier.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=aVwxzDHniEw

mas considere que tudo até o 6:34...
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Introdugao ao vetor velocidade (cont.)

...mas considere que tudo no video até o 6:34 sao idéias avancadas
que a gente s6 vai entender nuns exercicios que a gente vai fazer daqui a
algumas aulas. Por enquanto reserve praticamente toda a sua atengao
pro trecho entre 6:34 e 9:00, que é o trecho que a Freya Holmér mostra
os vetores velocidade e aceleracao pra algumas curvas de Bézier.

A gente vai fazer o seguinte. NoOs vamos acreditar que em geral
quando temos uma trajetéria P(t) = (z(t), y(t)) o vetor velocidade dessa
trajetoria é P'(t) = (2/(t),y'(t)). N6s vamos ver varios exemplos disso, e
vamos deixar pra entender os detalhes desse “em geral” quando formos
entender a definicdo “pra matematicos” do vetor velocidade.

2022-2-C3-intro 2022decl6 18:14



Exercicio 1: uma trajetéria com um bico

Dé uma olhada no item le da VS do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-VS.pdf#page=2

Faca o que essa questdao pede e represente graficamente Q(t) + Q' (¢)
pra um monte de outros valores de t também — até vocé entender
como essa trajetoria se comporta. Dica: ela é um movimento retilineo
uniforme até um determinado instante, ai ela muda de vetor velocidade
subitamente e vira um outro movimento retilineo uniforme.

Exercicio 2: um trajetéria com teleporte

Represente graficamente a trajetéria abaixo. Ela é parecida com a
anterior, mas nessa tem um momento em que a particula desaparece do
ponto em que em estava e se teleporta pra outro lugar.

R(t) = (t,4) quando t < 6,
(5,11 —t) quando 6 < t.
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Dicas pro exercicios 1 e 2
Este video aqui tem algumas figuras sobre como desenhar trajetorias:

http://www.youtube.com/watch?v=3yWLubgHsic
http://angg.twu.net/eev-videos/2020.2-C3-intro.mp4

Quase todo mundo achou muito dificil desenhar a trajetéria do ex-
ercicio 2 — se a gente calcula R(t) sé pra valores inteiros de t a gente
nao consegue descobrir como a R(t) se comporta entre t =6 e t = 7...

Um jeito de resolver isso é calcular R(t) para t = 6.1, t = 6.2, ...,
t = 6.9, desenhar esses pontos no grafico, e ai tentar descobrir qual é o
comportamento da R(t) pra todos os valores em [6, 7].

Um outro jeito é considerar que R(t) = (z(t),y(t)) e tentar entender
as fungoes x(t) e y(t), que sao fungoes de R em R.
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“VT 2

Vou me referir a esse PDF aqui como “VT”,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-vetor-tangente.pdf

e aos exercicios 1 e 2 dele como “VTex1”, “VTex2".

Faca os exercicios VTex1 e VTex2.
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Orbita

Este exercicio vai dar uma figura que é a orbita de uma lua.

O resultado vai ser algo como a figura da tltima pagina daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-orbita.pdf

mas olhe pra essa figura durante s6 uns poucos segundos.

Neste exercicio vocé vai tentar redescobrir essa figura sozinho, e
vocé vai tentar descobrir como desenhar uma aproximacgao bem razoavel
pra ela s6 somando uns vetores no olhometro e sem fazer nenhuma
conta complicada — por exemplo, vocé vai evitar usar uma aproximagao
numérica pra (cos(fy - 27), sen(5; - 2)); ao invés disso vocé vai usar a
representacio grafica deste ponto no R2,
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Orbita (cont )
Seja h = = - 27.
Esse h Val ser uma “hora”. Vou explicar isso no quadro.
Sejam:
P(t) = (cost,sent),
Q(t) = (cos4t,sendt),
(t)

= 1(cosdt,sen4t) = (5 cos4t, 5 sen4t),

S(t) = P(t)+ R(t).

a) Represente graficamente P(t) para t = Oh, 1h,2h, ..., 12h.
b) Represente graficamente P(

c¢) Represente graficamente Q(t) para t = Oh, 1h, 2h, ..., 12h.
d

Represente graficamente Q(t) para t = 0h,1h,2h, ... 12h.

f) Represente graficamente Q(t) + Q’'(t) para t = Oh, 1h 2h, ...

e)

)
g) Represente graficamente S(t) para t = Oh, 1h,2h, ..., 12h.
)

)
h) Represente graficamente S(t) + S’(t) para t = Oh, 1h, 2h, ...

2022-2-C3-intro 2022decl6 18:14
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Orbita (cont.)

Nos itens a até f vocé deve ter obtido pontos sobre circulos e vetores
tangentes aos circulos apoiados nestes pontos. Nos itens g e h vocé deve
ter obtido algo bem mais complicado: pontos e vetores apoiados nestes
pontos, mas vocé ainda nao sabe direito sobre que curva eles estao.

Reveja o trecho entre 6:34 e 9:00 do video da Freya Holmér. A
trajetéria que ela analisa é bem “suave”, no sentido de que ela nao
bicos ou teleportes, e a derivada da aceleracao dela é constante.

No item h vocé obteve alguns pontos e vetores velocidade de uma
trajetoria que vocé nao sabe direito qual é... vocé s6 tem uma lembranca
vaga do “trago” dessa trajetéria, porque vocé viu a figura-spoiler durante
uns poucos segundos.
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Orbita (cont.)

i) Desenhe uma trajetoria bem suave que nos instantes t = 0h, 1h,
..., 12h passe pelos pontos que vocé obteve no item g. Aqui vocé vai
conseguir uma aproximacao bem tosca pro “trago” da trajetoria S(t).

j) Desenhe uma trajetéria bem suave que nos instantes ¢t = Oh, 1h,
..., 12h passe pelos pontos que vocé obteve no item h, e que naque-
les instantes tenha exatamente os vetores velocidade que vocé também
desenhou no item h. Aqui vocé provavelmente vai conseguir uma aprox-
imagao bastante boa pro “traco” da trajetéria S(t).

k) Refaga o desenho do item j pra ele ficar mais caprichado e simétrico
e tal. Quando vocé achar que conseguiu fazer uma versao caprichada
boa olhe de novo a figura-spoiler e compare o seu desenho com ela.
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C

Em C cada subexpressao retorna um valor, e
cada valor tem um tipo. Por exemplo, depois
destas declaracoes

char ¢ = 100;
float a = 2.34;

Temos os dois diagramas a direita. Repare
que o primeiro diz o tipo de cada subex-
pressdo e o segundo diz o valor, ou o resul-
tado, daquela subexpressao.

Esses dois diagramas se complementam. A
maioria dos exercicios deste PDF vai pedir
que vocé faga o diagrama de tipos, e alguns
deles vao ter sugestoes tipo “se vocé estiver
completamente perdido considere o caso par-
ticular tal e faga o diagrama de valores dele...
e depois tente fazer o diagrama de tipos”.

2022-2-C3-tipos 2022dec
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Funcoes

Em C o “valor” do printf é um numero
de 64 bits o endereco do cédigo da
funcdo printf — com um tipo complicado...
quando eu rodei o GDB no programa da
pagina anterior e perguntei pra ele o tipo e o
valor do printf ele respondeu isso aqui:

(gdb) p printf

$1 = {int (const char *, ...)}
0x7ffff7e3bcf0 <__printf>

(gdb)

Livros de Matematica geralmente consid-
eram que fungdes sdo conjuntos. Por exem-
plo, se
f+ R - R
T = 22

entdo f — ou: o “valor” de f — é o grafico
da funcdo f, que é uma parabola em R?, e
¢ um subconjunto de R? contendo infinitos
pontos... ou seja: nesse caso o valor de f(3)
é 9, que é um ntmero, mas o “valor” de f é

um conjunto infinito!!! =(

Dica: leia as paginas 31-33 do capitulo 1 do
Leithold pra ver como ele define fungdes. A
gente s6 vai entender direito o conceito de
“varidvel dependente”, que ele menciona na
pagina 32, quando a gente comegar a enten-
der “notagao de fisicos”, daqui a algumas
aulas... pra resumir muito: “varidveis de-
pendentes” existem em “notagao de fisicos”
e nao existem em “notagao de matematicos”,
e a gente vai ver como traduzir entre as duas
notagoes.
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Tipos

TUDO que nés vamos fazer em Célculo 3
pode ser visualizado e tipado. Vocé ja viu um
pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica os
“tipos” sdo parcialmente determinados pelas
unidades metros sao distincia, segundos

sdo tempo, metros/segundo é uma unidade
de velocidade, e assim por diante... em C um
char, um int, um float e um (void *) s@o
coisas bem diferentes.

O 0 jeito como ndés vamos usar tipos
em Calculo 3 vai ser bastante improvisado.
Se vocé googlar por “Type Theory” vocé
vai encontrar montes de referéncias a teorias
de tipos que podem ser totalmente formal-
izadas, mas os tipos que nds vamos usar em
(C3 sao muito mais “intuitivos” do que “for-
mais”.

Dé uma olhada nas paginas 164 a 166 do
capitulo 5 do Bortolossi. Todas as expressoes
que aparecem la podem ser “tipadas” e inter-
pretadas como posigoes no eixo z (ou no eixo
¥, ou no eixo y), ou como distancias no eixo
2 (ou no eixo y, ou z), ou como inclinagoes...
vamos ver os detalhes disto aos poucos.

Nos préximos exercicios vocé vai tentar
“tipar” cada subexpressido deles. Escreva os
seus tipos nos lugares em que eu pus as ‘7’s.
Use portugués, improvise o quanto precisar,
invente abreviagoes — mas tente encontrar as
melhores abreviagoes possiveis — e compare o
seu modo de escrever os tipos com os dos seus
colegas. Lembre que aqui nds estamos ten-
tando fazer explicitamente, num diagrama,
algo que os livros fazem em poucas frases de
texto fingindo que ¢é algo ébvio.

Se vocé tiver dificuldade de fazer o caso geral
faga um caso particular primeiro.
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Exercicio 1

Digamos que f(z) = 2% e que y = f(z).

Se voceé tiver dificuldade de pensar no caso geral
faca xrgp=1e Ax =0.1.

Ty + Azx)— T Azx
(et an)- L)) ae
:.) ‘.) ?
7 S
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Exercicio 2

Digamos que f(t) = cost, g(t) =sent, e P(t) = (f(t),g(t)).
Se voceé tiver dificuldade de pensar no caso geral

faca tg = 5 e At =0.1.

IRRNSSEN PN
? ? ? ? ? 7
‘?r 7
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Exercicio 3

Digamos que f(t) = cost, g(t) =sent, e P(t) = (f(t),g(t)).
Se voceé tiver dificuldade de pensar no caso geral

faca tg = 5 e At =0.1.

P (o +80) = (S (Lo +AL), 9 (lo + L))

~~ <~ = — =
? ? ? ? ? ? ? ? ?
—_—— —_—— —_———
? ? ?
Re Re y
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Agora ndés vamos comecar a ver como decifrar defini¢oes
como a das paginas 197-198 do capitulo 6 do Bortolossi.
Ele faz tudo de um jeito bem geral, e ele usa R™ ao invés
de R? ou R3.

Exercicio 4

Reescreva a conta grande no meio da pagina 198 do Bortolossi
substituindo ¢, por 7, h; por €, z1(t) por cost, x5(t) por sent,
e m por 2. Obs: os ‘...” vAo sumir.
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O livro do Bortolossi tem essa figura daqui na pagina 199:

«'(ty)
&(tythy) - ()
hy

‘x(tn+h1) - “(tﬂ)

“(tﬂ—l— h‘2)

Isso ¢ um desenho de vetor velocidade como limite de retas secantes
num caso geral — o Bortolossi ndao nos diz quem sao o : R — R2, nem ¢,
nem a sequéncia (hq, hs, hs,...), e isso sugere que essa figura vai valer
pra quaisquer «, ty e (hy,ha,...), com as devidas adaptagoes...

2022-2-C3-tipos 2022dec16 18:14
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Exercicio 5

Aqui nés vamos tentar fazer uma figura parecida com
a do caso anterior, mas com «(t) = (cost,sent), to = 7,
hozg,0<...<h3<h2<h1<ho, hmjﬁoohJ:O
Comece com esta figura aqui,

a(to)
K (tothy) .

a(tothy),
« (katho)

e encontre valores razoaveis para hy, hy e hs que te
permitam completar o desenho no olhémetro fazendo
as contas de cabeca com aproximacoes bem grosseiras.

2022-2-C3-tipos 2022dec16 18:14
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Introducao a “notacao de fisicos”

Nos vamos aprender a usar duas convencgoes de notacao matematica
no curso — ou, pra encurtar, duas “notacoes”. O Bortolossi usa uma no-
tagao muito mais precisa, que eu vou chamar de “notacao de matemati-
cos”, e o Silvanus Thompson usa uma notacao mais intuitiva mas bem
mais dificil de formalizar, que eu vou chamar de “notacao de fisicos”.

Na “notacdo de fisicos” muitos simbolos vao ser abreviacoes e as
regras pra expandir essas abreviagoes vao depender do contexto. Vao
existir algumas convengoes pra expandir essas abreviagoes que vao ser
seguidas quase sempre, mas vao existir muitas exce¢oes — e muitos casos
ambiguos...

2022-2-C3-tipos 2022dec16 18:14
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Um primeiro exemplo

Digamos que y = /.

Podemos considerar que = e y “variam juntos”,
“obedecendo certas restri¢oes”. O conjunto dos pontos (z,y)
que obedecem essas restrigoes é { (z,y) € R? |y =+/z }

e o grafico é:

Y
To, L1 € R
Yo = +/To
By {2 Y1 = /71
Yo
Ar = x1— 29

Ay = yi— o

2022-2-C3-tipos 2022dec16 18:14



Material de 2021.1

Em 2021.1 eu usei a “notagao de fisicos” pela primeira
vez no curso de Calculo 3, e dei uma parte do curso
alternando entre trés livros: o do Bortolossi (“notacao
de mateméticos”), o do Silvanus Thompson (“notacao
de fisicos”), e o do Thomas (que usa as duas notagoes).
Desta vez eu vou fazer a mesma coisa, s que de um jeito
mais organizado que nos semestres anteriores, porque:
1) eu vou reusar bastante material de antes, 2) agora que
eu acho que sei “todas” as regras necessarias pra traduzir
a “notacao de fisicos” pra “notacdo de mateméticos”..
obs: esse “agora eu acho que sei todas as regras” quer
dizer “agora eu tenho um conjunto de regras de tradugao
que parece ser suficiente pra traduzir tudo que a gente
vai usar da ‘notagao de fisicos” em Célculo 3 pra ‘no-
tagdo de matemadticos’”. Ninguém que eu conhego sabe
fazer essa tradugao formalmente, e eu estou conversando
de vez em quando com umas pessoas de outras universi-
dades pra ver se elas concordam com a minha tradugao...

2022-2-C3-tipos 2022dec
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Aqui tem uma lista — ainda bem incompleta — de PDFs e videos do
semestre passado sobre “notagao de fisicos™:

Aula 14: Notagao de fisicos
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-notacao-de-fisicos. pdf

30/jul/2021: introdugdo a NF, versio preliminar:
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos.mp4
Rhttps://wi. youtube . com/watch?v=EMNgrSubMek

4/ago/2021: Segundo video sobre notagio de fisicos
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-2.mp4
https://wau.youtube . com/watch?v=bjB10g0-7Do

6/ago/2021: Silvanus Thompson: tridngulo
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-£isicos-s-tr.mpd
https://wiw. youtube . com/watch?v=hOWVx0gvopO

6/ago/2021: Silvanus Thompson: o exemplo da escada
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-s-esc.mpd
https://wuw.youtube.com/watch?v=-00xJty23hQ

20/ago/2021 - Thompson/Gardner
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-4.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=d0fnURoPI9Q
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A idéia basica

Digamos que f(z) é um polinémio.
Digamos que o grau dele é 4, pra simplificar.
Digamos que f(z) = a + bz + cz? + dz® + ex’.

Entao:

f(z
f(zx
f//(l,
f///(z
(

)
)
)
)
f//// x)

E portanto:

a + br + cx® + do?
b+ 2cx + 3dx? + 4dex®

2¢ + 6dr +12ex?

6d + 24ex
24e

+ ext  f(0) = a
f'(0) = b
7(0) = 2
f7(0) = 6d
f////(o) 24e
f'//(o) (f///(o) f////(o) .
2 6 24

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14

o U0 R

/£ (0)

/'(0)
["(0)/2
f///(o) /6
fl///(o)/24



A idéia basica (2)

Agora vamos tentar generalizar isso.

Digamos que f(z) é um polindmio.

Digamos que o grau dele é k, e que por enquanto k = 4.
Digamos que f(z) = ap + a1 + asx? + azr® + aqz*.

A notacgio f*) como o (k) entre parénteses, quer dizer
“f derivada k vezes”. Por exemplo, f&) = " e fO = f.

Entao:
fO®Z) = ap + ax + ar® + asz® + agx*  fO@0) = 0lag  ay = FO(0)/0!
D) = a + 2a0x +3azz® + daga® fO0) = 1lay  a = FO0)/1
@) = 2ay + 6azz +12a42? f@0) = 2lay  ay = fA0)/2!
fO(x) = 6az +24ayx f®0) = 3las  as = f®(0)/3!
fO(x) = 24ay fO0) = 4lay,  ay = FY0)/4!
E portanto:

(0) (1) (2) (3) (4) 4 )
1) = 2000 SO0 100 10 100 S 10

o! 1! 2! 3! 4!

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14



Exercicio 1.

A férmula do slide anterior também funciona
pra polinémios com grau menor que 4.
Verifique o que ela faz quando

f(z) = 422* + 992 + 200.

Lembre que no ensino médio vocé era obrigado
a “simplificar” 4 -5 -6 - 999 para 119880, mas
em Célculo 2 vocé tem que encontrar jeitos

de escrever que sejam mais simples de ler e

de verificar... pra gente em certos contextos
4-5-6-999 é mais “simples” que 119880.
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Exercicio 2.
Tente aplicar a férmula (%) abaixo

4

(k)
) = O

k=0

a esta f aqui: f(x) = 200z°.
a) O que acontece?

b) Tente escrever em detalhes o que da errado.

Vocé vai precisar de notacdo matematica E portugués.
Tente aprender as convencgoes que eu usei nos PDFs

e as convencgoes que os livros usam, e lembre que se
vocé comecar escrevendo uma igualdade qualquer leitor
que nao seja muito seu amigo vai interpreta-la

como uma afirmacao.
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As operacgoes derivs e derivs

Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes —

que vao nos ajudar muito nas contas:

derivs(f)
derivsy(f)

Um exemplo: se f(x)

(z) =
f'(x) =
(z) =
(z)

derivs(f) =
derivso(f) =

= (f7f/7.f//’f///7"')

= (f(0), £(0), f"(0), f(0), -..)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de fungoes
e derivsy(f) retorna uma sequéncia infinita de nimeros.

= ax® + bx + ¢, entdo:

ax® +br +c, f(0
2az + b, 1
2a, 170
0, f///(o

(ax?® + bz + ¢, 2ax + b, 2a, 0,0,0,...)

(¢,0,2a,0,0,0,...)

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14



Algumas definic¢oes

Isto aqui

—~ %) ,
B

k=0

é a série de Taylor da fungao f
no ponto 0 truncada até grau n,
e isto aqui

SO0,
J >
SN0,
ou: kZ:O 7l xr

é a série de Taylor da fungao f
no ponto 0.

Exercicio 3.
Seja f(x) = senuz.

a) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivs(f).

b) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivsy(f).

¢) Calcule a série de Taylor
de sen x truncada até grau 7.

d) Seja g(x) a série de Taylor

de sen z truncada até grau 7;
Calcule ¢(0.1) na mao e

compare o seu resultado com

o resultado de calcular sen 0.1

na calculadora ou no computador.

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14



Exercicio 4.
Calcule derivs(f) e derivsy(f) para cada uma
das ‘ f’s abaixo, até o grau pedido.

a) f(x) = e*, até grau 4
b) f(z) = **, até grau 4
c) f(z) = e, até grau 8
d) f(x) = cosz, até grau 8
e) f(z) =senxz, até grau 8
f) f(x) =isenz, até grau 8

g) f(z) = cosx +isenx, até grau 8
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A notacao com ‘=’

O sinal ‘~’ que dizer “é aproximadamente igual a”,
mas ele ndo diz quao boa é a aproximacao...

Estas duas afirmagoes sdo ambas verdadeiras:

£(0.42) =~ f(0)+ £/(0)-0.42 + 79 (0.42)?
F(0.42) = f(0)+ f/(0)-0.42 + £19(0.42)? + L7 (0.42)?

Até dé pra formalizar essa igualdade aqui embaixo

usando um limite - veja a pagina 4 deste PDF:
https://people.math.sc.edu/girardi/m142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf

f@) = fO0)+f(0)- 2+ fT(O)

Mas eu néo sei como formalizar precisamente
a versdo com 0.42 no lugar do z...  =(
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10

As versoes truncadas de derivs, derivsy e derivs,
Vamos definir derivs” e derivsy como as versdes “truncadas até grau n”
de derivs e derivsg...

derivs™(f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs™(f), e
derivs] (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivsg(f).

Além disso derivs,(f) vai ser a lista infinita (f(p), f'(p), f"(p),...), e
derivs; (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs;(f).

Exemplo:
derivsy, (f) = (f(42), f/(42), f"(42)).

Vamos nos referir a derivs, (f) como “as derivadas de f até grau n no
ponto p”. Repare que f(42) é a “derivada de f de grau 0 no ponto 427,
1/(42) é a “derivada de f de grau 1 no ponto 427, etc...

Antes o termo “grau” néo servia pra falar de niimero de vezes que uma
fungéo foi derivada, mas agora passou a servir. =)
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Notacao de fisicos: introducao
Links:

https://people.math.sc.edu/girardi/m142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf (pdginas 171-173)
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf .pdf “Calculus Made Easy” (1914)
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf (p.5: linearizagdes)
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Na aula de 2022sep23 a gente usou os links acima
e eu escrevi um montao de coisas no quadro —
que eu vou digitar assim que der!!!
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Exercicio 5.

Leia a se¢ao 4.7 do livro do Daniel Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Os livros mais modernos:

i) distinguem dzx e Az,

ii) escrevem y = f(z) ao invés de y = y(z),
iii) evitam a convengio x; = xg + Az.

a) Traduza o inicio da segdo 4.7 do Miranda - até o fim
da pagina 118 - pra notacao do Thompson. Dicas:

fla) = fo)+ ' p)—p) L fln) = f(zo)+ ['(a0) A2
Lx) = f(p)+ )z —p) L(z1) = f(zo) + f'(xo) Az

e a funcdo L é exatamente a série de Taylor da funcao f truncada até
grau 1... lembre que nés quase s6 vimos séries de Taylor no caso em que
xo era 0, mas ficamos de ver depois o caso em que o “ponto base” nio
precisava mais ser 0...
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Alguns truques de traducgao

Truque 1: quando a gente escreve férmulas “com o mesmo formato” perto uma
da outra o leitor tende a ler a segunda ou como uma traducao da primeira pra
outra notagdo ou como um caso particular da primeira...

Isto aqui é uma traducao de duas das férmulas da p.117 do D. Miranda pra
“notagao de fisicos”:

f@) = f(p)+ f(p)x—p) fl@) =~ flao)
L) = flp)+ [ (p)(z—-p) L) = f(xo)

E isto aqui é um caso particular da primeira férmula:
F(4.02) ~ f(4) + £/(4) (402 - 4) ()
Repare que a férmula (*) fica mais clara se escrevermos isto explicitamente:
1 = 4.02 To=4
...e repare que se a gente tentar escrever isto aqui direto
VA02 & VA + VI (4.02 - 4)
fica confuso e péssimo — néo existe uma notagao padrio pra derivada de /&

em x = 4!l Aqui a gente TEM que usar um truque novo — a gente tem que
dar um nome pra fungio /z. Por exemplo...
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Alguns truques de traducgao (2)
Seja f(x) = /& = z'/2.

Entdo f'(z) = 32712 = {5 = ﬁ, e
f(4.02) ~ f(4)+ f'(4)(4.02—4)
= V02 = VAt 35(4.02-4)
Repare que acima eu s6 fiz as subtitui¢des f(z) = T e f/(x) = 7= eu

2z
acho que as contas mais mais faceis de entender se a gente fizer as substitui¢oes

e as simplificagbes em passos separados:

f(4.02)
= 4.02

F(4) + f/(4)(4.02 — 4)
\/ 44 512(4.02 - 4)
= 2+ 7(0.02)

= 2+0.005

= 2005
2.004993765576342...

QR

v4.02

A tltima linha acima tem um ‘=" ao invés de um ‘~’, e eu calculei o resultado
dela com a calculadora.

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14
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A traducgao pra notacao de fisicos
Temos:
fl@) ~ f0)+ ['(0)a + F5Pa

Acho que vocés devem conseguir acreditar nisso aqui...
(a gente pode checar os detalhes depois!)

g(xg + Ax) = g(xo) + ¢'(x0)Ax + @(AI)Q
h(z + Az) h(z) + B (z) Az + 2 (Az)?

2

Q

E se y = y(z) entéo:

y(x + Ax)
y(r +Ax) ~ y+y. Az

:
NS
_|_
<
8
L
&
+ +
5 off
>
=
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Exercicio 5.

Digamos que xo = 10, f(x) = z*, yo = f(x0), g(y) = seny.
a) Calcule derivs, (f(z)).

b) Calcule derivs;0 (9(y)).

c) Calcule derivs, (g(f(z))).

Seja h(z) = g(f(x)) — ou seja, h=go f.
d) Calcule derivs? (h(z)).
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Exercicio 5: gabarito em cédigo

(%i3) £ : x73;

(%03)
3

(%i4) g : sin(y);
(%ho4)

siny
(%i5) h : subst([y=f], g);
(%05)

sin 2>
(%i6) diff(h, x);
(%06)

322 cosa®

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14
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(%i7) [h, diffh, x)1;
(ho)

[sh1x3,313 cosm3]

(%18) x0 : 10;

(%08)

10
(%19) yO : subst([x=x0], £);
(%09)

1000
(%i10) z0 : subst([x=x0], h);
(%010)

sin 1000
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(%i11) subst([x=x0], [h, diff(h, x)1);
(%ho11)
[sin 1000, 300 cos 1000]

Obs: ai ndo tem a resposta do item d...

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:1

19



20

Exercicio 6.

Este exercicio é uma versao mais geral do exercicio 4.
Digamos que f e g sao fungoes suaves de R em R.
(Uma fungao é “suave” quando ela pode ser derivada
infinitas vezes. A funcao |z| ndo é suave).

Digamos que xg € R, yo = f(x¢), e h=go f.

a) Calcule derivs (h(z)).

Repare que neste caso “calcule” quer dizer algo como
“expanda e simplifique a expressao que vocé obtiver”...
Existem varios tipos de expansao e simplificacao, e os
programas de computacao simboélica dao um nome pra cada
tipo e permitem que vocé escolha quais vao ser aplicadas.
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Exercicio 5 (cont.)
Agora sejam y = y(x) = f(z) e z = 2(y) = g(y).

b) Traduza o seu derivs, (h(z)) do item (a)
pra notagao de fisicos.

Dica (pequena): -Lg(f(z0)) = zy¥a-

c) Calcule derivs) (z) usando notacéo de fisicos.

Nas proximas paginas eu pus um “gabarito em codigo” do
item (b). O modo mais facil de usar a “notagao de fisicos”

no Maxima é traduzir entre ela e a “notacdo de matematicos”
sempre que necessario. No item (c) as contas em “notagao de
matematicos” ficam gigantescas, mas se vocé conseguir fazer
elas todas em “notacdo de fisicos” elas ficam pequenas.

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14
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(hi3)
(%03)

(hid)
(%hod)

(%hi5)
(%o5)

(%i6)
(%06)

gradef(y (x), y.x (x));
y (z)
gradef (y_x(x), y_xx(x));
y_x ()
gradef(z (y), z_y (y));
z(y)

gradef (z_y(y), z_yy(y));

z_y (y)

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:1
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(%i7) =z :z(y(x));
(%oT)
z(y (x))

(%i8) z__x : diff(z, X);
(%08)
y_x(z) z_y (y (2))

(%i9) z__xx : diff(z__x, x);
(%09)

y_x (@) z_yy (y (x)) +y_xx(2) 2_y (y ()

(%110) gradefs;
(%010)
[y (z),y_x(x),2(y),z_y (y)]
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(%it1)
(%ho11)

(%i12)
(%012)

(%i13)
(%013)

(%i14)
(%o014)

ex :

ex

ex

ex

24

Z__XX;

y_x(2)* z_yy (y (x)) + y_xx (z) z_y (y (z))

: subst(ly  (x)=y], ex) ;

y_x(2) z_yy (y) + y_xx (z) z_y ()
subst ([y_x (x)=y_x], ex) ;

z_yy (y) y_x> + y_xx (z) z_y (y)

: subst ([y_xx(x)=y_xx], ex);

z_y (y) y_xx+z_yy (y) y_x>
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(%i15) ex :

(%015)

(%i16) ex :

(%016)

(%i17) ex :

(%o17)

subst([z  (y)=z], ex);

z_y (y) y_xx+z_yy (y) y_x

subst([z_y (y)=z_y], ex);

y_xxz_y +z_yy (y) y_x°

subst([z_yy(y)=z_yyl, ex);

y_X2z_yyﬁ—y_xxz_y

2022-2-C3-taylor 2022dec16 18:14
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Calculo 3 - 2022.2

Aulas 11 e 12: introducao a superficies
e a diagramas de numerozinhos

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Links

Superficies do Bortolossi (se¢ao 3.2):
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-3.pdf#page=3

Quédricas no livro do Acker (capitulo 19):
http://angg.twu.net/acker/acker__ga_livro3_2021.pdf#page=123

Intersecao de planos por uma féormula complicada:
http://angg.twu.net/acker/acker__ga_livro2_2020.pdf#page=87

“Low poly” e diagramas de numerozinhos:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf#page=21
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-P1.pdf#page=4
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-VS.pdf#page=3
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-VSB. pdf#page=5

Intersecao de planos no olhémetro:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=45

Quadros:
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf#page=8

2022-2-C3-superficies 2022dec16 18:14



Ainda nao digitei o que a gente viu nessas aulas!
Por enquanto veja as fotos dos quadros, nas
paginas 8 e 9 daqui:

http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf#page=8
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Calculo 3 - 2022.2

Aulas 13 e 14: Plano tangente,
reta normal e derivada direcional.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Links
(Depois)
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Introducao
Na aula passada nés vimos que num plano com esta equacao
z = Flz,y) = a+br+cy

da pra encontrar os coeficientes da equagao desse plano s6 ol-
hando pro diagrama de numerozinhos, fazendo isto aqui:

a = F(0,0)
b = Flz+1,y) — F(x,y)
¢ = Flz,y+1)—F(x,y)

A interpretacio geométrica de b = F(z + 1,y) — F(z,y) é a
seguinte. Digamos que a gente escolheu um ponto (z,y) de R?.
A gente vai considerar que esse é 0 nosso “ponto original”, e
a gente desloca ele uma unidade pra direita. O melhor modo
de entender deslocamentos ¢ pensando em termos de “antes” e
“depois”; “antes” nés estavamos em (z,y) e “depois” nds an-
damos pra (z+1,y). A gente geralmente vai usar o subscrito ‘o’
pra indicar “antes” e o subscrito ‘-;’ pra indicar “depois”; entao
(@0.30) = (2,9) e (21,3) = (+1,9). ¢ (Az, Ay) = (L,0). Além
disso temos

2z =
n = = F(z,y)
2 = = F(z+1y),

e entdo:

b = Flx+ly) —F(zr,y) = z1—2 = Az

Também dd pra interpretar o ¢ de uma forma parecida, s6 que no
caso do ¢ o deslocamento é diferente: (z1,y1) — (2o, o) = (0,1).
Se a gente souber usar direito esses truques notacionais a gente
vai conseguir formalizar mais ou menos facilmente idéias como
essa aqui:

Num plano z = F(z,y) = a + bz + cy o valor de b é
o Az quando (Az, Ay) = (1,0).

Pra formalizar o que essa frase quer dizer a gente vai precisar
de um monte de regras que dizem como certas abreviagoes de-
vem funcionar. Eu chamo essas regras, e a notagao com elas,
de “notacao de fisicos”, e eu chamo a notagao que nao permite
essas abreviagoes de “notagdo de matemdticos”. Nés vimos que
o Bortolossi fala sobre as abreviagoes da “notagdao de fisicos” que
cle vai evitar nas paginas 171 a 173 do capitulo 5 dele:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf#page=9

A “notacdo de fisicos” que a gente vai usar é praticamente a
do “Calculus Made Easy” do Silvanus P. Thompson, mas ele 1)
usa muito pouco a convengao de que ‘¢’ e ‘-’ indicam “antes” e
“depois”, 2) ele geralmente nao distingue ‘d’ e ‘A’, 3) ele muitas
vezes escreve ‘="em lugares em que seria mais correto usar ‘..
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Diagramas de chaves

Nos as vezes vamos usar diagramas com chaves
parecidos com o do PDF sobre tipos —
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-tipos.pdf#page=2
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-tipos.pdf#page=5
pra indicar tradugbes passo a passo

ou contas passo a passo. Por exemplo:

F( x 1 —F( =z
(@ +1 v )-Fla, v)
*o ATy o o
—_— —
1 Y1 20
P
Az
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Primeiros planos tangentes

Considere a seguinte construgao:

z = F(z,y)

S = {(@m) €R 2= Fla.y))
(w0,50) € R?
f(AJ'; = F(xo+ Az, y0)

9(Ay F(x0,50 + Ay)

<L
[

(20,90, 20) + 7 | t €R}
Yo, %0) +ul |u € R}
= {(zo,m0,20) +t0+ud |t,u e R}

8o = 5
|
m—

Ela corresponde a figura da pagina 739 do capitulo 12

do APEX Calculus. Dé uma olhada:

http://angg. twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#page=62

As retas 7 e s sdo retas tangentes & superficie S no ponto (zo, yo)
e o plano 7 é o plano que contém as retas r e s. A defini¢do no
APEX Calculus usa derivadas parciais, a que eu pus acima nio.

Exercicio 1.
a) Sejam:

F(ry) = 3+2z+1y
A = {(z,y) eR?|z,y€{0,1,2,3,4}}
(zo,90) = (2,0)

Visualize todos os objetos da construcdo a esquerda e desenhe al-
guns deles usando numerozinhos. Mais precisamente...

...mais precisamente: 1) pra visualizar a superficie S vocé vai de-
senhar um numerozinho para cada ponto do conjunto A; 2) pra
entender as funges f e g vocé vai fazer uma tabela com os valores
de f(=2), f(=1), f(0), f(1) e f(2) e depois uma tabela parecida
para a fungdo g; 3) pra visualizar as retas r e s vocé vai desenhar
como numerozinhos os pontos de 7 ¢ s que estao sobre o conjunto A;
e 4) pra visualizar ™ vocé vai usar o que vocé ja sabe sobre planos
pra desenhar o diagrama de numerozinhos que contém os pontos
que vocé desenhos no passo 3.

b) Faga a mesma coisa, mas agora mudando o ponto (zg, yo) para
(3,0).
¢) Faca a mesma coisa, mas agora mudando o ponto (g, yo) para
(3,2).
¢) Faga a mesma coisa, mas agora para:

Play) = 2*+y°

A = {(z,y) eR?|z,y€{0,1,2,3,4} }

(z0,50) = (2,0)
Nos itens a, b e ¢ a superficie S era um plano. Agora ela passou a
ser um parabol6ide, e tudo vai passar a ser bem mais complicado.
d) Faga a mesma coisa que no item ¢, mas agora mudando o ponto
(w0, 0) para (3,0).

¢) Faca a mesma coisa que nos dois ltimos itens, mas agora mu-
dando o ponto (g, yo) para (3,2).
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Curvas de nivel

Dé uma olhada em como o Bortolossi define curvas de
nivel — ele faz isso nas paginas 97 e 98 do capitulo 3 —

http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-3.pdf#
page=19

e dé uma olhada nas figuras de curvas de nivel (“level
curves”) das pdginas 684 a 687 do APEX Calculus:

http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#
page=7

Exercicio 2.
Sejam:

- (@-2)+ -2

a) Faga os diagramas de numerozinhos de F(z,y),
G(z,y) e H(z,y). Desenhe numerozinhos nos pontos
com z,y € {0,1,2,3,4}.

b) Faga uma cépia beecem grande do seu diagrama pra
H(x,y) e tente desenhar sobre ela as curvas de nivel
de H(z,y) em z = =1, z = 0, ..., = = 8. Discuta
com os seus colegas e tente descobrir que técnicas vocé
pode usar pra desenhar aproximagoes razodveis pra essas
curvas na mao e no olhémetro.

Nas proximas aulas nés vamos aprender truques com
derivadas que vao nos permitir desenhar aproximacoes
bem boas pra essas curvas de nivel fazendo poucas con-
tas. Se vocé conseguir visualizar bem o truque do plano
tangente do préximo exercicio vocé vai conseguir enten-
der bem esses truques com derivadas.

Exercicio 3.

Use a construgao do exercicio 1 pra fazer o diagrama
de numerozinhos do plano tangente a superficie H(z,y)
em (29, o) = 3. Chame esse plano tangente de 7. De-
scubra qual é a interse¢iao desse plano m com o plano
z = zy = H(wo,yp). Essa interse¢io vai ser uma reta;
vamos chama-la de r’. O vetor diretor dessa reta vai
ser tangente a curva de nivel — faga todas as figuras e
depois tente entender isto.
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Retas normais

Na pagina 741 do capitulo 12 —

http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#page=64

o APEX Calculus define a “reta normal” ao plano tangente e mostra
que ela pode ser calculada por uma formula bem curta. Nos vamos usar
essa féormula algumas vezes nas proximas aulas, mas agora é melhor a
gente rever como o “produto vetorial”, ou “produto cruzado”, ¢ “um
pedago da conta do determinante”.

Exercicio 4.
Faca os exercicios das paginas 47, 48 e 49 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=47
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A derivada direcional

O Bortolossi define derivada direcional na p.296 (cap.8)
e o APEX Calculus na pagina 729 (cap.12)... links:

http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-8.pdf#page=6
http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#page=52

Exercicio 5.
O Bortolossi usa esta notagao:

F (p) = tim P V) = f(P)

ov t—0 t

a) Descubra como traduzir ela — passo a passo! — pra
“notacao de fisicos”, com p = (zg, %) e v = (a, ).

b) Faga os exercicios 17, 18 e 19 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf#page=30
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Aulas 16 e 19: Derivadas Parciais
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Alguns links

Na aula passada nds vimos derivadas parciais, mas sem esse nome:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-plano-tangente.pdf

APEX Calculus: diferenciais (sec.4.4), derivadas parciais (sec.12.3):
http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_4.pdf#page=27
http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#page=23

Bortolossi: o cap.b dele ¢ sobre derivadas parciais:

http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf

O Leithold define a notacao @} na p.145 (sec.3.1)
dzlz=xzq

e a secao 4.9 dele (p.269) é sobre a diferencial.

Miranda: a secao 4.7 dele fala sobre diferenciais:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo. pdf#page=117

Thomas: a se¢ao 14.3 dele é sobre derivadas parciais:
http://angg.twu.net/2020.2-C3/thomas_secs_14.1_ate_14.7.pdf#page=21

Silvanus Thompson:
o capitulo 9 dele é sobre o truque das variaveis dependentes novas,

e o capitulo 16 dele é sobre derivadas parciais:
https://calculusmadeeasy.org/9.html
https://uuw. gutenberg. org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=77

http://angg. twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos. pdf #page=12

https://calculusmadeeasy.org/16.html
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf #page=13
https://wuw.gutenberg. org/files/33283/33283-pdf . pdf #page=183

Video do Mathologer sobre o Silvanus Thompson:
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
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Um exemplo
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Exercicio 0.

O “exemplo” da pagina anterior mostra dois jeitos diferentes de calcu-

lar as derivadas de z, ambos usando notacao de Leibniz... no primeiro

jeito eu usei derivadas parciais, que sdo mais proximas da “notagao

de matematicos”, e no segundo eu usei diferenciais, que sao mais dis-
) )

tantes. Esse “exemplo” é uma desculpa pra vocé rever o que vocé sabe

sobre cada um desses assuntos.

Releia os trechos sobre o “truque das variaveis novas”, sobre derivadas
parciais e sobre diferenciais que eu recomendei na pagina de hnks
Os livros tém listas completas das regras que as operagoes %, By e
d obedecem, e se vocé olhar com atengdo vocé vai ver que cada uma

essas “regras” vem de um teorema que é demonstrado em outro ponto
d “ 7 d t d trad t t
do livro — geralmente antes.

a) Descubra como justificar cada uma das igualdades do “exemplo”.

b) Seja f(z,y) = (¢° + y*)°. Calcule - f(z,y) e f(r y) usando s6
a “notacao de matematicos”.
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“Encontrar coeficientes”

A igualdade b qa pagina anterior expressa dz como uma combinagao
linear de dxr e dy — o que é um caso particular de um polinémio de
grau 1 em dzx e dy. Esse truque aparece em zilhoes de lugares — por

exemplo em séries de Taylor, e no “exercicio importantissimo” daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=48

Exercicio 1.
Digamos que z = (22 +y*)’ e y = 2% —
ou seja, z = (2 + (2?)*)".

Calcule g—; neste caso e veja se vocé consegue

expressar a sua resposta em termos de z,, z, € Y.
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Mais sobre o macaco derivador

O video do Mathologer é principalmente sobre a parte da matéria de
Célculo Diferencial em que as contas sdo “tdo simples que d& pra treinar
um macaco pra fazé-las”.

E muito mais fdcil treinar — ou programar — um macaco pra fazer con-
tas de derivada, com ou sem a notacdo de Leibniz, se a gente nao tem
variaveis dependentes.

Se a gente tem varidveis dependentes com uma hierarquia entre elas que
diz quais variaveis sdo mais basicas que outras — obs: todos os exemplos
do capitulo 9 do “Calculus Made Easy” sao assim — ai eu acho que ainda
sei programar um macaco pra fazer as contas, mas o programa fica bem
mais dificil do que no caso em que todas as varidveis sao independentes...
Variaveis dependentes sao dificeis.

Quando a gente permite derivagdo implicita eu nao sei mais como pro-
gramar o macaco pra fazer as contas.

Derivagao implicita é muito dificil.
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Na aula de 7 de outubro eu passei uns exercicios incrivelmente im-
portantes sobre um modo de visualizar retas e curvas em R? usando
numerozinhos... mas poucas pessoas vieram na aula e s6 umas pou-
cas dessas pessoas participaram, entdo eu resolvi reescrever direito
esses exercicios e pedir pra todo mundo da turma fazer eles...

Aqui tem uma animagao de 20 segundos que mostra uma superficie
“feita de uns poucos pontinhos flutuando no ar”:
http://angg.twu.net/GNUPLOT/20220ct25_splot_points.mp4

A animac¢ao mostra s6 uns poucos pontos dela, mas a partir desses
pontos a gente consegue imaginar como o resto dessa superficie deve
ser.

Exercicio 2.

Faga os exercicios da pagina 5 do PDF de planos tangentes:

http://angg. twu.net/LATEX/2022-2-C3-plano-tangente . pdf#page=5
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf#page=13 Figure 12.7.2: A surface and directional

Wi tangent lines in Example 12.7.1.

Dica: o diagrama de numerozinhos a esquerda abaixo “é” uma reta
em R3 e o diagrama de numerozinhos a direita abaixo “6” uma
parébola em R3:

w
Svoon
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Vetores normais

Leia a secdo sobre “normal lines” na p.741 do
APEX Calculus (no capitulo 12 dele):

http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_
12.pdf#page=64

Além das definigoes do livro nés vamos usar estas
aqui. Sejam:

= (o0 Yo: %)
= dyxd,
A+d,
A+d,
A+
= A-n

ZOQ®m
Il

Exercicio 3.

a) Digamos que A = (2,1,2), f, = 2e f, = 3.
Entdo podemos representar os pontos A, B e C'
como numerozinhos desta forma:

S5
S24 .

Represente como numerozinhos os pontos D e E.

Agora cada um dos diagramas de numerozinhos
abaixo representa os pontos A, B ¢ C' da con-
strugdo acima, mas vocé é que vai ter que desco-
brir quem séo xo, Yo, 20, fos [y, €tc — e desenhar
os pontos D ¢ I em cada um dos casos

Desenhe os pontos D e E nos diagramas de nu-
merozinhos abaixo:

O D
).A22A >A.42,
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Exercicio 4.

Este exercicio é continuagao do anterior.

Agora vou passar a usar uma notacao <g 0) (g
mais compacta ainda. Todas as figurinhas . .
abaixo representam diagramas de numeroz- (2 0) (2
inhos com (xg, %) = (3,3), mas desenhados , ,
sem os eixos. Para cada uma delas descubra (2 0) (2
quem sao os pontos D e F da figura e desenhe [ [
os pontos A, B, C, D e E num diagrama de (g 0) (;
numerozinhos de verdade.

As vezes vocé vai ter que desenhar dois nu- <;1 0) <§

merozinhos um em cima do outro.
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Exercicio 5.
Este exercicio é continuacdo do anterior.

Leia a definicdo de gradiente na pégina 731 do
APEX Calculus (no capitulo 12):

http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_12.pdf#page=54

Acrescente a seguinte definicdo as que vocé usou nos exercicios 3 e 4,

G =A+ (fz,fy,(ﬁ

e refaca todos os 25 itens do exercicio 4 acrescentando o ponto G neles.

Daqui a pouco nés vamos ver qual é a relagao desse vetor (f, fy,0
com o gradiente!...

2022-2-C3-derivadas-parciais 2022decl6 18:14
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Gradientes na prova
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Calculo 3 - 2022.2

Aula 22: Func¢oes homogéneas e
derivadas parciais de ordens superiores.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Links

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-funcoes-homogeneas.pdf#page=2

Nessa aula eu escrevi muuuuitas coisas no
quadro, e ainda nao tive tempo de digita-las.

Vocé pode acessar os quadros dessa aula aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf#page=17
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Calculo 3 - 2022.2
Aula 23: Regra da cadeia

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Links:

Capitulo 7 do Bortolossi:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-7.pdf

PDF de 2021.1 sobre a matriz jacobiana:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-matriz-jacobiana.pdf

Mini-teste 2 de 2021.1 (sobre ntimeros complexos):
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-MT2.pdf#page=1

2022-2-C3-regra-da-cadeia 2022decl6 18:14



Calculo 3 - 2022.2

Dicas pra P1

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Primeira dica:
A P1 vai ter uma questao que vai valer muitos pontos
que vai ser parecida com a questdo 1 da VSB do

semestre passado. Links:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-VSB. pdf#page=2
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-tudo.pdf#page=70
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-derivadas-parciais.pdf#page=2
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-tudo.pdf#page=63
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf

Segunda dica:

A P1 vai ter uma questao de desenhar curvas de nivel
e vetores gradientes. Vocé pode treinar pra ela
fazendo o Exercicio 1 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-gradiente.pdf#page=3
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-tudo.pdf#page=177

Mais dicas em breve!
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Calculo 3 - 2022.2

P1 (Primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



0

10 0 0

2

0 -0 0 0

1

0 0 0 3

0

0 0 0 0

0

0 -0 0 0 00 0 0

0

00 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0

0

0

0 0 0

0

0 -0 0 0

0

0 0 0

0

0

2022-2-C3-P1 2022decl6 18:13



Questao 1

(Total: 6.0 pts)

O diagrama de numerozinhos da folha anterior cor-
responde a uma superficie z = F(x,y) que tem 5
faces. Também ¢é possivel interpretd-lo como uma
superficie com 6 ou mais faces, mas vamos con-
siderar que a superficie com s6 5 faces é que é a
correta.

a) (1.0 pts) Mostre como dividir o plano em 5
poligonos que sdo as projecoes destas faces.

b) (1.0 pts) Chame estas faces de face N
(“norte”), S (“sul”), W (“oeste”), C (“centro”), E
(“leste”), e chame as equagoes dos planos delas de
Fi(z.y), Fs(x,y), Fw(z,y), Fo(z,y), e Fp(a,y).
Dé as equagoes destes planos.

¢) (1.0 pts) Sejam:
Pe = {(z,y,2) R |z = Fe(z,y) i

Pp = {(z,y,2) €R® |z = Fp(z,y)
r = PoNPg.

)

Represente a reta r graficamente como numeroz-
inhos.

d) (0.5 pts) Dé uma parametrizagido para a reta
do item anterior. Use notagao de conjuntos.

e) (1.0 pts) Seja
A ={0,1,...,9} x {0,1,...,10};

note que os numerozinhos do diagrama de nu-
merozinhos estdo todos sobre pontos de A. Para
cada ponto (z,y) € A represente graficamente
(#,9) + 3VF(z,y).

Obs: quando VF(z,y) = 0 desenhe uma bolinha
preta sobre o ponto (z,y), e quando VF(z,y) nao
existir faga um ‘x’ sobre o numerozinho que esta
no ponto (z,y).

f) (1.5 pts) Sejam

QW) = (0,4) +(1,1),
(=(t),y(1) = Q)
ht) = Fx(t),y().

Faga o grafico da funcdo h(t).
dominio dela é o intervalo [0, 6].

Considere que o
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Questao 2
(Total: 4.5 pts)
Seja
F(z,y) =222 — 2y — y*.

Nesta questao vocé vai ter que fazer varias copias
do diagrama de numerozinhos da fungio F(z,y)
para os pontos com z,y € {—2,—1,0,1,2}. Os
numerozinhos vao ser estes aqui:

8§ 0 -4 -4 0
9 2 -1 05
8§ 2 0 28
5 0 -1 29
0 -4 -4 08

a) (1.0 pts) Desenhe o “campo gradiente” da
funcdo F' nestes pontos, mas multiplicando cada
VF(z,y) por 5 pros vetores ndo ficarem uns em
cima dos outros. Deixa eu traduzir isso pra ter-
mos mais basicos: faga uma copia do diagrama
de numerozinhos da F'(x,y), e sobre cada (z,y)
com z,y € {—2,—1,0,1,2} desenhe a seta (x,y)+

LVF(z,y).

b) (3.5 pts) Faga uma outra cépia desse diagrama
de numerozinhos e desenhe sobre ela as curvas de
nivel da fungdo F(z,y) para z =0, z = 2, z = 5,
z=—lez=-2

Dicas:

1) O vetor gradiente num ponto (z,y) é sempre
ortogonal & curva de nivel que passa pelo ponto
(z,).

2) Faga quantos rascunhos quiser. Eu s6 vou corri-
gir seus desenhos pros itens (a) e (b) que disserem
“versdo final”, e eles tém que ser os mais capricha-
dos possiveis.
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Questao 1: gabarito

4) {(6,5,0)+ (=L L2} |t € R}
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Questao 2: gabarito

e N

—9 2 \ 4 5
T8 2 2. 8
\5 AN 27 99—
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Calculo 3 - 2022.2
Aulas 25 e 26: abertos e fechados em R?

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Links
Capitulo 4 do Bortolossi:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf

Como debugar representagoes gréaficas:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf#page=10

Abertos, fechados e compactos na Wikipedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
https://en.wikipedia.org/wiki/General_topology
https://en.wikipedia.org/wiki/Topology

Este PDF é baseado neste outro mais antigo:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-abertos-e-fechados.pdf
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Introducao

Dé uma olhada no capitulo 4 do Bortolossi...

Comece pela secao 4.1, “Por que fungoes continuas sdo importantes”,
depois leia a se¢ao 4.3, sobre o Teorema de Weirstrass em n variaveis,
e relembre a definicao de distancia euclidiana na p.139.

Nos vamos comecar entendendo as definicoes das paginas 142
até 148, e vamos reescrevé-las de um jeito bem mais curto.

Nos vamos ver como fazer hipéteses sobre os exercicios
dos préximos dois slides, como testar essas hipoteses,
e como descartar as hipdteses erradas.
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Nove subconjuntos de R?
(Compare com a p.130 do Bortolossi...)

Sejam:
C, = {(z,y) eR?|2<y<3},
Co = {(r,y) eR?*|2<y<3 e l<z<4}
Cs = {(v,y) e R* | d((z,y),(1,2)) <2},
Cy = {(v,y) e R* |1 <d((z,9),(1,2)) <2},
Cs = {(z,y) eR?|d((z,y),(1,2) <2 e 1<},
Co = {(z,y) eR?|y>u},
Cr = Cg = Cy =
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Exercicio 1.
Represente graficamente os conjuntos C4, ..., Cs.

Exercicio 2.

Represente os conjuntos C'7, Cy, Cy
em “notacao de conjuntos” — isto é,
na forma { (z,y) e R? | ...}.
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Bolas abertas e fechadas

Se P é um ponto de R™ entéo a

bola fechada de raio e em torno de P, B.(P), e a
bola aberta de raio ¢ em torno de P, B.(P),

sao definidas assim:

B.(P) = {QEeR"[d(P.Q) <¢}
B-(P) = {QeR"[d(P,Q)<¢e}

Por exemplo, se P = 6 € R! entdo:

B.6) — {QeR[d(6,Q) <2}
{zeR|d(6,z) <2}
{zeR|/(6—2)2<2}
{zeR||jz—6]<2}
{zeR| —2<z-6<2}
{zeR| —24+6<2<2+6}
[4,8]
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Exercicio 3.
Represente graficamente:

a) B1((2,2)),
b) Bi((2,2)).

Dica: estes conjuntos vao parecer muito mais com
“bolas de verdade” do que o conjunto By(6) do
slide anterior.

Lembre que a gente desenha a fronteira de um conjunto
tracejada quando a gente quer indicar que os pontos da
fronteira nao pertencem ao conjunto e a gente desenha
ela solida quando quer indicar que os pontos dela
pertencem ao conjunto. Veja os desenhos dos

conjuntos Cg e Cl.
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Exercicio 4.

Aqui vocé vai ter que ser capaz de visualizar bolas sobrepostas
a conjuntos que vocé ja desenhou sem desenhar estas bolas.
Diga se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa.

a) BO.l( 0725)) Q Cl

=
o
o
IS

cac
o
~Fey

w Wl

2022-2-C3-topologia 2022decl6 18:14



O interior de um conjunto (e conjuntos abertos)
Def: o interior de um conjunto A C R", Int(A),
¢ definido como:

mt(d) = {PeA|3>0.B(P)C A}

Note que isto sempre é verdade: Int(A) C A.
Dizemos que um conjunto A é aberto quando A C Int(A).
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Infinitas operagées / seja com o Bob

Pra entender a definicdo de interior e as proximas vocé vai precisar
fazer um nimero infinito de operagoes pra chegar no resultado, e pra
isso vocé vai ter que usar algumas técnicas que nos vimos em Célculo 2
no semestre passado. Os links abaixo vao pras versoes deste semestre
do material sobre essas técnicas, que ficou bem melhor do que o do
semestre passado.

Veja este PDF, a partir da pagina 11 dele:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-somas-de-riemann.pdf

e relembre as defini¢oes de inf e sup daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-TFC1-e-TFC2. pdf
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Exercicio 5.

Seja A = [2,4] C R

Verifique que A nao é aberto usando
a definicdo do slide anterior.

Dica: como A = [2,4],

A nao é aberto
& A ¢ Int(A)
& A ¢ {PeA|J>0.B(P)C A}
2,4 ¢ {Pe€[2,4 |3 >0.B.(P)C[2,4]}

Tente continuar vocé mesmo usando ou matematiqués ou portugués.
Vocé talvez va precisar de truques que as pessoas costumam aprender
nos primeiros semestres mas acabaram nao aprendendo dessa vez
por causa da pandemia...
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Exercicio 6.

Represente graficamente:

2022-2-C3-topologia 2022decl6 18:14

12



13

O fecho de um conjunto (e conjuntos fechados)

Def: o fecho de um conjunto A C R?, A,
é definido como:

A = {PeR*|Ve>0.B(P)NA#D}
Compare com a definicdo do interior:
Int(A) = {P€A|J>0B(P)CA}.

Isto aqui sempre é verdade: AC A
Quando A C A dizemos que A é um conjunto fechado.
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Exercicio 7.
Digamos que:

Represente graficamente:
a) Cg

b) Dy

¢) Int(D)
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Um aviso sobre a P2 (de 2021.2)

Em quase todos os problemas deste PDF ¢é muito
mais facil mostrar que uma resposta esta errada
do que mostrar que ela esta certa... e o método
pra mostrar que uma resposta esta errada vai

ser um dos assuntos principais da P2.
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15



16

Algumas tradugoes

ACB = Vac€cAac€B

A=B = (ACB)AN(BCA)
S(PAQ) = —PV-Q
-(PVQ®) = PAN-Q
—(VYa € A.P(a)) = 3FJa€ A—-P(a)
—(Ja € A.P(a)) = Vae€ A-=P(a)
re€{acA|Pla)} = z€AAP(2)
~(P=Q) = PA-Q
20,42) = {z€R|20<z <42}
W<zr<42 = 20< ANz <42

< ? o«

Lembra que ‘A’ é “e”, ‘V’' é “ou”, ‘=’ é “nao”, ‘—’ é “implica”.
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Alguns exemplos de tradugoes

[a,b] C [20,42)

Vr € [a,bl.x € [20,42)
Vo € [a,0].20 <z < 42
Ve e R € [a,b] - 20 <z <42
VieRa<zxz<b—20<z <42

—([a, b] C [20,42))

“(VzreRa<z<b—20<z<42)
JreRA(a<z<b—20<z<42)
JreR—(a<z<b) A (20 <z <42)
dreR-(a<zAz<b)A(20 <z <42)
JreR(~(a<z)V-(r<b)A (20 <z <42)
dreR(x<aVb<z)A(20 <z <42)

—~
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Imagem inversa

Algumas das igualdades abaixo sdo definigoes,
as outras sdo exemplos.

Exercicio 8.

= a2y
= {(vy) eR|H(z,y) eI}

= {(ry) € B | H(zy) € 0]
= {(z,y) € R?| H(z,y) € [0,1]
= {(z,y) eR?* | H(z,y) =a}

= {(wy) eR?|H(z,y) €T}

= {(v,y) €R? | H(z,y) € [0,1]
= Hoy

Represente graficamente:

(¢}
Cy
Cy
Cy
Cs
Cs
Cr
Cs
Cy
Cio

4
{(r,y)€R2|1<Tel<1/}

}
}

}

Conjuntos limitados e compactos
Um conjunto C' € R? é limitado quando ele

obedece isto:

Ir e R.C C B,((0,0))

Um conjunto C' € R? é compacto quando ele é

fechado e limitado.

Exercicio 9.

Preencha a tabela abaixo com “V’s e ‘F’s.

G Oy Gy Cy
é aberto
é fechado
é limitado
& compacto
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Maximos numa elipse

Dé uma olhada nas figuras das paginas 355 e 356 do Bortolossi,

no capitulo 10 dele:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10.pdf#page=!
http://angg. tuu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10. pdf#page=6

Ele usa:

J@y) = 22+y

glzy) = S+

Dy = {(z.y) eR*|g(a,y) <1}
{(z.y) eR* [ g(a,y) =1}

D, é uma elipse “cheia” incluindo o interior dela, e
Dj é 86 a fronteira de Ds.
Note que (—2,0),(2,0),(0,3),(0,-3) € Dj.

Exercicio 10.

a) Desenhe algumas curvas de nivel de f(z,y).

b) Na pégina 354 o Bortolossi desenha curvas de nivel dentro
de um quadrado. Desenhe algumas curvas de nivel de f(z,y)
dentro da “elipse cheia” Dj.

¢) Tente descobrir no olhémetro quais sio 0s maximos e min-
imos de f(z,y) em D,. Dica: o Bortolossi leva varias paginas
fazendo isso — leia o texto dele!

19

Dica: o objetivo do item (c) é vocé aprender a resolver s6
com curvas de nivel as idéias que o Bortolossi apresenta us-
ando figuras em 3D. Se vocé ndo conseguir fazer a tradugao
das figuras 3D pra curvas de nivel direto vocé pode comegar
desenhando “cortes” sobre as figuras 3D, como na questao do
mini-teste 1 de 2020.2:

http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C3-tudo . pdf #page=83

...e repare que quando o Bortolossi chega no capitulo 12 ele
passa a usar quase so curvas de nivel e gradientes — ele prati-
camente abandona as figuras 3D:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-12.pdf
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Calculo 3 - 2022.2

Aula 27: Méaximos e minimos

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C3.html



Introducao

Quando a gente aprende polindmios a gente aprende uma matéria chamada “estudo
do sinal de uma fungdo”, em que a gente aprende a marcar em R em que regides
as fungdes que nos interessam sao positivas, negativas, ou 0... algo como isso aqui,
mas desenhado de outro jeito:

(—00,2) 2 (2,5) 5 (5, 400)

glz)y=2z-2 <0 =0 >0 >0 >0
hMz)=2-5 <0 <0 <0 =0 >0
=@-2)(zx-=5) >0 =0 <0 =0 >0

Depois a gente aprende derivada e segunda derivada, e ai a gente estende essa idéia
pra representar também as regides em que derivada é positiva, negativa, ou 0, e as
regides em que a segunda derivada é positiva, negativa, ou 0, e a gente usa isso pra
descobrir onde a fungao é crescente ou decrescente, onde a concavidade dela estd pra
baixo ou pra cima, e onde ela tem maximos e minimos locais ¢ maximos e minimos
globais. Dé uma olhada nas figuras das seg¢oes 5.1 até 5.4 do Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=122

Repare que o Miranda chama esse assunto de “extremos relativos” e “extremos
absolutos”; o Bortolossi vai estender essas idéias pra mais dimensdes nos capitulos
10, 11 e 12 dele, e ele vai usar outra terminologia: “méximos locais” e “méaximos
globais”.
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Estudo de sinal em R? por numerozinhos
Se vocé achar a abordagem de hoje muito complicada

comece pela de 2021... assista estes dois videos,

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=2noSv8hyNIk

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=noVh-RsK5Jo

e faga os exercicios das paginas 8 até 13 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-diag-nums.pdf#page=8

Importante: | nas aulas sobre maximos e minimos

eu escrevi muitas coisas no quadro que eu ainda
nao tive tempo de digitar. Vocé pode acessar os

quadros destas aulas aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros.pdf#page=26
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Um truque com derivadas direcionais

Vou comegar supondo que

z = a
+ br+cy
+ da* + exy + fy?

e que o ponto que nos interessa ¢ (zo,70) = (0,0).
Depois que nés tivermos entendido bem as contas no
ponto (0,0) a gente vai ver como refazé-las numa ver-
sd0 um pouco mais geral, em que (g, yo) ¢ um ponto
qualquer.

Queremos generalizar as definigoes de minimo local e
maximo local do Miranda, que estdo aqui,
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#
page=124

pra R2. Vou usar um truque com derivadas direcionais.

Vou dizer que o ponto (0,0) ¢ um minimo local “na
dire¢do (o, )" se a fungao z(t) = =z(z(l),y(t)) =
z(at, Bt) tem um minimo local em ¢ = 0, e vou dizer
que a fungdo z tem um minimo local em (0,0) se o
ponto (0,0) é um minimo local “em todas as dire¢oes”
— exceto pela “dire¢do” (a, ) = (0,0), que a gente
considera que “nao é uma dire¢ao valida”, e “nao in-
teressa”.

Se isto aqui for verdade,

V(e B) # (0,0).
di(dz(at, pt)) =0e
£4(z(at,pt) >0

entdo o ponto (0,0) vai ser um minimo local da funcao
z(z,y). Repare que 14 no inicio eu defini que z era um
polinémio de grau 2 em z e y;
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Versao mega-rapida das paginas 365-394 do Bortolossi

Links:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-funcoes-homogeneas.pdf
http://angg.twu.net/2022.2-C3/C3-quadros. pdf#page=17
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10.pdf

Digamos que 1,79, 7,0, 8 € R, 1y # 19,
a,>0,ers=a+Pi,ry=x— i, e

2(z,y) = dr*+exy+ fy?
hz) = z(z,1).
Entao
se h(z)=(z—r)(x—r2) entdo (0,0) é um ponto de sela,
se h(x)=alx—r)(x—ry)  entdo (0,0) é um ponto de sela,
se h(z)=—alz —r)(x —ry) entdo (0,0) é um ponto de sela,
se h(z)=(z—r)? entdo (0,0) é como a figura da p.388,
se h(z) =azr —r)? entao (0,0) é como a figura da p.388,
se h(z) = —a(zr —r)? entdo (0,0) é como a figura da p.388,
se h(z) = (z—r3)(x—r14) entdo (0,0) “tem concavidade pra cuna”
se h(x)=alx—r3)(x—ry)  entdo (0,0) “tem concavidade pra cima”
se h(z) =—a(z —rs3)(x —ry) entdo (0,0) “tem concavidade pra bleO
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Exercicio
Digamos que
2(a,y) = da’+exy+ fy,
h(z) = z(z,1).
Para cada uma das fun¢des h(z) abaixo diga qual é a funcao z(z,y)
associada a ela e faga o diagrama de sinais dessa fungao z(x,y).

a) hiz) = (z —1)(z +2)

¢) h(z) = =3(x —1)(x +2)
d) h(z) = (z - 1)
e) h(z) =2(x —1)?
f) h(z) = =3(z — 1)?
) h(@) = (z = (2+4))(z — (2 - 1))

i) h(z) = =3(x — (241))(x — (2 —1))
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Dicas pra P2
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Assuntos da prova

As principais questoes da P2 vao ser sobre estes itens do programa

do curso:
2.3. Nogoes de conjuntos abertos e fechados no R™.
2.4. Limite e continuidade. Defini¢do e propriedades.
3.1.  Derivadas parciais.
3.7. Derivadas parciais de ordens superiores.
3.8. Férmula de Taylor.
4. Maximos e minimos.
4.1. Extremos relativos. Condigdo necessiria para a
existéncia de extremos relativos.
4.2. Ponto critico. Teste da derivada segunda.
4.3. Méximos e minimos sobre um compacto.

As questdes vao ser principalmente sobre os itens 4, 4.1, 4.2 e 4.3,
mas vocé vai precisar dos itens 2.3, 2.4, 3.1, 3.7 e 3.8 pra fazer
algumas partes delas.
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Como estudar em casa

Comecem entendendo os conceitos dos itens 4, 4.1, 4.2 e 4.3. O Bortolossi
tem boas explicacoes pra eles nos capitulos 10, 11 e 12:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-11.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-12.pdf

Comece lendo as partes mais legiveis desses capitulos e entendendo as figu-
ras. Depois tente entender os enunciados dos exercicios.

Nas préximas aulas nds vamos fazer muitos exercicios que sdo versoes
“desmontadas” de exercicios do Bortolossi. Por exemplo, os exercicios 1
a 4 daqui

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-topologia.pdf#page=4

sao parecidos com passos do exercicio 8 da pagina 359 do Bortolossi:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10.pdf#page=9
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Abertos e fechados em R?

Certifique-se de que vocé sabe fazer

os exercicios 1-4 e 6-10 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-topologia.pdf

O exercicio 5 nao ¢ importante e neste
semestre eu pedi pras pessoas pularem ele.

A prova provavelmente vai ter uma questao parecida
com o exercicio 10 que vai valer muitos pontos.
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Maximos, minimos e fun¢oes homogéneas
A P2 vai ter uma questao bem grande sobre maximos e minimos,
fungoes quadraticas, fungoes homogéneas e diagramas de sinais.

Certifique-se de que vocé sabe fazer o exercicio

da pagina 6 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-maximos-e-minimos . pdf#page=6
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“Notacao de fisicos”

A prova vai ter uma questao na qual vocé vai ter que calcular al-
gumas derivadas usando “notagdo de fisicos”. Eu vou incluir uma
cHpia desta pagina na prova pra vocés usarem ela como uma refer-
éncia,

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-derivadas-parciais.pdf#page=3

€ na corregdo eu vou ver se vocés sabem usar direito cada um dos
truques que aparecem nessa pagina.

O melhor modo de estudar pra essa questao é refazendo os exercicios
das paginas 4 e 5 desse PDF. Pra fazé-los vocé vai ter que consultar
varios dos links da pagina de links desse PDF (pédgina 2).
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Calculo 3 - 2022.2

P2 (Segunda prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Questao 1

(Total: 3.5 pts)

Sejam:

P(z,y) = 2?2+,
Hizy) = .
Bz,y) = o°+4y%

Represente graficamente:

a) (0.1 pts) o diagrama de numerozinhos de P(z,y),
b) (0.2 pts) o digrama de numerozinhos de H(z,y),
¢) (0.2 pts) o diagrama de numerozinhos de E(z,y),
d) (0.1 pts) pelo menos 5 curvas de nivel de P(z,y),
e) (0.2 pts) pelo menos 5 curvas de nivel de H(z,y),
f) (0.2 pts) pelo menos 5 curvas de nivel de E(z,y),

E os conjuntos abaixo:

g) (0.2 pts) Cy = E’ (4)

h) (0.2 pts) Cp, = EL
i) (0.3 pts) Cy = 1<
j) (0.3 pts) Cy =
k) (0.5 pts) C5 = (“; Cy

1) (0.5 pts) Cs = Int(Cs)

m) (0.5 pts) Cr = C5

Use os grids da péagina 4.

Indique claramente qual desenho ¢ a resposta de cada item

e quais desenhos sao rascunhos.

Questao 2
(Total: 2.5 pts)

Sejam:
2 = (z—x0)"(y — )’
a = r+vy,
B o= z—y,
w = (a®—a)+ B2

Nesta questdao eu vou ver principalmente quais dos truques
da “notagao de fisicos” vocé sabe usar direito.

A pégina 5 tem um monte de dicas de “notagao de fisicos”
que vocé pode usar como referéncia. A coluna da esquerda
dessa pagina tem um exemplo grande que nés vimos em
aula; a parte de cima da coluna da direita tem uma tabela
que eu copiei da pagina 275 do Leithold, na qual ele mostra
como reescrever certas regras de derivagdao usando diferen-
ciais; e a parte de baixo da coluna da direita é uma versao
adaptada do primeiro exemplo do capitulo XVI do Silvanus
Thompson, em que ele mostra como fazer contas ficarem
menores criando varidveis dependentes novas.

Calcule:

a) (0.2 pts) £

b) (0.3 pts) zg,

¢) (0.5 pts) dz,

d) (1.5 pts) dw.

No item ¢ tente chegar até uma expressiao da forma z,dx +
2ydy, e no item d tente chegar até uma expressao da forma
forma w,dx 4 w,dy.
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Questao 3
(Total: 3.0 pts)

Sejam

da? + exy + fy?,
Z(x,1).

2(z,y)
h(z) =

Vou dizer que a fungao h(z,y) é a “funcio ho-
mogénea de grau 2 associada a h(z)”.

a) (1.5 pts) Digamos que
h@) = —2( - 1)z +1).

merozinhos da fun¢do z(z,y) nos pontos com y = 1
ex € {-2,-1,0,1,2} (siiiim, s6 5 pontos!) e o di-
agrama de sinais da funcdo z(z,y) (em R?), e diga
se o ponto (0,0) é um minimo, maximo, ponto de
sela, etc, etc.

Faca o diagrama de sinais da h(z) (em R), os nu-

b) (1.5 pts) Agora digamos que
h(z) = (x —i) (v +i) = 2> + 1.

Faga as mesmas coisas para esta funcao h(z) e para
a funcio z(z,y) associada a ela.

Questao 4
(Total: 3.0 pts)
Sejam:
H(x,y) = ay,
E(r,y) = o +49°,
D = E~([0,16)),
F : D—R

(z,y) = H(z,y)

Agora s6 queremos olhar pro que acontece den-
tro do “dominio” D, que é uma elipse; note que a
fungao F(z,y) s6 esta definida em D.

Faga pelo menos 5 curvas de nivel de z = F(z,y)
(obs: s6 dentro da elipse!ll) e mostre no seu gra-
fico quais dos pontos de D sdo méaximos locais,
minimos locais ou pontos de sela.
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Questao 2: gabarito

Temos: = (z —20)"(y — y0)°
Sejam: u = x— o,
U= Y~ Y-
Entio:  z = uhf,
£ 2 bl utti
= (dudLups+ u“((}usﬁil
= (4L (2 — 20))0® + u'(
= 4ub®
= 4z —20)*(y — )°,
= %([;411330)[ e
= 211(g(u3 v(; +ut L (v%))
= A(z ()0
= 4(3u*L(und)
= 4(3u*®)
= 12u%®
= 12(z — 20)*(y — %0)°
dz = d(u*®)
= d(u")vS + utd(v®)

(4uddu)v® + u*(6v°dv)
(4utvS)dzx + (6u'v®)dy

Temos:

Entao:

= Az —20)*(y — y0)°dx + 6(z — 0)" (y — yo)’dy

@
B

w

dw
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r+y,
z—y,
(3 —a)+ B2

d(e® + a) +d(B?)

(2a + 1)da + 28dp3

(2a + 1)d(z +y) + 2Bd(z — y)

(20 + 1) (dz + dy) + 23(dx — dy)
(2a + 1+ 2f)dz + (2a+ 1 - 28)dy
2z +y)+ 142z —y))dx

Q@ +y) +1—2(z—y))dy

(4 + 1)dx + (4y + 1)dx
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Questao 1.

(Total: 10.0 pts)

Lembre que “0C” é “a fronteira do conjunto C” e que se F é uma
funcio de R? em R entdao F~! é a “imagem inversa de F”, que é
definida de um jeito quando o argumento é um nimero e de outro
jeito quando o argumento é um conjunto. Sea € R e C' C R, entdo:

y)=a}
y)eC}

)ER”F(
y) € R? | F(x,

Sejam:

a)
b)

¢) (1.0 pts) Desenhe as curvas de nivel da fun¢do M.

(1.0 pts) Desenhe a regiao D.
(1.0 pts) Dé as coordenadas aproximadas dos “bicos” de dD.

d) (1.0 pts) Diga quais sao os minimos locais, méximos locais e
pontos de sela da fungio M.

¢) (1.0 pts) Chame os pontos do item (d) de P, P,,..., Py e dé
as coordenadas aproximadas de cada um deles. Repare que eu nao
estou dizendo quem é N — vocé vai ter que descobrir.

) (1.0 pts) Para cada um dos pontos P; = (z;,;) do item anterior
calcule VH(x;,y;) e represente graficamente (z;,y;) + VH (z;, ;).

Pra conseguir fazer os itens acima vocé vai ter que fazer um monte
de “passos intermedidrios” -~ como desenhar alguns conjuntos, di-
agramas de numerozinhos e curvas de nivel. Eu niao vou dizer quais
s80 esses passos intermedidrios — vocé vai ter que descobrir quais
eles sao, e escrever cada um deles de um jeito legivel.

g) (4.0 pts) Descubra quais sio esses “passos intermedidrios” e
faga-os!

Dica 1: ¢ quase impossivel fazer os itens acima em ordem, tipo
primeiro o a, depois o b, etc, e por tltimo o g. Faca eles na ordem
que conseguir.

Dica 2: alguns itens podem te ajudar a descobrir que vocé fez um
outro item errado. Se isso acontecer ou conserte o item errado ou
explique em portugués o que vocé descobriu respostas incoer-
entes umas com as outras podem fazer vocé perder pontos.
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