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A idéia basica

Digamos que f(x) é um polinémio.

Digamos que o grau dele é 4, pra simplificar.
Digamos que f(z) = a + bz + cx? + dx® + ex*.
Entéao:

fl) = a + bz + ca® + dad® + ex? F(0) =
f(x) = b + 2cx + 3dx? + 4ex?® 70 =
() = 2c + 6dr +12ex? f70) =
f(x) = 6d + 2dex f70) =
f////(x) — 246 f////(o) —
E portanto:
N _ f//( ) f///( ) ](‘////( )
f@) = 1)+ fo s L0 L0 T
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A idéia basica (2)

Agora vamos tentar generalizar isso.

Digamos que f(z) é um polindmio.

Digamos que o grau dele é k, e que por enquanto k = 4.
Digamos que f(z) = ap + a1 + asx? + azr® + agz*.

A notacio f*) como o (k) entre parénteses, quer dizer
“f derivada k vezes”. Por exemplo, f®) = " ¢ fO = f.

Entao:

fO@) = ay 4+ az + agx® + az2® + agr®  fO0) = 0lag  ag = fO0)/0!
D) = a1 + 2ax + 3aza® + dasa’ fO0) = 1lay  a = FO0)/1
() = 2ay + 6azz +12a42° f@0) = 2lay  ay = fA0)/2!
fO(x) = 6as +24asx f@0) = 3las  as = f3(0)/3!
fO(x) = 24ay fO0) = 4lay  ay = FO0)/4

E portanto:

FOWO) o fFU0) 4 f20) 5 fP0) 5 fD0) L f®(0)
fla) = et e Tt gt et = k; rad
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Exercicio 1.

A férmula do slide anterior também funciona
pra polindmios com grau menor que 4.
Verifique o que ela faz quando

f(z) = 422* + 992 + 200.

Lembre que no ensino médio vocé era obrigado
a “simplificar” 4 -5 -6 - 999 para 119880, mas
em Célculo 2 vocé tem que encontrar jeitos

de escrever que sejam mais simples de ler e

de verificar... pra gente em certos contextos
4-5-6-999 é mais “simples” que 119880.
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Exercicio 2.
Tente aplicar a férmula (%) abaixo

4

(k)
) = O

k=0

a esta f aqui: f(x) = 200z°.
a) O que acontece?

b) Tente escrever em detalhes o que da errado.

Vocé vai precisar de notacdo matematica F portugués.
Tente aprender as convencgoes que eu usei nos PDFs

e as convencgoes que os livros usam, e lembre que se
vocé comegar escrevendo uma igualdade qualquer leitor
que nao seja muito seu amigo vai interpreta-la

como uma afirmacao.
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As operacgoes derivs e derivsg
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes —

que vao nos ajudar muito nas contas:

derivs(f) = (f, /", f", ")
derivso(f) = (f(0), f"(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de fungoes
e derivsy(f) retorna uma sequéncia infinita de nimeros.

Um exemplo: se f(z) = az? + bz + ¢, entio:

fl) = ax®+bx+ec, f(0) = ¢
f'(x) = 2ax+b, £ () = b,
f'(x) = 2a, f"(0) = 2a,
f"(x) =0, [0y =0,

derivs(f) = (ax®+bx +c, 2ax +b, 2a, 0,0,0,...)
derivso(f) = (¢,0,2a,0,0,0,...)
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Algumas defini¢oes

Isto aqui

k=0

é a série de Taylor da funcao f
no ponto 0 truncada até grau n,
e isto aqui

Y0,
J >
Y0,
ou: kZ:O 7l X

é a série de Taylor da fungao f
no ponto 0.

Exercicio 3.
Seja f(x) = senz.

a) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivs(f).

b) Calcule as 8 primeiras
componentes de derivsy(f).

¢) Calcule a série de Taylor
de sen x truncada até grau 7.

d) Seja g(x) a série de Taylor

de sen x truncada até grau 7,
Calcule ¢(0.1) na mao e

compare o seu resultado com

o resultado de calcular sen 0.1

na calculadora ou no computador.
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Exercicio 4.
Calcule derivs(f) e derivsy(f) para cada uma
das ‘ f’s abaixo, até o grau pedido.

a) f(x) = e*, até grau 4
b) f(z) = **, até grau 4
) f(z) = e, até grau 8
d) f(x) = cosx, até grau 8
e) f(z) =senz, até grau 8
f) f(x) =isenz, até grau 8

g) f(z) = cosx +isenx, até grau 8
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A notacao com ‘=’

O sinal ‘~’ que dizer “é aproximadamente igual a”,
mas ele ndo diz quio boa é a aproximacao...

Estas duas afirmagdes sdo ambas verdadeiras:

F(0.42) ~ f(0) + f/(0) - 0.42 + (9 (0.42)2
£0.42) ~ f(0) + f/(0) - 0.42 + L0(0.42)2 4 170 42)3

Até dé pra formalizar essa igualdade aqui embaixo

usando um limite - veja a pagina 4 deste PDF:
https://people.math.sc.edu/girardi/mi142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf

F@) = )+ F0) s T

Mas eu néo sei como formalizar precisamente
a versdo com 0.42 no lugar do ...  =(
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As versoes truncadas de derivs, derivsy e derivs,
Vamos definir derivs” e derivs] como as versoes “truncadas até grau n”
de derivs e derivsg...

derivs™(f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs™(f), e
derivs] (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivsg(f).

Além disso derivs,(f) vai ser a lista infinita (f(p), f'(p), f"(p),...), e
derivs; (f) vai ser a lista com as primeiras n + 1 entradas de derivs;(f).

Exemplo:

derivsi,(f) = (f(42), f'(42), f"(42)).

Vamos nos referir a derivs) (f) como “as derivadas de f até grau n no
ponto p”. Repare que f(42) é a “derivada de f de grau 0 no ponto 427,
f'(42) é a “derivada de f de grau 1 no ponto 42", etc...

Antes o termo “grau” néo servia pra falar de niimero de vezes que uma
fungéo foi derivada, mas agora passou a servir. =)
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Notacao de fisicos: introducao
Links:

https://people.math.sc.edu/girardi/m142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf (pdginas 171-173)
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf.pdf “Calculus Made Easy” (1914)
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf (p.5: linearizagdes)
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Na aula de 2022sep23 a gente usou os links acima
e eu escrevi um montao de coisas no quadro —
que eu vou digitar assim que der!!!

2024-1-C3-taylor 2024jull5 13:17


https://people.math.sc.edu/girardi/m142/handouts/10sTaylorPolySeries.pdf
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-5.pdf
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf.pdf
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117
http://anggtwu.net/2024.1-C3.html

13

Exercicio 5.

Leia a se¢ao 4.7 do livro do Daniel Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Os livros mais modernos:

i) distinguem dx e Az,

ii) escrevem y = f(z) ao invés de y = y(z),
iii) evitam a convengio x; = xo + Az.

a) Traduza o inicio da segdo 4.7 do Miranda - até o fim
da pagina 118 - pra notacao do Thompson. Dicas:

f(x) =~ f(p)+ ['(p)(x —p) f(xy) = f(xo) + f'(wo)Ax
L(z) = [f(p)+ [(p)(z—p) L(zy) = f(zo) + ['(x0)Az

e a funcdo L é exatamente a série de Taylor da funcdo f truncada até
grau 1... lembre que nés quase sé vimos séries de Taylor no caso em que
Zo era 0, mas ficamos de ver depois o caso em que o “ponto base” nao
precisava mais ser 0...

=
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Alguns truques de traducgao

Truque 1: quando a gente escreve férmulas “com o mesmo formato” perto uma
da outra o leitor tende a ler a segunda ou como uma traducao da primeira pra
outra notagdo ou como um caso particular da primeira...

Isto aqui é uma traducdo de duas das férmulas da p.117 do D. Miranda pra
“notagao de fisicos”:

f@) =~ f(p)+ f(p)z—p) fl@) ~ flxo)
L) = fp)+ @)@ —p) L(z1) = f(xo)

E isto aqui é um caso particular da primeira férmula:
F(402) & f(4) + f/(4)(4.02 - 1) ()
Repare que a férmula () fica mais clara se escrevermos isto explicitamente:
1 =4.02 zo=4
...e repare que se a gente tentar escrever isto aqui direto
VA2 ~ VA + VE (4.02 - 4)
fica confuso e péssimo — néo existe uma notagiao padrdo pra derivada de /x

em x = 4!l Aqui a gente TEM que usar um truque novo — a gente tem que
dar um nome pra fungio /z. Por exemplo...

2024-1-C3-taylor 2024jull5 13:17
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Alguns truques de traducgao (2)
Seja f(z) = /x = /2.

Entdo f'(z) = $271/2 = 3oE = 2%/5, e
f(4.02) ~ f(4)+ f'(4)(4.02—4)
= VA02 = Vit 55(4.02-4)
Repare que acima eu s6 fiz as subtitui¢des f(z) = /T e f/(x) := 5= eu

2z
acho que as contas mais mais faceis de entender se a gente fizer as substituigoes

e as simplificagbes em passos separados:

f(4.02)
= 4.02

F(4) + f/(4)(4.02 — 4)
\/ 4+ 512(4.02 - 4)
= 2+ 7(0.02)

= 2+0.005

= 2005
2.004993765576342...

QR

Vv4.02

A dltima linha acima tem um ‘=" ao invés de um ‘~’; e eu calculei o resultado
dela com a calculadora.
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A traducgao pra notacao de fisicos
Temos:
f@) ~ f0)+ [(0)x + 5P

Acho que vocés devem conseguir acreditar nisso aqui...
(a gente pode checar os detalhes depois!)

g(zo + Ax) =~ g(z) + ¢ (o) Az + LU (Ax)?
h(z + Ax) h(z) + B (z) Az + 2 (Az)?

2

Q

E se y = y(x) entdo:

y(x + Ax)
y(r +Azx) ~ y+y. Az

:
NS
+
<
8
>
&
-
5 off
>
=
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Exercicio 5.

Digamos que xo = 10, f(x) = 2*, yo = f(x0), g(y) = seny.
a) Calcule derivs,, (f(z)).

b) Calcule derivslljO (9(y)).

c) Calcule derivs (g(f(z))).

Seja h(z) = g(f(x)) — ou seja, h=go f.
d) Calcule derivs’, (h(z)).
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Exercicio 6.

Este exercicio é uma versao mais geral do exercicio 4.
Digamos que f e g sao fungoes suaves de R em R.
(Uma fungao é “suave” quando ela pode ser derivada
infinitas vezes. A funcdo |z| ndo é suave).

Digamos que xg € R, yo = f(x¢), e h=go f.

a) Calcule derivs, (h(z)).

Repare que neste caso “calcule” quer dizer algo como
“expanda e simplifique a expressao que vocé obtiver”...
Existem varios tipos de expansao e simplificagao, e os
programas de computacao simboélica dao um nome pra cada
tipo e permitem que vocé escolha quais vao ser aplicadas.
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Exercicio 7

Agora sejam y = y(z) = f(z) e 2 = z(y) = g(y).
b) Traduza o seu derivs} (h(z)) do item (a)

pra notagao de fisicos.

Dica (pequena): -Lg(f(z0)) = zy¥a-

c) Calcule derivs) (z) usando notacdo de fisicos.
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(%4i1) load (" /MAXIMA/mkmatrixi.mac")$ (%125) p(x)
(%4i2) derivs (maxn, f) := mklist ([n,0,maxn], diff(f, x, n))$ (%025)
(%i3) derivs h (maxn, f) := mkhmatrix([n,0,maxn],  diff(f, x, n))$ p(@)=a+ba+ca® +da’ +ea'
(%i4) derivs_v (maxn, f) := mkvmatrix([n,0,maxn],  diff(f, x, n))$

(4i5) derivs0  (maxn, f) := mklist ([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=0))$ (%4i26) derx 3, p(0);

(%416) derivsO_h (maxn, f) := mkhmatrix([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=0))$ (%026)

(4i7) derivsO_v (maxn, f) := mkvmatrix([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=0))$ 2Uer+6d

i8) derivsx0 (maxn, ) := mklist ([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=x0))$

= a 4 bx + oRx"2 4 dx"3 + exx7d;

(%19) derivsx0_h(maxn, f) mkhmatrix([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=x0))$ (%127) derxat0 @3, px));
(%110) derivsx0_v(maxn, f) mkvmatrix([n,0,maxn], at(diff(f, x, n), x=x0))$ (%ho27)
6d
(%i11) derx (k, ) diff(f, x, K$
(%i12) derxat0 (k, 1) = at(diff (£, x, k), x=0)$ (4i28) derxat0div (3, p(x));
(%4i13) derxatx0 (k, 1) := at(diff(f, (%h028)
(%114) derxatOdiv at(diff(f, k!$ d
(%115) derxatx0div at(diff(f, k!$
(%116) derxat0divmul at(diff(f, k! * x"k$ (%129) derxatOdivmul (3, p(x));
(%i17) derxatxOdivmul (k, f) at(diff(f, B k! * (x-x0)"k$ (%029)
(%i18) atOreconstruct (n, f) := sum(derxatOdivmul (k, f), k,0,n)$ da®
%119) (@, £) ¢ 1(k, £), k,0,0)$
(%4i30) derxatOdivmul (4, p(x));
(%120) (%030)
derivs (5, £(x)); ea!
(%020) ; N " -
RS & d R Y (%i31) atoreconstruct (4, p(x));
1@ 2! @ gm ! @ gl @ m @ gz f @ Clo31)
4 dat 4 en?
(%i21) derivs_h (5, £(0); ez'+dz’ e’ +hata
(o2t (1432) t0reconstruct(s, p(x)
4 3 3 a 3 i atOreconstruct(3, p(x));
(f@) £7@) 4=f6) &f@) i@ &f@) o3> i
T
(4i22) derivs_h (5, sin(x); da® 4 ca’ tbhrta
(%022) ,
(sine cosz —sine —cosa sinz cosz) (4133) p(x) - atOreconstruct(3, p(x);
(%033)
i
(%123) derivs0_h(5, sin(x)); o
(%023)
(010 -101) (4i34)
atOreconstruct (7, sin(x));
(%i24) (%o34) e
derivs_v (5, £(x)); - (*) +
(%024) 5040
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(%135)
(%035)

q(x) := a + bx(x-x0) + c*(x-x0)72 + d*(x-x0)"3 + e*(x-x0)"4;

q(2) = a+b (z—x0) + ¢ (z —x0)* +d (z — x0)° + ¢ (z — x0)*

(%136)
(%036)

(%i37)
(%037)

(%138)
(%038)

(%139)
(%039)

(%140)
(%040)

derivs_v (5, q(x));

b (¢ —x0) + e (z —x0)* +d (z —x0)" + ¢ (x — x0)* +a
2¢ (¢ —x0) +4e (z—x0)° +3d (z —x0)° +b
6d (x —x0) +12¢ (x — x0)* + 2¢
2Ue (z—x0)+6d
2de
0

derivsx0_v(5, q(x));
a
b
2c
6d
24e
0

atxOreconstruct (4, q(x));
b (¢ —x0) + e (z —x0)" +d (x —x0)° + ¢ (x — x0)* +a
atxOreconstruct(3, q(x));
b (z—x0)+d (z —x0)° +¢ (z—x0)* +a
q(x) - atxOreconstruct(3, q(x));

e (x—x0)*
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(%i1) 1oad(" /MAXINA/mkmatrixi.mac')$ (/112) mkmatrix([xn,0,3], [yn,3,0,-1], at(diffxnyn((x-x0)"2+(y-y0)"2, xn, yn), [x=x0,y=y01));

(%i2) mkhmatrix([x,2,5], x5 %o12)
(%02) 0000
(2 345) 0040
0000
(%13) mkvmatrix([y,2,5], }28 0000
(o) (4113)
2 aroundx0y0(expr) ::= mkmatrix0([x,2,4], [y,3,1,-1, expr);
i (013)
4 aroundx0y0 (expr) ::= mkmatrix0 ([, 2,4], [¢,3,1, ~1]  expr)
5
(%14) mkvmatrix((y,5,2,-11, y); ¢ 14) aroundx0y0([x,y));
Clot) }
5 3 3,3 |
4 2 3,2 [
3 1B L
2, (%i15)
(415) mmatrix ([x,0,2], [y,5,4,-11, [x,yD); [x0,50] : [3, 21;
(%o5) o (ho15)
[0.5] [1.5] [2.5] 3.2
[0.4] [14] [2.4]
6) diffxoyn(f, xn, yn) := diff(@iff(t, x, xn), y, yn)$ (1316) [0x,Dy] 5 [x=x0, y=y0l;
a7) mknatrix(Gm,0,4], (yn,3,0,-11, [xn,yn)); (o16)
Clom) l=3y-2
0.3 (1.3 (23] [3,3] [4,3]
0.2 (1.2 [22] [3.2] (4,2 (%4i17) aroundx0y0(ev(Dx)) ;
0.1 (L1 [21] [B.1] [41 (o1
(0.0 [1.0] [2.0] [3.0] [4,0 ’i :; i
(%i8) mkmatrix([xn,0,2], [yn,2,0,-1], diffxayn(F(x,y), =xm, yn)); 101
(to8)
arF ey FmFley) 7 (2,9) (%118)
P 7 A P2y mimatrix([x,0,4], [7,3,0,-11, bx,y));
#F ey ginF ) ,,,,h, v) (o18)
Floy)  #EF@y)  d=F ) 0.3 (1.3 [2.3 (3.3 (1.3
(4i9) mkmatrix([xn,0,3], [yn,3,0,-1],  diffxnyn(x"2+¢y"2, xn, yn)); [0.2] [1.2] [2.2] (3.2 [42
(%09) (0.4 (L] 2.0) 3,1] [4.1]
0 o 00 [0,0] [1.0] [2,0] [3,0] [4,0]
2ot A0 m;mu[x,z,ﬂ, [y,3,1,-11, Cx,y));
2a%y 4y 4y 0
Y 2oyt 2900, [2.3] (3,3] [4,3
(%10) mkmatrix([xn,0,3], [yn,3,0,-1], at(diffxnyn(x"2+y"2, xn, yn), [x=0,y=01)); (2.2 3,2] (4,2
(%010) [2.0] 3.1 a1
0000 (%120) aroundx0y0(ev(lx,y1));
0040 i020)
0000 2.3 (33 4,3
0000 2.2 [3,2] [4.2
(%i11) mkmatrix((xn,0,3], [yn,3,0,-1],  diffxnyn((x-x0)"2%(y-y0)~2, xn, yn)); 2.1 ][40
(%ho11)
0 0 00
2 (. 7x(l)" 1 0
r —x0)% (y - y0) 1(y-y0) 0
uﬂm'(‘,f\m* 20 —y0)F 2 (y—y0)° 0,
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(%i21) aroundx0y0(ev(Dx"2)); (%126) aroundx0y0(ev(2+Dx"2));

(%o21) (%026)

101 32 3

101 32 3

101 3 2 3
(%122) aroundx0y0(ev(Dy~2)); (%i27) aroundx0y0(ev(2+Dy~2));
(%022) (%027)

111 3 3 3

000 2 2 2

111 333
(%i23) aroundx0y0(ev(Dx~2+Dy~2)); (%128) aroundx0y0(ev(2+Dx~2+Dy~2));
(%023) (%028)

21 2 4 3 4

101 32 3

21 2 4 3 4
(%124) aroundx0y0(ev(Dx"2-Dy~2)); (%129) aroundx0y0(ev(2+Dx~2-Dy~2));
(%o24) (%029)

0 -10 21 2

1 0 1 3 2 3

0 -10 21 2
(%125) aroundx0y0 (ev(Dx*Dy)) ; (%130) aroundx0y0(ev(2+Dx*Dy)) ;
(%025) (%030)

-1 0 1 123
0 0 0 2 2 2
1 0 -1 321
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