Demonstracoes, Recorréncia

“e Analise de Algoritmos

Objetivos do Capitulo
Apbs o estudo deste capitulo, vocé sera capaz de:

Atacar as demonstracdes de conjecturas usando as técnicas de demonstragao direta, demonstracao
por contraposi¢@o e demonstragao por absurdo. :

Reconhecer quando uma demonstragéo por indugéo & apropriada e fazé-la usando o primeiro ou o
segundo principio de indugao. . . :

Demonstrar matematicamente a correcdo de programas usando proposigoes.em lago.

Compreender definicdes recorrentes de seqiéncias, colegdes de objetos e operagdes sobre
objetos. .

Escrever définigoes recorrentes para determinadas seqliéncias, cole¢bes de objetos e operagdes
sobre objetos. : '

Compreender como os algoritmos recorrentes funcionam.
Escrever algoritmos recorrentes para gerar sequéncias definidas recorrentemente.

‘Encontrar solucdes em forma fechada para deterfninadas relagbes de recorréncia encontradas na
andlise de algoritmos. . :

Vocé esta servindo no Conselho Municipal de Obras, que esta considerando uma proposta de uma firma

para gerenciar a eliminagdo de material quimico. O material a ser estocado decaj a uma taxa de 5% ao ano.

0 empreiteiro afirma que, a essa taxa, apenas aproximadamente um ter¢o do material ativo original restara
ﬁna‘!de'zo- w0s. < ) ' ’

" eRerguntas Essa estimativa esta correta?

E possivel verificar esta estimativa através de calculos extensos: se existe uma certa quantidade inicialmen-

te, entdo sobrara um tanto no préximo ano, outro tanto no ano seguinte e assim por diante, até completar
0s 20 anos. Mas pode-se obter uma solugdo rapida e elegante resolvendo-se uma relagéo de recorréncia; as
relactes de recorréncia sdo discutidas na Secao 2.4.

‘Primeiro, no entanto, vamos ver como provar argumentos “do mundo real”, em vez de argumentos for-
mais como no Cap. 1. Vai ser {til ter um arsenal de técnicas para atacar uma demonstracao. Demonstra-
¢bes diretas, por contraposi¢ao e por absurdo sdo examinadas na Secdo 2.1. A Secdo 2.2 trata de indugao
matematica, uma técnica de demonstracao com muitas aplicagdes em ciéneia da computagao. Na Segao
2 3 veremos como podemos estender a demonstragao de correcdo a proposicoes envolvendo lagos, usando
indugao. '

A Secdo 2.4 discute relagoes de recorréncia, gue estdo intimamente relacionadas a indugao matematica
e que sdo importantes para expressar muitas definicbes e até algoritmos. Algumas seqiiéncias definidas de

_ maneira recorrente também podem ser definidas através de uma férmula; encontrar tal férmula envolve a

solucdo de uma relagdo de recorréncia e a utilizacdo de inducao para verificar a correcéo da formula. O uso
de relagbes de recorréncia para determinar a quantidade de operagdes que um algoritmo particular tem que
fazer & explorado na Segéo 2.5.., :

E
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Secao 2.1 Técnicas de Der__nonstragéo

Teoremas e Demonstracoes Informais

Os argumentos formais do Cap. 1 tém a forma P — Q, onde Pe Q podem representar proposigdes compos-
tas. L4, o ponto era demonstrar a validade de um argumento — verdadeiro para todas as interpretacdes
possiveis devido 4 natureza interna de sua forma ou estrutura, e nio por causa de seu conterido ou do sig-
nificado de suas componentes. No entanto, muitas vezes queremos provar argumentos que nio sio univer-
salmente verdadeiros mas que sdo verdadeiros em determinados contextos. O significado torna-se impor-
tante porque estamos discutindo um assunto particular — grafos de algoritmos, ou algebra de Boole, ou
compiladores, ou qualquer outra coisa — e queremos provar que; se P é verdadeiro nesse contexto, entdo
Q também o €.-Se pudermos fazer isso, entdo P — Q torna-se um teorema sobre aquele assunto. Para pro-
var um teorema sobre o assunto XXX, podemos inserir fatos sobre XXX na demonstracdo; esses fatos agem
como hipéteses adicionais.

Pode nio ser f4cil reconhecer quais fatos especificos sobre o assunto sio relevantes, ou arrumar uma

seqiiéncia de demonstragio que nos leve logicamente de Pa Q. Infelizmente, ndo existe uma férmula para’

a construcdo de demonstragdes e ndo existe algoritmo geral pratico ou programa de computador para pro-

- var teoremas. A experiéncia ajuda, ndo apenas porque vocé vai melhorando com a prética, mas também

porque uma demonstragio que funciona para um teorema pode ser algumas vezes modificada para funci-
onar para um outro teorema semelhante. ’ L i
Os teoremas podem ser, muitas vezes, enunciados e demonstrados de maneira menos formal do que
usando argumentos de 16gica proposicional e de predicados como no ‘Cap. 1. Por exemplo, um teorema
pode expressar o fato de que todos os objetos em um dominio de interpretagdo (o assunto em consideracdo)
que tenham a propriedade P também tém a propriedade Q. A proposicdo formal desse teorema seria
(Vx)[P(x) — Q(x)] mas o teorema poderia ser enunciado informalmente como P(x) — Q(x). Se pudermos
provar que P(x) — Q(x), onde x € considerado um elemento arbitrario do conjunto universo, a generaliza-
¢do universal implica, entdo, em ( Vx)[P(x) — Q()]. :
Como outro exemplo, poderiamos saber que todos os objetos no conjunto universo tém alguma propri-
edade, isto €, algo da forma ( Vx )P(x) pode ser considerado como um fato especifico sobre o assunto em
questio. Uma demonstracio informal poderia incluir, entdo, sentengas como “Seja x um elemento arbitra-
rio do conjunto universo. Entdo x tem a propriedade P”. (F ormalmente, estamos usando a particularizaciio
universal para obter P(x) de ( Vx )P(x). p
Da mesma forma, demonstragdes normalmente néo sdo escritas de uma vez com justificativas formais
para cada passo. Em vez disso, 0s passos importantes e suas razdes sdo esbogados na forma de narrativa,

. Tal narrativa, entretanto, pode ser traduzida em uma demonstracio formgl, se necessério. Na verdade, o

valor de uma demonstragdo formal € que ela serve como um tipo de seguro — se uma demonstracio em
narrativa nfo puder ser traduzida em uma demonstracio formal, ela deve ser vista com grande suspeita.

Provar ou N&o Provar

Um livro texto contém, miiitas vezes, frases como “Prove o seguinte teorema” e o leitor sabe, entio, que o

teorema € verdade; além disso, ele estd provavelmente enunciado na sua forma mais sofisticada. Mas su-'

ponha que vocé estd pesquisando um determinado assunto ¢ observa diversos casos onde, sempre que P é
verdade, Q também o € _Baseado pessas experiéncias, vocé pode formular uma conjectura: P - Q. Quanto
mais casos vocé encontra onde Q segue de P, mais confiante vocé se sente de que sua conjectura é verda-
deira. Esse processo ilustra o raciocinio indutive, concluir algo baseado na experiéncia.

Independentemente de quo razodvel pareca ser sua conjectura, no entanto, vocé nio vai ficar satisfeito
até aplicar um raciocinio dedutivo, também, 3 sua conjectura. Neste processo, vocé tenta verificar se sua
conjectura € verdadeira ou falsa. Entdo vocé produz uma demonstracdo de que P — Q (transformando-a
em teorema) ou encontra um contra-exemplo, mostrando que a conjectura esté errada, com um caso onde
P ¢ verdadeiro e Q € falso. (Estdvamos usando um raciocfnio dedutivo em I6gica de predicados quando on
provéavamos que uma fbf era vélida ou encontravamos uma interpretacdo para a qual ela era falsa.)

Se voce for simplesmente apresentado com uma conjectura, pode ser dificil decidir qual das duas abor-
dagens tentar — tentar prova-la ou procurar um contra-exemplo! Um finico contra-exemplo ¢ suficiente
para provar a falsidade. E claro que, Se a procura por um Contra-exemplo ndo tiver sucesso, isto ndo signi-
fica que a conjectura seja verdadeira.

Para um inteiro positivo n, n fatorial é definido como sendo n(n — 1)(n — 2) ... 1 e denotado por n!. Prove
ou encontre um contra-exemplo para a conjectura “Para todo inteiro positivo n, n! < n?”.

LEMBRETE:

Um contra-exemplo
é suficiente para
provar que uma
conjectura é falsa.

EXEMPLO 1
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EXEMPLO 3

a conjectura mas o caso n = 4.& suficiente para provar sua falsidade. ‘ ]

_Uma demonstracfio por exaustiio significa que foram exauridos todos os casos possiveis, embora, com
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Vamos comegar testando alguns casos:

n| || nlsn :
1| 1] 1] sim - |

B 212 4 sim |
31619 sim

At€ agora essa conjectura parece boa. Mas o préximo caso,

nln!lnz_lnlsnz A . g _i;:
| 24| 16| ndo o '

mostra um contra-exemplo. O fato de que a conjectura € verdadeira paran = 1, 2 e 3 ndo prova nada sobre

D& contra-exemplos para as seguintes conjecturas:

a. Todos os animais vivendo no oceano so peixes. _ i
b. Todo inteiro menor do que 10 € maior do que 5. [

Se estd dificil encontrar um contra-exemplo, que técnicas podemos tentar usar para provar uma conjectura?
No resto desta se¢do vamos examinar diversos métodos para fazer uma demonstragao.

Demonstracdo Exaustiva

Embora “provar a falsidade por um contra-exemplo” sempre funcione, “provar por um exemplo” quase
nunca funciona. Uma excecdo ocorre quando a conjectura € uma asser¢@o sobre uma colegfo finita. Nesse
caso, a conjectura pode ser provada verificando-se que ela é verdadeira para cada elemento da colecdo.

freqiiéncia, signifique que a pessoa fazendo a demonstragéio também esteja exaurida!

Prove a conjectura “Se um inteiro entre 1 e 20 ¢ divisivel por 6, entdo é também divisiyel por 3”.
(“Divisibilidade por 6” significa “divisibilidade ifteira por 67, isto €, que o ntimero é um miiltiplo inteiro
de 6.) )

Como existe apenas um niimero finito de casos, a conjectura pode ser provada simplesmente mostran-

do-se que é verdadeira para todos os inteiros entre 1 € 20. A demonstragio é a Tabela2.1. - ]
Ntmero Divisivel por 6 Divisivel por 3 » Numero Divisivel por 6 Divisivel por 3
1 nib h BT nio
o~ 2 J mo ] 12 Sim:12=2X6 | sim12=4X3 gi
3 ndo 13 néo )
4 nao _ 14 ndo
5 ndo . ) : 15 nio |
6 sim:6=1X6 sim6=2X3 16 ndo ‘ég
7 ndo 17 nio ) *E
8 nio - 18 sim: 18 =3 X6 | sim:18=6X3 %
9 néo ) . - 19 ndo ' i
10 néo 20 néo \
Tabela 2.1

Prove a conjectura “Nao é possivel tragar todas as retas na Fig. 2.1 sem levantar o 14pis e sem redesenhar
alguma reta”.

=
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Fig. 2.1

. Existe apenas um nimero finito de maneiras de tracar as retas na figura. Fazendo anofagées cuidadosas,
cada uma das possibilidades pode ser tentada e cada uma delas vai fathar. No Cap. 6 aprenderemos um
método para resolver este problema que € menos tedioso do que o da exaustio. [ J

a. Prove a conjectura “Para qualquer inteiro positivo menor ou igual a 5, o quadrado deste inteiro ¢ PROBLEMA

menor ou igual 2 soma de 10 mais 5 vezes o inteiro™. : "PRATICO 2
b. Dé um contra-exemplo para a conjéctura “Para qualquer inteiro positivo, o quadrado deste inteiro & - )

menor ouigual 2 soma de 10 mais 5 vezes o inteiro”. ®

Demonstrac¢ao Direta

Em gerél (quando a demonstragdo por exaustdo ndo funciona), como vocé pode provar que P — Q €

verdadeiro? A abordagem Gbvia é a demonstraciio direta — suponha a hipotese P e deduza a conclu-

sdo Q. Uma demonstra¢io formal necessitaria de uma seqiiéncia de demonstragao partindo de P e

~ chegando a Q.
Considere a conjectura ' - EXEMPLO 4

(Vx)(Vy)(x € um inteiro par Ay é um inteiro par — o produto xy € um inteiro par)
Uma seqiiéncia de demonstragdo formal completa poderia ser do seguinte tipo:

1. (Vx)[x é um inteiro par — (Fk)(k € um inteiro A x = 2k)] fato sobre ¢ niimero (definicio de
inteiro par)
2. x & um inteiro par — (3k)(k € um inteiro A x = 2k) 1,pu
3. y é um inteiro par — (3k)(k € um inteiro A y = 2k) 1, pu \
'4. x é um inteiro par A y é um inteiro par © - . -hip temporéria
5. x ¢ um inteiro par ' , . 4, simp
6. (Fk)(k é um inteiro A x = 2k) . 2,5, mp
. 7. méuminteito Ax=2m : 6, pe
¥ 8. yéuminteiro par - w4, Simp
9., (3k)(k é um inteiro Ay = 2k) : 3,8, mp
10. néuminteiroey = 2n 9, pe
11. x =2m 7, simp
12. y=12n 10, simp
13. xy = 2m)(2n) 11, 12, substitui¢io de iguais
14. xy = 2(2mn) . 13, fato sobre a multiplicacio
~ 15. m é um inteiro o . 7, simp
16 wéunrinteiro s - o T T Tem e T ' 10, simp :
-17. erih:fé’:'ﬁiif’iﬁteigq e e [ : 15, 16, fatos sobre os nimeros
18. xy = 2(2mn) A 2mn é um inteiro . 14, 17, conj A
19. Gk)(k é um inteiro A xy = 2k) 18, ge -
20. (Vx)X(@k)(k é um inteiro A x = 2k) —> x é um inteiro par) fato sobre os niimeros (definicio
. ) L de inteiro par) R
21. @k)(k é um inteiro A xy = 2k) — xy é um inteiro par 20, pu
22. xy é uminteiropar : ' 19,21, mp
23. x é um inteiro par A y é um inteiro par — xy € um inteiro par retirada da hip temporaria
24. (Vx)(Vy) (x é um inteiro par A y € um inteiro par — o -
produto xy é um inteiro par) : 23, gu duas vezes o '

~ Nunca mais faremos uma tal demonstragio de novo, nem vocé vai precisar fazer isto! Uma demonstra-
¢éio muito mais informal seria perfeitamente aceitivel na maior parte dos casos.

Segue uma prova informal direta do fato de que o produto de dois inteiros pares é par. Sejam x = 2me y = EXEMPLO 5
21, onde m e n sdo inteiros. Entdo xy = (2m)(2n) = 2(2mn), onde 2mn ¢ um inteiro. Logo, xy tem a forma - - ‘
2k, onde k & um inteiro e, portanto, é par. : ' ®

* N -




" PROBLEMA
" PRATICO 3

EXEMPLO 6

'EXEMBLO 7

PRATICO 5

PROBEEMA

EXEMPLO9 ..
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A demonstracio no Exemplo 5 ndo enuncia explicitamente a hipétese (que x e y sdo pares) e usa, impli-
citamente, a defini¢io de inteiro par. Mesmo em uma demonstragdo informal, no entanto, € importante
identificar a hip6tese e a conclusdo, ndo apenas em palavras, mas o que elas realmente significam, aplican-
do as defini¢Ses apropriadas. Se nao compreendemos claramente o que temos (a hipétese) ou o que quere-
mos (a conclusio), niio podemos esperar construir uma ponte de uma para outra. E por isso que € importan-
te conhecer as deﬁnigées. ’

v

Déuma demonstragao direta (mformal) do teorema “Se um inteiro € divisivel por 6, entéo duas vezes este

~ inteiro é divisivel por 4”. ‘ , o

Contraposicao

Se vocé tentou, diligentemente, produzir uma demonstragﬁo direta da conjectura P — (, néo conseguiu,

mas ainda acha quea conjectura é verdadeira, vocé pode tentar algumas variantes da técnica de demonstra-
¢iio direta. Se vocé puder provar o teorema Q' — P’, pode concluir que P — Q usando a tautologia Q' -
Py — (P — Q). @' — P’ é a contrapositiva de P — Q, e a técnica de provar P — Q através de uma de-
monstragio direta de Q' — P’ é chamada uma demonstragéo por contraposicio (ou demonstracio indi-
reta pela contrapositiva). (A regra de inferéncia de contrap051gao na légica proposicional, Tabela 1.14,

diz que P - 0] pode ser deduzidade Q' — P'))

Prove que, se o quadrado de um inteiro é fmpar, entdo o inteiro tem que ser fmpar.
A conJectura é n? impar —> n fmpar. Vamos fazer uma demonstra¢do por contraposi¢do e provar que n
par — n? par. Seja n par. Entdo n? = n(n) € par pelo Exemplo 5.
Prove que, se n + 1 senhas diferentes forem distribuidas a n alunos, entdo algum aluno recebe = 2 senhas.
A contrapositiva é “Sé todo aluno recebe < 2 senhas, entdo néo foram distribuidas n + 1.senhas”. Su- .
ponha que todo aluno recebe <2 senhas; entdo cada um dos 7 alunos tem, no maximo, 1 senha. O nimero
total de senhas &, no méximo, #,endon + 1. @
O Exemplo 7 é uma ilustragio do Principio das Casas de Pombo, que veremos no Cap. 3.
Eécreva_é\ contrapositiva de cada proposi¢o no Problema Pratico 5 do Cap: 1. A ' ®
O Problema Pratico 7 no Cap. 1 mostrou que as fbfs A — B e B — A nio sio equivalentes: B> A éa
reclproca de A — B. Se um condicional é verdadeiro, sua reciproca pode ser verdadeira ou falsa. Portanto,
vocé nfo pode provar P — 0 cons1derando o P

A implicagdo “Se a > 5, entdo a > 27 € verdadeira mas sua reciproca, “seq > 2, entio g > 57, é falsa. )

Escreva a recfproca de cada proposi¢do no Problema Prético 5 do Cap. 1. ' ' o

Teoremas sdo enunmados muitas vezes, na forma “P se, e somente se, (", o que significaque Pse Qe
Psé se Q ‘ot seja, Q — P e P — Q. Para provar tal teorema, precisamos demonstrar um condicional e sua

1 reciproca. Novamente, a verdade de um néo implica na verdade do outro.

Prove que o produto xy é impar se, e somente se, ambos x e y s3o inteiros impares :
Vamos provar primeiro que, se x e y forem {fmpares, entéo xy também o . Uma demonstragdo direta vai
funcionar. Suponha que tanto x quanto y sdo impares. Entdox = 2n + ley =2m + 1, onde m e n sdo

“ inteiros. Logo, xy = n + )@m+ 1) =4nm +2m + 2n + 1 =2Q2nm + m + n) + 1. Isso temaforma

2k + 1, onde k é um inteiro, portanto xy é fmpar.
A seguir, vamos provar que, se xy é impar, entdo ambos, x e y, tem que ser impares, ou

xyxmpar—)xlmpareynnpar

Uma demonstragio direta comegaria com a hipétese de que xy é impar, o quenéo nos deixa muito a dizer.
Uma demonstragfo por contraposigdo-vai funcionar melhor, pois vamos ter informagdes mais dteis como
hipéteses. Vamos provar, entdo, que

. "
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- (x fmpar e y impar)’ — (xy fmpar)’
Pela lei de De Mdrgan, (V:Wa B)’ =Y.\ B’., vemos que essa expressio pode ser escrita na forma _
X par ouy par — xy par . 03] , b

A hipétese “x par ou y par” pode ser quebrada em trés casos. Vamos considerar cada um deles.

1. x par, y impar: entdox = 2mey = 2n + 1, logo xy = 2m)(2n + 1) = 2(2mn + m), que € par.
2. x fmpar, y par: funciona como no primeiro caso. :
" 3. x par, y par: ento xy é par pelo Exemplo 5.

Isso completa a demonstragéio de (1) e, portanto, do teorema. o

A segunda parte da demonstracio-do Exemplo 9 usa uma demonstraciio por casos, uma forma de de- - \
monstragdo por exaustdo. Ela envolve aidentificacio de todos os casos possiveis consistentes com a infor-
magcio-dada e a posterior demonstracio de cada caso separadamente.

Demons’_tragéo' por Absurdo -

Além da demonstracdo direta e da demonstragiio por contraposigo, vocé pode usar a técnica de demons-
tracio por absurdo. (Uma demonstragio por absurdo é chamada, algumas vezes, de demonstracdo indi-
reta, mas esse termo € mais apropriado para qualquer argumento que ndo seja uma demonstrago direta.)
Como no Cap. 1, denotaremos qualquer contradlgao por 0, isto &, qualquer fbf cujo valor I6gico é sempre
falso. (Um exemplo de uma fbf deste tipo € A A A’.) Mais uma vez, Vamos supor que estamos tentando
provar P—- Q. Constrmndo uma tabela-verdade, vemos que

(PAQ' -0 —>(P—> Q)

é uma tautologla logo, para provar o teorema P — Q basta provar que P A Q' — 0. Portanto, em uma
demonstragdo por absurdo, supomos ‘que a hipétese € a negagdo da conclusao sido ambas verdadelras eten-
tamos deduzir uma contradi¢o dessas proposicdes.

Vamos demonstrar por absurdo a proposi¢io “Se um ndmero somado a ele mesmo € igual a ele mesmo, EXEMPLO 10
entdo este nimero € 0”. Vamos representar por x um nimero qualquer. A hipStese é que x + x = x e a ’
conclusdo & que x = 0. Para demonstrar por absurdo, suponha que x + x = xex # 0. Entdo, 2x = xe x # °

0. Como x# 0, podemos dividir ambos os lados da equagio 2x = x por x, obtendo 2 ='1, uma contradlgao :55::' Erl:gi:ue
Logo, x + x=x) = (x = 0). ® alguma coisa ndo &

verdadeira, tente

y Apesar do Exemplo 10, pensamos imediatamente em uma demonsn;g‘gao por absurdo quando queremos uma demonstragdo
provar que alguma coisa ndo é verdade. E dificil provar que alguma coisa ndo € verdade; é muzto mais ficil [ por absurdo.
supor que ¢é verdade e obter uma contradi¢do.

Uma demonstragﬁo por absurdo bem conhecida € a de que /2 ndo é um nimero racional. Lembre-se d¢ EXEMPLO’ i1
que um nimero racmnal € um niimero que pode ser colocado na forma p/g, onde p e g sdo inteiros, g # 0
€ p € g ndo tém fatores tomuns (exceto * 1).
- Vamos supor que /2 éracional. Entéio v2 = =plge2 =p¢, ouseja, 2q> = p*. Entao 2 divide p?, logo
Oprig 2 € md1v1s1vel — 2 tem que dividir p. Isto significa que 2 € um fator de p, donde 4 éum

fordepr eg equagao 2q =p pode ser escrita como 2¢* = 4x ou ¢* = 2x. Vemos desta equagio que 2 -
'd1v1de q logo 2 divade’ q. Mas, entfio, 2 éum fatorde ge de p, 0 que contradiz a declaragdo de que p e g ndo
tém fatores comuns. Portanto, /2 niio é racional. o

A demonstragao do Exemplo 11 envolve mais do que snnples manipulacdes algébricas. Muitas vezes é
necessério usar muitas palavras em uma demonstraggo.

Demonsire por absurdo que o produto de inteiros impares ndo é par. (Fizemos uma demonstragao diretade PROBLEMA
uma propomgao eqmvalente no Exemplo 9.) ¢ ® PRATICO6 *

A demonstragio por absurdo pode ser uma técnica muito \til, mas é facil pensar que fizemos tal de-
monstragdo quando, de fato, nio fizemos. Por exemplo, suponha que admitimos P A Q' € somos capazes
de deduzir Q sem usar Q'. Dizemos, entdio que Q A Q' é uma contradi¢ao. Mas o que realmente aconteceu
aqui foi uma demonstracdo direta do fato P — (, e a demonstracdo deveria ser reescrita nesta forma. As-
sim, no Exemplo 10, poderfamos supor, como antes, que x + x = x e que x # 0. Poderfamos argumentar,
entdo, que de x -+ x = x obtemos 2x = x ¢, subtraindo x de ambos os lados, x = 0. Temos, entdo, x = 0 e
x # 0, uma contradi¢do. No entanto, nunca utilizamos a hip6tese x # 0 neste argumento; de fato, provamos
diretamente quex +x=x nnphca x=0.

o &
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Uma outra afirmacfo enganadora de demonstragao por absurdo ocorre quando supomos P A Q' e dedu-
zimos P’ sem utilizar a hipGtese P. Afirmamos, entdo, que P A P’ é uma contradi¢io. O que realmente
aconteceu aqui foi uma demonstragfo direta da contrapositiva, Q' — P’, e construimos uma demonstracao
por contraposi¢ao e néo por absurdo. Tanto neste caso como no anterior, ndo é que as demonstragdes este-

jam erradas, € que simplesmente nao siio demonstragdes por absurdo.

0

A Tabela 2.2 resume as técnicas de demonstragio tteis que discutimos até agora. -V
Técnica de Demonstragio Abordagem para Provar P — Q Observacdes
Demonstragio por Exaustio Demonstre P — Q para todos Pode ser usada apenas para
os casos possiveis. demonstrar um nimero finito
, de casos. S
Demonstragio Direta " Suponha P, deduza Q. Abordagem padrdo — o0 que
_ se deve tentar, em geral.
Demonstragio por Contraposi¢io Suponha Q', deduza P'. Use esta técnica se Q' parecer
: ’ dar mais muni¢io do que P.
Demonstragio por Absurdo Suponha P A Q’, deduza Use esta técnica quando @
o uma contradigio. disser que alguma coisa
- nfo é verdade.
Tabela 2.2

Acidentes Felizes

Algumas vezes temos sorte e fazemos, acidentalmente, descobertas inesperadas. Embora isso pdo seja, de
fato, uma técnica geral de demonstracio, algumas das demonstracbes mais interessantes sio geradas por
observacbes engenhosas que podemos admirar, mesmo que nunca fossemos capazes de fazer tal demons-
tragéio por conta propria. Vamos considerar duas dessas demonstraces, s6 para nos divertir.

EXEMPLO 12 Um torneio de ténis tem 342 jogadores. Uma tnica partida envolve dois jogadores. O vencedor de
S ) uma partida vai jogar com o vencedor de uma outra partida na préxima rodada, enquanto os perdedo-
res sdo eliminados do torneio. Os 2 jogadores que venceram todas as partidas nas rodadas anteriores

3 -z

das € 341.

A maneira trabalhosa de provar esse resultado« calcular 342/2 = 171 para obter o niimero de partidas
na primeira rodada, resultando em 171 vencedores que Vo para a préxima rodada. Para a segunda rodada,
temos 171/2 = 85 mais 1 que sobra; teremos 85 partidas e 85 vencedores, mais o que sobrou, para a tercei-
ratodada. A terceira rodada tem 86/2 = 43 partidas e assim por diante. O nimero total de partidas é a soma
171 + 85 +43 + ... )
ntimero de partidas ¢ igual ao niimero de perdedores no torneio. Como existe apenas 1 ganhador, existem
341 perdedores, e, portanto, s3o jogadas 341 partidas. - o

< Um tabyleiro de damas ou de xadrez padrdo consiste em 8 fileiras de 8 quadrados cada. Quadrados adja-
centes téri cores alternadas, branco e preto (ou vermelho e preto). Um conjunto de 32 ladrilhos 1 X 2, cada
um cobrindo 2 quadrados, cobrem 0 tabuleiro completamente (4 ladrilhos por fileira, 8 fileiras). Prove que,
se os quadrados nos cantos diagonalmente opostos do tabuleiro forem removidos, o que resta do tabuleiro
ngio pode ser coberto com 31 ladrithos.

A maneira trabalhosa de provar esse resultado € tentar todas as possibilidades com 31 ladrilhos e veri-
ficar que todas falham. A observagdo engenhosa é notar que 0s cantos Opostos tém a mesma cor, de modo
que o tabuleiro com os cantos removidos tem dois quadrados a menos da mesma cor. Cada ladrilho cobre
um quadrado de cada cor, de modo que qualquer conjunto de ladrilhos tem que cobrir um nimero igoal de
quadrados de cada cor e néo pode cobrir 0 tabuleiro com os cantos faltando. _ - ®

Secao 2.1 Revisao

Técnicas o
@ Procura por um contra-exemplo. ; ) . ‘

@ Construcio de demonstragdes diretas, por contraposi¢do e por absurdo.

vio jogar na final e o vencedor ganha o torneio. Prove que o nimero total de partidas que serdo joga-

A observacdo engenhosa é notar que cada partida resulta em exatamente 1 perdedor, de modo que o .

e st o
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Idéias Principais

O raciocinio indutivo € usado para formular uma conjectura baseada na experiéncia.

O raciocinio dedutivo € usado para refutar uma conjectura, através de um contra-exemplo, ou para provi-la.
Ao provar uma conjectura sobre algum assunto, pode-se usar fatos sobre o aséunto.

Em condigdes adequadas, uma demonstragio por contraposi¢ao ou por absurdo pode funcionar melhor do
que uma demonstracio direta.

'Exercicios 21

As defini¢des a seguir podem ser tteis em alguns dos exercicios.

* Um quadrado perfeito € um inteiro n da forma n = k? para algum inteiro k.
q p gu

* Um niimero primo € um inteiro n > 1 que no € divisivel por nenhum inteiro positivo diferente de 1
e den.

* Dados dois nimeros xe y, x <y sxgmﬁca y—x>0.
* Ovalor absoluto ou médulo de um nimero x, [, éigual ax sex = O e éigual a ~xsex <O0.

é -

*1. Escreva areciproca e a contrapositiva de cada proposigdo no Exercicio 4 da Secfo 1.1.

2. Dé contra-exemplos para as proposiges a seguir.
a. Toda figura geométrica com quatro 4ngulos retos é um guadrado.
- b. Se'um niimero real ndo € positivo, entdo tem que ser negativo. -
¢. Todas as pessoas com cabelo ruivo tém olhos verdes ou sfio altas.
d. Todas as pessoas com cabelo ruivo tém olhos verdes e sfo altas.

Nos Exercicios 3 a 28, prove a proposi¢éo dada.

*3. Sen = 25, 100 ou 169, entdo n € um quadrado perfeito ¢ € uma soma de dois quadrados perfeitos.
4. Se n é um inteiro par, 4 = n =< 12, entfio n € uma soma de dois nimeros primos.
5. Para qualquer inteiro positivo n menor ou igual a 3, n! < 27,
6. Para2 =n=4,n>=2"
7. A soma de dois inteiros pares € par (faca uma demonstragio direta).

8. A soma de dois inteiros pares ¢ par (faca uma demonstragio pq; absurdo).
*9. A soma de dois inteiros impares é par.
10. A soma de um inteiro par com um inteiro fmpar é fmpar.

11. O produto de quaisquer dois inteiros consecutivos & par.
12. A soma de um inteiro com seu quadrado € par. - T ,
*13. O quadrado de um nimero par é divisivel por 4. _ o E

- 14; Para todo inteiro n, o nimero :

éum quadrado perfeit;.
15. Se um nimero x € positivo, x + 1 também € (faga uma demonstracéio por contraposicio).
16. O niimero # € um inteiro fmpar se, e somente se, 3z + 5 é um inteiro par.
%*17. Parax ¢ y niimeros positivf)s, x <y se, e somente se, x* < 2.
18. Sex? + 2x— 3 =0, entiox # 2.
19. Se x é um niimero primo par, entio x = 2.
*20. Se dois inteiros sdo divisiveis por algum inteiro n, entdo sua soma € divisivel por n.

21. Se o produto de dois inteiros ndo & divisivel por um inteiro #, entio nenhum dos inteiros é d1v181vel
por n.

. 22. A soma de trés inteiros consecutivos € divisivel por 3.
*23. O quadrado de um inteiro fmpar & iguala 8% + 1 para algum inteiro k. _ A
24. A diferenca entre dois cubos consecutivos é impar. L
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25. A soma dos quadrados de dois inteiros frhpares ndo pode ser um quadrado perfeito. (Dica: Use o
Exercicio 23.) ’

%26. O produto dos quadrados de dois inteiros ¢ um quadraido perfeito.
27. Dados dois nimeros quaisquer x €, byl = ellyl-
28. Dados dois nimeros quaisquer x €y, b+ = b + Iyl T

29, 'O valorA é a média dos n DUMETOS X, Xy, .-.s Xpe Prove que pelo menos um dos X;, X, +--» Xy é maior
ouigual aA.

30. Suponha que vocé tentou usar os passos do Exemplo 11 para tentar provar que /4 ndo é um ntime-
ro racional. Em que lugar sua demonstragfo falharia?

31. Prove que /3 ndo é um mimero racional.

32. Prove que /5 ndo é um nimero racional.

33, Prove que /2 ndo é um nimero racional.
Nos Exercicios 34 a 46, prove-va proposigio dada ou prove que ela é falsa.
*34. O produto de qqgisquer trés inteiros consecutivos € par.

35. A soma de quaisquer trés inteiros consecutivos é par.

36. O produto de um inteiro e seu quadrado € par.
*37. A soma de um inteiro ¢ seu cubo ¢ par.

38. Qualguer inteiro positivo podé ser escrito como a soma dos quadrados de dois inteiros.

S . 1
39. Para um inteiro positivo x, x + — = 2.
X

40. Para todo niimero primo n, 1 + 4 & primo.

41. Para todo inteiro positivo i, 2" + 1 € primo.

42, Péra n wm inteiro par, n > 2, 2" — 1 ndo é primo.

43. O produto de dois nimeros racionais é racional.
%44. A soma de dois ntimeros racionais é racional.

45. O produto de dois néimeros irracionais € irracional. . S

46. A soma de um niimero racional com mnwnﬁmero irracional é irracional.

Para os Exercicios 47 a 49, use a figura abaixo e os seguintes fatos de geometria:

A soma dos angulos internos de um trifngulo é 180°.
Angulos opostos formados pela intersecdo de duas retas sdo iguais. A

Um angulo onde as duas semi-retas que o formam estéio contidas na mesma reta, mas tém sentidos
opostos, mede 180°.

“+ Um angulo reto mede 90°.

47. Prove que a medida do angulo 4 & a soma das medidas dos angulos 1 ¢ 2.
*48. Prove que a medida do dngulo 5 mais a medida do angulo 3 € 90°.
49. Se os Angules 1 e 5 sdo iguais, entdo o Angulo 2 é reto.

50. Prove que a soma dos inteiros de 12 100 & 5050. (Dica: Ao invés de somar todos esses nfimeros,
tente fazer a mesma observagio engenhosa que 0 matemético alemdo Karl Frederick Gauss (1771-
1855) fez quando crianga na escola: agrupe 08 niimeros em pares, usando 1 ¢ 100,2 e 99 etc.)

L
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x

DR : Secao 2.2 Indugag

Primeiro Principio de Inducao

Existe uma tltima técnica de demonstragio particularmente ttil em ciéncia da computagfo. Para ilustrar
como ela funciona, imagine que vocé est4 subindo uma escada infinitamente alta. Como vocé sabe se serd
capaz de chegar a um degrau arbitrariamente alto? Suponha que vocé faca as seguintes hip6teses sobre sua
capacidade de subir:

1. Voce consegue alcangar o primeiro degrau. _
2. Uma vez chegando a um degrau, vocé sempre é capaz de chegar ao préximo. (Note que esta assercio

é um condicional.) -

Se a proposi¢io 1 e o condicional 2 sdo ambos verdadeiros, entdio, pela proposicdo 1, vocé consegue che-
gar no primeiro degrau e, portanto, pela proposigdo 2, consegue chegar no segundo; novamente pela pro-
posi¢ao 2, vocé consegue chegar no terceiro degrau; mais uma vez pela proposigdo 2, vocé consegue che-
gar no quarto degrau; e assim por diante. Vocé pode subir tdo alto quanto quiser. Ambas as hipéteses sdo
necessérias. Se apenas a primeira proposigio fosse verdadeira, vocé niio teria nenhuma garantia de passar
do primeiro degrau e, se apenas a segunda fosse verdadeira, vocé poderia ndo ser capaz de comegar nunca.
Vamos supor que os degraus da escada estejam numerados pelos inteiros positivos — 1, 2, 3 etc. Agora
pense sobre uma propriedade especifica que um niimero possa ter. Em vez de “chegar a um degrau arbitra-
riamente alto”, podemos falar sobre um inteiro positivo arbitrario tendo essa propriedade. Vamos usar a
notagcdo P(n) para dizer que o inteiro positivo n tem a propriedade P. Como usar a mesma técnica que usa-
mos para subir a escada para provar que, qualquer que seja o inteiro positivo n, temos P(n)? As duas asser¢es
que precisamos provar sio

1. P(1) (1 tem a propriedade P)
2. Para qualquer inteiro positivo k, P(k) = P(k + 1) (Se qualquer mimero tem a propriedade P,
0 préximo também tem.)
Se pudermos provar ambas as proposigdes 1 e 2, entiio P(n) é vilida para qualquer inteiro positivo n, da
mesma forma que vocé poderia subir até um degrau arbitrério da escada.

O primeiro principio de inducio matemdtica é um condicional. A con®tusdo é uma proposicio da forma

“P(n) € verdadeiro para todo inteiro positivo n”. Portanto, Sempre que quisermos provar que alguma coisa
€ verdade para todo inteiro positivo n, é bastante provavel que a indugdo matemitica seja uma técnica apro-
priada. :
Para mostrar que a conclusio deste condicional é verdadeira, precisamos provar que as duas hipéteses,
1 e 2,580 verdadeiras. Para provar a proposigio 1, basta mostrar que o nimero 1 tem a propriedade P,
geralmente uma tarefa trivial. A proposi¢io 2 é um condicional que tem que ser vélido para todo k. Para
provar este condicional, suponha que P(k) é verdadeiro para um inteiro positivo arbitrdrio k e mostre, ba-
seado nesta hipétese, que P(k -+ 1) é verdadeiro. Vocé deve se convencer de que supor que o nimero k tem
a propriedade P ndo &2 Mmesma, coisa que Supor o que queremos provar (esta € uma confusio comum na
primeira vez que se encontra uma demonstragio deste tipo). Esta &, simplesmente, a maneira de proceder
para obter uma demonstragio direta do condicional P(k) — P(k + 1). .

Ao fazer uma demonstragio por indugio, o estabelecimento da veracidade da proposicdo 1 € chamado
de base da inducfo ou passo basico da demonstragio por indugio. O estabelecimento da veracidade de
P(k) — P(k + 1) é o passe indutivo. Quando supomos que P(k) é verdade para provar o passo indutivo,
P(k) é chamada de hipétese de induggo.

Todos os métodos de demonstragio de que falamos neste capitulo sdo técnicas para o raciocinio dedu-

- tivo — maneiras de provar uma conjectura que talvez tenha sido formulada por um raciocinio indutivo. A

inducdo matemdtica também é uma técnica dedutiva e ndo um método de raciocinio indutivo (ndo se con-

funda com a terminologia). Nas outras técnicas de demonstracio, podemos comecar com uma hipétese e

juntar diversos fatos até que “tropecamos” na conclusdo. De fato, mesmo que a nossa conjectura esteja

ligeiramente incorreta, podemos ver qual deve ser a conclusio correta ao fazer a demonstragio. Na indugio

matemdtica, no entanto, precisamos saber, desde o inicio, qual € a forma exata da propriedade P(n) que

queremos estabelecer. A indugio matemdtica, portanto, nfio é uma técnica de demonstrago explorat6ria.
— pode apenas confirmar uma conjectura correta.

LEMBRETE:

Para provar que
alguma coisa é
verdadeira para
todo inteiro n = que
algum valor, pense -
em indug3do.
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Demonstragoes por lhdugéo Matematica

Suponha que um ancestral Silva casou-se e teve dois filhos. Vamos chamar estes dois filhos de geragdo 1.

_Suponha, agora, que cada um destes filhos tenha dois filhos; entio, a geragio 2 contém quatro descenden-

tes. Isto continua de geragéo em geragdo. A arvore genealégica da famflia Silva, portanto, tem a forma ilus-
trada na Fig. 2.2. (Ela é exatamente igual aFig. 1.1, onde obtivemes todos os valores logicos possiveis para
7 letras de proposi¢@o.) : : T :

- Geragio Descendentes
o 2=2!
2 4=22
3 g§=2

Fig. 2.2

Parece que a geragao n contém 2" descendentes. Mais formalmente, se denotarmos por P(n) o mimero
de descendentes em cada geragio, nossa conjectura € que

P(n)=72"

Podemos usar indugio para provdr que nossa conjectura para P(n) estd correta.
O passo bésico é estabelecer P(1), que € a equagao

p()=2'=2

Isto é verdade, pois nos foi dito que Silva teve dois filhos. Vamos supor agora que pOSsSa conjectura estd
correta para uma geracdo arbitrériak, k=1, isto é, vamos supor que :

pP(ky = 2F
e tentar mostrar que . .
Pk + 1) = P b : - ’ f

Nesta familia, cada descendente tem dois filhos, de modo que 0 nimero de descendentes na geragﬁo k+1
ser4 o dobro do nimero de descendentes na geragéo k, ou seja, Pk + 1) = 2P(k). Pela hipétese de indugdo,
P(k) = 2%, logo
Pk + 1) =2P(K) = 22k = 21
e, de fato, ’ ‘
Pk + 1) = 28"V

Isto completa n0ssa demonstracio. Agora que gstamos ffanqﬁildé sobre o cla dos Sﬂvaqrpodemos aplicar o
método de demonstragdo por indugio a problemas menos 6bvios. ' :

Prove que a equagio »
1+3+5+"'+(2n;‘1)=n2 ! - (l)

¢ verdadeira para qualquer inteiro positivo n. A propriedade P(n) aqui € que a equagdo (1) acima é valida.
O termo 2 esquerda do sinal de igualdade € a soma de todos os inteiros fmpares de 1 até 2n — 1. Embora
possamos verificar a veracidade dessa equagio para qualquer valor particular de n substituindo este valor
na equacao, nio podemos substituir n por todos 08 inteiros positivos que existem. Assim, uma demonsira-
¢iio por exaustdo nio funciona, Uma demonstragdo por indugdo € apropriada.

O passo bésico é estabelecer P(1), que é 2 equagcdo (1) quando n tem O valor 1, ou seja,

P(): 1= 1? \
Isto é certamente verdade. Para a hipétese de indugio, vamos supor P(k) para um inteiro positivo arbitrario
k,queéa equagdo (1) quando n temi o valor k, isto &, . -

PK): L +345+=+@k-D=F e o ®
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ote que P(k) ndo € a equagiio (2k — 1) = k2, que s6 é verdade para k = 1.) Usando a hipétese de indugiio,
(Note g q p ¢

queremos mostrar P(k + 1), que é a equagio (1) quando 7 assume o valor k + 1, ou seja,

PR+ 1) 1+3+5+.--+[2(k'+1)—1]é(k+1)2

&)

(O ponto de interrogago em cima do sinal de igualdade € para nos lembrar de que é este fato que queremos

provar, ao invés de ser alguma coisa que jd sabemos.)

A chave de uma demonstragio por indugdo € encontrar um modo de relacionar o que queremos saber —
P(k + 1), equagio (3)—eoque Supusemos — P(k), equagio (2). O lado esquerdo de P(k + 1) pode ser

reescrifo mostrando-se a pentiltima parcela:
1+3+5+~-+(2/c—1)+[2(k_+1)—1] '

Esta expresséo contém o termo 3 esquerda do sinal de igualdade na equacio (2). Como estamos supondo
que P(k) é valida, podemos substituir este termo pelo termo 2 direita do sinal de igualdade na equagio (2).

Obtemos, entdo,
1+3+5+.-.+[2(k+1)—1]

=1+3+5+---+(2k—1)+[2(k+1)—1]
=k2+[2(k+1)—1]
=K+ 2k +2 — 1]

- =K+ 2%+ 1

. = (k + 1)

P Portanto,

' l+_3+5+»-+[2(k+1)—1}=(k+1)2

0 qué mostra a validade de P(k + 1), provando, assim, que a equagdo (1) € verdadeira para qualquer inteiro *

positivo n,

inducio
Demonstracdo usando o Pprimeiro principio
- de indugio

Passo 1 Prove a base da indugdo.”
Passo 2 Suponha P(k). b
Passo 3 Prove P(k + 1).

1 Tabela 2.3

- Prove que '

L+2+22 4 ponmpt _ g
paratodon = 1, o o
. ﬁdmmeg;eggggugﬁqé apropriada, P(1) é a equacio
Th2=oWo g o Jop2_,
que é verdadeira. Vamos considerar P(k) ;

T+2+ 224 o 4 2= gkt g .
como a hipétese de inducdo e tentar estabelecer P(k + 1):

T+2422 4o 0 L geninn_

Novamente, reescrevendo a soma i esquerda do sinal de igualdade de Pk + 1), vemos como a

inducio pode ser usada:

~I A+ 24224 k1
=L1HF2+22 4 o 4 ok gkl
=281 1 4 gkh . (da hipdtese de indugdio P(k))
=202"1 — 1
= Qk+1+1 _

EXEMPLO 15

LEMBRETE:
Para provar que Rk
- Pk + 1), voca

tem que descobrir o
caso Ak) dentro do

caso Pk + 1),

hipétese de

s i o s s ot

£

EX

PRC
PRA
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Portanto,

42422 4 e b 2FT = 2T
o que mostra P(k + 1), concluindo a demonstracio.

®
Prove que, para qualquer inteiro positivo n, ) _ .
+1
1+2+3+»~+n='—1("Tl , ®

~ Nem todas as demonstragdes por indugio envolvem somas. Outras identidades algébricas sobre os in-
teiros positivos podem ser demonstradas por indugdo, assim como proposi¢Oes ndo-algébricas, como 0
nimero de descendentes na geragio n da familia Silva. N

Prove que, para qualquer inteiro positivo n, 2* > n.

P(1) é aproposicio 2! > 1, que certamente € verdade. Vamos supor agora P(k), 2F > k, e tentar concluir
P(k + 1), 2*' > k + 1. Comegando com a expressdo em P(k + 1) 2 esquerda do sinal de desigualdade,
observamos que 2¢*! = 2*- 2. Usando a hipétese de inducdo 2F > ke multiplicando os dois membros desta
desigualdade por 2, obtemos 2¢- 2 > k- 2. Completando o argumento,

2k+1=2k.2>-k_'.f2=k+k2k+1
ou seja,

b : o

Prove que para qualquer inteiro positivo 7, 0 nimero 2™ — 1 ¢ divisivel por 3.
- O passo bésico & mostrar P(1), isto é, que 220 —1=4—-1=3¢ divisfvel por 3. Isto é evidente.
Vamos supor que 2% — 1 ¢ divistvel por 3, o que significa que 2% — 1 = 3m para algum inteiro m, ou
seja, 2% = 3m + 1. Queremos mostrar que 2°¢*V — 1 € divistvel por 3. '

22(k+1) - 1= 22k+2 -1

=020% 1 : _
—2Bm+1)—1 - (pelahipStese de indugiio) - N
—12m+4-1 a o
=©2m+3 S
= 3(dm + 1) onde 4m + 1 € inteiro )
Portanto, 2%V — 1 € divisivel poy3. hd : ®

Para o primeiro passo em uma demonstrago por indugzo, pode ser apropriado comegar em 0, ou em2ou3, .
em vez de 1. O mesmo princfpio se aplica, independentemente do degran onde vocé comega a subir na escada.

A Prove que n* > 3n paran = 4.

Devemos usar indugfo aqui; comegando com a base da inducio em P(4). (Testando os valoresn = 1,2
e 3, pode-se mostrar que a desigualdade ndo é vélida para esses valores.) P(4) é a desigualdade 47 > 3(4),
ou seja, 16 > 12, que ¢ verdadeira. A hipdtese de indugdo € que &* > 3k, onde k = 4, e queremos mostrar.

que (k& 12> 3+ 1).

G+1P=P+2%+1
A >3k+2k+1 (pela hipétese de indugio)
=3%k+8+1 (pois k= 4)

>3k+3 : ,
=3k +'1) ' _ : [
Prove que 2" < 3" paratodon > 1. - ' ®

Demonstragdes supostamente por indugdo, mas que nio o sdo de fato, também s#io possiveis. Quando
demonstramos P(k + 1) sem usar P(k), fizemos uma demonstrago direta de P(k + 1), onde k + 1 & arbi-
trério. Ndo € que a demonstracfo esteja errada, apenas ela deve ser reescrita como uma demonstragdo dire-

-ta de P(n) para qualquer n e ndo como uma demonstragio por indugio.

Pode ser conveniente uma demonstracio por indugfo mesmo em aplicagGes.ndo tao Gbvias como nos
exemplos anteriores. Isto acontece, geralmente, quando alguma quantidade na proposi¢do a ser demonstra-

da toma valores inteiros nfio-negativos arbitrérios. -

.
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Uma linguagem de programagao pode ser projetada com as seguintes convengdes em relagio a multiplica- EXEMPLO 19

¢do: um dnico fator ndo necessita de parénteses, mas o produto “a vezes b” precisa ser escrito na forma :

(a)b. Assim, o produto
a.b.c.d.e.f.g

poderia ser escrito nesta linguagem como

((@D))d)e)g _ - . -

ou como

(@b)(()d)(e)fg

dependendo da ordem em que se vai executar o produto. O resultado é 0 mesmo em qualquer dos casos. - R
Queremos mostrar que qualquer produto pode ser escrito com um ndmero par de parénteses. A demonstra- N

¢do € por indugio no nimero de fatores. Para um tinico fator, temos 0 parénteses, um mimero par. Suponha que, ’

para qualquer produto com  fatores, temos um nimero par de parénteses. Agora considere um produto P com

k + 1 fatores. P pode ser considerado um produto de r vezes s, onde r tem k fatores e 5 é um tinico fator. Pela

hipétese de indugfio, r tem um ntimero par de parénteses. Podemos, entdo, escrever r vezes s como (r)s. Isto '

adiciona mais 2 parénteses a0 mimero par de parénteses em r, dando a P um néimero par de parénteses. @

Um problema de “ladrilhagem” fornece uma boa ilustracdo de indu¢do em um contexto geométrico. Um EXEMPLO 20
dngulo de ferro é uma pega em forma de L cobrindo trés quadrados em um tabuleiro quadriculado, como

© de xadrez (veja a Fig. 2.3a). O problema € mostrar que, para qualquer inteiro Ppositivo n, se removermos

um quadrado de um tabuleiro originalmente com 2" X 2" quadrados, ele pode ser ladrilhado — completa-

mente recoberto — com ingulos de ferro.

A base da indug@o € n = 1, 0 que nos d4 um tabuleiro com 2 X 2 quadrados. A Fig. 2.3b mostra a solu-
¢4o, neste caso se for removido o canto direito superior. A remogfo de qualquer dos outros trés quadrados
funciona da mesma maneira. Suponha agora que qualquer tabuleiro 2¢ X 2* com um quadrado removido
pode ser ladrilhado usando-se angulos de ferro e vamos considerar um tabuleiro 2¢*! X 21, Precisamos
mostrar que ele pode ser ladrilhado quando se remove um quadrado. Para relacionar o caso k + 1 com a
hipétese de indugdo, divida o tabuleiro 2¢*! X 2**! em quatro partes iguais. Cada parte é um tabuleiro 2¢ X
2% ¢ um deles vai ter um quadrado faltando (Fig. 2.3c). Pela hip6tese de inducdo, este tabuleiro pode ser
ladrilhado. Retire um canto de cada uma das outras trés partes como na Fig. 2.3d. Pela hip6tese de indugio,
estas trés partes com os quadrados removidos podem ser ladrilhadas. Como um tinico Angulo de ferro pode
ser usado para cobrir estes trés quadrados retirados, temos que o tabuleiro original 2¥*! X 251 comum dos

quadrados removidos pode ser ladrilhado. _ ® -
- rr’ . . — -
. . : . : N EX
" m o f
. '\
@ (b) e T @
Fig. 2.3
- ©oa

Segundo Principio de Inducao

Além do primeiro principio de indugio, que temos usado,

1. P(1) é verdade }
2. (VEIP(k) verdade — P(k + 1) verdade]
existe um segundo principio de indugfo.

~> P(n) verdade para todo inteiro positivo n
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Estes dois principios de indugfo diferem na proposi¢io 2 e 2'. Na proposigio 2, precisamos ser capazes de
provar, para um inteiro positivo arbitrério k, que P(k + 1) é verdadeira baseado apenas na hipétese de que
P(k) € verdadeira. Na proposigdo 2, podemos supor que P(r) é verdadeira para todos os inteiros 7 entre 1 e
um inteiro positivo arbitrdrio k para provar P(k + 1). Isto parece nos dar muito mais “municio”, de modo
que pode acontecer, algumas vezes, de sermos capazes de provar o condicional em 2’ sem conseguirmos
provar o condicional em 2. ‘

O que nos permite deduzir (Vr)P(n) em cada caso? Veremos que os dois principios, ou seja, os dois
métodos de demonstragio, sio equivalentes. Em outras palavras, se aceitamos como valido o primeiro prin-
cipio, entfio o segundo também & vilido, e reciprocamente. Para provar a equivaléncia entre os dois princi-
pios, vamos considerar um outro principio, que parece tio ébvio que nfio necessita de discussio.

Veremos, também, que os seguintes condicionais sdo verdadeiros:

segundo principio de indugio — primeiro principio de indugio

primeiro principio de induc¢dio — principio da boa ordenacio

principio da boa ordenagédo — segundo principio de indugio
Como conseqiiéncia, todos os trés principios sdo equivalentes, e aceitar qualquer um deles como verdadei-
ro significa aceitar os outros dois também.

Para provar que o segundo principio de indugfo implica o primeiro, suponha que aceitamos o segundo
principio como sendo um argumento valido. Podemos, entdo, mostrar que o primeiro principio & vélido,
isto €, que podemos concluir P(n) para todo n das proposicdes 1 e 2. Se a proposicdo 1 ¢ verdadeira,a pro-
posigdo 1’ também o €. Se a proposigio 2 € verdadeira, a proposigdo 2’ também o &, pois podemos dizer

que concluimos P(k + 1) de P(r) para todo rentre 1 e k, embora tenhamos usado apenas a condigdo P(k).
- (De maneira mais precisa, a proposi¢io 2’ necessita que provemos que P(1) A PQ) A ... A P(K) — P(k +
1); mas P(1) A P2) A ... A P(k) — P(k) e, pela proposigdo 2, P(k) — P(k + 1), logo P(1) A PN ... A
P(k) — P(k + 1).) Pelo segundo principio de indugio, podemos concluir P(r) para todo n. As demonstra-
¢des de que o primeiro principio de indugdo implica o principio da boa ordenagdo, que por sua vez implica
o segundo principio de indugio, sfo deixadas como exercicio na Secfio 3.1.
Para distinguir entre uma demonstragfo por indugdo usando o primeiro ou o segundo principio, vamos
considerar um exemplo um tanto pitoresco que pode ser provado das duas maneiras.

EXEMPLO 21 Prove que uma cerca reta com # esteios tem n — f'%egﬁes para qualquer n = 1 (veja a Fig. 2.4a).

(b)

Cerca com o tltimo esteio e Cerca com uma se¢3o removida.
a tltima segfo removidos.
(© ’ (@)
Fig. 2.4

Seja P(n) a proposigdo que uma cerca com n esteios tem n — 1 segdes; vamos provar que P(n) é verda-
deira paratodon = 1.

Vamos comegar com o primeiro principio de indugdo. Para o passo bésico, P(1) diz que uma cerca com
apenas 1 esteio tem 0 se¢Ses, o que € claramente verdade (veja a Fig. 2.4b). Suponha que P(k) € verdadeira:
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uma cerca com k esteios tem k — 1 segdes
e tente provar P(k + 1)
(?) vma cerca com k + 1 esteios tem k secdes.

Dada uma cerca com k + 1 esteios, como podemos relacionéa-la a uma cerca com k esteios de modo a usar
a hip6tese de indugio? Podemos cortar fora o iiltimo esteio € a ultima segdo (Fig. 2.4¢). A cerca resultante
tem k esteios e, pela hipétese de indugdo, tem k — 1 secdes. Portanto, a cerca original tinha k se¢es.

Vamos agora provar o mesmo resultado usando o segundo principio de indugio. O passo bésico & igual
ao do caso anterior. Para a hipétese de indugdo, supomos que

paratodo r, 1 = r < k, uma cerca com r estelos tem r — 1 seches
e tentar provar P(k + 1)
(?) uma cerca com k + 1 esteios tem k se¢Bes

Para uma cerca com k + 1 esteios, divida a cerca em duas partes removendo uma secdo (Fig. 2.4d). As
duas partes da cercatémr, e 7, esteios,onde l = r, <k, 1 =r,=<ker, + r, = k + 1. Pela hipétese de
inducio, as duas partes tém, respectivamente, r, — 1 e r, — 1 secdes, logo a cerca original tinha

(ry = D+ (r, — 1) + 1 segBes
(O 1 extra é pela segfo que foi removida.) A aritmética nos diz, entdo, que tinhamos
rn+rn—1=((k+1)—1=ksecdes .
Isto prova que uma cerca com k + 1 esteios tem k seg¢des, o que verifica a veracidade de P(k + 1), comple-
tando a demonstragiio pelo segundo principio de induc@o. ‘ . ®

O Exemplo 21 permite usar qualquer uma das formas de uma demonstragéo por inducdo, j4 que pode—

mos diminuir a cerca retirando-se uma extremidade ou uma se¢fo central. O problema no Exemplo 19 €

semelhante.

Vamos mostrar, de novo, que qualquer produto de fatores pode ser escrito nesta linguagem de programa-
¢do com um nidmero par de parénteses, desta vez usando o segundo principio de inducéo. O passo basico é
o mesmo que o do Exemplo 19: um tinico fator tem (¢ parénteses, um ndmero par. Suponha que qualquer
produto de r fatores, 1 =< r = k, pode ser escrito com um mimero par de parénteses. Considere agora um
produto P com k + 1 fatores. Entfio P pode ser escrito como um produto (S)T de dois fatores, S ¢ T, onde
Stem r, fatores e Ttem r, fatores. Temos 1 =r, =k, 1 =r,<ker, +r,=k+ 1. Pela hip6tese de indugdo,
S e T ttm, cada um, um mimero par de parénteses ¢, portanto, P = (S)T também tem um mimero par de
parénteses. } ) ' ®
gy

A maior parte dos problemas ndo funciona bem com uma das formas de indug8o: os problemas da cerca
e da linguagem de programac?io sio um tanto ou quanto attificiais. Em geral, usamos a segunda forma quando
-0 problema se divide, naturalmente, no meio em vez de crescer em uma das pontas.

Prove que, para todo n = 2, n € um nimero primo ou ¢ um produto de ndmeros primos.
Vamos adiar a decisio sobre se usamos o primeiro ou o segundo principio de indugio; o passo bésico é
o mesmo nos dois casos € ndo prec1samos comecar com 1. E claro que devemos comegar aqui com 2. P(2)

~ ¢ a proposicio que 2 é um nimero primo ou um produto de primos. Cemo P(2) é primo, a proposigdo é

verdadeira. Pulandowmdiante, para qualquer dos dois principios precisaremos analisaro caso k + 1. Se k +
1 for primo, estamos feitos. Se k + 1 néo for primo, entdo ¢ um niimero composto ¢ pode ser escrito na
forma k + 1 = gb. Dividimos k + 1 em dois fatores e talvez nenhum deles tenha o valor &, de modo que
uma hip6tese apenas sobre P(k) ndo ¢ suficiente. Usaremos, entfo, o segundo principio de indugdo.
Vamos comegar de novo e supor que, para todo r, 2 = r < k, P(k) é verdadeira — r € primo ou um
produto de primos. Considere agora o ndmero k + 1. Se k + 1 for primo, terminamos. Se k + 1 nfo for

- primo, entfo € um nimero composto ¢ pode ser escrito naformak + 1 =ab,onde 1 <a<k+lel < b<

k + 1. (Bsta é uma fatoracfo ndo-trivial, de modo que nenhum fator pode serigual a 1 ouak + 1.) Portanto,
2=a=<ke?2=b<=k Ahipétese de indugio pode ser aplicada a a e a b, logo cada um deles ou € um
primo, ou é um produto de primos. Portanto, k + 1 é um produto de primos. Isto verifica P(k + 1) e com-
pleta a demonstrago pelo segundo principio de inducao. ®

Prove que qualquer quantia para franquia postal maior ou igual a 8 centavos pode ser conseguida usando-
se apenas selos de 3 e 5 centavos.

A proposigao P(n) agora é que precisamos apenas de selos de 3 e 5 centavos para obter n centavos em
selos e queremos provar que P(n1) € verdadeira para todo n = 8. A base da induciio € estabelecer P(8), 0 que

k]

EXEMPLO 22

EXEMPLO 23

LEMBRETE:

Use o segundo
principio de inducgao
quando o caso kK +
1 depende de
resultados anterio-
res a k.

EXEMPLO 24
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€ feito pela equagdo

8=3+5 . , _

Por motivos que ficarfio claros em alguns instantes, vamos estabelecer, também, dois casos adicionais, P(9)

¢ P(10), pelas equaces ’
9=3+3+3 '

10=5+5

Vamos supor, agora, que P(r) é verdadeira para qualquer r, 8 =< r < k, e considerar P(k + 1). Podemos

supor que k + 1 é pelo menos 11,§4 que provamos P(r) parar =8,9¢ 10.Sek + 1 = 11, entdo (k + 1) —
3 =k — 2 = 8 ¢, pela hip6tese de indugfio, P(k — 2) é verdade. Portanto, k — 2 pode ser escrito como uma

-V

'soma de nlimeros iguais a 3 € a 5; adicionando-se mais um 3, obtemos k + 1 como uma soma de nimeros

iguais a3 e a 5. Isto prova a veracidade de P(k + 1) e completa a demonstragZo. L J

" a. Por que os casos adicionais P(9) e P(10) foram demonstrados separadamente no Exemplo 247

b. Por que niio poderfamos usar 0 primeiro principio de inducio na demonstracdo do Exemplo 247 @

Secao 2.2 Revisao

Técnicas

@ Utilizacfio do primeiro principio de indugio em demonstragses.
@ Utilizagdo do segundo principio de indugfio em demonstragdes.
Idéias Principais

A induc#io matemética é uma técnica para provar propriedades dos inteiros positivos.
Uma demonstragdo por indugio néo precisa comegar com 1. '

A indugio pode ser usada para provar proposicdes sobre quantidades cujos valores sio inteiros nfo-nega--
tivos arbitrarios.

O primeiro e o segundo principios de indugfo provam a mesma conclusio, mas uma das abordagens pode

ser mais facil de usar em uma determinada sitnagfo.

Exercicios 2.2 , -

Nos Exercicios de 1 a 20, use indugfio matemética para provar que as proposi¢des dadas sdo verdadeiras
para todo inteiro positivo n. '

*1‘2+6+10+“‘+(4n—2)=2n2

\2.2+4+6+~-+2n=n(n+1)

¥ 1+5+9+—+@n—3)=n@2n—1) _

. nnt+1) _npt+Dn+2) ' SR

4 Lt 346+ +

2 6
X5. 4410 + 16 + - + (61 — 2) = n(3n + 1)
6. 5+10+15+...:+5,,=5_n(_f12i1_)
7. 12+22+---+n2=”—(’i+—1%2~”+—1),
8. 13+23+...+n3=n_2(ﬁf_1)i
*9. 24324+ (2n— i)2= n(2n — 1;(2n+ 1)
10 4 +2°+ - +nt= ”(”+1)(2n+;2)(3n2+3n— 1)

nn+DH2r+7)

1. 1-3+2:4+3-5+tnn+2)= 6 ‘
. ) "

.
i
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1. 1+a+d+ ~--+a"‘1_%para a#0,a#1

1 1 1 1 n
+ ves =
[l T R T S SO S iy iy i
1 1 1 1 n : -
. ...+ =
14 s s T T S Dt ) 2n+ 1

1-3
D" n + 1)
2

*15. 12—-22 4 32_ 42 + . +(__1)n+1n2=

16, 2 +6 +18 + - +2-3"1=3"_ 1

2n(n+ 1D2n+ 1)

17. 22 4+42% + - + 20 = 3

n(n + D(n + 2).
3
11 1 o n
< , -+ + aee =
B 27 70 T Gi—2G D GrtD

1-4
20, 1-1'+2-2143-31+ ... +n-nl=(m+ 1)!— 1, onde n! é o produto dos inteiros positivos de
lan. : -

18. 1-:2+2-3+3 -4+~ +nn+ )=

‘%21. Uma progressdo geométrica é uma seqii€ncia de termos com um termo inicial & tal que cada termo
a seguir € obtido multiplicando-se o termo anterior por uma mesma razdo r. Prove a formula para a
soma dos » primeiros termos de uma progressio geométrica (n = 1):

_a—ar"

o T 1-r

22, Uma progressdo aritmética é uma seqiiéncia de termos com um termo inicial a tal que cada termo

a seguir & obtido somando-se uma mesma parcela d ao termo anterior. Prove a férmula para a soma
dos n primeiros termos de uma progresséo aritmética (n = 1):

at@+d+@+2)+-+[a+@n—Dd=
= %[2(1 + (n— 1)d}

‘atar+ar’+ - +ar?

23. Prove que g
1— 2n+1

(_2)0 + (_2)1 + (—2)2 + e + (_.Z)n — ;

para todo inteiro positivo impar 7.
24. Provequen®=2n+ 3paran=3. ~ o -
*25. Prove quern?>n + lbaran =2 —
- 26. Prove que n? > 5n + 10 paran > 6.
27, Prove que-iﬂ* > n*paran = 5. _
28. Prove que n! > nz-para n = 4, onde n! é o produto dos inteiros positivos de 1 a n.
*29. Prove que 2" < n! paran = 4.
| 30. Prove que 2 ' <n!paran = 1.
1‘& 31. Prove que n! <n"paran = 2.
| 32. Proveque (1 +x)*>1+x"patan>1,x>0.
l{ _ 33. Prove que (a/b)*™ < (afby'paran=1e0<a<b.
! *34. Provequel +2 + ... + n < n?paran> 1.

35. a.Tente usar inducdo para provar que

1 1 1 ;
= —F e +—< =
| ‘.1 2 T Zparan 1

O que ndo funciona?
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b.Prove que

11 1 1
— — F . 4+ —= —_— = -

1+2+4 o 2 on paran 1

mostrando, assim, que .
1 1 1 - : -
a4 =< =

1+2+4+ +2n 2paran=1

Nos Exercicios de 36 a 47, prove que a proposigdo ¢ verdadeira para todo inteiro positivo n.
%36, 2% — 1 ¢ divisivel por 7.
37. 3> + 7 é divisivel por 8.
38. 7" — 2~ é divisivel por 5.
39. 13" — 6" é divisivel por 7.
*40. 2" + (—1)y+! é divisivel por 3.
41, 251 + 572 ¢ divisivel por 27.
42. 3+2 4+ 5241 ¢ divisivel por 14.
43. 7> + 16n — 1 é divisivel por 64.
x44. 107 + 3 - 42 + 5 é divisfvel por 9.
45. n® — n édivisivel por 3.
46. n® + 2n é divisivel por 3.
47. x* — 1 é divisivel porx — 1 parax # 1.
*48. Prove o Teoréma de DeMoivre:
(cos B + isen B)"= cos n@ + isenné
para todo n = 1. Dica: Lembre-se das férmulas para a soma de angulos da trigonometria:
cos(ar + B) = cos acos B — sen asen p
sen(a + B) = sen a cos B+ cos asen B

49, Prove que

’ 2
sen@ + sen 30 + - +sen(2n — ne= M
sen O

para todo n = 1 e para todo 6 tal que sen 0 # 0.

%50. Use indugfo para provar que o produto de trés inteiros positivos consecutivos quaisquer ¢ divisfvel por 3.
" 51. Suponha que a exponenciagdo ¢ definida pela equacio ' ’
?x:}. X = xf +1 )
. para qualquer j = 1. Use indugdio para provar que x" - X" = x+m paran=1em=1. (Dica: Facaa
- indugdo param fixoe n arbitrério.) :

52. De acordo com o Exemplo 20, € possivel usar angulos de ferro para ladrithar um tabuleiro 4 X 4
com o canto direito superior removido. Desenhe tal ladrithagem.

53. O Exemplo 20 nfo-cobre o caso de tabuleiros com tamanhos diferentes de poténcias de 2. Verifique
se é possivel ladrilhar um tabuleiro 3 X 3.

54. Considere uma colecio de n retas infinitas tal que duas retas nesta cole¢do nunca sdo paralelas e trés
retas nunca tém um ponto comum de interse¢iio. Mostre que, para n = 1, as retas dividem o plano
em (n? + n + 2)/2 regides separadas.

55. Uma cadeia formada por algarismos bindrios, 0 e 1, vai ser convertida em uma cadeia de paridade
' par adicionando-se um bit! de paridade ao final da cadeia. O bit de paridade ¢ inicialmente 0. Quan-
do um 0 ¢ processado, o bit de paridade néo se altera. Quando um 1 & processado, 0 bit de paridade
muda de 0 para 1 ou de 1 para 0. Prove que o némero de algarismos iguais a 1 na cadeia final, inclu-

indo o bit de paridade, € sempre par. (Dica: Considere vérios casos.)

Wtilizaremos, como & usual, a pomenclatura inglesa bit para denotar um algarismb binsrio. (A palavra bit € uma abreviagio para
binary digit, que significa algarismo bindrio.} (NT)

» ¥

-

|
%
t
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*56.

57.

58.

*59

60

63

*64

*
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O que estd errado na seguinte “demonstragéo” por indugio matemdtica? Vamos provar que, para
qualquer inteiro positivo n, r € igual a 1 mais n. Suponha que P(k) é verdadeira.

k=k+1

Somando 1 aos dois lados desta equacio, obtemos
k+1=k+2

Portanto,

P(k + 1) é verdadeira

O que est4 errado na seguinte “demonstraco” por indugéo matemética? Vamos provar que todos os
computadores sdo montados pelo mesmo fabricante. Em particular, vamos provar que em qualquer
cole¢do de n computadores, onde 7 é um inteiro positivo, todos os computadores foram montados
pelo mesmo fabricante. Vamos primeiro provar P(1), um processo trivial, j4 que em qualquer cole-
¢do com apenas um computador existe apenas um fabricante. Vamos supor P(k), isto €, em qualquer
cole¢do de k computadores, todos 0s computadores foram montados pelo mesmo fabricante. Para
provar P(k + 1), vamos considerar uma colegdo qualquer de k + 1 computadores. Vamos retirar um
desses k + 1 computadores (vamos cham4-lo de HAL) da colecio. Pela hipétese, todos os k compu-
tadores restantes foram montados pelo mesmo fabricante. Vamos trocar o HAL de lugar com um
destes computadores. No novo grupo de k computadores, todos t2m o mesmo fabricante, Assim, o
fabricante de HAL € o mesmo que produziu todos os outros computadores e todos os k + 1 compu-
tadores t&ém o mesmo fabricante. : -

Unma tribo obscura tem uma linguagem com apenas trés palavras basicas, mono, nono e sono. Novas
palavras sdo compostas agregando-se estas palavras em qualquer ordem, como em sonononomono-
nono. Qualquer justaposigo deste tipo € vélida.

a. Use o primeiro principio de indugio (sobre o nimero de palavras bésicas em cada palavra com- -

posta) para provar que qualquer palavra nesta linguagem tem um niimero par de letras iguais a o.
b. Use o segundo principio de indugio (sobre o niimero de palavras bésicas em cada palavra

composta) para provar que qualquer palavra nesta linguagem tem um ntimero par de letras
iguais a o.

Considere fbfs proposicionais contendo apenas os conectivos A, V e —> (sem a negacio) e tais que,
a0 usar um conectivo para juntar duas fbfs, temos que usar parénteses. Conte cada letra de proposi-
¢do, conectivo ou parénteses como um simbolo. Por exemplo, ((4) A B) V ((C) A\ (D)) é uma fbf
deste tipo, com 19 simbolos. Prove que qualquer fbf deste tipo tem um niimero {mpar de sfmbolos.

Um poligono simples fechado consiste em n pontos no plano unidos em pares por n segmentos de
reta; cada ponto € a extremidade de exatamente dois segmentos dg; reta (veja os exemplos na figura
a seguir). Prove que a soma dos angulos internos de um poligono simples fechado com 7 lados & (n —
2)180° para todo n = 3. (Dica: Para o caso k + 1, divida o poligono em duas partes.)

. @ )

Prove que qualquer quantia em selos maior ou igual a 2 centavos pode ser obtida usando-se apenas.
selos de 2 e 3 centavos. : :

Prove que qualquer quantia em selos maior ou igual a 12 centavos pode ser obtida usando-se apenas
selos de 4 e 5 centavos.

Prove que qualquer quantia em selos maior ou igual a 14 centavos pode ser obtida usando-se apenas
selos de 3 e 8 centavos. :

Prove que qualquer quantia em selos maior ou igual a 64 centavos pode ser obtida usando-se apenas
selos de 5 e 17 centavos. A

Em qualquer grupo de k pessoas, k = 1, cada pessoa cumprimenta, com aperto de mio, todas
as outras pessoas. Encontre uma férmula para o niimero de apertos de mao e prove-a usando
indu¢do. ' :

2 B S 0 PR i S el bt B R




'EXEMPLO 25

. ndo-negativos x e y.
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30 2.3 Mais sobre Demonstra¢ao de Corregao

Explicamos, na Se¢fo 1.6, como usar um sistema de 16gica formal para demonstrar matematicamente a -

corregdo de um programa. Assercées ou predicados envolvendo as varidveis do programa sdo inseridos no
inicio, no final e em pontos intermediarios entre as proposi¢cdes do programa. Entdo, demonstrar a corrég¢ao
de qualquer proposicao particular s; envolve provar que o condicional representado pela tripla de Hoare

{Q} s; {R} : )

¢ verdadeiro. Aqui, Q e R sdo asser¢Ses conhecidas como a precondigo e a pés-condigdo, respectivamente, para
a proposicao, Podemos demonstrar a cotregéio do programa se todos estes condicionais forem verdadeiros.

Discutimos, no Cap. 1, regras de inferéncia que fornecem condicGes sob as quais o condicional (1) é
verdadeiro quando s; € uma atribuicdo e quando s; € um condicional. Vamos agora usar regras de inferéncia
quenos ddo condigbes sob as quais (1) € verdadeiro quando s, € um lago, Adiamos a anélise de proposictes
em laco até agora porque usa-se indugio matemética na aplicagio desta regra de inferéncia.

ARegra do Lago

Suponha que s, é uma proposigio com lago da forma
enquanto condigdo B faca '
P
fim do enquante

onde B é uma condi¢fio que pode ser falsa ou verdadeira e P € um segmento de programa. Quando esta pro-
posicdo é executada, verifica-se a condi¢fo B. Caso B seja verdadeira, o segmento de programa P é executado
¢ B é reavaliada. Se B continua sendo verdadeira, o segmento de programa é executado novamente, B €
reavaliada de novo, e assim por diante. Se a condi¢fo B torna-se falsa em algum momento, o Jago termina.
A forma condicional (1) que pode ser usada quando s, € uma proposicdo com lago impde (como o axioma
de atribuicfio o fez) uma relagio entre a precondicio e a pds-condigio. A precondi¢io O € vélida antes de se
entrar no lago; parece estranho mas uma das condictes € que Q continue valido depois que o lago terminar (o
que significa que devemos procurar um Q que queremos que seja verdadeiro quando o lago terminar). Além
disso, B’ — a condi¢io para o lago parar — também tem que ser verdadeira. Assim, (1) vai ter a forma
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Considere a fungio em pseudocédigo a seguir, que se supde dar como resposta o valor x * y para inteiros
e
_Produto(inteiro ndo-negativo x; inteiro ndo-negativo y)
Varidveis locais:
inteiros i, j
i=0
J=0
enquanto | # x faca
ITiky
i=i+1 .
fim do enquanto
//j agora tem o valor x > y
retorne j
fim da funcio Produto

Esta fungfo contém um lago; a condic@o B para que o lago continue a ser executado é que i # x. A condi¢io
B’ que pdra a execugfo do lago é que i = x. Ao final do laco, afirma-se, no comentério, que j tem o valor x *
y. Dado que i = x quando o lago termina, a assergéio j = [ * y também teria que ser verdadeira. Assim, a0
término do laco, se a funcio faz o que se afirma, a assergfo '

JEi*yAi=x
é verdadeira. Isto é da forma Q A B’, se considerarmos a assercdo

Jj=ixy .

como Q. Para colocar na mesma forma que (2), a assercio j = i * y teria que ser verdadeira antes do lago.
Isto ocorre, de fato, j4 que imediatamente antes do lago temos que i = j = 0.

Parece que temos um candidato para 0, neste exemplo, para o condicional (2), mas ainda ndo temos a
regra de inferéncia que nos permite dizer quando (2) é um condicional verdadeiro. (Lembre-se de que des-
cobrimos @ supondo que o cédigo para a funcfo funciona corretamente.) - @

t
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A assercdo O tem que ser verdadeira antes de comecar o laco. Se o.condicional (2) € verdadeiro, Q tem
que ser verdadeira apds o t€rmino do lago. J4 que podemos ndo saber exatamente quando o lago vai termi-
nar, Q precisa permanecer verdadeira a cada iteragdo, o que inclui a iteragdo final. Q representa um predicado,
ou uma relagio, entre os valores das varidveis do programa. Se esta relagiio entre os valores das varidveis
do programa € vilida antes da execugao de uma iteragdo do lago e apés a execugio da iteraciio, entlio‘a
relagdo entre estas varidveis no € afetada pela agdo da iteragio do lago, embora 0s valores propriamente
ditos possam ser modificados. Tal relagdo ¢ chamada de um invariante do lace.

" Aregra de inferéncia para lagos permite que a veracidade de (2) seja inferida de um condicional di-
zendo que @ € um invariante do lago, isto &, que se Q € verdadeira e se a condigio B é verdadeira, de modo
que € executada outra iteragio do lago, entfo Q permanece verdadeira apés esta iteragfo. A regra estd for-
malmente enunciada na Tabela 2.4. '

De " Podemos Deduzir Nome da Regra Restri¢es sobre o Uso
{QAB}P{Q} {0} s, {QAB"} lago . - s; tem a forma
enquanto condicio B faca
P
fim do enquanto
Tabela 2.4

Para usar esta regra de inferéncia, precisamos encontrar um invariante do lago Q que seja 1itil — um que
afirme 0 que queremos € o que esperamos que aconteca — e depois provar o condicional

{QAB} P {Q}

E € aqui que a indugdo entra em cena. Vamos denotar por Q(n) a proposi¢do que um invariante do lago
Q proposto seja verdadeiro apés n iteragdes do lago. Como nio sabemos quantas iteragdes serdo executa-
das no laco (isto €, por quanto tempo a condi¢io B permanece verdadeira), queremos mostrar que Q(1) &
verdadeira para todo n = 0. (O valor n = 0 corresponde 4 asser¢do antes do infcio do lago, antes de qual-
quer iteragdo.)

Considere, novamente, a fungio em pseudocédigo do Exemplo 25. Neste exemplo, conjecturamos que Q
€ arelacio .

j=iry _ ]

Para usar a regra de inferéncia do laco, precisamos prbvar que Q € um invariante do lago.

As quantidades x e y permanecem constantes durante todo o proggsso, mas os valores de i e j variam
dentro do lago. Vamos denotar por i, € j,, respectivamente, os valores de i e j ap6s n iteracdes do laco.
Entfio, Q(n) ¢ a proposigdo j, = i, * y. Vamos provar por indugdo que Q(n) € vélida para todo n = 0. Q(0)
€ a proposicao .

Jo=1lp*y - ’
que, como observamos no Exemplo 25, € verdadeira, pois antes de qualquer iteragfio, ao chegar pela pri-
meira vez no lago, sfo atribuidos a ambos, i € f, 0 valor 0. (Formalmente, 0 axioma de atribui¢do poderia
ser usado para provar que estas condigbes sobre i e j sAo validas neste instante.)

Suponha Q(k): .= i, * %

Mostre Q(k + 1): frur = iy ¥y

Entre o instante em que j e i tém os valores ji; € i, € 0 instante em que j e i tém os valores j,, € i, ,, 0corre

. uma iteracdo do lago. Nesta iteragdo, j muda adicionando-se y a seu valor anterior e  muda adicionando-se

1. Ou seja,
Jeer =Rty (3
=it 1 ' @
Entdo
Jeri=Jety (e (3))
=L*y+y (pela hipétese de inducgio)
=@+ Ly
=l *Y (de (4))

Acabamos de provar que Q é um invariante do lago.

EXEMPLO 26

Y




EXEMPLO 27
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A regra de inferéncia do lago nos permite inferir que, ao sa1r dolago, a condigiio Q A B’ é vilida, o que,

neste caso, se torna _ : : : : .
JEi*yAi=x

Portanto, neste instante, a proposicio
j=x*y :

é verdadeira, o que é exatamente o que a funcdo € suposta de calcular. ]

O Exemplo 26 ilustra o fato de que invariantes do lago dizem algo mais forte sobre o programa do que
o que queremos, de fato, mostrar; o que queremos mostrar é o caso particular do invariante ao final dolago.
Encontrar o invariante do lago apropriado necessita de uma anélise de tras para a frente, partindo da con-
clusdo desejada, como no Exemplo 25.

Niio provamos, na realidade, que o lago neste exemplo termina. O que provamos foi uma correcao par-
cial — o programa produzir4 a resposta correta se terminar. Como x € um inteiro ndo-negativo e i € um
inteiro que comega em 0 e vai aumentando de 1 em 1 a cada iteragio, sabemos que i = x vai ter que ser
verdade em algum instante.

Mostre que a fungfo a seguir d4 como resposta o valorx + y para inteiros ndo-negativos x ey, provando o
invariante do lago Q: j =¥ x + i e calculando Q ao final do lago.
Soma(inteiro niio-negativo x; inteiro ndo-negativo y)
Varidveis locais: o
inteiros i, j
i=0
i=0 4
enquanto i # y faca
j=j+1
i=i+1 :
fim do enquanto ’
/lagora j tem o valor x +y
retornej S : :
fim da fungio Soma L g

As duas fungdes, a do Exemplo 25 e a do Problema Prético 10, néo sAo muito realistas; afinal de contas,

se quiséssemos calcular x * y ou x + y poderfamos, sem ddvida, usar um dnico comando. No entanto, as -

mesmas técnicas podem ser aplicadas a célculos mais significativos, como o algoritmo de Euclides.

7

O Algoritmo de Euclides

O algoritme de Euclides foi elaborado pelo matematico grego Euclides hd mais de 2300 anos, o que o
torna um dos algoritmos mais antigos conhecidos. Este algoritmo encontra o maior divisor comum entre
dois inteiros ndo-negativos a e b, onde ambos nfio sdo nulos 20 mesmo tempo. O maximo divisor comum
de a e b, denotado por mdc(a, b), é o maior inteiro que divide (sem resto) tanto a quanto b. Por exemplo,
mde(12, 18) é 6, mdc(420, 66) =.6 e mdc(18, 0) = 18 (este-dltimo porque qualquer ndmero diferente de 0
*divide 0). .

O algoritmo de Buclides funciona por meio de uma sucessdo de divisdes. Para encontrar mdc(a, b), su-
pondo que a = b, divida, primeiro, @ por b, obtendo um quociente e um resto. Formalmente, neste instante
temos a = ¢,b + r,, onde 0 < r, < b. A seguir, divida o divisor, b, pelo resto r;, obtendo b = g,r; + r,, onde
0 = r, < r,. Novamente, divida o divisor, r;, peloresto r,, obtendo r, = gyr, + 15, onde 0 =r; <r,. E claro
que temos aqui um processo em lago. Este processo termina quando encontramos um resto 0; o maximo
divisor comum € o dltimo divisor utilizado.

Para encontrar mdc(420, 66) sdo efetnadas as seguintes divisdes:

420 |66 667124 24|18 1816
739 6 48 2 18 %— gt 3.L
% B 6 0
A resposta € 6, o divisor utilizado quando temos resto 0. K J

A seguir apresentamos uma versio em pseudocédigo do algoritmo na forma de uma fungado que retorna
o valor mdc(a, b). . _ .

- : ¥

¥
-
£
h

1




agora, que d divide tanto b quanto r, de modo que b = g,d e r = g,d. Entio
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'ALGORITMO Algoritmo de Euclides

MDC(inteiro nfio-negativo a; inteiro nio-negativo )
/la = b, um dos dois diferentes de zero
Varidveis locais:

inteiros i, j ) . -7
i=aq
j=b

enquanto j # 0 fa¢a
cocaleulei=gi+r,0=r<j
=}
j=r
fim do enguanto
/fagora i tem o valor do mdc(a, b)
retorne { -
fim da funcio MDC

Queremos mostrar que esta fungfio ests correta, mas precisamos, primeiro, de um fato adicional, a saber,
(V inteiros @, b, ¢, N[(a = gb + r) = (mdc(a, b) = mdc (b, )] : ) (5)
Para provar (5), vamos supor que a = gb + r e que ¢ divide tanto a quanto b, demodo quéa = g,ce b =
g.c. Entdo
r=a=qgb=qic— qq.c= g — qq,)
de modo que ¢ também divide r. Portanto, qualquer inteiro que divida a e b também divide b e . Suponha,
a=gqb+r=qqd+ qd=dqq; + q,)

logo d também divide a. Portanto, qualquer inteiro que divida b e r também divide a e b. Como (a, b) e (&,
r) tém precisamente os mesmos divisores, eles tém que ter o mesmo méximo divisor comum.

Prove que o algoritmo de Euclides est4 correto. : EXEMPLO 28
Usando a fungio MDC, vamos provar o invariante de lago @: mdc(i, j) = mdc(a, b) e calcular Q quando

o lago terminar. Usaremos indugfo para provar O(n): mdc(i,, j,) = mdc(a, b) para todo n = 0. O0)éa

proposicio '
mdc(ip, jo) = mdc(a, b) -

que € verdadeira, j4 que quando chegamos no lago pela primeira vez i e j t8m os valores a ¢ b, respectivamente.

-Suponha O(k): mdc(i,, j,) = mde(a, b) .
Mostre Q(k + 1): mdc(Gy, 1, jiv,) = mde(a, b)

Pelos comandos de atriBuigﬁo dentro do lago, sabemos que

Jer=TE
. *
Entio, *

mAc(ipy 1, far) = mde(jy, 7)
=mdc(i, j)  de (5)
= mdc(a, b) pela hipétese de induciio

e, portanto, ( € um invariante do lago. Quando o lago termina, mdc(i, j) = mdc(a, b) e J =0, logo mdc(,
0) = mdc(a, b). Mas mdc(i, 0) = i, de modo que i = mdc(a, b). Portanto a fungio MDC est4 correta. @ _

Secao 2.3 Revisao

Técnicas

® Verificacio da correcio dé um segmento de programa incluindo urha proposi¢do com laco.
® Célculo do mdc(a, b) usando o algoritmo de Euclides. )




Demonstragdes, Recorréncia e Andlise de Algoritmos 83

Idéias Principais

Podemos usar um invariante do lago, demonstrando por indugdo no nimero de iteragGes, para provar a
corregio de um programa.

Pode-se demonstrar que o algoritmo de Euclides cldssico esta correto. -7

Exercicios 2.3

Nos Exercicios de 1 a 4, prove que o pseudoc6digo do segmento de programa est4 correto demonstrando o
invariante do laco Q e calculando @ depois do lago terminar. '

1. Fungdo que retorna o valor de x? parax = 1
Quadrado(inteiro positivo x)
Varidveis locais:
inteiros i,j

i=1

j=1

enquanto i # x faca
j=j+2i+1
i=i+1

fim do enquanto

//agora j tem o valor x*

retorne j

" fim da fungdo Quadrado
Q:j=1*

2. Fungdo que retoina o valor de x! parax = 1
Fatorial(inteiro positivo x) ’
Varigveis locais:
inteiros i, j

i=2

ji=1

enquanto i # x + 1 faca
j=j*i
i=i+1

fim do enquanto

/fagora j tem o valor x!

retorne j )

fim da funcio Fatorial
Q:j=@G—H!

3. Fung?fo que retorna o valor de ¥’ parax,y = 1
Poténcia(inteiro positivo x; inteiro positivo y)
Variaveis locais: ~ - :

- inteiros i, j

i=1-
j=x
enquante i # y faca
j=j*x .
i=i+t1
fim do enquante
//agora j tem o valor X’
retorne j
fim da func¢do Poténcia
gj=x .

4. Fungio para calcular e escrever o quociente g € oresto r quando x é dividido pory,x =0,y =1
Divide(inteiro ndo-negativo x; inteiro positivo y) ’
Varidveis locais:
inteiros ndo-negativos g, r

q=0
r=x o
enquanto r =y faca ' : "




[
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g=qg+1
r=r—y . .
fim do enquanto
/lagora g e r s30 0 quociente ¢ o resto
escreva(“O quociente €” g “e o resto €” r)
fim da funcfo Divide

Q:x=qg*y+r

Para os Exercicios de 5 a 8, use o algoritmo de Euclides para encontrar o méximo divisor comum dos nd-

meros dados. -

5. (2420, 70)
*6. (735, 90)
7. (1326, 252)
8. (1018215, 2695)

Nos Exercicios de 9 a 13, prove que o segmento de programa esta correto encontrando e demonstrando o

invariante do lago apropriado Q e calculando Q depois de o laco terminar.

9. Funggo que retorna o valor de x — y parax,y =0

Diferenca(inteiro no-negativo x; inteiro nfo-negativo y)

Varidveis locais:
inteiros i, j

i=0

j=x

enquanto i + y faca
i=ji-1

=i+ 1.

fim do enquanto

/fagora j tem o valorx — y

retorne j
fim da funcfo Diferenga

*10. Funcdo que retorna o valor de x * y* paran = 0
Calculo(inteiro x; inteiro y; inteiro ndo-negativo n)
Varidveis locais: .
inteiros i, j

i=0
j=x :
enquanto i + n faca
J=Jj*y
i=i+1 )
fim do enquante .
/lagora j tem o valor x * y*
retorne j
fim da funggo Calculo

11. Fungdo que retorna o valor de 2" paran = 1.
PoténciasDe2(inteiro positivo n)
Varidveis®ocais: *
inteiros i, j

i=1

j=2

enquanto ; # n faca .
j=i*2 »
i=i+1

fim do enquanto

/fagora j tem o valor 2~

retorne J

fim da fungio PoténciasDe2

*12. Fungio que retorna o valor de x * n! paran = 1
Outra(inteiro x; inteiro positivo 7)
Variaveis locais:
inteiros i, j

i=1.
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j=x0

enquanto i ¥ n faga
J=jx@E+1)
=i+ 1 _ o

fim do enquanto ' v

//agoraj tem o valor x * n! ' ‘

retorne j o

fim da funcdo Outra

13. Fungio que retorna o valor do polinémio
ax"+a.x'+ .. tax+a

para um valor dado de x
Polintdmio(real a,; ...; real ag; real x)
Vari4veis locais:

inteiros i, j
i=n
j=a

enquanto | # 0 faca
J=j*x+ e,
i=i—1
fim do enquanto
/fagora j tem o valor do polin6mio em x
retorne j ’
fim da fungio Polin6mio-

ecdo 2.4 Recursao e Relacbes de Recorréncia

EXEMPLO 29

Defini¢oes- Recorrentes

Uma definigdio onde b item sendo definido aparece como parte da definicio é éhamada de uma definicfio
recorrente ou definiciio por recorréncia ou ainda defini¢io por inducio. A principio isto néo parece
fazer sentido — como podemos definir alguma coisa em termos de si mesma? Isto funciona porque uma

defini¢io recorrente tem duas partes: -~ _

1. Uma base, ou condicio basica, onde alguns casos simples (pelo menos um) do item que est4 sendo
definido é dado explicitamente. _ :

2. Um passo de indugdo ou recorréncia, onde novos casos do item que estd sendo definido so dados -
em funcdo de casos anteriores. : :

A parte ] nos d4 um lugar para comegar, fornecendo alguns casos simples e concretos; a parte 2 nos permi-
te construir novos casos, a partir destes simples, e depois construir ainda outros casos a partir destes novos,
e assim por diante. (O nome “defini¢do por indugio” € devido 2 analogia com demonstragdes por inducfo
matemética. Em uma demonstragio por indugfo existe uma base da indugdo, a saber, mostrar que P(1) —
ou P ém algum outro valor inicial — & verdadeira, e existe um passo indutivo, onde a veracidade de P(k +
1) é estabelecida a partir da veracidade de P em valores anteriores.) o '

Recorréncia é uma idéia importante que pode ser usada para definir seqiiéncias de objetos, colegbes
mais gerais de objetos e operagdes com objetos. (O predicado Prolog na-cadeia-alimentar da Secdo 1.5 foi
definido de forma recorrente.) Até algoritmos podem ser recorrentes.

Seqiiéncias Definidas por Recorréncia

Uma seqiiéncia S € uma lista de objetos que sdo numerados em determinada ordem; existe um primeito
objeto, um segundo, e assim por diante. S(k) denota o k-ésimo objeto na seqiiéncia. Uma seqiiéncia é

" definida por recorréncia nomeando-se, explicitamente, o primeiro valor (ou alguns poucos primeiros

valores) na seqiiéncia e depois definindo valores subseqiientes na seqiiéncia em termos de valores ante-
riores. - ’

A seqiiéncia S € definida por recorréncia por

1. S(1) =2 o
2. S(m)=2S(n — Dparan=2 - .
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Pela proposicido 1, S(1), o primeiro objeto em S, é 2. Depois, pela proposicio 2, o segundo objeto em § é

8$(2) = 28(1) = 2(2) = 4. Novamente pela proposicdo 2, S(3) = 25(2) = 2(4) = 8. Continuando deste
modo, vemos que a seqiiéncia S é

2,4,8,16,32, ... ®

Uma regra como-a da proposi¢io 2 no Exemplo 29, que define um valor de uma seqiiéncia em termos de
um ou mais valores anteriores, & charada uma relaco de recorréncia.

A seqiiéncia T € definida por recorréncia por:

LT =1 . '
2. Tn)=Tm — 1)+ 3paran=2 .
Escreva os cinco primeiros valores da seqtiéncia 7., ' ®

'A famosa seqiiéncia de Fibonacei, introduzida no s€culo XIII por um comerciante e matematico italiano,
¢ definida por recorréncia por '

Fly=1
F2y=1
Fny=Fn —2)+ Fn — 1)paran > 2

-Aqui sio dados os dois primeiros valores da seqiiénciae a relacdo de recorréncia define o n-ésimo valor em

2

termos dos dois valores precedentes. E melhor pensar na relagdo de recorréncia em sua forma mais geral,
que diz que F em qualquer valor — excetoem le 2 — é a soma de F em seus dois valores anteriores. @

Escreva os oito primeiros valores da seqiiéncia de Fibonacci.. ) L

Prove que, na seqiiéncia de Fibonacci,
F(n + 4) =3F(n + 2) ~ F(nj paratodon = 1

Como queremos provar que alguma coisa € verdadeira para todo n = 1,é natural pensar em uma démons—
tragfio por indugdo. E, como o valor de Fi (n) depende de F(n — 1) e de F(n — 2), deve-se usar o segundo
‘principio de inducéo. Para a base da indugfo, vamos provar dois casos,n = len = 2. Paran = 1, obtemos

F(5) = 3F(3) — F(1)
ou (usando os valores calculados no Problema Prético 12)
5=312)—1
que € verdade. Paran = 2,
F(6) = 3F(4) — F(2)
ou
8=33)—1
que também € verdade. Suponha que, para todor, 1 < r < k,
CFCAB =3¢+ -Fp) L.
- Vrhos'iostrard casok + 1, ond‘é k + 1 =3. Queremos mostrar, entio, que
R+ 1+ 3Pk + 1+ 2) — Fk + 1
ou

£

Fk+ 5) £ 3F(k + 3) — Foc + 1)
Da relagio de recorréncia para a seqiiencia de Fibonacci, temos

Fk +35) =F(k +3) + Fk + 4) (F em qualquer valor é a soma de F nos dois valores anteriores)
€, pela hipétese de indugﬁo, comr=kt—ler=k, respectivamente, temos

Fk +3)=3Fk+1)—F(k— 1)
e : R

Ftk +4) =3F(k + 2) — Fb)
Portanto,

PROBLEMA
PRATICO 11

EXEMPLO 30

PROBLEMA
PRATICO 12

- EXEMPLO 31
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F(k+5)=F(k +3) + Fk + 4) .
= BF(k + 1) — F(k — D] + [3F(k + 2) — F(k)]
=3[F(k+ 1)+ F(k+ 2)] — [F(k — 1) + F(b)] - }
=3Ftk+3)— Fk+ 1) . (usando novamente a relacfo de recorréncia) T v
Isto completa a demonstragdo por indugdo. o ’ S o
A férmula 4
F(n + 4) = 3F(n + 2) — F(n) paratodo n = 1

do Exemplo 31, também pode ser provada diretamente, sem indugio, usando apenas a relac@o de recorrén-
cia na definigfio dos nimeros de Fibonacci. A relagdo de recorréncia ‘

Fn+2)=Fn + F(n+1)
pode ser reescrita na forma : - S
F(n+1)=F@+2)— F(n) - SR ¢ 3

Logo,
F(n+43=F(n+3)+F(n+2) : :
=Fn+2)+Fn+1)+Fn+2 _ reescrevendo F(n + 3) .
=Fn+2)+[F(n+2)— F(n)] + F(n + 2)  reescrevendo F(n + 1)
~ = usando (1) o

=3F(n + 2) — F(n) ‘ : ‘ ' ®
‘\ VPR.OB"LEMA Na demonstraciio por indugiio do Exemplo 31, por que € necessério provar 0 ¢aso 7 = 2 cOmo um c€aso
CPRATICO 13 particular? , | )

Conjuntos Definidos por Recorréncia

Os objetos em uma seqiiéncia sdo ordenados — existe um primeiro objeto, um segundo ¢ assim por diante.
Um conjunto de objetos é uma cole¢do na qual ndo hd nenhuma ordem imposta. Alguns conjuntos podem
ser definidos por recorréncia. '

Na Secio 1.1, notamos que certas cadeias de letras de proposigdo, conectivos l6gicos e parénteses, tais como
(AV BY A C, sdo consideradas legitimas, enquasto outras, como A A A"B, néo o sdo. A sintaxe para arru-
mar tais sfmbolos constitui a definicio do conjunto de férmulas proposicionais bem-formuladas e-€¢ uma
defini¢do por recorréncia. :

1. Qualquer letra de proposi¢io € uma fbf.
2. Se P e O sdo fbfs, entdo (PA Q), (PV Q), (P — Q), (P') e (P & Q) também o sdo.

Muitas vezes omitimos os parénteses quando isto ndo causa confusdo; assim, podemos escrever (P V Q) como
PV Q, ou (P") como P'. Comegando com letras de proposi¢do e usando, repetidamente, a regra 2, podemos
constrmr todas as fbfs proposicionais. Por exemplo, A, B ¢ C sio todas as fbfs pelaregra 1. Pelaregra2,

= (AAB) e (C) _ '
sdo, ambas_, fbfs. Novamente pela regra 2,

(AN B) = (C) ,
~ é uma fbf. Aplicando a regra 2 mais uma vez, obtemos a fbf
(AN B) > (C"))
Eliminando alguns parénteses, podemos escrever esta fbf como _ _

(AAB)=CY o ' ' | ' e
PROBLEMA Mostre como construir a fbf (4 V (B") — C) da definigiio no Exemplo 33. : N
PRATICO 14 : :
PRQBLEMA Uma defini¢iio por recorréncia para um conjunto de pessoas que sao ancestrais de Jodo poderia ter a se-
PRATICO 15 guinte base:

Os pais de Jo@o sdo seus ancestrais.

D& o passo indutivo. ’ : ®
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Cadeias de simbolos retiradas de um “alfabeto” finito sdo objetos encontrados com freqiiéncia em cién-
cia da computagio. Computadores guardam os dados como cadeias bindrias, cadeias do alfabeto que con-
siste apenas em Os e 1s; compiladores véem proposi¢Ges ou comandos em programas como cadeias de marcas
ou sinais, tais como palavras-chave e identificadores. A colego de todas as cadeias de comprimento finito
formada por simbolos de um alfabeto, chamadas de cadeias de um alfabeto, podem ser definidas de forma
recorrente (veja o Exemplo 34). Muitos conjuntos de cadeias com propriedades particulares também tem

-defini¢Oes recorrentes.

o conjuntd de todas as cadeias (de comprimento finito) de simbolos de um alfabeto A € denotado por A=,
A defini¢do recorrente de A% é

1. A cadeia vazia A (a cadeia sem nenhum sfmbolo) pertence a Ax*.
2. Um tinico elemento qualquer de A pertence a A*.
3. Se x e y sdo cadeias em A%, entdo a concatenacdo xy de x e y também pertence a A*.

As partes 1 € 2 constituem a base e a parte 3 € o passo indutivo desta definig@o. Note que, para qualquer
cadeiax, xA = Ax = x.

Se x = 1011 e y = 001, escreva as cadeias xy, yx e yxAx. ‘ o

D& uma definicdo recorrente para o conjunto de todas as cadeias binirias que sdo palindromes, cadeias
que sdo iguais se lidas normalmente e de trds para a frente. L J

Suponha que, em determinada lingnagem de programacao, os identificadores podem ser cadeias
alfanuméricas de comprimento arbitrario, mas tém que comecar com uma letra. Uma definigdo recorrente
para o conjunto destas cadeias é

1. Uma vnica letra € um identificador.
2. Se A é um identificador, a concatenacdo de A e qualquer letra ou digito também o €.

Uma notacfio mais simbolica para descrever conjuntos de cadeias definidas por recorréncia € chamada de
forma de Backus Naur, ou FBN, desenvolvida originalmente para definir a linguagem de programaco
ALGOL. Em notagfio FBN, os itens que sio definidos em termos de outros itens sdo envolvidos pelos sfm-
bolos de menor e maior (< >), enquanto itens especificos que ndo podem ser divididos ndo aparecem des-
ta forma. Um segmento vertical l denota uma escolha e tem o ‘mesmo significado que a palavra ou. A defi-

pi¢do em FBN de um identificador €
<identificador> ::= <letra> | <identificador> <letra> | <identificador> <digito>
<letra>z=al|b|c|...|z ’
<digito> == 12}...]9

e

Assim, o identificador me2 pode ser obtido da defini¢go por uma seqiiéncia de escolhas como

<identificador>  pode ser <identificador> <digito>
que pode ser <identificador>2
que pode ser <identificador> <letra>2
. quepode ser <identificador>e2
. quepodeser-;, ;. <letra>e2.. _ - : -
que pode ser " me2 - ®
- * .

Operacdes Definidas por Recorréncia

Certas operagdes em objetos podem ser definidas de forma recorrente, como nos Exemplos 36 e 37.

Uma definico recorrente da operagdo de exponenciacdo a” de um ntimero real ndo-nulo a, onde n € um
inteiro ndo-negativo, &
1. &=

2. @"=(@ Daparan=1 g

Uma definigo recorrente para a multiplicagdo de dois inteiros positivos men €

Lm(ly=m . ‘ : |
2. m(n) =mn — 1) + mparan=

Seja x uma cadeia de um determinado alfabeto. D€ uma definigZo recorrente da operagio x” (concatenagio
de x consigo mesmo n vezes) paran = 1. ] . o
k]

EXEMPLO 34 -}

PROBLEMA
PRATICO 16
PROBLEMA
PRATICO 17

EXEMPLO 35

EXEMPLO 36

EXEMPLO 37

PROBLEMA
PRATICO 18

®
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Na Secdo 1.1 definimos a operagio de _disjungﬁo l6gica de duas letras de proposigdo. Isto pode servir i
como base para uma definiggo recorrente da disjuncdo de 7 letras de proposiciio, n = 2: S i
' ]

1. A, Vv A, definida como na Secfio 1.1 “ ) L
2. AV~-VA, =AY VA, )VA, paran>2 : @ v

Usando esta defini¢@o, podemos generalizar a associatividade da disjuncio (equivaléncia tautolégica 2a)
dizendo que, em uma disjungéo de r letras de proposi¢io, o agrupamento entre parénteses é desnecessario
porque todos estes agrupamentos s3o equivalentes 2 expressdo geral de n letras de proposigio. Em forma
simboélica, para qualquer n com n = 3 e qualquer peoml=p=n-—1,

ALV VAV AV VA)SAY VA,
Esta equivaléncia pode ser demonstrada por indugfio em 7. Paran = 3, ‘ _ -
AV (A VA) &4 VA) VA, (pela equivaléncia 2a)
=A VAV A - (pela equagdo (2))
>Suponhaque,parar‘z=k'cilSpsk—'l, ' '
ALV = VA)V (A V- VA)SA Y VA,
Entdo,paran =k + lel =p=p,
ALV =V AIV Ay Vo V Ay , - S : %
=V VAIVIAu V- VAV Ayl (pelaequagio (2))
SMA Y = VAYV A V- VAV AL, (pela equivaléncia 2a)
SA V- VAV AL, - ' (pela hipétese de inducio)
=A V- VA, : (pela equagdo (2))

Algoritmos Definidos por Recorréncia

O Exemplo 29 di uma definicdo recorrente para uma seqiiéncia S. Suponha que queremos escrever um
programa de computador para calcular S(n) para algum inteiro positivo n. Podemos usar uma entre duas
abordagens. Se queremos encontrar S(12), por exemplo, podemos comegar com S(1) = 2 e depois calcular N

S(2), S(3), e assim por diante, como fizemos no Exemplo 29, até chegar, finalmente, em S(12). Sem diivi- :
da, esta abordagem envolve iteragio em alguma espécie de lago. A seguir, vamos dar uma funcio em !
pseudocédigo S que usa este algoritmo iterativo. A base, com 7 = 1, é obtida na primeira cliusula da pro-
posicio se; o valor 2 é retornado. A cldusula senae, paran > 1, tem uma atribuic@o inicial e entra em um

lago enquanto, que calcula valores maiores da seqiiéncia até atingir o limite superior correto. Vocé pode

seguir a execugdo deste algoritmo para alguns valores de 1 para se convencer de que ele funciona.

ALGORITMO

S(inteiro n) . : o
/ffungdo que calcula iterativamente o valor S(n)
/fpara-a seqiiéncia S do Exemplo 29
-  Yaridvgis locais: . :
inteiro i //indice do lago
ValorCorrente /fvalor corrente da fungiio §
sen =1 entido
retorne 2
seniio
i=2
ValorCorrente = 2,
enquanto i <= n faca
ValorCosrente = 2 * ValorCorrente
i=i+1
fim do enquanto
{lagora o ValorCorrente tem o valor S(r)
retorne ValorCorrente
] : fim do se
] fim da fungio S

. Asegunda abordagem para calcular S(n) usa diretamente a defini¢do recorrente de S. A versdo a seguir »
€ de um algoritmo recorrente, escrito, novamente, como uma fungdo em pseudoidigo. N
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ALGORITMO

S(inteiro.n)
/ffangdo que calcula o valor S(n) de forma recorrente .
/fpara a seqii€ncia S do Exemplo 29 ) . ) -
sen = 1 entio C
"+ retorne 2
sendo
retorpe 2 * S(n — 1)
fim do se
fim da funcio § : - i

O corpo dessa fungio consiste em uma tinica proposi¢do do tipo se-entfdo-sendo. Para compreender como
essa fungfo funciona, vamos seguir a execugao para calcular o valor de S(3). Chamamos a fungdo com um
valor de entrada n = 3. Como n ndo é 1, a execucio é direcionada para a clausula senfio. Neste instante, a
atividade de calcular S(3) tem que ser suspensa até se conhecer o valor de S(2). Qualquer informagéo co-
nhecida, relevante para o cdlculo de S(3), € armazenada na meméria do computador em uma pilha, que serd
. recuperada-quando o célculo for completado. (Uma pitha é uma colegao de dados onde qualquer novo item
| vai para o topo da pilha e, em qualquer instante, apenas o item do topo € acessivel ou pode ser removido da
\ pilha. Portanto, uma pitha é uma estrutura LIFO — do inglés last in, first out, isto €, o Gltimo a entrar € o
‘ pnmexro a sair.) A fungdo é chamada novamente com um valor de entrada n = 2. Mais uma vez, a clausula
sendo é executada e o cilculo de S(2) € suspenso, com as informagdes relevantes armazenadas na pilha,
enquanto a funcfo € chamada novamente comn = 1.

Desta vez é executada a primeira cléusula da proposi¢do se e o valor da fungdo, 2, pode ser calculado
diretamente. Esta chamada final da fungfio estd completa, e o valor 2 € usado na peniltima chamada da
funcdo, que remove agora da pilha qualquer informagéo relevante ao caso n = 2, calcula S(2) e usa este
valor na invocacio prévia (inicial) da funcdo. Finalmente, esta chamada original de S é > capaz de esvaziar
a pilha e completar seu célculo, retornando o valor de S(3).

Quais s30 as vantagens relativas dos algoritmos iterativo e recorrente ao executar a mesma tarefa? Nes-
te exemplo, a versdo recorrente € certamente mais curta, ji que ndo precisa gerenciar um célculo em lago.
A descrigiio da execugdio do algoritmo recotrente parece soar mais complicada do que a do algoritmo iterativo,
mas todos 0s passos sdo executados automaticamente. N3o precisamos estar conscientes do que estd acon-

‘ tecendo-internamente, exceto para observar que uma série longa de chamadas recorrentes pode usar muita
meméria ao armazenar na pilha as informacdes relevantes para as invocagdes prévias. Se a utilizagdo da
meméria for excessiva, pode acontecer um “transbordamento” (ovesflow) da pitha. Além de usar mais
meméria, algoritmos recorrentes podem necessitar de mais célculos e executar mais lentamente do que os ~
pdo-recorrentes (veja o Exercicio 7 no segmento No Computador, ao final deste capitulo).

De qualquer forma, a recorréncia fornece um modo natural de pensar em muitas situacSes, algumas das
quais necessitariam solugdes ndo-recorrentes muito complexas. Uma solugdo recorrente ¢ bem adequada
para o problema de calcular os valores de uma seqiiéncia definida de maneira recorrente. Muitas lingua-
gens de programagao aceitarh recorréncia.

‘Escrevao corpo de uma fungao recorrente para calcular T(n) para a seqiiéncia T deﬁmda no Problema Pra- PROBLEMA

‘tico 11. - » ® PRATICO 19
No Exemplo 37 foi dada uma defini¢ao recorrente para amultiplicacdo de dois inteiros posmvos men.A EXEMPLO 38
seguir temos uma fungio em pseudocédigo para a multiplicacfio baseada nessa definigdo. ®

ALGORITMO

Produto(inteiro m; inteiro n)
//fungdo que calcula de forma recorrente 0 produto de me n
sen = 1 entdo

retorne m
senae
s retorne Produto(m, n — 1) + m.
fim do se
! fim da fungo Produto
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Um algoritmo recorrente chama a si mesmo com valores de entrada “menores”. Suponha que um pro-
blema pode ser resolvido encontrando-se solugdes para as versoes menores do mesmo problema e que as
versdes menores acabam se tornando casos triviais, facilmente solucionados. Entdo, um algoritmo recor-
rente pode ser \til, mesmo que 0 problema original ndo tenha sido enunciado de forma recorrente.

Para nos convencermos de que um determinado algoritmo recorrente funciona, néo precisamos comecar
comum dado particular de entrada, ir diminuindo, tratando de casos cada vez menores, € depois ir voltando;
percorrendo todo o caminho inverso. Fizemos isto ao discutir o calculo de S(3), mas foi s6 para ilustrar a
mecénica de um célculo recorrente. Em vez disso, podemos verificar o caso trivial (como demonstrar a base
em uma demonstragio por inducdo) e verificar que, se 0 algoritmo funciona corretamente ao ser chamado
com valores de entrada menores, entio ele resolve, de fato, o problema para o valor de entrada original (0 que
¢ semelhante a provar P(k + 1) da hipGtese P(K) em uma demonstragio por indugdo).

Uma das tarefas mais comuns em processamento de dados & colocar uma lista L de n itens em ordem numgé-
rica ou alfabética, em ordem crescente ou decrescente. (Estalista pode conter nomes de clientes, por exemplo,
e, em ordem alfabética, “Vargas, J oana” deve vir depois de “Teixeira, Jos¢”.) O algoritmo de ordenaciio por
sele¢iio — um algoritmo simples mas particularmente eficaz — & descrito em pseudocdigo mais adiante.

- Esta fungdo ordena os j primeiros itens em L em ordem crescente; quando a fungo é chamada pela pri-
meira vez, j tem o valor n (de modo que a primeira chamada ordena toda a lista). A parte recorrente do
algoritmo esté dentro da clausula sendio; o algoritmo examina a se¢ao da lista sob considerago e encontra
o valor de i para o qual L() tem 0 valor méximo. Ele, entdo, permuta L(i) e L(j), depois que o valor maximo
ocorre na posicdo j, a dltima posi¢do na parte da lista que est4 sendo considerada. L(j) esté correto agora e
o deve mais ser modificado, de modo que este processo é repetido na lista de I(1) a L(j — 1). Seesta
parte da lista for ordenada corretamente, entdo a lista inteira serd ordenada corretamente. Quando j tem o
valor 1, a parte da lista que est4 sendo considerada tem apenas um elemento, que tem que estar no lugar
certo. Neste instante, a lista toda estd ordenada. ®

ALGORITMO OrdenacaoPorSelecao

Ordenac@oPorSelecdo(lista L; inteiro j)
/falgoritmo recorrente para ordenar os itens de 1 aj em uma lista L em ordem crescente
sej = 1entdo
a ordenacfo estd completa, escreva a lista ordenada

sendo
encontre o indice # do maior item em L entre 1 e f
permute L(i) e L(j)
OrdenagdoPorSele¢ao(L, j — 1)

fim do se S

fim da fungio OrdenagioPorSelegio

Agora gue ordenamos nossa lista, uma outra tarefa comum € procurar um item particular na lista. (Joana
Vargas ja é uma cliente?) Uma técnica eficiente de busca em uma lista ordenada € 0 algoritme recorrente
de busca bindria, descrito em psendoc6digo a seguir.

ALGORITMO BuscaBinaria
BuscaBindria(lista L; inteiro i; inteiro j; tipo item x) ’ ’
{fprocura na lista ordenada L, de L(i) a L)), pelo item x
se i > j entdo
escreva(“ndo-encontrado”)
senfio
encontre o fadice k do item do meio na lista L(i) — L)
se x = item do mejo entio
escreva(“‘encontrado”)
sendo
se x < item do mejo entdo
BuscaBinaria(L, i, k — 1, x)
sendo
BuscaBinaria(L, k + 1,7, x)
fim do se
fim do se
fim do se
fim da fungio BuscaBindria




éj
|
i
I
&\

=

92 Demonstragtes, Recorréncia e Anélise de Algoritmos

Este algoritino procura na se¢do da lista entre L(f) e L(j) por um item x; inicialmente, i ¢ j t&m os valores
1 € n, respectivamente. A primeira cldusula do primeiro se € o passo bdsico que diz que x nfio pode ser
encontrado em uma lista vazia, onde o primeiro fndice € maior do que o dltimo. Na clausula sendo princi-
pal, o item do meio em uma se¢do da lista tem que ser encontrado. (Se a se¢do tem um mimero fmpar de
itens, existe, de fato, um item do meio; se a se¢do contém um mimero par de itens, basta escolher como
“item do meio” o que fica no final da primeira metade da secfio da lista.) Comparando x com o item do
meio, localizamos a metade da lista onde devemos procurar a seguir. _ ®

VamosAaplicar o algoritmo de busca bindria 2 lista
3,7,8,10, 14, 18,22, 34 '
onde o item a ser encentrado x & o ntimero 25. A lista inicial nfio € vazia, logo o item do meio é localizado

e encontra-se o valor 10. Entfo, x € comparado com o item do meio. Como x > 10, a busca é feita na segun-
da metade da lista, a saber, entre 0s itens

14, 18,22,34 .
Novamente, esta lista nfio é vazia ¢ o item do meio é 18. Como x > 18, procura-se na seguhda metade da
Iista, isto €, entre oS itens -
22,34 '. .
Nesta lista no-vazia, o item do meio € 22. Como x> 22, abusca continua na scgunda metade da lista, a saber,
34 ‘

Esta é uma lista de apenas um elemento, com o item do meio sendo este tinico elemento. Como x < 34,

comeca uma busca na “primeira metade” da lista; mas a primeira metade é vazia. O algoritmo termina aqui
com a informacfo de que x ndo estd na lista.

Essa execucao necessifa de quatro comparacoes ao todo; x € comparado com 10, 18, 22 ¢ 34. L J

Em uma busca bindria da lista no Exemplo 41, nomeie os elementos que sdo comparados com x, se x tem
o valor 8. i  J

Vimos uma série de definices recorrentes. A Tabela 2.5 resume suas caracteristicas.

Defini¢es Recorrentes

O que Est4 Sendo Definido Caracteristicas

Seqiiéncia Recorrente O primeiro ou os dois primeiros valores da seqiiéncia sfo conhecidos; os
outros elementos da seqiiéncia sfo definidos em termos dos anteriores.
= Tan

Conjunto Recorrente Alguns elementos especificos do conjunto sdo conhecidos; outros elementos

no conjunto sfo construidos a partir dos elementos que ja sabemos que
pertencem ao conjunto.

Opcragab Recorrente Um caso “pequenc” da operacio fornece um valor especifico; outros casos
sdo definidos a partir de casos menores.
Algoritmo Recorrente . Para o menor valor do(s) argumentos(s), o comportamento do algoritmo é
’ conhecido; para valores maiores, ¢ algotitmo chama a si mesmo, coin
argumento(s)-menor(es).
- >
Tabela 2.5

Resolvendo Relacoes de Recorréncia

Desenvolvemos dois algoritmos, um iterativo, o outro recorrente, para calcular um valor S(rn) para a seqiién-
cia § do Exemplo 29. No entanto, existe uma maneira ainda mais facil para calcular S(n). Lembre-se de que

S(Hy=2 : (1)

S(n)'= 28(n — Dparan =2 . )
Como

S(H=2=2¢

S@)=4=22

S3)=8=2°

S4)=16=2*

PROBLEMA
PRATICO 20
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e assim por diante, vemos que
S(n) =27 : 3

Usando a equag@o (3), podemos substituir um valor para n € calcular diretamente S(r) sem ter que calcular
— explicitamente ou por recorréncia — todos os valores menores que S antes. Uma equachio como (3),

onde podemos substituir um valor e obter diretamente o que queremos, é chamada uma solucfio em forma

fechada para a relacdo de recorréncia (2) sujeita 4 condicio basica (1). Quando encontramos uma solugio
em forma fechada, dizemos que resolvemos a relagio de recorréncia. E claro que sempre que possivel se-
ria bom encontrar uma solu¢io em forma fechada.

Uma técnica para resolver relagSes de recorréncia € uma abordagem do tipo “expandir, conjecturar e veri-
ficar”, que usa repetidamente a relacfo de recorréncia para expandir a expressdo para o r-ésimo termo até
podermos ter uma idéia da forma geral. Finalmente esta conjectura € verificada por induc&o matematica.

Considere novamente a condi¢fo bdsica e a relacio de recorréncia para a segiiéncia S do Exemplo 29:
Sy = @
S(n) = ZS(n — D paran= 2 : ' 5)

Vamos fingir que nfo sabemos a solugio em forma fechada e usar a abordagem de expandir, conjecturar e
verificar. Comegando com $(n), expandimos usando, repetidamente, a relagfio de recorréncia. Lembre-se sempre
de que a relacfio de recorréncia € uma receita que diz que qualquer elemento de S pode ser substituido por
duas vezes o elemento anterior. Aplicamos essareceita a S paran, n — 1, n — 2, € assim por diante:

Sy =285(n—1)
=2[28(n — 2)} = 228(n — 2)
= 22[28(n — 3)] = 2°S(n — 3)

Olhando o padrio que est4 se desenvolvendo, conjecturamos que, ap6s k expansdes, a equagio tem a forma

S(n) = 2S(n — k)

Esta expanséo dos elementos de S em funcio de elementos anteriores tem que parar quando k = n — 1.
Neste ponto, temos
S(ny = 2""'S[n = (n — 1)]
=25 =21 = 2"
que expressa a solug@o em forma fechada.

Ainda ndo terminamos, no entanto, pois conjecturamos qual deveria ser a forma geral. Precisamos con-
firmar nossa solugiio em forma fechada por inducho no valor de n. A proposicio que queremos provar,
portanto, € que S(n) = 2*paran = 1.

Para a base da indug?o, S(1) = 2. Isto é verdadeiro pela equagio (4). Vamos supor que S(k) = 2% Entio

Stk + 1) = 25(k) (pela equacdo (5))

= 2(25 (pela hipétese de indugio)
— 2k+1

Isso prova que nossa solugao em forma fechada esta correta . ' . ®

ﬂncontre uma solugao em forma fechada para a relagao de recorrénCIa sujelta a condicfio bésica, para a
seqiiéncia T.

1. T(Hh =1
2. T(n)—T(n-})+3paran>2 _
(Dica: Expanda, conjecture e verifique.) ' ®

Métodos para resolver relagdes de recorréncia sdo um tanto como os usados para resolver equagdes di-
ferenciais. Em particular, tanto as relacdes de recorréncia quanto as equacoes dlferencxals sdo classificadas
em tipos, muitos dos quais t&m férmulas conhecidas para suas soluges.

Uma relacdo de recorréncia para uma seqiiéncia S(n) € dita linear se os valores anteriores de S que apa-

recem na defini¢fo aparecem apenas na primeira potenc1a A relagio de recorréncia linear mais geral tem

a forma

Sm) = fi(mSn — 1) + LS — 2) + - + film)S(n — k) + g(n) \

onde os coeficientes f; e g podem ser expressdes envolvendo n. A relagdo de recorréncia tem coeficientes
constantes se todos os f; forem constantes. Ela € de primeira ordem se o n-¢simo termo depende apenas
-
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do termo n — 1. Relagdes de recorréncia lineares de primeira ordem com coeficientes constantes t€m, por—
tanto, a forma

S(ny = cS(n — 1) + g(n) 6)
Finalmente, a relagfio de recorréncia é homogénea se g(n) = 0 para todo n.

Vamos encontrar a formula para a solugio da equacfo. (6), a relac@o de recorréncia linear de primeira
ordem genérica com coeficientes constantes, sujeita 4 condigio bésica de que S(1) seja conhecida. Vamos
usar a abordagem de expandir, conjecturar e verificar. O que vamos fazer € uma generalizacfio do que foi
feito no Exemplo 42. Usando a equacfio (6) repetidamente e simplificando, obtemos

S(n) =cS(n— 1) + gn)
=cfeS(n — 2) + gln — D] + g(n) ) . ) -
=8 —2) + cg(n — 1) + g(n)
= [cS(n — 3) + gn — 2)] + cgn — 1) + g(n)
=38 —3) + P gln—2) + cgln — 1) + g(n)

Apés k expansdes, a forma geral parece ser

Sy =St — k) + ¢ lgn — (k — D) + -~ + cgln — 1) + g(n) _
Se o primeiro termo da seqiiéncia é conhecido, entfio a expansio termina quandon — k= 1,ouk=n — 1,
quando
S(m) = " ISQ) + g2y + -+ + cgln — 1) + g(n)
=¢7IS) + " gQ2) + -+ clgn — D + () ' (N

Podemos usar a notaciio de somatério para escrever parte desta expressido de forma mais compacta. A
letra grega maidiscula sigma, 2., denota uma soma. A notagdo

q
2 (expressio)

i=p-
diz para substituir os valores sucessivos de i, o indice do somatério, do limite inferior p até o limite supe-

rior g, e depois somar os resultados. (Veja o Apéndice A para uma discussdo da notacdo de somatério.)
Assim, por exemplo,

S Qi-1)=1+3+5+~+Qn—1)
i1

No Exémplo 14, Se¢io 2.2, provamos por inducio que o valor desta soma & %
~ Com a notagdo de somatorio, a equagdo (7) fica

Sy =c*1S(1) + i " g(i) '
i=2

Pode-se usar indugio, como no Exemplo 42, para verificar que esta formula ¢ a solucdo da relagdo de re-
corréncia (6) (veja o Exercicio 82).
Portanto a solugao da relag;ao de recorrenma (6) €

Sy = IS +2 &gt | ’ @®

Esta ainda nfio é, no entanto, uma solugfio em forma fechada, porque precisamos encontrar wma expressio

para o somatério. Em geral, ou é tr1v1al encontrar a soma ou ja encontramos seu valor na Secgio 2.2 usando
inducfo matemdtica.

Encontramos, portanto, uma solugio geral de uma vez por todas para qualquer relagio de recorréncia da
forma (6); este processo ndo precisa ser repetido. Tudo o que € necessério € colocar seu problema na forma
(6) para encontrar o valor de ¢ e a férmula para g{n), e depois substituir estes valores na expressio em (8).
A segiiéncia S(r) do Exemplo 42,

SH=2 _

S(m)=128(n — paran=2

--é uma relacgio de recorréncia linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes. Em
outras palavras, ela coincide com a equagdo (6) com ¢ = 2 e g(n) = 0. Da férmula (8), a solugdo em forma

\

»

EXEMPLO 43
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fechada é

n
Smy=2"12)+ > 0=2"
i=2
o que estd de acordo com nosso resultado anterior. : e

PRb’iBLEMA
PRATICO 22

Refaca o Problema Pritico 21 usando a equagio (8). ‘ - ]

Temos agora duas maneiras alternativas para resolver uma relagio de recorréncia linear de primeira ordem
com coeficientes constantes. A Tabela 2.6 resume estas abordagens.

Para Resolver Rela¢des de Recorréncia da Forma S(n) = ¢S(n — 1) + g(n)
Sujeitas & Condigdo Bésica S(1)

Meétodo Passos
Expandir, conjecturar; verificar 1. Use arelagfo de recorréncia repetidamente até poder
adivinhar o padrfo. -

2. Decida qual serd o padréio quandon — k= 1.
3. Verifique a férmula resultante por induggo.

Férmula da solugio 1. Coloque sua relagdo de recorréncia na forma
S(n) = c¢S(n — 1) + g(n) para encontrar c e g(n).
2. Use c, g(n) e S(1) na férmula

Sy = =1 S + Y ¢ g(i)
: i=2

3. Calcule o somatério resultante para obter a expressao final.

Tabela 2.6

‘EXEMPLO 44 Encontre uma solucéo em forma fechada para a relagio de recorréncia
S(n)=2S(n — 1) + 3para n=2
¢ sujeita & condicdo béasica
P S(1) = 4
: i Usaremos o método da férmula da solug@o. Comparando nossa relagio de recorréncia
Sy =28(n ~ 1) +3
com a forma geral S(n) = ¢S(n — 1) + g(n), vemos que
c= 2 gy =3

O fato de-que g(n) = 3 diz que g tem um valor constante de 3 independentemente do valor de n. Substituin-
do na forma geral da solugdo S(n) = ¢1S(1) + 2 c"g(i), obtemos ‘
- n )
> SH =2 @+ 227 (3)
i=2

=2

n
=212H +3 >
i=2

! N =201 g2 g3 L 91 4 00

]} 'V" — 2n+1‘ + 3[2n—1 —1]

; ] (do Exemplo 15) :

i Logo, o valor de S(5), por exemplo, € 26 + 3(2* — 1) = 64 + 3(15) = 109.

kEZ:(Bp:ErE: De maneira alternativa, usando o método de expandir, conjecturé\r e verificar, expandimos
‘;ﬁ{“ﬁq”&%’ de que S(ny=28(n —1) +3
ocou todas as
_ ?Sﬂe_s dg receita da =225(n—2)+31+3=228n—2)+2-3+3
i | relagao a .
. B lcmcomoors =S —3) +3]+2-3+3=25(r -3 +2-3+2-3+3
| neste exemplo. . )
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Esta forma geral parece ser

S(n)=2"S(n—k)+2k;1‘3+2k"2-3+»-+22-3+2-3+3
que, quando n —k=1louk=n—1,fica
Sy =278 + 22342023+ +22:3+2-343
— o4y + 322+ 2 b + 22+ 24 1] : -
=1 43271 —1]  (do Exemplo 15) ' '
Finalmente, precisamos provar por indugdo que S(n) = 2! + 3[2' — 1].

Base: n = 1: S(1) = 4 = 2% + 3[2° — 1], verdadeiro '
Suponha que S(k) = 2" + 3[2F1 — 1]
Mostre que Sk + 1) = 2k+2 4 32k — 1]

Sk+ 1) =28ty +3 pela relagfio de recorréncia
=202 + 30281 — 1))+ 3  pelahipétese de indugdo
— 92 4 3.2k—6+3 .  colocando o3 em evidéncia

= kF2 3[2k - 1] T ®

Secdo 2.4 Revisao

Técnicas

@ Geraciio de valores em uma seqiiéncia definida por recorréncia.

@ Demonstracio de propriedades da seqiiéncia de Fibonacci.

@ Reconhecimento de objetos em uma cole¢do definida por recorréncia.

@ Obtenciio de defini¢Oes recorrentes para um conjunto particular de objetos.

@ Obtengdo de definigOes recorrentes para determinadas operagGes em objetos.

@ Obtengio de algoritmos recorrentes para gerar segiiéncias definidas por recorréncia.

® Resolugio de relagdes de recorréncia lineares de primeira ordem com coeficientes constantes através da
" férmula da solugdo. '

® Resolucio de relagtes de recorréncia pelo método de expandir, conjecturar e verificar.

Tdéias Principais

Podem ser dadas defini¢Oes recorrentes para: seqiiéncias de objetos, conjuntos de objetos e operages em
objetos, onde a condigdo basica é conhecida e novas informactes dependem de informagdes j& conhecidas.

:h; .
Algoritmos recorrentes fornecem um modo natural de resolver determinados problemas chamando a mes-
ma tarefa para versdes menores do problema.

Certas telagdes de recorréncia #m solugio em forma fechada.

'S

Exercicios 2.4

Para os Exercicjps de 1 a 10, escreva os cinco primeiros valores da seqiiéncia.

*1. $(1) =10
S(n) = S(n — 1) + 10 para n = 2
2. A(D)=2
1
A(n) = A—1) para n =2
3.B1=1
B(n) =B(n — 1) + n’paran =2
*4. S(1) =1

S(n) =8Sn — 1) + %paran_>.2

5. T(1)=1
T(n) = nT(n — 1) para n = 2
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6. P(1)=1
Pn)=nPn—1)+@nm—1) pa:ran =2
*7. M(1) =2
M2)y=2 . o
M(n) = 2Mn — 1) + M(n — 2) paran > 2 : - -
8. D()=3 '
D2)=5
D(n) = (n - DD — 1) + (n —2D(n — 2) paran >2
9. W) =
W) = 3 o A
Winy = W(n — )YW(n — 2) para n >_2
10. Ty =1
T2y =2
T3) = 3

T(n) = T(n — 1) + 2T(n — 2) + 3T(n — 3) paran > 3
Nos Exercicios de 11 a 15, prove a propriedade dada dos nimeros de Fibonacci diretamente da deﬁmgao
*1l. F(n+ 1) + F(n — 2) = 2F(n)para n = 3
12. F(n) =5F(n — 4) + 3F(n — 5)para n = 6
13. [Fr + DP = [F()P + Fn — DF(n +2) paran =2
4. Fn +3)=2F(n + 1) + F(n)paran = 1*
15. F(n + 6) = 4F(n + 3) + F(m)paran= 1

Nos Exercicios de 16 a 19, prove a propriedade dada dos niimeros de Fibonacci para todon = 1 (cha 0
primeiro principio de indugdo vai funcionar.)

*16. F(l) + F(2) + = + F(ny =F(n + 2) — 1 : B
17. FQ)+ F4) + - + FCny=FQ2n + 1) — 1 ‘
18. F(1) + F(3) + - + FQ2n — 1) = F(2n)
. FQOP + [FQP + =~ + F@P = F®F(n + 1)

Ngs Exercicios de 20 a 23, prove a propriedade dada dos niimeros de Fibonacci usando o segundo princi-
pio de indugdo. ’

*20. Exercicio 14
21. Exercicio 15
22. F(n) <2'paran=1 ..~

. n—1
23. F(n) > (%) paran = 6

24. Os valores p e q sdo definidos da seguinte maneira:

_1+45 . _1-45
P="7 =7
a. Provequel +p=p’el+q=4q"
b. Prove que

Fw=E=L

pP—q

¢. Use-a parte (b) para provar que
o= (50 (5

é uma solucio em forma fechada para a seqiiéncia de Fibonacci.
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Para os Exercicios de 25 a 28, decida se as seqii€ncias descritas sio subseqiiéncias da seqiiéncia de Fibonacci,
isto €, se seus elementos s&o alguns, ou todos, os elementos, na ordem correta, da seqiiéncia de Fibonacci.?

25, A seqiiéncia A(n), onde A(n) = (n — 1)2"°2 + 1, n = 1. Os quatro primeiros valores sdo 1, 2, 5 e 13,

os quais — até agora — formam uma subseqiiéncia da seqiiéncia de Fibonacci.

*26. A seqiiéncia B(n), onde B(n) = 1 + (a soma dos n primeiros elementos da seqiiéncia de Fibonacci),

n = 1. Os quatro primeiros valores 302, 3, 5 e 8, os quais - até agora— formam uma subsegqiiéncia
da seqtiéncia de Fibonacci.

27. A seqii€ncia C(n), onde C(n) € o niimero de maneiras diferentes que podemos arrumar #» moedas em

fileiras horizontais de modo que todas as moedas em cada fileira fiquem encostadas e toda moeda
acima da fileira mais embaixo fique encostada em duas moedas na fileira logo abaixo, n = 1. Os
cinco primeiros valores sdo 1, 1, 2, 3 e 5, os quais — até agora — formam uma subseqiiéncia da
seqiiéncia de Fibonacci.

90000 0020 adbo 0ech SUS

n=>5

28. A seqiiéncia D(n), onde D(n) descreve o niimero de maneiras diferentes de pintar o chio de um pré-

dio com n andares de modo que o chio de cada andar seja pintado de amarelo ou verde e que dois
andares adjacentes ndo podem, ambos, ter o chdo verde (embora dois andares adjacentes possam ter

* ochdo amarelo), n = 1. Os quatro primeiros valores sd0 2,3, 5¢ 8, 0s quais — até agora — formam

uma subseqiiéncia da seqiiéncia de Fibonacci. Por exemplo, D(3) = 5, ja que um predlo de 3 andares
pode ter o chido pintado de

A A A VYV
A A V A A
AV A VA

(Dica: Pense em uma expressdo recorrente para D(n + 1).)

O problema original colocado por Fibonacci tratava de pares de coelhos. Dois coethos néo cruzam
até terem dois meses de idade. Depois disto, cada par de coelhos produz um novo par a cada més.

* Suponha que nenhum coelho morre. Denote por C(n) o ndmero de pares de coelhos ao final de n

meses se voce comega com um nico par de coethos. Mostre que C(n) € a seqiiéncia de Fibonacci.

Escreva uma definigo recorrente para uma progressao geométrica com termo inicial a e razdo r (veja
o Exercicio 21, Secdo 2.2).

Escrevauma deﬁxﬁgﬁf) recorrente para uma progressio aritmética com termo inicial a e parcela a ser
somada d(vejao Exercfcio 22, Segﬁo 2.2).

. Emum ex enmento uma determinada coldnia de bactérias tem wma populagao inicial de 50.000. A
populacdo € ‘contada a cada 2 horas, e, ao final de cada intervalo de 2 horas, a populagio tnphca
a. Escreva uma definigdo recorrente para a seqiiéncia A(n), o nimero de bactérias presentes no ini-
cio do n-ésimo periodo de tempo.
b. No inicio de que intervalo existirdo 1.350.000 bactérias presentes?

Uma quantia de $500,00 é investida em uma aplicagio que paga juros de 10% capitalizados anual-
mente.

a. Escreva uma defini¢cio recorrente para Q(r), a quantia total na aplicagfio no infcio do n-ésiro ano.
b. Depois de quantos anos de aplicagdo teremos um saldo maior do que $700,00?

Uma colegdo.T de nimeros ¢ definida por recorréncia por:
1. 2pertence aT.
2. Se X pertence a 7, entdo X + 3 ¢ 2 * X também pertencem

2 Os Exercicios de 25 a 28 foram tirados da segiio Mathematical Recreatzons de Ian Stewart, na edigio de maio de 1995 da revista
Scientific American.

»




35.

*36.

37

*38.
B 39

40.
41.

*42,
43
*44.
45

*46.
47.
48.

49.

*50.

51.
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Quais dos niimeros a seguir pertencem a 17

a6 b.7 ¢ 19 d 12

Uma colegiio M de nidmeros ¢ definida por recorréncia por: ]
1. 2 e 3 pertencem a M. v
2. Se X e Y pertencem a M, entfio X * ¥ também pertence. '
Quais dos niimeros a seguir pertencem a M?

a6 b9 c. 16 d. 21 e 26 £ 54 g 72 h. 218

Uma colegiio S de cadeia de caracteres € definida por recorréncia por:
1. a e bpertencema S.

2. Se X pertence a S, entfio Xb também pertence.

Quais das cadeias a seguir pertencem a S?7

a.a b.ab c¢.aba d. aaab e. bbbbb

Uma coleciio W de cadeias de simbolos € definida por recorréncia por:
1. g, be cpertencem a W.

2. Se X pertence a W, entdo a(X)c também pertence.

Quais das cadeias.a seguir pertencem a W?

a. alb)c b. alab))e ¢ alabc)e d. a(a(ala)c)c)e
e. a(aacc)c
D& uma definiciio recorrente para o conjunto de todas as fbfs predicadas undrias em x.

D& uma definicio recorrente para o conjunto de todas as férmulas bem-formuladas de aritmética in-
teira, envolvendo nimeros inteiros e as operagdes aritméticas +, —, * e /.

Dé uma definicdo recorrente para o conjunto de todas as cadeias de parénteses bem-balanceadas.

D& uma definigdo recorrente para o conjunto de todas as cadeias bindrias contendo um niimero fmpar
de elementos iguais a 0.

Dé uma definigio recorrente para x¥, a cadeia em ordem inversa da cadeia x.
Dé uma definicio recorrente para |x}, o comprimento da cadeia x.
Use a notacio FBN para definir o conjunto dos inteiros positivos.

Use a notagdo FBN para definir o conjunto dos nimeros decimais, que consistem em um sinal opcionall
(+ ou —) seguido de um ou mais digitos, s€guido de uma virgula, seguida de zeros ou mais digitos.

D& uma defini¢io recorrente para a operagio fatorial n! paran = 1.
D& uma definigio recorrente para a adi¢o de dois inteiros nfo-negativos me n..

a. D& uma defini¢do recorrente para a operagio de escolher o méaximo entre n inteiros ay, ..., @, n = 2.
b. D& uma definigo recorrente para a operagio de escolher o minimo entre n inteiros ay, ..., @, n = 2.

a. Déuma defini¢io recorrente para a conjungio de n letras de proposicio em 16gica proposicional,
n=2. ; ) ' '
b= Escreva uma generalizagio da associatividade para a conjungio (equivaléncia tautolégica 2b da
Segiio 1.1) e use indugfo para prova-la. ’

Sejam A € By, B,, ..., B, letras de proposi¢éo. Prove a extensdo finita para as equivaléncias da
distributividade na légica proposicional:

AV (BiABA~ABYS(AVBIAAY B)YA-AAYVB,)

e

AANBVB,V--VB)YS(AAB)YAAB)YV--V(AAB,)

paran = 2.

Sejam B, B,, ..., B, letras de proposi¢io. Prove a extensdo finita para as leis de De Morgan: -
(ByV B,V -~V B,) ©&B;AB, A AB,
e

(ByAByA - AB) &B{VB,V VB,

paran = 2. ' -

Y
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Nos Exercicios de 52 a 57, escreva o corpo de uma fun¢do recorrente para calcular S(n), onde S € a seqii€n-
cia dada. ' ’

52. 1,3,9,27,51, ...
53. 2,1, 1/2, 1/4, 1/8, ...
*54. 1,2,4,7,11,16,22, ....
55. 2,4, 16, 256, ...
56. a,b,a + b,a + 2b,2a + 3b,3a + 5b, ...

*57. p,p — g, p+ ¢, p —29,p +29,p — 3¢, ...

58. Qual o valor retornado pela fungio recorrente Mistério para um valor de entrada n?
Mistério (inteiro n)
se n = 1 entdo
retorne 1
senio
retorne Mistério(n — 1) + 1
fim do se
fim da fungdo Mistério

59. A fungdo recorrente a seguir é chamada inicialmente com um valor de i igual a 1. L € uma lista (ar-
ray) de 10 inteiros. O que a fungdo faz? .
g(lista L; inteiro i; inteiro x) -
se i > 10 entdo
retorne 0
senao
se L(i) = x entdo
retorne 10
senio ,
retorne g(L,i + 1, %)
fim do se
fim do se e
fim da funcfo g

1
%60. Descreva informalmente um algoritmo recorrente que jnverte a ordem dos elementos em uma
lista. ' i

61. Descreva informalmente um algoritmo recorrente para calcular a soma dos digitos de um inteiro po-
sitivo. '
62. Descreva informalmente um algoritmo recorrente para calcular o méximo divisor comum de dois

inteiros positivos @ e b, onde a = b. (Dica: A solugo baseia-se no algoritmo de Enclides, discutido
* * pa‘Secéo 2.3.Em particular, use a expressfo (5) do Exemplo 27, deste capftulo.)

*63. Simule a execugdo dga'lgc')ritmo, OrdenacdoPorSelegdo nalista L a seguir; escreva a lista ap6s cada
" troca gee muda a lista. -
4,10, -6,2,5

64. Simule a execugio do algoritmo OrdenagdoPorSelecdo na lista L a seguir; escreva a lista ap6scada
troca que muda a lista. S

9,0,2,6,4 -

65. O algoritmo de busca bindria & usado com a lista a seguir; x tem o valor “Curitiba”. Diga com quais
elementos x é comparado.

Brasilia, Campos, Itapemirim, Nova Friburgo, Petrépolis, Sdo Paulo, Varginha

66. O algoritmo de busca binaria é usado com a lista a seguir; x tem o valor “farinha”. Diga com quais
elementos x é comparado.

agicar, chocolate, farinha, manteiga, 6leo, ovos

67. Demonstre a correciio da fungfio iterativa dada nesta segdo para calcular S(n) do Exemplo 29, onde
S(ny=2" o

k3




*77. No inicio deste capitulo, 0 empreiteiro afirmou:
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Nos Exercicios de 68 a 73, resolva a relacdo de recorréncia sujeita a condigao basica.

*68. S(1)=75
Sm)=8Sn—1)+5paran=2
69. F(1) =2
F(n)=2F(n— 1)+ 2'paran=2 -
70. T(1) = 1

T(n)y=2T(n — 1) + 1paran=2
(Dica: Veja o Exemplo 15.)

*7L A1) = 1

Alny=An — 1)+ npara n =2
(Dica: Veja o Problema Prético 7.)

72. S(1) =1

Sm)=8(n—1)+2n— lparan=2
“(Dica: Veja o Exemplo 14.)

73. P(1) =2

P(n) =2P(n — 1) + n2"para n =2
(Dica: Veja o Problema Pratico 7.)

Para os Exercicios 74 e 75, resolva a relacdo de recorréncia sujeita 2 condi¢io bésica usando a abordagem
de ¢xpandir, conjecturar ¢ verificar. :

*x74. F(1) =1

| F(m)y=nF(n—1)paran=2

75. 8(1) = 1 .

S(n) = nS(n — 1) + n! )

76. Uma coldnia de morcegos é contada a cada dois meses. As quatro primeiras contagens sao 1.200,

1.800,2.700 e 4.050. Se esta taxa de crescimento continuar, qual serda 12.* contagem? (Dica: Escre-
va e resolva uma relagio de recorréncia.) : .

O material a ser estocado decai a uma taxa de 5% ao ano. Portanto, ao final de 20 anos, restaré apenas
aproximadamente um tergo do material ativo original.

A

Escreva e resolva uma relagéo de recorréncia para verificar a afirmacdo do empreiteiro; note que ao
final de 20 anos comega o vigésimo primeiro ano.

78. Tnveste-se $1.000,00 em uma aplicacio que paga 8% de juros ao ano. Ao final de cada ano, aplica-se

mais $100,00. Qual o total da aplicago ao final de 7 anos (isto &, no infcio do oitavo ano)? (Dica:. -

Escreva e resolva uma relagio de recorréncia. Consulte, também, o Exercicio 21 da Se¢fio 2.2 para a
formula da soma de uma progressio geométrica.)

79. Estima-se que a popula¢do de mariscos em uma bafa € de aproximadamente 1.000.000. Estudos
mostram que a poluig#io reduz esta populagio em torno de 2% ao ano, enquanto outros fatores pare-

" c&m reduzir esta populacio em 10.000 por ano. Apés 9 anos, isto €, no inicio do décimo ano, gual a
populagdo aproximada de mariscos? (Dica: Escreva e resolva uma relacfio de recorréncia. Consuite,
também, o Exercicio 21 da Segdo 2.2 para a férmula da soma de uma progressao geométrica.)

%*80. Os primeiros membros da Associagdo de Pitdgoras definiram niimeros poligonais como sendo o

ndmero de pontos em determinadas configuracdes geométricas. Os primeiros niimeros triangulares
sio1,3,6¢10:

a AN

Encontre uma férmula para o n-ésimo mimero triangular. (Dica: Veja o Problema Pratico 7.) .

10
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81. Os primeiros nimeros pentagonais (veja o Exercicio 80) sdo 1, 5, 12 e 22:

. N

1 5 12 2 - ‘
Encontre uma férmula para o n-ésimo niimero triangular. (Dica: Veja o Exercicio 22 da Seciio 2.2
para a férmula da soma de uma progressdo aritmética.)

82. Use indugdo para verificar que a equacio (8) desta secdo é a solugio da relagdo de recorréncia (6)
sujejta & condigfio basica de que S(1) é conhecido.

Secao 2.5 Analise de Algoritmos |

Muitas vezes existe mais de um algoritmo para executar a mesma tarefa. Ao comparar algoritmos, pode-se

usar diversos critérios para se decidir qual o “melhor”. Poderiamos perguntar, por exemplo, qual 0 mais

facil de entender ou qual o mais eficiente. Uma maneira de julgar a eficiéncia de um algoritmo € estimar o

nimero de operagOes que ele tem que executar. Contamos apenas as operagOes bésicas para a tarefa em

questio, e ndo operagbes de “manutengio”, que contribuem pouco para o “trabalho” total necessério.

‘ Suponha, por exemplo, que a tarefa é procurar, em uma lista ordenada contendo n itens, um item parti-

I cular x. Como qualquer algoritmo possivel parece necessitar da comparagio de elementos na lista com x

‘ : até se encontrar um elemento igual, a operagfio bdsica a ser contada é a comparacgio.

H ‘ O algoritmo de busca seqiiencial compara, simplesmente, com cada elemento da lista até se encontrar

b X ou acabar a lista. A seguir, fornecemos uma descri¢do em pseudocédigo para o algoritmo de busca se-

il qitencial. O nimero de operagdes executadas por este algoritmo vai ser méximo quando x é o dltimo ele- T
I mento da lista ou quando x néo pertence a lista. Em qualquer destes casos, todos os elementos s30 compa-

il rados com x, logo fazem-se n comparacdes.

ALGORITMO BuscaSegiiencial

BuscaSeqitencial(lista L; inteiro n; tipo item x)
//procura em uma lista L com » itens pelo item x
. Varidvel Jocal:
dnteiro{

_//niéréa a poSigéo na sta .

- enguiantd £g) + xei < nfaca

| i=i+1 '

il fim do enquanto

I ' se L(i) = x entdo
escreva(“Encontrado™)

sendo

| : escreva(“Nao-encontrado”)

1 fim do se

[ fim da funcfio BuscaSeqiiencial

E claro que x pode ser o primeiro elemento da lista, quando se faz apenas uma comparagao; também
pode acontecer de x estar no meio da lista, necessitando de aproximadamente n/2 comparacdes. Obviamen-
te existem muitas possibilidades, e ajudaria se pudéssemos ter alguma idéia da quantidade média de opera-
¢oes necessdrias. Isto necessitaria de algnma descricdo da lista média e da relacio média entre x e os itens
daquela lista. Mas comportamento médio é, em geral, muito dificil de se determinar, niio apenas para este,
mas para a maioria dos algoritmos. Para comparar a eficiéncia dos algoritmos, portanto, vamos nos conten-

tar, freqiientemente, com a contagem do nimero de operacdes no pior caso possivel. :
- k] =

»
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O estudo da eficiéncia dos algoritmos, isto €, o nimero de operagdes que eles executam, é chamado de
andlise de algoritmos. Foram desenvolvidas diversas técnicas para a andlise de algoritmos. Algumas ve-
zes pode-se fazer uma anélise razoavelmente direta apenas inspecionando-se o algoritmo.

A seguir vem um algoritmo para escrever a soma de m notas de testes para cada aluno em uma lista, depois™
de se retirar a menor nota do aluno. O lago exterior passa por cada um dos » alunos; o lago interior percorre
as notas do aluno corrente. O algoritmo atribui valores a varidveis € faz comparacdes (para encontrar a
menor nota de cada aluno). Também executa somas e subtragoes € contaremos 0 nimero destas operagdes
aritméticas.

parai = 1 até n faca
menor = aluno(i).teste(1)
soma = aluno(i).teste(1)
paraj = 2 até m faca.
soma = soma + aluno(i).teste(y) A
se aluno(i).teste(j) < menor entio
menor = aluno(i).teste()

fim do se
fim do para . -
sOIna = soa — menor; /1S
escreva(“Total para o aluno”, i, “€”, soma)
fim do para

A subtracfo ocorre na linha marcada com //S, que é executada uma vez em cada lago externo (para cada
aluno), em um total de n vezes. A adi¢0, no entanto, ocorre na linha marcada //A, no laco interno, que é
executado m — 1 vezes para cada aluno, ou seja, para cada uma das r passagens do laco externo. O nimero
total de adigBes, portanto, € n(m — 1). O ntimero total de operacOes aritméticas € n + n(m — 1). O mesmo
ntmero de operagOes aritméticas € sempre feito; ndo existe caso melhor, nem pior, nem médio. . ®

" Vamos analisar nesta secio algoritmos recorrentes. Como a maior parte da atividade de um algeritmo
recorrente acontece “fora das vistas”, nas diversas chamadas que podem ocorrer, uma andlise usando uma
técnica de contagem direta como no Exemplo 45 nfo vai funcionar. A andlise de algoritmos recorrentes
envolve, muitas vezes, a resoluc@o de uma relacdo de recorréncia.

Analise Usando Relagbes de Recorréncia (Busca Binaria)

Como exemplo, vamos considerar um outro algoritmo (além da busca seqiiencial) para se procurar em uma
lista ordenada, o algoritmo de busca bindria da Sego 2.4. Quantas comparacdes s30 necessérias, no pior
caso, para o algoritmo de busca bindria? Uma comparacao € feita com o valor do meio da lista, depois o
processo € repetido em metade da lista. Se a lista original tem n elementos, entdo a metade da lista tem, no
maximo, n/2 elementos. (No Exemplo 41, por exemplo, onde 10 é o valor do meio, a “metade” da direita da
lista tem 4 elémentos, mas a “metade” da esquerda tem apenas 3.) Se vamos continuar cortando a lista pela
metade, é conveniente considerar apenas o caso quando temos um nimero inteiro de elementos cada vez
que dividimos ao meio a lista, de modo que vamos supor que n = 27 para algam m = 0. Se C(n) denota 0
nmnero méximo de comparagdes necessdrias para uma lista de n elementos, entdo

Cmy=1+ C(E) '

Isto reflete uma comparagfo com o valor do meio seguida de quantas comparagdes forem necessérias para
a metade da lista. Ndo sabemos, de fato, quantas comparacdes serdo necessdrias para metade da lista, assim
como ndo sabemos quantas si0 necessarias para toda a lista, mas j4 temos uma notacio para expressar este
valor simbolicamente. Acabamos de escrever uma relacio de recorréncia. A condico bésica € que

cn=1

j& que € necesséria apenas uma comparagao em vma lista com um s6 elemento.

Como esta relagio de recorréncia no é de primeira ordem, para resolvé-la vamos comegar do inicio
com o método de expandir, conjecturar, verificar. Além disto, a solugfio vai envolver a fon¢do logaritmo;
para uma revisdo desta fungio e de suas propriedades, veja o Apéndice B.

Resolva a relaciio de recorréncia

C(n)—1+C()paran_2n—2"’ o o - ' - -
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sujeita & condigio basica
CH=1
Expandindo, obtemos

C(n)=1+C(%) |
=1+(1+c(%))
=1+1+(1+c<§)) o

€ o termo geral parece ser

Cn) =k + C(%)
O processo para quando 2% = n ou k = log, n. (Vamos omitir a base 2 a partir de agora — log 1 vai simbo-
lizar log, n.) Entio

Cmy=logn+CH)=1+1logn

Vamos agora usar indugio para mostrar que C(n) = 1 + log nparatodon = 1, n = 2. Esta é uma forma
um pouco diferente de indugo, j4 que todos os valores de interesse sdo poténcias de 2. Vamos considerar
1 a base da indug?o, mas depois provaremos que, se a afirmagio € verdadeira para k, entio ela é verdadeira
para 2k. A proposicio, entfo, serd verdadeirapara 1,2, 4, 8, ..., isto &, para todas as poténcias inteiras nfio-
negativas de 2, que € o que queremos. )

C(ly=1+1logl=1+0=1,verdadeira
Suponha que C(k) = 1 + log k. Entéo

CQk) = 1+ C(k) (pela relagdo de recorréncia)
=1+1+logk (pela hipdtese de inducio)
=1+log2 +logk (flog2=1) \
=1 + log 2k (propriedade de logaritmos) -
Isto completa a demonstragiio por inducdo. L J

Pelo Exemplo 46, o niimero méximo de comparag¢es necessdrias em uma busca bindria de uma lista
ordenada com n elementos, com n = 2", & 1 + log n. No Exemplo 41, n.era 8, e foram necessarias quatro

comparacGes (1 + log 8) no pior caso (x ndo-pertencente 2 lista). Uma busca seqiiencial necessitaria de
oito comparagdes. Como

l1+logn<mparan=2"n=4

a busca bindria €, quase sempre, mais eficiente do que a busca seqiiencial. No entanto, o algoritmo de bus-
ca seqiiencial tem uma grande vantagem — se a lista em questdio ndo estd ordenada, o algoritmo de busca
seqiiencial funciona, mas o de busca bindria ndo..Se vamos primeiro ordenar a lista e depois usar o algoritmo
de busca binria, precisamos, entfio, considetar o ndmero de:operagOes necessérias para ordenar a lista por
diversos algoritmos diferentes. :

O algoritmo de bygca bindria é recorrente, o que significa que o algoritmo chama a si mesmo com valo-
res de entrada menores. Neste caso a versio menor é muito menor — aproximadamente a metade do pro-
blema original. Isto fica claro na relagdo de recorréncia, onde C(n) depende de C(n/2) e ndo de C(n — 1).
Algoritmos com relagdes de recorréncia desta forma, onde o problema é decomposto em subproblemas
muito menores, sio chamados, algumas vezes, de algoritmos do tipo dividir para conquistar.

A relagdo de recorréncia para a busca binéria é um caso particular da forma geral

S(n) = cs(g) +gmyparan=2,p=2" @

onde ¢ € uma constante e g pode ser uma expressio envolvendo . Gostarfamos de encontrar uma solugso
em forma fechada para (1) sujeita & condigio basica de que 5(1) é conhecido. Ento, poderfamos resolver
qualquer relacdo de recorréncia da forma (1) substituindo na férmula da solugdo, como fizemos na dltima
secdo para relagdes de recorréncia de primeira ordem. Observe que (1) ndo € uma relacfio de recorréncia de
primeira ordem, ji que o valor em » no depende do valor em n — 1. Poderfamos usar a abordagem de
expandir, conjecturar e verificar, mas, em vez disto, vamos fazer algumas transformagdes em (1) para
converté-la em uma relago de recorréncia de primeira ordem com coeficientes constantes e depois usar o
que j4 sabemos.

-
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A equacio (1) supde que n = 2" comn = 2. Disso seguequem = lognem = 1. Substituindo npor2”
na equagdo (1) resulta em

S@m) = eS@™Y) + g(27) | | )
Vamos agora representar S(27) por T(m) na equagdo (2),
T(m) =cT(m — 1) + g™ param =1 (3)

A equagio (3) € uma equagdo linear de primeira ordem com coeficientes constantes; da equagfo (8) na
Secdo 2.4 obtemos a solugio .

T(m) = ¢"'T(1) + 2 c"7ig(2) | . @
sujeita a condlgao baswa de que 7(1) € conhecido. Como a equagéo (3) € valida param = 1, sabemos que

T(1) = cT(0) + g(2) -
Substituindo em (4), obtemos | ‘

T(m) = c"T(0) + i " lg(2h
i=1 .

Substituindo T(m) por S(2™), (5) torna-se

S = c"$(2% + i " ig(2)
i=1

Finalmente, fazendo 2™ = n, ou m = log n, obtemos

log n

S(n) = Clogns(l) + 2 cliog n)—ig(zi) . (6)
i=1

j—iendoa A equagiio (6) €, entdo, a solucdo da relagio de recorréncia (1). Como anteriormente, para usar esta solu¢io
L logn —1 ] geral, basta colocar esta relagio de recorréncia na forma (1) para determinar ¢ e g(r), depois substituir na
equacfo (6). Se vocé puder calcular o somatério, o resultado serd uma solugo em forma fechada.

- A relagio de recorréncia para o algoritmo de busca binéria é
T =1

Cny = 1 +c(f) pran=2,n=2"

que ¢ da forma da equaggio (1),comc=1legn) = 1. A solugao de acordo com a férmula (6), é
logn

| C(n) = 1°27C(1) + Y, 1%en7()
- i=1

=1+ (}Og nm(l)=1+logn
0 que estd de acordo com nosso resultado anterior.
Mostre qite'a S0liigHo da relagad dé recorréncia -
sh=1 "

S(n) = 25(—’2’-) +lparan=2,n=2"

€ 2n — 1. (Dica: Veja o Exemplo 15 e note que 2" = n.)

| A Cota Superior (Algoritmo de Euclides)

i : O algoritino de Euclides, como apresentado na Se¢do 2.3, usa um laco de enquanto para efetuar divisSes su-
cessivas de modo a encontrar o mdc(a, b) para inteiros ndo-negativos a € b, a = b. Para analisar o algoritmo
de Euclides, precisamos decidir primeiro que operagdes contaremos. Como este algoritmo efetua repetidas
divisOes, vamos considerar a operacio de divisio como nossa unidade bésica. Dados a e b, suponha que b <
= n, de modo que r € uma medida do tamanho dos valores de entrada. Queremos encontrar E(r), que denota
a quantidade necessaria de opera¢des (o nimero de divis6es) para encontrar o mdc(a, b) no pior caso.
Uma versao recorrente do algoritmo de Euclides também pode ser escrita (veja o Exercicio 62, Se¢go
2.4); a chave para a versio recorrente € reconhecer que o cdlculo do mdc(a, b) envolve encontrar o mdc(b,
r), onde r € o resto da divisdo de a por b. Acabamos de ver um caso em que as operagoes de um algoritmo
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recorrente (a busca bindria) podiam ser expressas convenientemente como uma relacio de recorréncia em
que o tamanho dos valores de entrada é reduzido pela metade ap6s cada operacdo. Uma relagio de recor-
réncia expressaria E(n) em termos de E com valores menores. Mas quais sdo estes valores menores? Para
encontrar o mdc(a, b), encontramos o mdc(b, r), de modo que € claro que os valores de entrada estio ficando

menores, mas de que maneira? Considere o Exemplo 27, onde, para encontrar o mdc(420, 66), foram efetuadas
as seguintes divisdes:

420 166 66 24 24 18 1816
~ 39 6 482 18 ll_— T18 3
24 18 6 0

Aqui os valores que sdo divididos sucessivamente sio 420,66,24¢18. A mudanga de 420 para 66 é muito
maior do que dividir pela metade, enquanto a mudanca de 24 para 18 é menor. )

De fato, nfo encontraremos uma relagdio de recorréncia ou uma expressdo exata para E(n). Mas pode-
mos, pelo menos, encontrar uma cota superior para E(n). Uma cota superior & um valor superior para a
quantidade de operagdes efetuadas por um algoritmo; o algoritmo ndo pode precisar de mais operagdes do
que a cota superior, mas pode nfo precisar de tantas.

Para encontrar essa cota superior, vamos mostrar que, se i > j e se i for dividido por j com resto 7, entdio
r < if2. Existem dois casos:

1. Sej=i/2, entdo r <i/2, poisr < J-

2. Sej>i2,entdoi=1%j+ (i — J); em outras palavras, o quociente é 1 e 7 é § — J-que é <if2,
No algoritmo de Euclides, o resto r em qualquer etapa torna-se o dividendo (o niimero que esti sendo di-
vidido) dois passos adiante. Logo, os dividendos sucessivos sio, pelo menos, divididos por dois a cada
duas divisdes. O valor n pode ser dividido por dois log n vezes; portanto, sio feitas, no maximo, 2 logn
divisSes. Assim, )

Emy=2logn )

O valorde 2logn paran = 420 ¢ quase 18, ao passo que foram necessarias apenas 4 divisdes para se
obter o mdc(420, 66). E claro que esta cota superior € bastante fraca, como dizer que todos os alunos em

A

sala tém menos de trés metros e meio. Uma cota superior mais fina (isto &, mais baixa) é obtida nos Exer-

Secao 2.5 Revisdo

Técnicas o

@ Resolucdo de relagBes de recorréncia obtidas de algoritmos do tipo dividir para conquistar usando-se
uma férmula para a soluggo.

Idéias Principais '

A andlise de um algoritmo estima o niimero de operagGes bésicas que o algoritmo efetua.

A andlise de algoritmos recorrentes leva, com fregiiéncia, a relagBes de recorréncia.

Na falta de uma expressio exata para o niimero de operacdes efetuadas por um algoritmo, pode ser possi-

vel encontrar uma cota superior.

Exercicios 2.5 _
1. Para o algoritmo do Exemplo 45, conte o nimero total de atribuigbes e comparagOes feitas no methor dos casos
(nﬁmeroml’nimodeopexagﬁes)enopiordoscasos(mimﬁroméximodeopemgﬁe_:s); descreva cada um destes casos,

%2. Descreva uma versio recorrente do algoritmo de busca seqiiencial para encontrar o item x em uma
. lista contendo 7 itens.

3. Usando a versdo recorrente do Exercicio 2, escreva uma relagdo de recorréncia para o nimero de com-
paracGes de x com os elementos da lista feitas pelo algoritmo de busca seqiiencial no pior caso e resol-
va esta relagfo de recorréncia. (Como antes, a resposta deve ser n.)

Nos Exercicios de 4 a 7, resolva a relagdo de recorréncia dada sujeita a condigdo basica. (Dica: Veja o
Exemplo 15 e observe que 2v&" = n.) :

4. T(H=3
T(n)=T(§) +tnparan=2,np=2"
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*5. P(1) =1

P(n) = ZP(%) +3
6. S(1) =1

S(n) = ZS(%) +n )
7. P(D) =1

P(n) = 2P(§) +

Os Exercicios de 8 a 10 se referem ao algoritmo OrdenagdoPorSelecdo da Segio 2.4.

%8. Em uma parte do algoritmo OrdenacdoPorSelegdo, € preciso encontrar o indice do maior item.em
uma lista. Em uma lista (nfo-ordenada) com n elementos, quantas comparagdes s30 necessarias, no
pior caso, para encontrar o maior elemento? Quantas comparagoes s#0 necessarias em média?

9. Definindo a operagfio bésica como sendo a comparagfo dos elementos na lista e ignorando as opera-
¢cdes de permutagio dos elementos na lista, escreva uma relago de recorréncia para a quantidade de
operagdes execufadas pela ordenagdo por sele¢do em uma lista com n elementos. (Dica: Use o resul-
tado do Exercicio 8.) :

10. Resolva a relacfo de recorréncia do Exercicio 9.

Os Exercicios de 11 a 15 estdo relacionados com um algoritmo de ordenagdo chamado OrdenagdoPorFu-
sdo, que pode ser descrito da seguinte maneira: uma lista com um elemento j4 estd ordenada, ndo hé neces-
sidade de fazer nada; se a lista tiver mais de um elemento, divida-a pela metade, ordene cada metade e
depois combine as duas listas em uma dnica lista ordenada.

*11. A parte de fusdo do algoritmo OrdenagdoPorFusdo precisa que se compare 0s elementos de cada
uma das listas ordenadas para ver qual o préximo elemento na lista combinada e ordenada. Quando
acabam os elementos de uma das listas, os elementos restantes na outra podem ser adicionados sem
outras comparacdes. Dados os pares de listas a seguir, combine-os e conte o ntimero de comparacgdes
feitas para fundi-las em uma tnica lista ordenada.

2. 6,89¢e1,4,5. b.1,5,8¢2,3,4.
¢ 0,2,3,4,7,10e1,8,9. -

12. Sob que circunstincias teremos que executar o nfimero méximo de comparagdes ao s¢ fundir duas
listas ordenadas? Se as duas listas tém comprimento r ¢ s, qual é o ntimero maximo de comparages?

*13. Escreva uma relacio de recorréncia para o niimero de comparagdes entre os elementos das listas efe-
tuadas pelo algoritmo OrdenagdoPorFusdo no pior caso. Suponha que n = 27

14. Resolva a relagfio de recorréncia do Exercicio 13.

15. Campare o comportamento, no pior caso, dos algoritmos OrdenagdoPorSelegdo ¢ OrdenagdoPor-
Fusdo paran = 4, 8, 16 e 32 (use uma calculadora). ' '

Os Exercicios de 16 a 19 procuram uma cota superior mefhor para o niimero de divisSes necessérias para

» que o algoritmo de Euclides encontre o mdc(a, b). Suponha que a ¢ b sdo inteiros ndo-negativos e que a >

b. (Se a = b, é necesséria apenas uma divisdo, de modo que este caso corresponde ao menor niimero de
operagOes; queremos uma cota superior para o nimero méximo de operagoes.)

16. Suponha que sdo necessarias m divisGes para encontrar o mdc(a, b). Prove, por indugfo, que, param =
1,a = F(m + 2) e b = F(m + 1), onde F(n) € a seqiiéncia de Fibonacci. (Dica: Para encontrar o
mdc(a, b), o algoritmo calcula o mdc(b, r) depois da primeira diviséo.)

*17. Suponha que sio necessdrias m divisOes para encontrar 0 mdc(a, b), com m = 4, e que a = n. Prove que

3 m+1
(5) <Fm+2D=n

(Dica: Use o resultado do Exercicio 16 desta se¢io e o do Exercicio 23 da Segao 24.)

18. Suponha que sdo necessarias m divises para encontrar o mdc(a, b),comm =4, e que a = n.
Prove que

‘

m<(log;sn) — 1 4
(Dica: Use o resultado do Exercicio 17.) K -

‘tr{
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19. a. Calcule o mdc(89, 55) e conte o niimero de divisdes necessarias.

b. Calcule uma cota superior para o niimero de divisBes necess4rias para calcular o mdc(89, 55) usando

a equagdo (7).

¢. Calcule uma cota superior para o mimero de divisdes necessdrias

o resultado do Exercicio 18.

para calcular o mdc(89, 55) usando

algoritmo de busca bin4ria
algoritmo de busca seqgiiencial
algoritmo de Euclides
algoritmo de ordenacio por selegio
algoritmo do tipo dividir para
conquistar

anélise de algoritmos

base da indugfo

cadeia bindria

cadeia vazia

concatenagao

contra-exemplo
contrapositiva

corregdo parcial

cota superior

definicdo por indugio
defini¢do por recorréncia
demonstraco direta

demonstracio por absurdo
demonstracio por casos
demonstragdo por contraposicio
demonstrac@o por exaustio
forma de Backus-Naur (FBN)
hipétese de indugio

indice do somatério
invariante do lago

méximo divisor comum

n fatorial

notacdo de somatério

ndmero racional

palindromo

passo indutivo

primeiro principio de inducio
matematica

principio da boa ordenagiio
raciocinio dedutivo

Revisao do Capitulo 2

raciocfnio indutivo

reciproca

regra de inferéncia para lagos
relagdo de recorréncia

relagdo de recorréncia com
coeficientes constantes

relagdo de recorréncia de primeira
ordem

relagdo de recorréncia homogénea
relagdo de recorréncia linear
resolugio de uma relagiio de
recorréncia | :
segundo principio de indugdo
matemdtica

segiiéncia

seqiiéncia de Fibonacci

solucdo em forma fechada

Autoteste Responda se as afirmagdes a seguir sdo verdadeiras ou falsas sem recorrer ao capitulo,

Secdio 2.1

1. Uma conjectura nunca pode ser demonstrada provando-se, simplesmente, um ndmero finito de casos.
2. Uma demonstragio por absurdo de P —.Q comeca supondo Pe Q.

3. No enunciado do teorema “o dobro de um inteiro impar € par”, estd subentendido um quantificador existencial.

4. Paraprovar a conjectura “se Macapa é a capital, Amap.

€ o estado, Macapa & a capital”.

4 € 0 estado”, & suficiente provar que “se Amapi

5. Para provar “A se, e somente se, B”, precisamos provar que A — Be que B — A.

Se¢o 2.2 .

6. Tidugao &uma técnica de demonstracio

teiros positos.

7. O passo bsico de uma demonstragio

de € verdadeira paran = 1.

8. Se a veracidade de P(k + 1) depende da veracidade de outros val

deve-se usar o segundo principio da indugdo.

apropriada para se provar uma proposigio sobre todos os in-
por indugdo corresponde 4 demonstragio de que uma proprieda-

ores anteriores, além de P(k), entfio

9. A chave de uma demonstragdo pelo primeiro principio de indugdo é entender como a veracidade de P
em k + 1 depende da veracidade de P em k.

10. Em uma demonstragiio pbr indugfo da proposigio

P+22+.+nd=
4

a hipétese de inducao é

R+ 1)
= 4

nn + 1)?

Tetminologia
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Secio 2.3
11. Um invariante do lago permanece vélido até a saida do lago, quando se torna falso.

12. A correcdio parcial de uma proposi¢do em lago significa que o lago se comporta corretamente para al-

guns valores de entrada e nio para outros. o

.13. O segundo principio de indugfo é usado para se provar que uma proposicio € um invariante (fo'lago

porque o laco pode ser executado um niimero arbitrario de vezes.
14. Se uma proposi¢io em laco é da forma

. enguanto (condicio B)
P
fim do enquanto - |
entdo o invariante de lago Q vai ser B'.

15. Ao calcular o mdc(42, 30) pelo algoritmo de Euclides, efetua-se a diviséo de 30 por 12.
Secio 2.4

16. Uma seqiiéncia definida por
S =17 .
S(n) =35(n — 1)+ 2 paran =2
contém o nimero 215.

17. Algoritmos recorrentes sdo valiosos principalmente porque séo mais eficientes do que algoritmos
iterativos.

18. Ao se aplicar o algoritmo de busca bindria 2 lista
2,5,7,10, 14,20
onde x = 8 é o item procurado, x nunca é comparado a 5.

19. Uma solucio em forma fechada de uma relagio de recorréncia € obtida aphcando—se mdugao matems-
tica a relacdo de recorréncia. :

20. S(n) =25 — 1) + 35(n — 2) = 5n é uma relacéo de recorréncia linéar de primeira ordem com coe-
ficientes constantes.

Secao 2.5 . )

21. A andlise de um algoritmo encontra, em Eeral, a quantidade de operacGes efetuadas no pior caso por-
que € muito diffcil anahsar um caso médio.

22. Algoritmos do tipo dividir para conquistar levam a relagSes de recorréncia que néo sfo de pnrneua
ordem.

23. A busca binaria é mais eficiente do que a busca seqiiencial em uma lista ordenada com mais de trés
elementos. '

24. Se uma busca seqiiencial fosse reescrita como um algoritmo recorrente, seria um algoritmo do tipo
dividir para conquistar.

25. Uma cota superior para o algoritmo de Euchdes ¢ um valor superior para a quantidade de divisGes
efetuadas para calcular o mdc(a, b).

No Computador

Para os Exercicios de 1 a 10, escreva um programa que produza a saida desejada a parnr dos dados de en-
trada fornecidos.

1. Entrada: Ndmero n de termos de uma progressio geométrica (veja o Exercicio 21, Se¢fo 2. 2), o termo
inicial a e arazdor

Saida: Soma dos n primeiros termos usando

a. iteracfo
b. aférmula do Exercicio 21, Segfo 2.2

2. Entrada: Niimero n de termos de uma progressio aritmética (veja o Exercicio 22, Segdo 2.2), o tenno

inicial a e a parcela d - .

1
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Saida: Soma dos n primeiros termos usando

a. iteracgio
b. a férmula do Exercicio 22, Se¢do 2.2

3. Entrada: Némero n
Satda: Soma dos n primeiros cubos usando : -

a. iteragdo, usando apenas multiplicacio e adicdo; explicite na saida o nimero de multiplicacbes e
adicBes efetuadas

b. a férmula do Exercicio 8, Secio 2.2, usando apenas multiplicago, adi¢do e divisdo; explicite na
saida o nimero de multiplicacdes, adi¢des e divisdes efetuadas

4. Entrada: Nenhuma

Satda: Tabela mostrando todos os inteiros #, 8 < n < 100, como uma soma de nimeros iguaisa3 ea
5 (veja o Exemplo 24)

5. Entrada: Cadeia bindria

Saida: Mensagem indicando se a cadeia de entrada & um palindromo (veja o Problema Pritico 17)
Algoritmo: Use recorréncia.

6. Entrada: Cadeia de caracteres x e um inteiro positivo n

Saida: Concatenacio de n c6pias de x
Algoritmo: Use recorréncia.

(Algumas linguagens de programagio j4 vém com capacidade de manipulagdo de cadeias, como a
concatenacdo.) .

7. Entrada: Inteiro positivo n
Saida: O n-ésimo valor em uma seqﬁéhcia de Fibonacci usando

a. iteracio
b. recorréncia

Insira agora um contador em cada versdo para indicar o niimero total de adigOes efetuadas. Execute |

cada versdo para diversos valores de » € coloque em um tinico gréafico o mimero de adi¢des em funcdo
de n para cada versio.

8. Entrada: Dois inteiros positivos m e n

Satda: mdc(m, n) usando

¥

a. a versdo iterativa do algoritmo de Euclides
b. a versdo recorrente do algoritmo de Euclides

9. Entrada: Lista ndo-ordenada de 10 inteiros

Saida: A lista de entrada ordenada em ordem crescente
Algoritmo: Use a ordenagfo por selecdo recorrente do Exemplo 39. _ w

10. Entrada: Lista ordenada'@e 10 inteiros e um inteiro x

.. Saida: Mensagém indicando se x pertence 2 lista
.. .:Algoritmo: Use o algoritmo de busca binéria do Exemplo 40.

. - :
11. A férmula 3" < n! é verdadeira para todo n = N. Escreva um programa para determinar N e depois
prove o resultado por indugo.

12. A férmula 2" > n’® ¢ verdadeira para todo n = N. Escreva um programa para determinar N e depois
prove o resunltado por induco.

13. O valor (1 + NE] )2, conhecido como rdz&o durea, esti relacionado i seqiiéncia de Fibonacci por
i P+ D _ 1+ V5
s F(n) 2

Verifique este limite calculando F(n + 1)/F(n) paran = 10, 15, 25, 50 e 100, e comparando os resul-
tados com a razio durea.

14. Compare o niimero de operacdes efetuadas pelos algoritmos de busca seqiiencial e busca bindria em
uma lista ordenada com n elementos calculandone 1 + log n para valores de n de 1 a 100. Apresente
0s resultados em forma grafica. )




