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Prefécio

loso e criativo. Baseados nessa coluna, buscdvamos e cridvamos

problemas de natureza desafiante que, para resolvé-los, obrigasse

o aluno a ser sistemdtico ou a usar alguma representacio, como,
por exemplo, as 4rvores da teoria de grafos. Um exemplo s80 os
exercicios que sdo resolvidos seguindo-se simplesmente algumas
instrugées, simultaneamente. A idéia é que, ao fazer isso, o aluno
iria incorporar a sistematica de verificar se todos os elementos de
um problema estéo sendo considerados, quando, em sua resolugio,
Dividimos o livro em seis capitulos. O primeiro trata de exer-
cicios, que seguem a linha descrita no paragrafo anterior, Q segun-
do e o terceiro capftulos sio uma introdug3o informal & teoria de
modelos e & l4gica dedutiva. O quarto capitulo trata dos mimeros
naturals, inteiros, racionais, irracionais e reais, apresentando-os,
néo sé isoladamente, como também, de forma axiomdtica, for-
mando estruturas algébricas. No capitulo 5, apresentam-se funcbes
que relacionam conjuntos numéricos. Em particular, aprendemos,
nesse capitulo e no apéndice, como o ato de contar é ele mes-
mo um exemplo importante de fungdo (que nos permite inclusive
comparar infinitos!). Para que possamos visualizar numa figura as
particularidades de cada funcdo numérica, estudamos no dltimo
capitulo 6 plano cartesiano.
. Este livro procura preparar o aluno universitario para uma com-
preensdo madura, sob bases légico-dedutivas, do que deverd vir em
seguida: o célculo e a 4lgebra linear. O livro difere em menos de
um por cento do livro original, escrito pelos autores em 1977, e
que foi utilizado em cépias eletrénicas pelos alunos da disciplina
Introducdo ¢ Matemdtica, mais conhecida por Cdlculo 0, que afinal
foil implantada na PUC/RJ e durou alguns anos. Essa disciplina,
era obrigatéria para os alunos de primeira fase de Engenharias,
Quimica, Fisica e Matemiética, que obtiveram média menor que
7.0 em Matemadtica, no vestibular. Urm fato interessante é que sen-
tencas utilizadas no capitulo 3, criadas nos anos 70, citem per-
sonagens que estdo ainda, ou novamente, em evidéncia. Este & 0
caso do cineasta José Mojica Marins, cult nos Estados Unidos,
conhecido 14 por Coffin Joe. ‘

Para finalizar, gostaria de agradecer as aluna;Exf\.Pnaé Pa:ia;oEar;
i ' ilva, do grupo 0
da Silva e Maria Dolores da Sl. . ’
l\zatelmética da UFSC, pela digitagéo emPIAdTE); dols csaplz:lo;uz
i ulo Souza,
todo) e 6, e, especialmente, ao Sr. Pedro Pa 22, ¢
Ei?;i?czi em )Scientijﬁc Word, os capitulos 1,2,3e4,e0 a,pendlce.

Florianépolis, 2 de junho de 1995
Licio Hernanes Bezerra,.
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12 Exercicios de Sistemética e Representagio

c) se vocé for cuidadoso, na pior das hipSteses vocé ird
precisar de oito tentativas.

Quais s8o as oito possibilidades? Descubra um método para
girar os trincos que esgote todas elas.

Imagine agora que a porta estd enguicada (nenhuma combinagao
abre a porta) e vocé néo sabe disso. Se vocé sair tentando ao acaso
vai ficar pensando que seu azar nunca foi tao grande. Se vocé for
sistemaético, entretanto, ao terminar de testar as oito possibilidades
possiveis, vocé concluird que a porta esté enguicada.

2. Obtenha uma representagéo grafica pratica para as possibi-
lidades do exercicio anterior.

Listar todas as possibilidades de uma certa situacso é freqiiente-
mente til — é dificil garantir, entretanto, que todas as possibili-
dades estejam realmente listadas.

3. Quais sdo todas as filas de quatro simbolos diferentes com
as letras A, B,C e D? Quantas sdo?
Como vocé garante que todas as filas estdo listadas? E com
1,2,3e47E com O, ¢, A e Q7

4, Quais sdo todas as filas de quatro simbolos que podem ser
formadas com as letras A e B?

5. Obtenha uma representagio gréfica pratica para as possibi-
lidades dos exercicios anteriores. s

6. Um nimero real pode ser positivo, negativo ou igual a zero.
Sob essa divisdo, que situagdes podem ocorrer dados dois
nimeros reais? E trés?

7. A formagio de palavras em uma lingua obedece a um conjun-
to de regras. Por exemplo, na lingua portuguesa nio existem
palavras com trés letras iguais consecutivas. Este exercicio

10.

wTikercicios. 13

apresenta um conjunto de regras com as quals vocé forma
palavras empregando apenas as letras A e B e um sinal au-
xiliar *, As regras sfo estas:

a) Vocé parte do sinal *.

b) Qualquer ocorréncia do sinal * numa palavra permite
substitui-lo por A, pelo par *A 6u pelo par Bx.

1. Determine quais das seguintes palavras podem ser
obtidas: B,A, BBA,AAA, ABAA.

2. Encontre uma palavra que possa ser obtida por
mais de um modo.

Esta é uma versio simples do jogo dos 15, Con-
1|2 siste em um tabuleiro onde trés pegas podem
. ser movimentadas na horizontal ou na Vertical,

ocupando espagos em branco.
Represente todas as posigdes encontrdveis a partir da posicio
da figura. Cite uma posigéo impossivel de se conseguir.-

Trés vagbes A, B e C estéo na estagdo 1. Vocé quer chegar
com eles & estagio 3 numa determinada ordem, por exem-
plo, BAC. S6 é possivel movimentar os vagdes nos sentidos
indicados na figura. Quais as configuracdes finais posswels e
como atingi-las?

ABC ~ : - -
1 ' N\ 3

Um homem encontra-se:na margem de um rio.e deseja trans-
portar um lobo, uma cabra e um repolho para -a-outra. mar-
gem. No seu barco ele s6 pode levar um destes de cada vez.
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Como deve proceder, sabendo-se que o lobo- ndo pode ficar
sozinho com a cabra e nem a cabra sozinha com o repolho?

Na tabela abaixo estio indicadas distdncias

B|C|D|E|F
A5 [ 4
B 5162
e T
D 3

entre seis c1dades Encontre 0  percurso minimo entre A e D.

N

' Néo:é téo facil achar uma manelra de garantir que todos 08 caml—
nhos foram tentados ne-exercicio acima (alids, por que.ifso seria
util?). A téenica descrlta, a seguir, emprega uma representagao
grafica muito usada. — 4rvore. :

Fixe o ponto de-partida — a. raiz da- 4rvore- (A) Fa,ga, sair deste
ponto ramos que vdo parar em outras cidades. Pela tabela, ~quem
éstd 'em B pode voltar a’AjiraD;oual ouaF, Quem esta em
C pode voltar a AouiraE. Note que voltar a A néo convém a

quem procura um percurso mlnlmo A arvore e expandlda como
segue: :

i

oo g

@]
..@'L’.
t

Note que um caminho j4.chegou a- D, ABD;.de: compnmento 14.
A arvore. segumte corresponde a0 proxnno passo G

GRpsdnuartgall o saidbmedelR sbh sEs

- 15

OSERTRNE PR L v;,\{;:n..--:

104 simbolos! 1'&¢ ‘querem dizer respectivamente fim:ida lirha
e invtil continuar por aqui (explique porque). N&o sobrou muxta
coisas

Moéral:'s: 53,;1"1'11111'10 mlmm' ABFED*dé"c6 iprifento 13 Note
qiie @4tvore niao §6 garaitite'qiie todas as pbss1bihda.des"estao sendo
testadas. cornorindica tentativas vmutels. X

RO

Lol i e
Construa,al:\l/ore; ‘ para, todos 08
T Y g i

1"(! [ V\fh

{ gota,r»-as possxbxhdades!do -.._}ogd! da velha;,fou se_]a,-, conseguir
todas as partidas. Como o nimero:délas deéveser razoavel-
9 ,ment;e grande de 56 as duas primeiras.jogadas, ROSSIVGIS E-

et
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pode marcar tanto a cruz quanto a bola, ganhando aque-
le que primeiro completar uma linha, coluna ou diagonal
com simbolos iguais (trés cruzes ou trés bolas). No jogo da
velha usual haverd empate se os dois jogadores procederem
racionalmente. Nesta nova versao, contudo, o empate nao a-
contece, se ambos jogarem bem. Voce deve, entdo, dizer qual
o jogador — o que joga em primeiro ou em segundo lugar
— que pode vencer sempre, desde que jogue bem, e também
analisar como ele vence.

Nos problemas a seguir também §é interessante listar possibili-

dades.
185.

16.

Cinco corvos estdo lado a lado e igualmente afastados sobre
uma cerca. Vocé pode descobrir em que ordem est3o a partir
das pistas abaixo? ‘ ,

a) C estd & mesma distancia de A que de B.
b) E estd entre D e A,

c) B estd ao lado de E,

d) E néo estd entre Be D.

1. Tente separar os nimeros 1, 2, 3 e 4 em duas caixas de
tal modo que dois niimeros nio estejam na mesma caixa
que o nimero natural resultante da diferenca entre eles.

2. Monte uma &rvore com as possibilidades do problema
de separar os niimeros 1, 2, 3 e 4 em duas caixas. Des-
cubra se sua solugdo para o problema do item anterior
pode ser. interpretada como sendo um caminho sobre
essa drvore e verifique quantas solugdes existem para
aquele problema.

3. Tente separar os ndmeros 1, 2, 3, 4 ¢ 5 em duas caixas
observando as mesmas condicées do primeiro item.

4. Separe os nimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6 em duas caixas
observando as mesmas condigdes do primeiro item.

17.

'

No problema seguinte, pretende-se diminuir ao méximo possivel
o nimero de possibilidades de uma certa sfcua,gao '

18.

i Bxercilios

1. Uma face de um prisma triangular regular estd exa-
tamente sobre um tridngulo desenhado numa mesa. Po-
‘de--se construir um painel de botdes tal que, associado a

. cada bot#o, exista um mecanismo que faga o prisma re-

alizar um certo movimento (determinado por vocé) que -

o recoloca sobre o tridngulo. Obviamente, cada toque
no mesmo bot&o efetua igual movimento. O painel deve
conter botdes suficientes para obter todas as posigdes do
prisma (chamemo-lo ABCDEF) sobre o tridngulo (cha-
memo-lo 123).

Explique o que faz cada botdo e como alcancar as posi-
goes:

Obtenha uma representagio grafica que torne claro o
que acontece com o prisma (seja em que posigéo estiver)
quando cada botdo é apertado,

Tente minimizar o nimero de botdes de sua solugo.

2. 0 mesmo problema para o cubo ABCDEFGH sobre urm
quadrado 1234.
Observagéo: trés botdes bastam para recolocar o cubo
em todas as posicdes possiveis; melhor que isso, dois
botGes bastam. E um sé?

3. Pense no mesmo problema para um octaedro regularA

colocado inicialmente na vertical.

\

Considere o seguinte jogo:

Vocé pede para um amigo pensar em um nimero qualquer
de 1 a 1000. O seu objetivo é descobrir qual ¢ esse ntimero.
Para isso vocé pode fazer no méximo dez perguntas do tipo:
o nimero escolhido € maior que n? O seu problema é achar
quals 40 os nUmeros n para que vocé sempre descubra )
nimero escolhido.,

e

s
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As vezes, listar todas as possibilidades de uma situagéo pode ser
tedioso — alguns atalhos sio necessérios,

19. No mapa abaixo, os nimeros indicam distdncias entre as
cidades. Ache o percurso minimo de A a L. Supondo que
vocé tenha achado a solugdo, como vocé garante que ela é
realmente o percurso minimo? Note que tentar esgotar todos
0s percursos possiveis leva a um trabalho desnecessariamente
longo — descubra atalhos.

Veja alguns atalhos possfveis no exercicio anterior:

a) Existe uma solugdo que nio passa por FH, nem por JK e
nem por [H. Explique por qué.

b) Depois que esses trés segmentos séo eliminados do mapa é
facil ver que dois outros percursos também podem ser esque-
cidos. Descubra quais séo.

¢) Repita o processo até confrontar-se com um mapa. suficien-
temente simples.

20. Repita o exercicio anterior seguindo as sugestdes dadas.

Uma outra vantagem da abordagem sistemética de um problema
é que, as vezes, é possivel descrever um procedimento (uma receita)
para resolvé-lo. Um procedimento néo sé torna mais compreensivel
a solugdo como permite, eventualmente, uma mecanizagio do pro-
cesso, se este for tedioso ou muito longo.

21. O fluxograma abaixo permite encontrar o méximo-divisor
comum de dois ndmeros inteiros positivos M e N, pelo Al-
goritmo de Euclides. Siga as instrugdes e encontre o m.d.c.

de 60 e 21.
— o substitua
dlv}daRM por N o resto é gero 7 A0 Mpor N -,
seja R o resto . . Npor R
SIM
FIM
o MDC¢éN

O que aconteceria se M fosse 21 e N, 607

A figura ao lado serd um quadrado
mégico se vocé conseguir dispor os in-
22, |} teirosdela 25 detal modo que a soma;
em qualquer linha, coluna ou diagonal,
seja sempre a mesma. :

Experimente, antes de ler o préximo item.

Siga atentamente ; 85528 instgléée;/; para obter um quadrado
méagico § x 5;: - . :

a) Coloque o 1 na primeira linha, terceira coluna.

!




20 Exercicios de Sistem4tica e Representacio

b) Caso as instrugdes o levem a sair do quadrado, imagine
quadrados mégicos situados acima, abaixo, nas diago-
nais e nos lados. Coloque entdo o nimero na mesma
posigao em que se encontraria no quadrado gémeo cor-
respondente ao caso. o

c) Continue a numeracio sempre na casa acima e 3 es-
querda da anterior.

d) Se encontrar uma casa ocupada, numere a casa abaixo
da casa do tltimo nimero. |

23. Um carcereito ir4 libertar alguns presos, de acordo com uma
lei que d4 anistia parcial. A lei diz que para [ibertar a quan-
tidade certa de presos, o carcereiro deve proceder assim:
Ele comeca passando por todas as celas, girando a chave
(abrindo as celas, portanto). : N
Em uma segunda passagem, ele gira a chave de uma cela sim
‘e outra néo, comegando pela segunda.,

Em uma terceira, ele gira a chave de trés em trés celas, co-
mecando pela terceira.

Em uma n-ésima passagem, ele gira a chave de n em n celas,
comegando pela n-ésima.

Supondo que existam trinta celas nas priséo, pergunta-se:
seréo libertados presos de que celas? Tente generalizar.

Seguir. instrugdes. ndo é dificil, se feito com cuidado e as ins-
trugbes forem bastante claras. Muito mais dificil é inventar ins-
trugdes. O tipo de raciocinio necessério s6 é conseguido com muita

pratica.

24. Um nimero primo é um ndmero inteiro positivo, diferente

 de 1, que s6 é divisivel por 1 e por si préprio. Escreva uma
série de instruges para encontrar todos os nimeros primos
entre 1 e 100. Tente simplificar sua solugéo.

Bt g1

25. No jogo de xadrez, uma dama ataca nas diregGes horizontal,
vertical e diagonais. Coloque seis damas em um tabuleiro
6x6, de modo que nenhuma dama ataque a outra.

26. Uma partigio de um ndmero inteiro positivo n é uma divisio
em pedagos inteiros e positivos (logo ndo nulos) de n. Por e-

xemplo, duas particdes de sete sdo 3+2+2e 3+3+1. NOté que
3+242+40 néo é uma particio e 2432 ¢ a mesma particio
qQue 3+2+42.0 - o T
Ache um procedimento para obter todas as pa;r{ci"gé.es' de 7.
Uma maneira interessante de abordar o pfobl'exlna 'ah'fe:‘fi;)‘r é
a seguinte: suponha que cada part'igéolesteja, arranjada com os
pedagcos em ordem decrescente. Obviamente, o maior elemento &
um numero de 1 a 7. Se, por exemplo, t1és é o maior elemento
de uma partigfio, os outros pedagos devem representar uma par-

tigdo de quatro (por qué?), Moral: o problema de particionar 7

' transformou-se no de particionar os nimeros de: 1 a 6, que;pode

parecer.mais comprido mas é mais facil. E 0. mesmo se repete com
o de particionar 6, o de particionar 5 etc. Em resumo; o. problema
todo recai em particionar 1, o que, convenhamos, ¢ trivial. -

27. Tente encontrar. um procedimento baseado. no argumento a-
cima para resolver o exercicio anterior.. ., . , - . .-

28. Um pentaminé & uma reunido de-cinco quadrados que se
encontram lado a lado, de modo que qualquer quadrado en-

contra pelo menos um dos outros. Abaixo, dois ekemplos de
pentamind.

1. Descreva algum\)@
taminds. o

Cesso para se ',o_bt?r. todos os pen-

e,




22 Exercicios de Sisteméatica e Representagio

2. Encontre todos os pentaminds, aplicando seu processo.
Importante: dois pentaminés séo iguais se puderem ser
superpostos exatamente, de algum modo; ou seja, se
formam o mesmo desenho.

O exercicio 26 € tao representativo de uma certa classe de pro-
blemas que a seguir outra solugdo é oferecida.
Suponha que os pedagos de cada partigio estio em ordem de-
crescente. O malor elemento, entdo, é um dos ndmeros abaixo:
1 2 3 4 5 6 7
O maior elemento seguinte s6 pode ser

3 4 5 6

L AANAA

1 21231231

=

LIEN

o
4=

Explique o que fol feito e termine de resolver o problema. Ob-
_serve como uma 4rvore apareceu naturalmente na representaga,o
das possibilidades.

29. Provavelmente vocé resolveu o exercicio 25 por tentativas ao
acaso. Invente um procedimento que eventualmente encontre
uma solugdo para o problema: coloque oito damas num tabu-
leiro 8x8 sem que nenhuma ataque outra. Obter uma solugao
por acaso para esse problema exige bastante sorte.

Observagdo: esse problema néo é facil.

.30. 1. Disponha os nimeros 1, 2, 3 ¢ 4 — qudtro cbpias de
cada — num quadrado 4 x 4, de modo que cada nimero
s6 apareca uma vez em cada linha, coluna ou diagonal
principal,

2. O mesmo problema para 1, 2, 3, de5 num quadrado
& x 3.

Y lEx‘:ercfé'ias"f 2%

3. Ainda o mesmo problema para i, 2,3,4,5e 6 num
quadrado 6 x 6,

31. Nimeros de 1 a 8 sdo colocados arbitrariamente nos .oito
lugares da figura abaixo. Vocé pode trocar dois numeros dg
lugar se houver algum caminho ligando seus lugares.

=)

Por meio dessas trocas permltldas 'descreva um processo que
termine levando os niimeros & sua ordem usual —1 2 3 4 5,
6 7 8, qualquer que seja a ‘ordem inicial dos numeros. !

Explique por que funciona seu processo. -

Repita o problema com as seguintes conﬁguragoes de trocas
permitidas:

Generalize em varias diregbes: que tal de 1 a 107
Que tal outras trocas permitidas 7
Tente caracterizar conjuntos de trocas permltldas para os -

quais o problema tem sempre solugao

32. Para calcular 2% a partlr de 2, obviamente sete multlphcagoesv
bastam, mas este nimero pode ser reduzido — na verdade
trés multlpllcagoes bastam. Para cada expoente (no caso, 8)
existe um nimero minimo de multiplicagdes necessarias para
calcular 2 elevado a esse expoente. Obtenha um processo"
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para calcular esse nimero minimo para qualquer expoente
n. Teste seu processo com n sendo 8, 15 e 30.

Verifique que nao é verdadeira a afirmagéo: O numero mini-
mo de multiplicagdes necessdrias cresce com o expoente,

Observacio: esse exercicio é dificil,
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Axiomatica e Modelos -

2.1 Introducéo

As primeiras aplicagBes da Matem4tica limitavam-se a resolver
alguns problemas praticos particulares.’ As primeiras afirmacdes
tedricas eram isoladas, aparentemente independentes‘ umas das
outras. Euclides, na sua obra Elementos, fez a prlmelra tentati-
va de reunir tais conhecimentos num mesmo corpo tedrico. Nesse
contexto, cada afirmaggo seria deduzida de outras formando uma
espécie de cadela. A idéia basica se mantém até hOJe — é comum,
nas teorias matematicas, escolher-se um conjunto. de aﬁrmagoes
como ponto de partida — axiomas — e obter-se ento outras afir-
magdes — teoremas — utilizando-se algumas regras estabeleci-
das; as regras de inferéncia. Analogamente, objetos da teoria séo
definidos a partir de alguns nfo definidos — conceitos ‘primitivos.

Um conjunto de axiomas'do qual nfo se deduz duas afirmagOes’

contraditérias é dito consistente. Em Mateni4tica, procura-se cons-:

truir teorias de modo que sejam consistentes, Apesar da escolha do
conjunto de axiomas de uma teoria ser arbitréria, ' desejavel:que
esse conjunto seja o menor possfvel ou seja, que os"axiomas‘ néo
sejam redundantes. Umi'axioma é independente de outros’ axiomas’
se ele; ou'a sua négacio; nic-pode ser deduzido: dagqueles, * -

Se, como vimos, os- conceitos primitivos néc- séo deﬁmdos, é
possivel atribuir-lhes significados diversos. Se uma’ atrlbulgao de
significados ¢ feita de modo’a’satisfazer-se todos os:axiomas: de’
uma teoria, o resultado 4 4 chamado um modelo deste sisterna. de
axiomas (ou dessa teorla) A T

e




26 Axiomética e Modelos
2.2 Exercicios

Usamos palavras para descrever nossas idéias por meio da lin-
guagem habitual. Sempre que uma palavra nova aparece surge a
necessidade de defini-la, isto é, explicar seu significado usando as
-palavras j4 ezistentes.

1. 1. Imagine-se inventando uma nova linguagem. Ser4 pog
sivel definir todas as palavras sé com esta linguagem?

2. Suponha que vocé quer ensinar portugués a um es-
trangeiro. Até que ponto é possivel ensinar as palavras
numa seqiéncia tal que cada palavra nova possa ser
explicada em portugués?

O exercicio acima deve té-lo convencido:
a) da impossibilidade de definir todas as palavras e

b) da utilidade de fixar algumas palavras e definir o resto a
partir delas,

A situagio na linguagem matematica é analoga. Os termos séo
definidos a partir de alguns tomados como ponto de partida — os
conceitos primitivos.

Uma coisa parecida ocorre quando vocé comega a perguntar o
porqué das coisas — malis precisamente, uma teoria apéia-se sobre
um conjunto de fatos admitidos como verdadeiros (os axiomas)
e novos resultados sdo obtidos a partir dos axiomas através de
certas regras (as regras de inferéncia), que serdo estudadas com
cuidado no préximo capitulo. As afirmagdes verdadeiras de uma,
teoria sédo chamadas teoremas. Recapitulando, uma afirmagio é
um teorema se for um axioma ou tiver sido deduzida a partir dos
axiomas pelas regras de inferéncia. ’

R 2 -

2. Explique as analogias abaixo:

conceitos primitivos axiomas
definigbes — regras de inferéncia
termos : teoremas

Euclides fez uma distingéo cuidadosa entre definir um tipo .
de figura geométrica e assumir que tais objetos existam real- -
mente. Ou seja, se definimos um termo como quadrado ou re-
tas paralelas, devemos mostrar a existéncia (por construgio,
por éxemplo) de uma figura que satisfaca aos requisitos da
defini¢éio desses termos, com base na teoria. Caso contrério,
o, termo néo se aplicard a nada. Use os axiomas 0 a 7 listados
no final do capftulo para provar a existéncia de:

e

a) um ponte sobre uma reta;

'b) um ponto fora de uma reta;

c) retas concorrentes;

d) um plano;

e) um tridngulo;

f) um ponto fora de um pla,ho;‘

g) retas reversas (isto é, retas sem ponto comum nem plano
que contenha ambas); ' S S

h) um tetraedro.

P

A partir daqueles axiomas, é possivel contruir infinitos pon-
tos diferentes? : ' -

. . . . SIS BT
Existem pelo menos dois bons motivos para construir teorias

pelo processo acima (o método axiomdtico):

19 fica bastante claro o que serd considerado como’ verdadeiro
sem termos que apelar para intuigées pessoais que freqiientemente
nos induzem a erros (se o capftulo anterior ainda no ¢ convenceu

disto, aguarde os préximos). - . o
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29 a teoria é apresentada de uma maneira extremarnente con- B a) pontos = quatro objetos”
densadd — por exemplo, para ensinar Geometria, em vez de exigir " retas - cada par de objetos
que se decore montes de teoremas, basta apresentar os axiomas da o planos - cada-trinca de objetos
Geometria, escolher alguns teoremas importantes e exercitar-se a L b) um triéngglp .

pontos ~ os vértices’
retas - os lados
plano - o tridngilo

partir deles.

4. 1. Useos axiomas 1 a 7 (listados no ﬁnal do capltulo) para

provar o seguinte teorema; , ¢) um tetraedro de arame '
Teorema'l - Por uma reta e um ponto fora dela passa pontos - os nés (os vértices)
‘um dnico plano. : _ ' ' retas - as arestas ,

2. Considere a seguinte definicio:r planos - os tridngulos das faces sem o interior
Definicdo - duas retas sio concorrentes se sua in- _ ' o d) pontos - as notas dé, ré, mi, fé, sol, 14, si
tersegdio é um ponto. © retas - cada acorde de duas notas
Prove, com os mesmos axiomas, o seguinte teorema; L planos - cada-acorde de trés notas
Teorema 2 - Por duas retas concorrentes passa um , e) um tetraedro de vidro, com interior oco
dnico plano. - pontos - os- de sua superficie

3. Represente graficamente o modo como os axiomas, teo- ‘ retas - os segmentos contidos ém sua superﬁme
remas e a definicdo acima dependem uns dos cutros. planos - as faces

f) plano - a esfera oca
J& que os conceitos primitivos nio sio definidos, podemos dar a : pontos - os da esfera

retas - os circulos maximos _

g) plano - disco sem circunferéncia _
pontos - os do interior .
retas - as cordas sem suas extremldades

h) a geometria euclidiana
ponto, reta e plano,com os significados usuais

eles a interpretagio que quisermos. Isto 6 é, para aplicar uma teoria a
uma certa situagéo, basta interpretar adequadamente os conceitos
primitivos & luz da situagéo e ver se os axiomas sio satisfeitos —
se isso ocorre, temos um modelo para a teoria. A mesma teoria,
entéo, pode ser empregada em diversas situacdes.

T e,

ety

5. Definicéo — duas retas sdo paralelas se estdo contidas num !
mesmo plano e nao tém ponto comum. l
Axioma 8 - A paralela a uma reta por um ponto exterlor
¢ unica.

6. Explique porque adicionar mais axiomas a um swtema de
axiomas ird, em geral, aumen’uar o conjunto de teoremas.e
diminuir o de inodelos.

7. Se o munda real é um modelo para a geometrla euchdlana,
entdo todos os ax1omas e teoremas de Euclides (em, particu-
lar, os axiomas 0 a 8 e os teoremas 1 e 2) devem ser ver-
dadelros e aplicdveis a problemas préticos. Voce acha que

Considere o conjunto de axiomas 0 a 8. Decida para que sub-
conjunto de axiomas deste sisterna a atribuicio de significa-
dos abaixo resulta num modelo. Descubra, também, em que
casos o0 Teorema 1 se verifica.
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isso se da? Verifique particularmente se o teorema ‘A soma
dos angulos internos de um tringulo é igual a dois angulos
retos’ é verdadeiro para tridngulos na superficie da Terra,

Encontre modelos para o seguinte sistema de axiomas rela-
tivo a duas classes A e B de objetos:

a) Quaisquer dois membros de A estdo contidos em um
unice elemento de B,

b) Nenhum membro de A estd contido em mais de dois
membros de B,

¢) Os membros de A néo estio todos contidos em um tdnico
membro de B.

d) Quaisquer dois membros de'B contém apenas um mem-
bro de A em comum.

e) Nenhum membro de B contém mais que dois membros
de A.

1. Encontre um modelo para o conjunto de axiomas con-
tendo os axicmas 0 a 7, mais o axioma abaixo;
Axioma 8’ - a paralela a uma reta por um ponto ex-
terior ndo é unica (a definigdo de retas paralelas é a do
exercicio 5).

2. O mesmo que no item anterior, trocando o axioma &’
por ‘
Axioma 8” - a paralela por um ponto exterior nio
existe.

10. Encontre vérios modelos para o conjunto de axiomas des-

crito a seguir. Seja C um conjunto e ‘.’ uma operagio neste
conjunto (considere como conceitos prlmltlvos o conjunto C
e a operagdo ‘') com as seguintes propriedades;

i. A operagdo de quaisquer dois elementos de C (por exem-
plo, a e b) resulta em um elemento de C (isto é, a.b pertence

11

MG

a C)

. Existe um elemento e de C tal que, para todo o em C
temosea—ac—a.
iii. Para todo elemento ¢ de C, existe um elemento b de C
tal que a.b = b.a = ¢, onde ¢ tem a propnedade descrita no
axioma anterior. ‘
iv. O resultado da operagio de trés elementos em fila inde-
pende da ordem em que as operacbes sio efetuadas. Mais
precisamente, para quaisquer trés elementos a, b e'c de C,
temos (a.0).c = a.(b.c). ,

Repita o problema acrescentando o axioma abaixo:
v. Para quaisquer dois elementos a e b de C, a.b = b.q.

Tente obter um modelo que ndo sabisfaga 0 axioma v,

Num pentaming (ver exer0101o 28 do capitulo 1) considere a
seguinte interpretagio: -

plano — cada quadrado

reta -— cada aresta comum a dois quadrados

ponto — cada vértice onde retas se encontram

reta conter ponto — aresta (que seja reta) conter vértice
(que seja ponto)

plano conter ponto — quadrado conter Vertlce (que seja pon-
to)

plano conter reta — quadrado conter aresta {que seja reta,).

™ g :
O pentaminé ao lado,por exemplo, con-

[ ] | tém 5 planos, 4 retas e 2 pontos.

Escreva um conjunto minimal de axiomas (isto é, um conjun-
to de axiomas tal que nenhum deles pode ser retirado) para
08 quais o pentamind acima seja um modelo e, também, o
tinico pentaminé modelo.
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Esta é a lista de axiomas usada nos exercicios:

Axioma 0 : Existe pelo menos uma reta. :

Axioma 1 : Numa reta existem pelo menos dois pontos.

Axioma 2 : Dada uma reta, existe um ponto fora dela. .

Axioma 3 : Por dois pontos passa uma tnica reta.

Axioma 4 : Num plano, existem pelo menos. trés pontos nio
colineares, :

Axloma 5 : Por trés pontos néo colineares passa um tnico plano,

Axioma 6 : A reta que passa por dois pontos de um plano estd
contida nesse plano. V

Axioma 7 : Dado um plano, existe um ponto fora dele

Vocé saberia definir pontos colineares usando as palavras
ponto e reta, e a relagdo pertencer a? Tente reescrever os a-
xiomas 5 e 6, trocando passar por por expressdes envolvendo
pertencer a, o
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Raciocinio Dedutivo

3.1 Proposigdes Verdadeiras e Falsas

Vimos que axlomas sfo afirmacbes cuja veracidade é assummida.
O corpo de uma teoria matemdtica contém, além de um deter-
minado nimero de axiomas, supostos verdadeiros, outras propo:
sigdes formadas com ‘os ‘termos da teoria (conceitos primitivos
ou deﬁmdos) e com o uso de simbolos loglcos. Exemplos dessas

'proposicdes sgo:

L 141=2,

"2, Em todo o trlangulo a5 alturas se encontram em um mesmo
‘ 'ponto. : :

3.- Existemn infinitos nimeros primos.

4. Qualquer mapa pode ser colorido usando-se apenas quatro
cores sem que paises vizinhos sejam representados com a
mesma Cor. ‘

’

5. Todo ndmero inteiro positivo pode ser escmto como a soma
-dos quadrados. de quatro inteiros. ; :

T8, Toda fungio- cont{nua em um intervalo tem’ derlva,da, en to—
" dos os pontos deste intervalo. ‘ »

o

7. [ ca=1

. 8. A soma dos dngulos infernos de um tridngulo é 180°.

e
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9. Qualquer ndmero par é a soma de dois niimeros primos.
s Exercicio 1 - Enuncie proposicdes

E trabalho da matematica estabelecer a veracidade ou falsidade
das proposi¢bes. Vocé provavelmente julgard como verdadeiras al-
gumas das proposi¢des acima, por exemplo 1, 2 e talvez 3. Em
todos estes casos vocé estard querendo dizer o seguinte: se os con-
ceitos envolvidos forem interpretados do modo usual — por exem-
plo o conceito de triangulo, altura, nimero primo, 1, +, 2 — e se
forem apresentados axiomas que justifiquem as operag@es usuais da
aritmética e da geometria, entdo poderemos provar as proposicdes
acima que julgarmos verdadeiras. Entéo:

Uma proposicdo serd verdadeira se conseguirmos provd-la a
partir de um conjunto de aziomas.

Note que o conceito de verdade depende do conjunto de axi-
omas com que trabalhamos. A proposigio 8, por exemplo, serd
verdadeira se adotarmos o conjunto de axiomas da geometria néo-
euclidiana. Se vocé no estipula com que conjunto de axiomas vocé
trabalha n8o poderd dizer quanto vale a soma dos angulos internos
de um tridngulo.

A negagdo de uma proposi¢do é uma outra proposigdo, ver-
dadeira exatamente quando a primeira ndo o for. Baseado nisso
podemos enunciar:

Uma proposigdo € falsa quando sua negagdo for verdadeira.

Isto parece ébvio, mas vocé pode ter dificuldades. Para tirar
dividas, experimente negar as proposigdes acima, de 1 a 9, para
ter certeza de que entendeu os conceitos. Voltaremos adiante &
negagao de proposigdes.

Note que ndo acontece que uma proposicido é necessariamente
ou verdadeira ou falsa. Considere, por exemplo, a proposicio:

Proposig8es - Verdadeirag-e.Falsas 35
z+2=3 .

Na interpretagdo usual dos inteiros esta prop031gao no é ver-
dadeira nem falsa. Obviamente isto acontece por causa da ocor-
réncia da varidvel livre z na proposigio; este ndo e, entretanto,
o tnico caso. Muito mais interessante e a construgao de .uma
proposicdo sem varidveis livres, usando os termos da aritmética
usual, que nio é nem verdadelra nem falsa, relatwa,mente aos
axiomas aritméticos [1]. Ndo daremos este exemplo aqui porque
pareceria artificial: na verdade é uma proposigéo. construlda, com
o Unico propdsito de ndo ser verdadeira nem falsa.

Quanto aos exemplos dados, .pelas axiométicas usuais da Ge-
ometrla, da Aritmética e do Cdlculo, podemos dizer que 1, 2,38
sdo verdadeiras, 8 serd verdadeira na Geometria Euchchana A
histéria de 4 & longa: durante mais de um século os' matematicos
mails famosos lutaram para estabelecer a sua veracidade ou a sua
falsidade (aqui teremos que definir termos como mapa, fronteira,
cor etc, estas definigbes sdo as usuais, depuradas-em linguagem
matemética)' em 1976 foi constatada sua veracidade, depois de
um grande esforgo de computacio. A 5 é verdadeira, é ‘chamada
de teorema de Lagrange. As proposicdes 6 e 7 vocé podera nao
entender ainda: os termos serdo definidos em Célculo I, 26 éfal-
sa, a 7 é verdadeira. A proposigio 9 é um mistério, é chamada de

- Conjetura de Goldbach e ndo se sabe ainda sobre sua verac1dade

ou falsidade.

A definigio de proposigio verdadeira requer qué se_.dem'onstré,
a partir de um conjunto fixo de axiomas, a proposicso. A demons-
tragdo &, portanto, o critério de verdade em matematxca merece
ser olhada com algum detalhe.

Uma demonstragio que justifique uma proposigio p é uma.se-
qiéncia de proposigées, cada uma das quais podemos garantir a,
veracidade por algum motivo: ou pelo .recurso de um axioma, u-
ma. defini¢do ou proposigio Ja demonstrada, ou pela. 1mphcagao
direta de uma proposido que j4 tenha aparecido anteriormente na,
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demonstragio, ou, ainda, como hipdtese explicitamente menciona-

da na formulacdo da proposigao p.

Demonstrar uma proposicao é, portanto, construir uma cadeia
de passos légicos tal que em cada ponto podemos justificar facil-
mente a corregdo do raciocinio. Daremos um exemplo a seguir.

Suponhamos construido um sistema de axiomas que descreva
as operagdes usuals da aritmética elementar dos ntmeros inteiros;
usaremos a definigdo de divisor: ‘

Um nidmero p € divisor de um nimero q se existir um nimero
r tal que g = pr.

Demonstraremos a proposicéo:

Se p € divisor de q € q € divisor de r entdo p € divisor der,

Demonstracéo:
1. p € divisor de ¢  (hipdtese);
2. q=ps (definigio de dwzsor),
3. ¢ € divisor de r (hipdtese);
=gt (definigio de dwzsor),
5. r = (ps)t (implicagdo dos passos £ e 4);
6. r = p(st) (azioma de associatividade);
7p (definigio de divisor);

A afirmagéo 7 € a que queriamos demonstrar,

3.2 Simbolos Légicos o -

A notagdo logica é a taquigrafia da matemdtica, vale a pena
ser aprendida. Esta notagdo representa cada proposigdo por uma
letra, em geral, p,q,r,.... Proposi¢bes que falam essencialmente a
mesma coisa, embora eventualmente de formas bem diversas, sio
caracterizadas pelo simbolo de equivaléncia <=>. Assim,

Sl AT

i Sfrabolos Légiess 87
pe==gq

quer dizer que as proposigSes p e g lhe fornecem.a mesma in-
formagéo, ou seja, a veracidade de uma pode ser demonstrad; a
partir da outra, O simbolo <= tem uma funcgdo na notagao loglca
semelhante & do sfmbolo de igualdade = da dlgebra comum. Pode—
mos, entdo, formar uma outra &lgebra com as propomgoesJ usando
regras proprias — diferentes das regras da algebra comum, e es-
ta dlgebra das proposigdes é chamada frequentemente de Algebra
Booleana.

v [ . T sy

, L. . i . PR B LA
Os simbolos légicos que entram na Algeb‘ra Booleana sio:

[ O R LI

0 sfmbolo <= ji f01 1nterpretado 0 sunbolo ===> dlto de 1mph—
cagdo, emprega-se como na, formula

p==>q, i . "ot ";':.::i«'-\.j
e é a notagdo usada para afirmar ‘que a atribuicdd da’verdade
para p acarreta a atribuigio de verdade para q. Os simbolos"A e

V sdo formas abreviadas das conjungoes eeou, respectwamente.
0 slmbolo ™ emprega-se como '

para representar a negagio da proposigéo p.
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3.3 Algebra Booleana e Diagramas de Euler

Como na 4lgebra comum), devemos estabelecer regras que deter-
minem o uso correto dos simbolos 16gicos. Estas regras poderio
parecer artificiais a vocé, como talvez um dia também as regras
. da dlgebra comum. Com o uso, no entanto, vocé ir4 se convencer,
como na algebra comum, de que estas regras sio as mais naturais
e necessarias.

Na verdade estas regras nada tém de arbitrério: gostarfamos, por
exemplo, que o uso correto dos simbolos A e V se aproximassem
do uso das conjungdes e e ou numa frase comum. ‘

E exatamente isso que se da. A negagdo, tal como foi definida
anteriormente, é regulada pelo simbolo -, da maneira esperada.
As regras do célculo booleano ficam muito claras se usarmos os
chamados diagramas de Euler.

Os diagramas de Euler tornam geométricas as regras légicas.
Suponhamos, por exemplo, que tenha sido dada uma proposicio

p = choverd amanhd,

que ndo sabemos se ¢ verdadeira ou falsa. Representemos cada
ocorréncia possivel por um ponto no plano, de maneira que as
situagdes de verdade na proposigio sejam representadas por pontos
interiores a uma figura e as situacGes de falsidade, por pontos
exteriores., A figura é dita entéo o diagrama de Euler da proposi¢éo

'Aqui existe uma dificuldade; a conjuncéo ou é empregada na linguagem comum
em dois sentidos diferentes, ilustrados pelos exemplos a seguir, Quando digo: "Vou &
prala ou ao cinema”, estou implicitamente excluindo a possibilidade de fazger as duas
coisas. Entretanto, se alguém afirma: “Amanha chovers ou ventard”, e se ocorrerem
as duas coisas, a previsio estard certa. Este dltimo sentido do ou, que admite a
possibilidade de todas as alternativas, é o que nos interessa.

i

AR g6k

Algebra Booleand ¢ ‘Di’afété:m#s ¢

+ C . ‘ ’ ' - \.
Pontos A e B - choverd amanha.

+D Pontos C e D — ndo choverd amanhi.

%
A regidio no interior da figura representa situagdes de verdade

da proposi¢io p; vocé poderia colorir a regidio que represente as

situagdes de verdade para ~p, a negagdo da proposicio p?

Seja dada uma outra proposigio:
¢ = choverd depois de amanhd .
Podemos representar no diagrama todas as possibilidades de com-
binagéo entre p e ¢: :

A Ponto A - néo chovers nem amanha nem depois
" : : a :

Ponto B - ' o
@ Ponto C - (complete)

Ponto D -

p +

Vocé saberia colorir a regiio que representa sitﬁagﬁes de verdade
da proposicio p A q7 E da proposigéio p V ¢7 '

* Exercicio 2 - Considere as proposicdes:
p = n € nimero par
g = m € ndmero primo.

Desenhe o diagrama de Euler. No diagrama marque pontos
que possam representar as seguintes situacdes:
A—-n=5m=3 '- -
B-n=2 m=2
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C—n=4,m=4
D—n=3 m=8.

Indique no diagrama as regides que representam situaces de
verdade para pA ¢ = n € par e m € primo e para pV ¢ =n
€ par ou m € primo.

¢ Exercicio 3 - Mostre, usando diagramas de Euler, que’
a) Se —p V ~q entdo ~(p'A g), e reciprocamente.
b) Se —p. A =q entdo -(p V g¢), e reciprocamente.
Exemplo - Procure resolver a equaco:

2:2:3.
x .

o

Se vocé achou um valor de # que supde satisfazer a equagio
acima, procure confirmar a resposta substituindo o valor nos.dois
lados da equagdo. Vocé tem uma identidade valida?

Faca o mesmo para o '

Vzitd=2z-2
O que acontece?

Resolver uma equagio algébrica em z & efetuar uma série de
simplificagdes até cair em uma expressdo do tipo z = ... . No
primeiro caso, por exemplo, vai se substituindo

2 .
o= 2.z, (para se escrever isso tem que se supor z # 0)
pelas expressdes na seqiiéncia

= 2 = 2z%.

E=2- 227 =0

= 2(1-2%)=0

= 1-2=0
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= (I-z)(t+z)=0
= r=1 V z=-1,

Cada uma das substitui¢des acima é valida pelo fato de que uma
das proposigdes é verdade quando e somente quando a anterior o
for. Esta condiggo é expressa pelo stmbolo <= 3 esquerda de cada
expressio.

Procurando realizar este processo na. segunda equagdo, encon-
tramos logo uma dificuldade: ndo temos

Vm2+4=w—2<:=>x2+4=(x—2)2.

Com efeito, se 2 satisfaz o lado esquerdo, entdo. o lado direito
serd, verdade para este valor de z (isto porque o lado direito é
a equagio do lado esquerdo elevada ao quadrado). Esta situagéo
representa-se por - K

Veltd=g—2= 2"+ 4= (s -2)%
Existe, contudo, pelo menos um valor de z, (z = 0), que satisfaz
o lado direito sem satisfazer o lado esquerdo, e nio temos

Vel+d=z-2+= 2?4 4(z - 2)?

(O que ocorre é que, quando voca eleva ao quadrado, vocé admite
solucbes de uma outra equagio:

L ’—___——m2+‘4’=.2—-;1';,.

que, elevado ao quadrado, lhe d4 a mesma relagéo que a anterior;
z = 0 € solugdo dessa segunda equagso, sem o ser da primeira).

Este exemplo ilustra a importancia de distinguir, em um raci-
ocinio, a situagio p & ¢ da situagio p = ¢. No primeiro caso
as proposigdes p e g sio verdadeiras. ou falsas simultaneamente,
enquanto que no segundo a proposigéo g pode ser verdade sem que

i

|

i

[
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p o seja. Este fato tem uma representagdo por meio de diagramas
de Euler: se soubermos que p => ¢ é verdadeira, entio os diagramas
de Euler de p e ¢ apresentam-se da seguinte maneira:

indicando que todo ponto que representa uma situagio de verdade
.para p representa, também, uma situagdo de verdade para q,

Vocé saberia dizer como ficam os diagramas de Euler de p e ¢,
no caso de p <> ¢ ser verdade?

e Exercicio 4

. 1. Desenhe o dlagrama de Euler que represente a segumte
proposic¢io:

Todos os pelicanos comem peize,

Se o diagrama de Euler que vocé desenhou represen-
ta uma proposigdo verdadeira, quais das afirmagdes do
tipo se ... entdo listadas a seguir serdo verdadeiras?
a) Se uma ave é um pelicano, entdo ela come peixe.
b) Se uma criatura come peixe, entfo é um pelicano.
i* - ¢) Se uma ave ndo é um pelicano, entéo ela nio come
peixe.
d) Se uma criatura ndo come peixe, entdo ela nio é
um pelicano,
:2. Quais das seguintes proposicdes o seguinte diagrama,
representa’

b e. Se b entdo ndo a.
f. Se ndo a entdo ndo b.
g. Se g, entao b.
h. Se ndo b, entdo ndo a.
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Quantas afirmagdes do tipo se ... entao sdo represen—
tadas pelo diagrama de Euler tipico?

» Exercicio 5 ~ Pela observagio dos diagramas de Euler nos
casos envolvidos, verifique as segulntes regra,s da Algebra
Booleana:

a) Se temos que p = ¢ é verdadeira, entao —g = —p tam-

bém é verdadeira.

b) Se temos que p = ¢ é verdadeira, entéo —pV q também
é verdadeira., _

c) Se temos que p = g e g = t sdo vgrdadeiras, entéo .
p =>t também é verdadeira.

Dada uma proposigio do tipo p = ¢, a proposicio ¢ = p é
. chamada de reciproca e a proposigdo —¢ = —p, de contra-

positiva da proposi¢ido dada. Por causa disso, a regra h do
exercicio 4 é chamada de regra da contrapositiva.

s Exercicio 6 — D& dois exemplos de proposi¢des. verdadeiras
(em interpretacdes usuais) tais que, respectivamente,
a) a reciproca seja verdadeira;
b) a reciproca seja falsa.

o Exercicio 7 - Escreva a reciproca e a contrapos1txva de cada
uma das afirmagdes abaixo:

a) Se a lua est4 cheia, 0s vampiros saem de casa & noite.
b) Se vocé tem mais de noventa anos a Aca,derhia Chop
Chop lhe d3 ligdes de Karate gratis.

¢) Se uma girafa tem dor de garganta entdo ela nao fa,z
nenhum tipo de gargarejo.

Dada a frase a seguir, reconhega as afirmagdes seguintes co-
mo reciproca, contrapomtlva, a frase orlgmal ou nenhuma
delas: :
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Madame cangury ndo precisa de bolsa,

d) Se um canguru néo é madame ele precisa de bolsa.
e) Se alguém precisa de bolsa ndo é madame canguru.

f) Um canguru ndo precisa de bolsa se for madame.
O mesmo exercicio para:
Todos os esquimds gostam de torta.

g) Se alguém gosta de torta entdo é um esquim.
h) Se alguém ndo for esquimé entdo gosta de torta.

i) Alguém que ndo goste de torta néo é esquimo.

» Exercicio 8 - Em cada um dos raciocinios abaixo verifique
se a terceira afirmagio é consequéncia das duas primeiras.
Se néo for explique o erro cometido.

a) Se vocé vé manchas na sua frente entéo vocé estd o-
lhando um leopardo.
Vocé esté olhando um leopardo.
Logo, Voce vé manchas na sua frente.

b) Se vocé esqueceu seu ldpis pode pegar emprestado um
dos meus.
Vocé esqueceu seu lépis.
Logo, pode pegar emprestado um dos meus.

c) Se vocé escova seus dentes com Shampoo Divina Dama
vocé nio entendeu o comercial,
Vocé entendeu o comercial.
Logo, vocé nio escova os dentes com Shampoo Divina
Damia.

d) Todos os cupins sdo atraidos pela chama. .

Este inseto ndo é cupim.
Logo, este inseto ndo é atra{do pela chama.

ki
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e) Os estudantes dormem se a aula é monotona.
A aula ndo é monétona.
Logo, os estudantes ndo dormem.

Em cada um dos itens a seguir duas'dﬁrma,goes s8o dadas
e aceitas como verdadeiras. Deduza uma tercelra afirmagso
delas, se possivel.

f) Nenhum disco voador voa a uma ve1001dade malor ‘que
a da luz. :

O objeto acima nio é um disco voador.'

'g) Cameras Polarmd revelam, elas mesmas, suas fotogra-
fias.

Esta cdmera ndo é uma Polar01d

h) Se houver uma mosca em sua sopa voce deve tomar
devagar cada colherada. :

‘Vocé pode tomar ra,pldo cada colherada.

) Exercxcxo 9 - Em cada um dos raciocinios abalxo decida
. pela sua validade ou ndo validade. Se achar. necesmdade,_
passe as afirmacdes para a forma se ... entdo,

) Pedras que rolam n#o criam hmo. ‘
Se as pedras ndo criam limo entdo elas sdo hsas.
Logo, se as pedras rolam, elas séo’lisas. -

b). Se vocé andar debaixo de um coqueiro, provavelmente
terd sua cabega rachada,
Quem vai & Bahia anda debaixo de coquelros.

Logo, se vocé vai & Bahia terd sua ‘cabega rachada, pro-
vavelmente,

¢) Os filmes de José Mopca Marins tém muito suspense.
Eo Vento ‘Levou... tem muito suspense. -
Logo, José Mojica Marins dirigiu F o Vento Levou....

gl
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d) Se vocé 1& O Globo entéo voch gosta de gatos. Fez'tfceiras sdro queima'das, assim como m(lzdeim. Basta ver-
Se vocé cria ratos, entdo nao gosta (Aie gatos. , entfzo que A € de madeira. Para 1550 ndo adianta tentar cons-
Logo, se vocé cria ratos entdo néo 18 O Globo. _ truir wma ponte com A porque ems?em pontes de pcdm./E'

melhor ver se A flutua, como a madeira. Como patos também
flutuam, basta ver se A pesa o mesmo que um pato. Se isso

acontecer, A € feiticeira. E

srnaen -

e) Picadinho é melhor do que nada.
Nada é melhor do que rosbife. ' ' '
Logo, picadinho é melhor do que rosbife. (Cuidado!) ‘

Descubra todos os erros nesta cadeia de argumentos, se é que

¢ Exercicio 10 1 existe algum. ‘
1. Compare as seguintes afirmagdes: - ¢ Exercicio 13 - Segue-se uma demonstracio de um fato geo-
. Lot . : .
Se é o sew aniversdrio, entdo vocé ganha presentes. metrico. Vocé deve analisar cuidadosamente esta demons-

‘tragéo, verificar a cada Passo a corregdo (ou incorregdo) do
argumento, confrontar as hipéteses com as quais vocd tra~
balha e tentar estabelecer, se possivel, generalizacdes deste
fato. Tentaremos provar a seguinte afirmagéio: -

56 se ¢ o seu aniversdrio € que vocé ganha pre-
sentes. ‘
As duas afirmagdes dizem a mesma coisa? Confira sua
resposta com os diagramas de Euler. | . ‘ ' | ..
As bissetrizes dos dngulos internos de um tridngulo i-

i rmagao:
2. Considere a afirmag sdsceles encontram-se em um sé ponto.

Se um tridngulo € equildtero entdo todos seus lados sdo

s

iguais. ' , . ode Os pontos da bissetriz de um angulo AOB séo caracteriza-
Discuta a veracidade da reciproca., O que \;oce p dos pela propriedade de se distanciarem igualmente tanto do -
concluir sobre proposigbes que sdo definigdes! segmento OA quanto do segmento OB. Temos trés angulos
3. Ache a reciproca e & contrapositiva para a aﬁrrflagaoz , em um tr?éngu'lo isdsceles; cat}a um com uma bissetriz, logo
se uma proposigdo ¢ definicdo, entdo sua reciproca € séo tresAblss"etrlz(?s. A afirmag8o que provaremos garante que
verdadeira. ‘ estas trés bissetrizes encontram-se em um mesmo ponto.

Seja o tridngulo isdsceles ABC;

: i 50, isto é, ache
» Exercicio 11 — Resolva a seguinte equagao, 1st0 &, chamemas de O (como na figura),

todos os z que a satisfagam: o ponto de encontro das bissetrizes’
VETl=z—1. ' dos dngulos A e B, ¢ tracemos,

a partir de O, perpendiculares aos
trés lados do tridngulo, como na
figura ao lado, ™ o ; S ’
Como AO ¢ bissetriz do dngulo BAC temos OD = OE; ¢o-
mo OB ¢ bissetriz do dngulo ABC temos OF = OF; juntan-
do as duas relagées temos OD = OF = OF, e isto significa

o Exercicio 12 - O raciocinio abaixo foi extraido de um filme
do grupo Monty Python?, onde hd um Julgarr.le'ntc? em praga
ptblica para se decidir se uma mulher A é feiticeira ou nao.

2 Monty Python em Busca do Cdlice Sagrizdo‘
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que a distdncia do ponto O ao lado AC (que € ezatamente
OD) ¢ igual & distdncia do ponto O ao lado BC (que é OF);
mas isto € uma propriedade exclusiva dos pontos da bissetriz
do dngulo AC'B e entdo o ponto O ¢ um ponto desta bis-
setriz; mas O jd era ponto tanto da bissetriz do dngulo C AB
quanto da bissetriz do dngulo ABC e logo o ponto O estd
nas trés bissetrizes do tridngulo; assim, as trés bissetrizes
encontram-se em um so ponto, como queriamos demonstrar.

Suponhamos que a seguinte proposicio é dada:
= Um tridngulo ABC isdsceles tem trés dngulos iguais.

€ queremos estudar sua veracidade ou falsidade (como sempre,
dentro de uma axiomatizagio razodvel da geometria euclidiana).
Notemos que a proposicio p tem a forma p = ¢ = rem que

¢ = O tridngulo ABC € isdsceles,
= O tridngulo ABC tem trés dngulos iguais

Se a proposigao p for verdadeira, teremos o seguinte diagrama

de Euler;

Ent&o vocé decide testar a proposigio com um tridngulo isésce-
les, por exemplo, o tridngulo ABC em que

AB=BC=CA=1 centimetro.

A proposicio ¢ satisfeita para este tridngulo. Seria precipita-
do vocé supor que a proposigio é verdadeira: com efeito, se vocé
experimentar o tridngulo isésceles A’B’C’ em que

A'B'=B'C'= 2 centimetros e

€ a proposigio - : Y
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C'A'= 1 centimetro
vocé ndo terd trés dngulos iguais, e a proposicio p ndo é satisfeita.
Note que um exemplo positivo néo assegurou a veracidade da sua
proposigdo, enquanto que um exemplo negativo — um contra-
exemplo — foi o suficiente para garantir sua falsidade. Este fato
é geral, e merece ser enfatizado.

Querendo mostrar que uma proposigdo do tipo q.= r € falsa
basta apresentar um contra-ezemplo; querendo mostrar que uma
tal proposi¢do € verdadeira, contudo, ndo € suficiente um stmpleés
ezemplo.

3.4 Sfmbolos Quantificadores

Com os 51mbolos légicos jé empregados é facﬂ deduz1r das pre-
mlssas
Ezistem brasileiros que sdo ricos. e
Todos .0s homens ricos viajam. muito. . . o

a conclusfo: o o
Ezistem brasileiros que ijam muito.
N&o podemos contudo concluir
Todos o0s brasileiros viajam mutto.

Prec1samos desenvolver mstrumentos que nos posmblhtem quan-
tificar de alguma manéira a agdo das proposigdes. Para, suprir es-
ta deficiéncia introduziremos nesta secéo os chamados simbolos
quantlﬁcadores o prlmelro dos quals dito quantlﬁcador umversal
é denotado por V.

O sfmbolo quantificador V é usado como em V:z: para traduzir
para todo o %, Assim, i _ f

(Vm' € R) ';c-?‘z 0

e
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Todo nidmero real & tem quadrado ndo negativo.

Da mesma forma,

(VneN)n>0
é a traducio de

Todo nimero natural n € maior do que zero,
e assim por diante.

» Exercicio 14 - Suponha dada uma axiomatizacio usual
dos ndmeros inteiros, Z. Teste a veracidade das afirmagdes
a seguir:

a) (Yn € Z) 2n + 1 é impar.
b) (Vn € Z) n é produto de fmpares.
¢) (Yn € Z) (n primo) n é {mpar.

Suponha que vocé queira negar uma proposi¢io que envolva o
simbolo quantificador V. Tome a proposicdo 3 do exercicio 14 como
exemplo e chamemos esta proposi¢éo de p. Qual é a proposigéo —p?
Observe que, de acordo com a definigdo de negacio, p é verdadeira
exatamente quando —p for falsa.

Tomemos a proposigio

g = (Vn € Z)(n primo) n ndo é impar.

'

Serd ¢ um bom candidatd para —p? O contra-exemplo n = 2
mostra que p ¢é falsa, enquanto qiie n = 3 mostra que g também é
falsa. Ora, p € —p nunca sdo simultaneamente falsas (nem simul-
taneamente verdadeiras), e ndo temos que —p = ¢. Um raciocinio
mostra que —p é a proposigdo

Eziste um nidmero primo par.

Para poder escrever simbolicamente esta equacgdo introduzimos
outro simbolo quantificador, 3 » usado em Jz, querendo significar
eziste um z tal que. Por exemplo

= (3n € Z)(n primo) n é par.

Stmbolos Quantificadores . 5,

» Exercicio 15 - Suponha dada uma axiomatizacdo usual dos
nimeros inteiros, Z. Teste a veracidade das seguintes propo-
sigGes:

a) (Ime€Z)(VneZ)n+m=n.
b) (AmeZ)(VneZ)n+m=m,
c) (ImeZ)(VneZ)mm=n.
d) 3meZ)(IneZ)mm=n.
e) (YmeZ)(AneZ)nn=m.
f) (3m e Z) (Vne Z) n.h # m.

Se vocé fez corretamente o exercicio amma, podera Verlﬁcar que
de alguma maneira as proposigdes e e f sio mutuamente exclu-
sivas, no sentido em ‘que as duas néo poderiam ser verdadeiras
simultaneamente, Procure convencer-se disso e dep01s estude tam-
bém os pares seguintes:

(3 tridngulo ABC) ABC tem trés lados iguais

(¥ tridngulo ABC) ABC ndo tem trés lados iguass

(FneZ)(VmeZ)ym<n
(VneZ)(B3meZ)m>n

Um exame atento mostrard que se tratam de pares exclusivos.
Na verdade, em cada par temos uma proposigdo e sua negagdo.
Isto nos induz a concluir que a negagio de uma proposu;ao que
envolva quantificadores se obtém trocando cada.ocorréncia de V
por 3, ou vice-versa, e depois negando-se o que vem.a seguir na
proposigdo. Vocé deve se convencer, construindo exemplos, de que
este método é fundado.

¢ Exercicio 16 — Um niimero natural, dlferente de 1 é primo
se for divisivel apenas por si préprio e pela umdade — por.
exemplo, 3, 5 etc. Todo ndmero natural, maior que 1, tem
uma decomp051gao em fatores primos e esta, decomposicio é
dnica se ndo levarmos em.conta a ordem em que 0s fatores

/
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aparecem. Um ntmero é dito livre de quadrado se nenhum - » Exercicio 18 ~ Considere os. quadrildteros definidos abaixo..
parece

dos fatores primos de sua decomposigdo aparece repetido;

= 0=2x3x5. .
por exemplo: 15 =3 x5, 3 . . oo Trapézio: quadrildtero tendo exatamente. dois.. lados
Verifique a veracidade das afirmagdes seguintes: paralelos,

Tvapezmde quadrllatero sem lados paralelos. _' '

L e U I-EJ;,;_.VM,

a) Todo primo é livre de quadrado. . ‘ “Trapézio isésceles: trapézio com d01s lados opOStos

b) Todo livre de quadrado é primo. congruentes (e ndo paralelos),” -~ = ¢ i o

¢) Nenhum quadrado ¢ livre de quadrado. Trapézio retingulo: trapézio com dngulo reto.

Paralelogramo: quadrilédtero com dois pares de lados
paralelos. ‘

d) Todo livre de quadrado é quadrado.

Procure desenhar um dnico diagrama f’le Euler que mostre . - Retangulo: paralelogra,mo com fnglo reto,
todas as possibilidades a respeito de numeros primos, qua-
drados e livre de quadrados.

Losango: paralelogramo com todos os lados congru-

entes. . S T L

! s . ~ v . niﬁ" ‘ , y E -;'. N .

¢ Exercicio 17 ~ Decida se as duas aﬁrmago?s abaixo sig , Quadrado retangulo . losango. s
cam a mesma coisa e justifique sua concluséo. : C G i e

Represente num dlagrama de Euler como se relacmnam 0s
a) Existe um antidoto que anula todo veneno.. o © - quadrildteros.acima. : ¥

Vil

b) Para todo veneno existe um antidoto que o anula. " Sugestio: Para cada dois conjuntos A eB, desenhe o8 01rculos
que os representam assim: - T

A negagfio de uma proposigio é a proposigdo que € verdadeira

exatamente quando.a proposigao dada for falsa. Negue as " ' se todo elemento de A ¢ elemento de B: circulo de A
seguintes afirmacdes: T ‘ : interior ao cfrculo de B;
¢) Todo policial é desonesto e safado. ' . se algum mas nem todo 'elerr'lento de A é elemento de

d) Existe uma menina em Jaguanim que gosta muito de : A B: circulos de A e B se cortam; : e

Miles Davis e Milton Nascimento. i se nenhum elemento de A é elemento de B: cfrculos de

e) Todo homem chora de tristeza ou raiva. A e B nio tém 1ntersega,o..

f) Todo brasileiro é rico, feliz e vive no Rio.

3 5 Demonstragao por Absurdo

: A : 2 ’
g) Eu estou jogando ténis ou o nimero 10 & um numero

BN ’ ;
‘ primo. - ' Como foi mencionado-na, pnmelra secgao, admlte—se em, uma
h) Toda resposta esta certa e errada.. teoria matemética a exzstencm de proposicdes verdadelras & pro-
posigdes falsas; existem até proposicdes que nao sdo verdadeiras

i) E uma questdo de vida ou morte.
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Uma situagdo contudo é inadmissfvel: uma proposigdo
¢ simultaneamente verdadeira e falsa, ou seja, uma
proposicio € sua negagdo podendo ser diamonstradas com os axi-
omas da teoria: Se. acontece.u,m.a situagio destas em uma teoria
entdo a teoria s dlZ' con"cradl’{orla. o )
A ma,temética evita situagdes comtraditérias. Uma observagdo

mo]es como €552 ¢ fonte de um método poderoso de demons-
' simp
tragdo.

nem falsas.
nao pode s€

Ezemplo

Tentemos Provar @ implicagdo:

m—y=0/\w-——yz—=0=>y.m=0

rovavelmente conseguiria provar isso por métodos diretos

+ i i3 13 V& ~ z
gho de sistemas lineares. A idéia desta demonstragio é
ra provar que & = 0 e y =0, suponhamos que isto ndo se

~ Vocé p
- de resolu

. Pa
outf; Je: duas Coisas podem acontecer neste caso: z % 0 ou y # 0.
éem 'qder,ernos que ocorreu z # 0 (o outro caso tem desenvolvi-
onstl0 ndlogo). Se @ # 0 é vélido entdo podemos dividir as duas
E;eur;gées por - O sistema entdo se apresenta como
-4 =0 '
T
Ly
o= =0
2z
ou seja,
Y
z
¥ = 9
T
Logo, 1 =2 Mas, isto é uma contradigio, Nossa hipétese de z # 0
¥

itori : im, temos
¢, portanto, contraditéria e deve ser abandonada. Assim,
?

g = 0. 0 caso anédlogo mostraria que ¥ = 0 e provamos nossa
que z = V-

proposK}aO' : .
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A demonstragdo acima é tipica de uma prova por absurdo. Indi--
ca-se o uso deste critério na demonstragdo da proposigio p por
uma frase do tipo: Suponhamos que p seja falsa. O raciocinio deve
se desenvolver para uma contradigdo, isto é, para deduzir uma
proposigdo ¢ e sua negacio —q.

Se a contradigdo ficar patente, isto significa que a negagio de p
é falsa e logo que p é verdadeira. o

» Exercicio 19 - Prove por contradigio:
o' Bz +6=0=>(z=2V z=3).
Sugestdo: £? — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3).
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(2] H. R. Jacobs, Geometry, W. H. Freeman and Company, 1974:°
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Conjuntos Numéricos .

4.1 Introducdo |

Um dos objetivos deste capftulo é estudar o sistema numérico
_sob um ponto de vista mais formal, para que se possa entender
muitos dos procedimentos que se tornaram intuitivos, .

O sistema numérico foi desenvolvido através de um processo
de extensdo. Comegou com os nimeros naturais, com o propésito
de contar. Descobriu-se, entéo, que a operagio de subtragio podia
resultar em némeros que néo eram membros do conjunto dos natu-
rais. Assim, o nimero zero e os inteiros negativos foram acrescen-
tados ao sistema. De maneira semelhante, a operacio de divisdo
motivou o conceito de fragao Além disso, o processo de extralr
rafzes deu origem a irracionais e complexos. :

Até agora, 0 processo de extensfio pode ser relatado afcraves
da resolugio de equagdes algébricas. Mas, nimeros transcendentes
como 7 e ¢ existem e néo sdo rafzes de nenhum polindémio com
coeficientes inteiros. Para garantir a existéncia desses nimeros,
precisamos de um axioma — o axioma do supremo. '

4.2 Numeros Naturais
Indica-se o conjunto dos nimeros naturais por N: -

’

N={1,2,3,4,..}.
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4.2.1 IDENTIDADES EM N

Muitos matemdticos antigos trabalharam com identidades em
N, isto é, igualdades validas para todon € N .

Exemplo 1.
1
1+2+3+...+n=1(%t~)
Exemplo 2.
24+44+64+...+2n=n(n+1)
Exemplo 3.

14345+ +(@2n—1)=

¢ Exercicio 1 - Vocé j4 sabe o que é uma identidade em N,
Vocé é capaz de criar identidades em N7 Tente.

¥

o Exercicio 2

1. Prove a identidade do exemplo 1.

2. Se vocé provou a identidade do exemplo 1, entdo vocé
pode provar as identidades dos exemplos 2 e 3. Prove-
as.

3. Ilustre geometricamente as identidades dos exemplos 1,
2e3.

¢ Exercicio 3 - (n —1)(n —2)...(n — 1.000.000) = 0 é uma
identidade em N? Por qué? -
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4,2.2 AFIRMAQéEs EM N

Exemplo 4. Considere a seguinte afirmagio: p, = n? +n + 41
é primo para todo n € N. Esta afirmagdo é verdadeira? Por qué?

Exemplo 5. (Yn € N) 2”1 > n? é uma sentenga verdadeira,
Porém, como provar? Testar valores nio é uma estratégia, pois o
conjunto dos naturais é infinito!

Exemplo 6. (Torre de Hanéi) Considere o seguinte jogo: séo
dados trés pinos. No pino A tem uma pilha de discos de madeira
em ordem decrescente de raios (veja a figura a seguir). Os discos
sdo numerados 1,2, ...,n de cima para baixo; na figura, n = 5.

A B . .c
Flgura 4,1, Torre de Hanéi '

Um movimento permlsswel no jogo cons1ste em’ tlrar o dlSCO
que estd mais ao topo de um pino e colocé-lo em um outro pino,
sujeito & condigio de que ndo deve, em nenhuma etapa, por um . -
disco sobre outro de menor raio. Comecamos o Jogo com todos 08
discos empilhados no pmo A. oL

O objetivo do jogo é colocar todos os dlSCOS em B por uma série
de movimentos permissiveis. O jogo termina quando o' ~objetivo é
alcangado. .

Problema: este jogo terminard se o iniciarmos com n dlscos -néo

' 1mportando qudo grande for o natural n?

e —
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Vamos resolvé-lo. Para isso, precisamos primeiro de uma re-
presentagao do problema. Representemos por P, a proposigéo: o
jogo termina se o iniciarmos com n discos. Vamos agora sistemati-
zar O problema:

Lema 1 - P, é verdadeira.
Demonstra¢ao: mova o disco do pino A para o pino B € o jogo
terminou.

Lema 2 - P é verdadeira.
Demonstracao:

(1) Mova o disco 1 para o pino C.
(2) Mova o disco 2 para o pino B,
(3) Mova o disco 1 para o pino B.
O jogo terminou.

Lema 3 - P; é verdadeira.
Demonstragéo: (exercicio)

Lema 4 - Para cada natural n, P, = Py,

Demounstragao:

Sejam dados n + 1 discos no pino A. Vamos supor que P,
verdadeira.

(1) P, é verdadeira = os discos 1,2, ...,n podem ser movidos
do pino A para o pino C' por movimentos permissiveis.

(2) Mova o disco n + 1 do pino A para o pino B.

(3) Mova os discos 1,2,...,n do pmo C para o pino B (observe
que eu posso fazer isso, porque P, é verdadeiro).

0 jogo terminou.

o~

Resolvemos o problema, pois:

a) O lema 4 nos déd uma cadeia infinita de implicagGes:
Pp= Py= Py = ... = P, = ..,

b) O lema 1 nos diz que a 12 afirmagéo da cadeia é verdadeira,
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Logo, todas as afirmagdes — Py, P,, ...— sho verdadeiras.

¢ Exercicio 4 - Qual o nimero minimo de movimentos per-
missiveis para que sejam deslocados 4 discos de A para B?

¢ Exercicio 5 - Dado um conjunto X, definimos:
P(X) = {AlAC X}.
Por exemplo, X = {q,1} = P(X) = {0, {a}, {1}, X}.

1. SeY é um conjunto de 3 elementos, quantos elementos
tem P(Y) ? .

2. Se Z é um. conjunto de 4 elementos, quantos elementos
tem P(Z) 7 ‘

3. Se W é um conjunto de 5 elementos, quantos elementos

tem P(W) 7

4. Suponha que A é um conjunto de n elementos (n € N) e
que vocé sabe quantos elementos tem P(A) P(A) tem
 elementos. Crie um procedimento que o faca saber
quantos elementos tem P(B), onde B ¢ um conjunto

com 7 + 1 elementos (a resposta é dada em funcgéo de-

O'método para a resolugéio do problema da Torre de Handi serve,
também, para provar o exemplo 5. Ele é ttil para a solug&o de
muitos problemas matematicos e corresponde ao segumte axioma
dos numeros naturais: ° - ‘

Principio da .Ind.ugéo Finita
Seja P, uma proposigio, para cada n € N. Se’
a) P, é verdadeiro e -

b) (Yn€N) P, = Poa
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entéo (Vn € N) P, ¢ verdadeira,

Observagies

1. Uma analogia com o Principio da Indugdo Finita:

Considere uma fila de dominds numerados 1,2, 3, ....
Suponha que:

a) Se vocé empurrar qualquer dominé da fila entdo este fard
cair o doming seguinte.

b) O 12 doming foi empurrado.

Podemos garantir que cada dominé da fila caird? E se, ao invés
do 19 ser empurrado, o 52 for empurrado, o que podemos garantir
sobre cada dominé da fila, mantendo a 12 hipétese?

O Principio da Indugio Finita-pode ser formulado mais geral-
mente trocando 1 por algum a € N

se P, é verdadeiro e P, = P,,; é verdadeiro para todo n > a
entdo F, é verdadeiro para todo n > ¢ (ver Exercicio 15.1.).
- 2) Uma forma, equivalente ao Principio da Inducio Finita:

Seja Pi, Py, .., P, uma sequéncia de proposi¢des (uma para
cada n € N), Se

a) P é verdadeira e

b) para cada n ¢ N, BAAPyA ... AP, => P,.i entio P, é
verdadeira para todo n € N,

3) Alguns problemas do capitulo 1 podem ser resolvidos a partir
de procedimentos indutivos. Por exemplo, para sabermos quantos
p'entagninés existemn, basta conhecermos todos os tetraminds (ea
histéria se repete). Tente criar um procedimento indutivo para
particionar 7. Observe que a proposigio P, sobre o nimero de
parti¢ées de n é bastante dificil de se formular:

P=1,P=2P=3 P=5 P =1 P=11

Pode-nos parecer que P, ser4 13. Mas, ndo é.
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» Exercicio 6 -~ Qual o nimero minimo de movimentos per-
missiveis para que sejam deslocados n discos de A para B
(exemplo 6)7 Prove por indugiio o que vocé considera ser a
resposta,

» Exercicio 7 - Se X é um conjunto com n elementos, quantos
elementos tem P(X) ? Prove, por indugéo, que sua resposta
é vélida para todo n € N,

Exercicio 8 ~ Seja F,: 2" = 0, para cada n € N.

a) Mostre que P, = Ppyy

b) P, é verdadeiro para todo n?

c¢) Como estariam dispostos os dominds numa fila para
representar uma situagéo anédloga a este problema?

» Exercicio 9 ~ Descubra o erro na seguinte demonstragio
por inducéo de que P, é verdadeira para todo n:

F, : um conjunto_de n pessoas no qual tem uma mulher sé
tem mulher.
Demonstragio:

a) P, é verdadeira, pois um conjunto de uma pessoa no
qual tem uma mulher 86 tem mulher.

b) Seja n € N.-Suponha P, verdadeira. Vou mostrar que
Poy1 € verdadeira. Seja A um conjunto com n -+ 1 pes-
soas, no qual tem uma mulher M. '

— numeram-se as pessoas de 1 a n + 1, de tal modo
que a mulher M tenha o nimero 7. o

— no conjunto das pessoas 1,2, ...,n s6 h4 mulher, po
hipé6tese de indugdo. .

— no conjunto das pessoas 2,3,...,n,n + 1 hd uma’
mulher. Logo, também por hipétese de inducdo, as
pessoas 2,...,n -+ 1 s&o mulheres. '
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Concluséo: as pessoas 1,2, ...,n+1 sdo mulheres. Isto é,
no conjunto A sé6 tem mulher. Logo, Pn41 é verdadeira.

o Exercicio 10 - Idem para P,: 2"} =1
Demonstragao:

a) P; é verdadeira, pois 2'71 = 2% = 1.
b) Seja n € N. Suponha Py, P, ..., P, verdadeiras. Entéo

P11 também é verdadeira, isto é, 20"~ = 1, pois

gn—t gn-l 1.1
(ntD)=1 _on . 2 "% . 27
2 =g = =1

+ Exercicio 11 - Faca uma ana,logla, do Exerc1c1o 9 com uma

fila de dominds.

e Exercicio 12 - Verifique se as seguintes proposigdes P, séo
verdadeiras para todo n € N, provando caso o forem, dando
contra-exemplo, caso negativo:

L 14248+ tn=n(n+1)/2

2. 143+45+..+(2n—1)=n?

3. 124224 .. +n¥=n(n+1)2n +1)/6
' _ — pntl.

Tol—r

5. 1><2+2><3+"+ n+1 =§_1’1{

6. 3.5%+ 4 235+ ¢ multiplo de 17

4 T4r+r?+.. 47 (reR,r#1)

1 8 1
7"""'*‘""3"}' E“m 27 ntl

i

¢ Exercicio 18 - Formule e prove por inducdo uma regra para
as somas: ‘
12,92 12 32— 92412 42— 32492 1% 5242432 22 4 17
etc... '
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o Exercicio 14 — Considere a seguinte disposi¢iio de nimeros
impares:

1

3 5
790 1

13 15 17 19

1. Deduza a férmula da soma dos ndmeros da enésima
linha e prove-a por indugéo.

2. Use o resultado dw item anterior para provar:
B4+ +n®= (1424 +n)

s Exercicio 15 - Prove por indugéo:

1. o nlimero de diagonais de um poh’g'oho convexo com n
lados é n(n —3)/2 (neN,n >3)

2. o enésimo nimero natural fmpar é 2n —.1
e Exercicio 16

1. Seja a € N. Defina indutivamente a xn, a partir da ope-
ragdo de soma, em que n € N. (sug : Crie um conjunto
de regras para que, por recorréncia, um computador,
por exemplo, possa achar axn, qualquer que sejan € N,
sabendo apenas somar).

2. Seja a € N. Defina indutivamente a®, a partir da ope-
ragio de multiplicagdo, em que n € N, ‘

¢ Exercicio 17 - Formule e prove por indugdo a proposigéo
que .diz quantas palavras de n letras eu posso fazer com n
simbolos diferentes, sem repeticio de simbolos na palavra.
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4.2,3 SUBTRAGAO EM N

Sejam p, ¢, n € N tais que n 4 p = g. Neste caso, escrevemos
n=gq-—np

Essa operagéo é chamada subtragio e & definida em alguns pares
de niimeros naturais. Por exemplo, z+2 = 3 tem solugéo pois 3—2
é definido em N. Mas, 2+3 = 2 ndo tem solugio, 2—3 nio é definido
em N. Para eliminar essas impossibilidades, acrescentaram-se ao
sistema numérico o zero e os inteiros negativos.

4.3 Numeros Inteiros

Representa-se o conjunto dos nimeros inteiros por.Z:
Z=A.,-3,-2,-1,0,1,2, .

- No sistema dos nimeros inteiros, a subtragdo ¢ definida para
qualquer par de inteiros:

a—b% a4 (~b)

4.3.1 DIVISAO EM Z

Suponha a,b,c € Z tais que ¢ = b.ce b # 0. Escrevemos neste
caso que b | a. Dizemos entdo que o é mdltiplo de b ou que a é
divisivel por b ou que b divide'a ou, ainda, que b é divisor de q.

Por exemplo, 6 é miltiplo de (—2) pois 6 = (—=2)(—3) e (=2) # 0.

e Exercicio 18 - Sejam a,b € Z, b # 0. Descreva o subcon-
Junto de Z que é solugio da equagio bz = a.

Podemos resolver em N equacdes como 2z = 4. Porém, a e-
quagdo 4z = 2 néo tem solucio em N, Como dividir, por exemplo,
5 délares entre 10 pessoas? Resolve-se este problema facilmente
porque existe um sistema monetério que inclui 1/2 délar. Com os
nimeros, a mesma coisa. Amplia-se o sistema numérico para que
equagdes do tipo bz = a, b # 0, tenham solugdes nele.

i (Niméros: Raciofiais Rl

4.4 Numeros Racionais
O conjunto dos ntmeros racionais ¢ indicado po‘r' Q: o
dof (G N Lo
Q¥ {Zlobe 2,5 o).

Veremos que os niimeros racionais caracterizam-se por determi-

nadas representacdes decimais. Por exemplo, 0, 2500... representa o

racional 1/4, Agora, 1,2323.., representa algum nimero racional?

E 1,232232223...7

No primeiro caso, dizemos que a representagéo decimal ¢ peri-
ddica exata. No.segundo caso, dizemos que a representacio deci-
mal é periddica ndo exata. No terceiro caso, dizemos que é nio
periddica. Sabemos que cada nimero decimal periddico tem seu
nimero racional correspondente — a geratriz. |, .- :

Exemplo: 1,2323..., o
Chamando de z a geratriz, temos z = 1, 2323,... ,
Multiplicando por 100, 100z = 123,23.., =~ = =
Subtraindo uma equagio da outra, temos =~ .
100z — z = 123, 2323... — 1,2323..=122. . .. .
Logo, & = 122/99, ' - T

Agora, 1,232232223... njo é periédico. Serd que é racional? A
caracterizagio seguinte responde a pergunta: '

Teorema: a é um némero racional <= a tem uma representa-
¢éo decimal periédica. o '
A demonstragio dessa equivaléncia nao ¢ dificil, Faltaria mos-
trar apenas a implicagio: a € Q = a tem rep'resentagéo deci-
mal periédica (por qué?). Para isso, observe que, como ¢ € Q,
(3pq € Z)(g# 0) o = p/q e nesse processo de divisio somente
um nimero finito de restos pode ocorrer. Logo, se o ntimero nio
tiver uma representagdo periddica exata,.alguns restos terio que
se repetir, formando entio uma seqiiéncia de restos que se repete
infinitamente. Por outro lado, aparece no

/

{

f

: (
| J

quociente uma sucessio .
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de digitos correspondentes a essa seqiiéncia de restos, ambas se
repetindo infinitamente no mesmo perfodo.

» Exercicio 19 - Ache uma representagdo decimal para os
seguintes nimeros;
a) 10/7
b) 1/13
c) §/9
s Exercicio 20
1. Quantos restos podem aparecer na divisio de um ni-
mero inteiro por 7? E por 13? E por 97

2. No Exercicio 19, item b), qual o resto que se repete?
Qual a seqiiéncia de digitos que se repete no quociente?

3. Compare os itens acima com os argumentos da prova
da afirmagdo: @ € Q = q tem representago periédica,

* Exercicio 21 - Ache a geratriz das seguintes dfzimas (ni-
meros decimais) periédicas:
a) 0,999...
b) 2,1299..,
c) 7,999...
d) 1,02010101...
e) 1,2000...
f) 287,000...

>

¢ Exercicio 22 —~ O nimero 1, 232232223... representa algum

racional?

i Mméros Radiotiais - 169

Uma das desvantagens da representagio decimal é que ela 4
ambigua. Podemos ter, para alguns nimeros racionais, duas repre-
sentagdes decimais, como, por exemplo, 1/5 = 0,1999..; = 0,2. As
vezes é necessério eliminar essa ambigiiidade (ver a diagonal de
Cantor no apéndice) e consideramos apenas a representacio de-
cimal periédica nfo exata para os niimeros racionais, que é tinjca.

Daqui em diante, identificaremos um nimero racional com sua
representagao decimal (j4 tinhamos feito isso quando-escrevemos
1/5=0,2, por exemplo), ' ' ’

[

* Exercicio 23 - Ache a representacio decimal periddica nio
exata de cada nimero racional abaixo: . o

a) 3/4
b)

)
)

c
d

1,6 : L [N,
23 : I
1/3 e
* Exercicio 24 - Crie nimeros decimais néo-periédidos.

O Exercicio 24 poderia ser redigido assim: dé exemplos'de- ni-
meros decimais que n3o sio racionais, Esses nﬁmerps existg’_m € sd0
ditos irracionais, Muitos deles surgiram em problemas geométricos,
por exemplo, o comprimento de uma circunferéncia-de didmetro
1. Outros, em problemas algéhricos, por. exemplo, encontrar as
solugdes da equagio z? = 2. Este resultado é o que ser4 mostrado
2 seguir, A Co ' T

z? = 2 ndo tem solugdo em Q. I &

Demonstragio: (Reducéo ao absurdo). Vamos supor, por absur-
do, que % = 2 tem solugéio em Q. Logo, existem p,q € Z, g # 0,
tais que p/q & irredutivel e PlE=2 . EEEEN
P 2 2 . .z‘ |
F=2eaFA 0=y eq#0=2]p"
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2 é primo
™ 9p (1)
2| pe= Brel)p="2r = p = dr? &= 2¢* = 4r”
== =2 e=2]g (2)

Por (1) e (2), temos que 2 é divisor comum de p e g, 0 que é
uma contradicio com a hipétese de que p/q é irredutivel.

Logo, a hipétese de que z* = 2 tem solugéo em Q é absurda.

Obs.: A hipotenusa = de um tridngulo retdngulo de catetos iguais
a 1 ¢ tal que z? = 2. Escrevemos entéo ¢ = V2.

s Exercicio 25 - Prove que z? = 3 nio tem solugdo em Q
(sug.: use os argumentos da demonstragio acima).

s Exercicio 26 — Idem para 2 = p em que p é primo e
positivo.

E natural, entdo, estender o sistema dos nimeros racionais ao
sistema formado por todos os nimeros decimais. Este sistema de
niimeros — os nimeros reais — é fundamental para o Célculo e
ser4 nosso objeto de estudo na préxima segéo.

s Exercicio 27 - Considere:
N={1,23.} =~ .
Z={a~bla, be N}
Q={a/b|a, b€ Zebs#0}
R={z|z=n+0,dids..., n € Ze (Vi)d; € {0,...,9}}

1. Faca um diagrama de Euler com os conjuntos N, Z, Q

e R.

2. Situe no diagrama os nimeros abaixo, escrevendo-os
sob a forma pela qual os conjuntos estdo definidos (ex.:
-3¢ Ne—-3€Z,pois =3=0-23):

a) —0
b) 0,999...

oo apNiimerosdRedis Tl

le]

) 2,15 -

) —m

e) 1+ 21/3

f) 21/ -3

g) 0,99..—1

h) 0,1010010001...

i) 1 - 0,1010010001...

j) e

) 14++2

m; 1/10 42/100 + 1/1000 + 2/10000 + ...

n
)

o,

LDAN

o]

4.5 Nudmeros Reais
Representa-se o conjunto dos mimeros reais por R::

def : -

R = {:!:ao, a1Q9ag... , ag € Ne (Vl S N) a; € {0, 1, ..-l.,g}}.‘
Varnog dar uma descrigéo dos niémeros reais. Antes disso ‘porém
observe & seguinte. prova de que 2 = 1: A

””=y:~“'fﬂ2=wy®w2—y2=ﬁy—y2@.,' o
(w—y)(wt_y)=y(:c—y)¢:>
ty=y&E =y =1

. Exer'cfcio 28 — Aponte a(s) falha(s) na provae 5preséntada
anteriormente de que 2 = 1. : '

) Exercll’cio 29 - Procura-se estender um sistema, numéf‘ilco A
& um sistema numérico B de tal maneira que as propriedades.
(flas o;jeragées em A-se mantenham em B. .Mas,.n‘em-sempre-’
¢ verdo. Descubra os erros tedricos nas seguintés demons-

. tragdes: , ,
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a) Suponhamos que A+ B = C,queA=3¢e B =2;
%(A+B)

A+B=C = (A+B) (A+ B)=C(A+ B)
A*+ AB— AC = —~AB — B2+BC'<-—;-;> o
A(A+B-C)=—-B(A+B-C)
A=~-B<= A+B=0
Mas, 3+2=5%#0.
b) Seja n € R.
(n—i—l) =7 +2n+1 =
(n+ 1) —(2n41)=
(n+1?—(@n+1)- n(2n +1) =
=n? —n(2n+1) +1/ig>+1)
(n+1)2-(n+1)(2n+1) on+ 1)
:77,2-—n(2n+,1)+ (2n+1)<———$ \
[(n+1) —3(2n+ D) =h-1i@n+1)] =
n+l—1i(@n+l)=n—j@2n+l)=n=nt+l
0=1
Alguma coisa estd errada na demonstragio acima, On-
de, evatamen‘ce?

n{2n+1)

¢) Vocé concorda com a seguinte aﬁrmagao .
(Ya,b e R)+/a x Vb = v/ab? Parece razodvel, Veja os
exemplos:

i 2><5_\F><\/'_\/4"><2 = /100 = 10
11.\/—><\/_-\/2>< -f
Entéo:

\/'— VED = VED X () = vi=

2 = /1. Ou seja, (—1) = 1. Mas, como?

O método axiomético elimina paradoxos como este. Conceitos
primitivos como soma, multiplicagéio e elemento neutro sio regidos
por leis (axiomas) que devemos seguir ao fazermos operagdes com
nimeros. Aplicaremos esse método no estudo do s1stema numérico

dog reais.
O sistema dos ntimeros reais é descrito como sendo um- corpo

“edNtieros'Reals 787 -

ordenado completo. O conjunto de ndmeros reais R é munido de
duas operagdes binérias’ — -+, a soma, e ., a multiplicagio — e
essas operagdes e os elementos 0, 1 satisfazem os seguintes axiomas:

Axioma I: (Vz,y € R) z+y = y+= (Comutatividade da Soma)

Axioma 2: (Vz,y,z € R) (z4+y)+2z = a+(y+2) (Associatividade
da Soma)

Axioma 3: (30 € R) (V2 € R) 2+ 0 = 0 + z = z (Elemento
Neutro da Soma)

Axioma 4: (Vz € R) (3(—~ ) € R)
(Elemento Inverso da Soma)

Axioma 5: (Vx,yeR):cy—ym( M)

Axioma 6: (Vz, y, z € R) (2.y).2 = z(y.2) (AM)

Axioma 7: (31 € R) (Vz € R) L.z = 2.1 =1 (ENM) :
Axioma 8: (Vz € (R—~{0})) (Fz ' € R)zz" ! =z lz =1

. Axioma 9: (Vz,y,z € R) (z + y).z = z.2 + y.z (DIS)

Axioma 10: 1 #£ 0

Esses axiomas sdo ditos axiomas de corpo e qualquer sistema
numérico que satisfaz a esses axiomas é chamado um corpo.

CC) +az =0

s Exercicio 30

1. Qual é o menor subconjunto dos reais fechado em rela-
¢do & soma contendo 17

2. Qual é o menor subconjunto dos reais, fechado em rela-
céo a multiplicagdo, contendo 27

3. Qual é o menér subconjunto dos reais, fechado em rela-
¢80 & soma e & subtrag¢do, contendo 17

4. Qual é o menor subconjunto dos reais, fechado em rela-
¢do & multiplicagdo e & divisdo, contendo 27

listo &, sio fungBes e, logo, satisfazem as seguintes propriedades:

1) (Vz,y € R) z + y € R (Fechamento da Soma)

; (Vo,y € R) 2.y € R (Fechamento da Multiplicagio)
a=b=3(VceR)a+c=btceac=bc (To)
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5. O mesmo que 4., trocando 2 por -2.

6. O mesmo que 4., trocando 2 por todos os numeros pri-
mos. :

7. O mesmo que 3., trocando I por § ¢ 12.

8. Qual é o menor subconjunto dos reais, fechado em rela-
¢do a soma, subtragdo, multiplicagdo e divisdo, con-
tendo 17

9. O mesmo que 8., trocando I por I e -1.

10. O mesmo que 8., trocando 1 por v/2. (Sugestéo: vocé vai
precisar mostrar que um nimero da forma 1/(a+5v/2),
a,b € Q, pode ser colocado na forma c+dv/2, ¢,d € Q.
Veja como.)

* Exercicio 31 - Considere ¢ sistema numérico que tem ape-
nas dois elementos — 0 e 1 — com adigio e multiplicacao
definidas pelas seguintes tabelas:

+]0 1 * |0 1
00 1 0 0
11 0 10 1

Quais dos axiomas de corpo sio verdadeiros neste sistema?
Tire uma conclusio.
Observagdes:

a) (Va,b€R)a—b% g4 (~b)
b) (Vae R—{0}) L = ¢!
c) (Va,beR) (b#0) &

Q

Il%

Aqueles axiomas séo as raizes de uma teoria que descreve par-
cialmente os nimeros reais. Essa teoria descreve outros sistemas

numéricos como, por exemplo, o do Exercicio 31. A seguir, estso

relacionados alguns teoremas dessa teoria;

- MifzecosBeals 8% |
Teorema 1: (Va € R)0.a=0 - RN " (Ty)
Dem.:

ENS == 0 = 0 + 0 =2 = (Va € R) 0.a = (0+0).a.<9g
(VaGR)Oa-Oa-}-OaEIS '

(Va € R) 0.q + (=0 )=<o.a+o.a)+<0a)é§>
(Va e R) 0.a + (— 0a)-0a+(0a+ a)) &
)0

(YaeR)0=0,a+0E8 ( vaeR)o—Oa
El
ENS T, | | DIS 1
To
O0a= . 0,8 = Q.a+(-0 a).‘
0=0+0 = (0+0).a = 0.a+0.a =(0. ?"(')Oa*)‘)
AS EIS | ENS
0.a+(-0.a) )
= 0.a + - 0=0.a+0 0=0.a"
(0.24-(-0.2) : :
Figura 4.2, Fluxograma de Demonstragio
Teorema 2: a+b=a+c=b=c¢c . (Tz)
(Lei do Cancelamento da Soma)
Dem.:

atb=a+c=>(—a)+(a+b :(—a)+(av+c)=>
((=a)+a)+b=((~a)+a)+c=>0+b=0+4c .
= b=c T

~—
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 Teorema 6: (-

Conjuntos Numéricos
o Exercicio 32

1. Faca um fluxograma para a demonstracio do Teorema,
2, dando os axiomas ou teoremas ou definicdes que jus-
tificam cada passagem

2. Verifique quais as xmphcagoes que tém suas reclprocas

verdadeiras. ,
Teorema 3: (Ya € R) (—a) = (~1).a - (Ts)
Dem.: ) i
EIS=1+(-1)=0=>(1+(~1)).a = 0.0 =

(I+(~1)e=0=1la+(~1)a=0=>a+ (-1)a=0=>
a+(=1)a=a+(~a) =0==(~1).a = (~a)

¢ Exercicio 33

1. Faga um fluxograma para a demonstragio do Teorema
3, dando os axiomas ou teoremas ou definicdes que jus-
tificamn cada passagem.

2. Verifique quais as implicacdes que tem suas reciprocas

verdadeiras.
Teorema 4: (Ya € R) a = —(—a) | (T4)
Dem.: T ‘T
EIS = (=) +0.= 0 = (~a) + (~(~0)) & 4 = ~(—a)
Teorema 5: a — b= —(b — q) (Ts)

Dem.:

a—b% oy (=b) e gb= (—(=a)) + (~b) PN

a=b= ("'1) ("a)+(_l) b = a—b= (_1)((""0)‘{-6) é‘%}
~a) +8) S a=b=—(b+(-a) &L

a—b=—(b-a)

a).(~b) = a.b - (Te)

Dem.:

L NiierosRedls . 7R

(Ts) == (~a).(~b) = ((~1).a).((—1).5) &5

(=a)(=8) = ((=1).6).((=1).8)) = (~1).((a.(~1)).b) 5
(=a).(=b) = (~1).((~1).0).8)

(=a).(=b) = (~1).((~1).(a.b)) &

(=a).(=b) = —(=(a.b)) & (—a).(=b) = a.b

Teorema 7: (Va,b,c€ R)ab=acea#0=>b=c '(T'r,)
(Lei do Cancelamento da Multiplicagao).

Dem.: 4

ab=acea 0 = a~Y(ab) = a~!(ac) &5

(67%) b= (a7%a) c 2 1p = & b=c

» Exercicio 34 - Considere o sistema numérico no qual og
nimeros séo 0, 1, 2 e 3, com adicéo e multlphcagao definidas
pelas seguintes tabelas

+]0 1 2 3 *[0 1 2 3
0[]0 1 2 3 0{0 0 0 0
1{1 2 3 0 10 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 0 1 2 3|10 3 2 1

Exatamente um dos axiomas de corpo é falso neste sistema
numérico. Descubra qual deles. O teorema. abaixo é ver-
dadeiro nele? Por qué?

Teorema: se ab =0 entdo a =0 oy b= 0,

¢ Exercicio 35 /

1. Se ab = ac, entdo b = c? Por qué?
2. Se a® = b® entdo a = b? Por qué? .
/ ,
3. Mostre que se abc =0, entdo a = 0 ou b= 0 ou ¢ = 0,
4.

Sob que condiges (se existe alguma.) é Verdade que

T a

? Justifique as passagens por axiomas,
a
{

|
i

N




78 Conjuntos Numéricos
5. Idem para (a + b)? = a2 + b2,
¢ Exercicio 36 - Tente demonstrar alguns dos teoremas da-

dos, por outros caminhos.

Teorema 8: (b,d # 0) (b.d)"! = d~1p~1 = p=14-! (Ts)
Dem.: (roteiro)

1. Mostre que (d72671) (bd) = 1

2. Use o teorema 7 para mostrar que d-'6~! = (bd)~!

Teorema 9: -Z— s: ¥ (To)
Dem.:
5 e (ed) B 2L L gt ogry) A
§r7=al(b7ed) A 2L o (gpmiga 2 |
P S = (aled™)a A 2 (gt A%
b d

L -1 g1y Js, @ C -1 gef
5 (ac)(b7'd™) e (ac)(bd)
4.8_ac
b d bd

L N o, ¢ ad+be
Teorema 10: (b,d # 0) 7t FRY | (T10)

ad + be

Dem.: desenvolva,

Observagdes:
1) Observe o seguinte:

(3:+(=2)) +(-2) = =1 = 34 ((=2) + (~2))

O fato de uma operacio bindria ser associativa implica que nio
existem prioridades no caso dessa operagao ser feita mais de u-
ma vez. No exemplo dado, nfo importa se somarmos 3 com (-2)

.:Nﬁm:embﬁi&R’éﬁéﬁ " (o,

primeiro, para depois somarmos 3 com o resultado da sorna (-2)
com (-2) (néo é esse o caso, por exemplo, da subtracio dos natu-
rais. 8 — (4 — 2) = 6 é diferente de (8 — 4) ~ 2 = 2). Escrevemos,
entdo, 3 + (—2) + (=2) = —1, ' :

2) Sabemos que a soma e a multiplicagdo de reais sio operagdes
bindrias associativas. A partir de agora, ndo seré mais necessdrio
justificar uma passagem, seja uma demonstracdo, seja em resolu-
gdo de equagbes ou de desigualdades, por associatividade. .

» Exercicio 87 - Prove os seguintes teoremas: .

2) 7= =7 (be#0) R (Tw)
b) (g)'l = g (d#0) o (Tw)
OGa=iEhedt) (1)
4) a(~b)= ~(ab) (Tw)

* Exercicio 38 - Use o teorema 11 para mostrar que todo
nimero racional pode ser escrito na forma p/q (¢ # 0), em
que m.d.c.(p, ¢) = %1 (forma irredutivel). Co

- (Ver capfitulo 1, Exercicio 21, sobre m.d.c.) .

* Exercicio 39 - Crie outros teoremas sobre nimeros reais e
tente prové-los, usando os teoremas demonstrados e os axi-
omas dados. ‘ :

¢ Exercicio 40

1. Verifique que os axiomas de corpo sao satisfeitos por e-
lementos da forma a/b, onde a¢,b € Z e b # 0, definindo
apropriadamente a soma, 6 produto é seus respectivos
elementos neutros,

2. Verifique que eles sdo satisfeitos também se escreve-
mos a/b com (a,b), definindo apropriadamente o que
for necessério (soma, produto, elementos neutros).
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e Exercicio 41 - Suponha que vocé sabe apenas operar com
naturais, isto &, somar, subtrair, multiplicar e dividir. Simpli-
fique os seguintes nimeros, justificando cada passagem por
axioma ou defini¢do ou teorema. ‘
Por exemplo: 2—3 2 —(3—2) = —1 pois 3—2 = 1 (subtracio
de naturais)

13
15— 20
b) 5
) 5o
“9° 10
3 4
d)Z+§
o A+
(~13)
2 (2-1) .
f)g' 3

o Exercicio 42 ~ Prove as seguintes identidades em R, justi-
ficando cada passagem por axioma ou definigio ou teorema;

a) (a+b) (a—0b)=qa®—b?

b) (z+a) (z—-b) =22+ (a+b)z+ab
c) (a+b) (a® - ab+b?) = g3 + b3

d) (a—b) (a®+ ab+b2) = g3 — 8

e) (a+b)? = a®+2ab + b?

) (a—0)* = a® - 2ab + b?

def g def
Obs.: z? = z.x, 2= ©? r=z.z-2

ii

© . Niimergs

4.5.1 EQUAGOES REAIS A UMA VARIAVEL . - . .

Resolva as seguintes equacdes:
a) Velt+d=z3-2
b) 2=z

Quem resolveu as equagdes acima, encontrou, como conjunto
solugdo da primeira equagéo, o conjunto vazio e, como solugio da
segunda equagdo, o conjunto {0,1}. Vejamos porque: relativo &
primeira equagio, temos

Vm2+4=m~2-—;>m:0.

Conclui-se que se V2% +4 =2 — 2 tem solugéo entdo a solugio
é 0. Por outro lado, ' : ‘ '

z=0=~ Vol +4 = z—2,
pois —2 # 4, Ou seja, 0 nio é solugio da primeifé eqﬁa‘vgiov.
Em relaco & segun;da equacio, temos.;
=&z =00uz =1
Por um lado, temos que as ﬁnicas solugdes possiveis séo Oe 1. Por

outro lado, que 0 e 1 sfo solugdes da segunda equagdo. Logo, 0 e
1 sdo as Unicas solugdes da equagéo: ST

Resolver equagdo real de uma varigvel é determinar; por uma’
cadeia de afirmagdes, o conjunto de todas as constantes reais que

satisfazem & equacio dada — as rafzes da equagio.

G1,...,0n B0 as rafzes de uma equacéo se e somente se a afir-
mMagio T = @;ou - ouz = a, é equivalente & equagao- dada.
Equagdio é uma afirmacio de igualdade. '

1

e
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¢ Exercicio 43

1. Prove a pamr dos axiomas dados que a tnica solugio
real de z° = 0.

2. Prove a partir dos axiomas dados que:
ab=0=>a=00ub=0

Sugestdo: prove por absurdo.

3. Resolva a equacio

(¢ = 2)(z + 3)(2z — 18)* = 0,
justificando cada passagem.
4. Obtenha uma equagio do terceiro grau cujas raizes. se-

jama, bec

* Exercicio 44 ~ Resolva as seguintes equagdes reais, justifi-
cando cada passagem por axioma, teorema ou definicio.

a) 2z+2=8z+1
b) —z4+1=-2z+43

c) 2?=1

d) z -5z = —6

e) 322 -6z +3 =0

f) 227 -3z =9

g) 322 —6z =0
(z—1)(z —2)

N 22— 5
z+1

) o7 =0(e #+1)
(Sugestdo: ver Exercicios 42 e 43.)

,-3z‘)'-';‘i-'y~3‘.;mlei_{nﬁ._{‘;qzs‘ Reals 88
» Exercicio 45 - Mostre que 1, 2 e 3 s80 as 1nicas raizes da
equagio z° — 6z® + 1lz —6 =0
(Sugestdo: i, Comparar (¢ —1) (z—2) (z—3) com z°—62% +
11z — 6; ii. Use a proposigdo: ab=0<4=>a=00u b=10.)
4.5.2 ORDEM

Podemos i 1mag1nar os numeros reais como estando arra,nja,dos
numa reta, cada ponto da reta representando .um_num,e,‘ro_real (um

fato interessante é que usando régua e compasso ndo podemos

construir niimeros como m, por exemplo [9]). o

! !
T T ¥

a ‘ b

Escrevemos a < b para indicar que a estd 3 esquerda de b.

Dizemos entdo que a é menor que b, Escrevemos b > a significando
que a < b a<beomesmoquea<boua—b b > a, o mesmo

queb>aoub=a.

o

< é uma relagio em R que satisfaz aos seguintes axiomas; -

Axioma Oy: Dados a,b E‘R uma e somernte uma .das se-
guintes condigdes vale: a < bou g = b ou ¢ > b

(Tricotomia) , ' - 1§ (TRI)
Axioma Oj: (Va,b,ce R)a<b e b < =g e Y
(Tran81’c1v1dade) : o ~(TRA)

Axioma Os: (Va,b,c € R)a<b=>a+c<b+c ~(08)

Axioma Oy: (Va,b,c€R)a<b e c>0=>ac<bc

P
LT N

Defini¢do 1: Um nimero real é positivo se e s6 se a > 0,
Definigdo 2; Um ndmero real € negativo se e §6'se ¢ < 0.

(o)

B S — .
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b) a< 02 a?> 0.0 Es a2 >0 L e

Notagdes: A - R . ;
Z*={a€Z|a>0} ' Logo, a # 0 = a® > 0. o - C
Qt={aeQ|a>0} . C - . o , :
Rt={aeR|a>0} e Exercicio 47 . ) SR |

Chamamos uma expressio da forma ¢ < b de desigualdade. 1. Mostre que 1> 0 - ' ‘ N ' k ' _

Podemos deduzir todas as propriedades elementares de desigual- 2. Prove que (Yn e N) n >0 A‘ N
dade dos quatro axiomas acima, ‘

¢ Exercicio 48 ~ Prove: R S

Teorema 15: a < b = (—a) > (-b) (Ts) 2) a>0 =i 1 50 ‘

Dem.: | ‘ : T !
b (=a) + (=b) < b+ (=a) + (~b) PN : (Sugestao: por tmcotomla é. suﬁcwnte mostrar que as

a4 (—a)+ (=b) < b4 (=b) + (=a) P2ICY 0+ (=b) < 0+(—a) 2 condigles 1{(1 0el/a <0 sdo impossiveis.). . . o
def g L ]

(=) < (~a) &= (=a) > () b) 4 <0 =~ <0 L |

¢ Exercicio 46 - Prove a reciproca do Teorema 15 : : ¢ Exercicio 49 -
Teorema 16: ¢ > 0 <= (~¢) <0 (The) 1. Escreva uma equagio com coeﬁmentes em N mas sem

Dem.: : solugdo em N, : SR |
a) ¢> 025 (—) < (—0) 2= (=) < 0 | 2. ldempara Z. | e |
r . . 3. Idem para Q. o e !
1 y 4 . B . Y ) oy ;

b) (=) <0 =5 (=(=e)) > 0% e >0 4. Idem para R. L il
georema 17ra<bec<0=>ac>be (Tar) . %Jxerg)lzzlo 510) QObtenha as solucdes da equagao {‘
em.: z —3)(z + |
a<bec<0&Bac<be (— ) > 02 a(—c) < 18 + 27 . Explique cada passagem. |
Tiq y |
< b(—c) &= —(ac b ¢>be : 3
(=) (ac) < —( c) a * Exercicio 51 ~ Considere a equago az? -|— bz + c= 0 em
Teorema 18: a # 0 => a? > 0 (Tys) queabcERea.f_O ;
Dem,: , |
o a) Encontre condlgoes sobre a,b,c para. que essa equagao !
a# 0 a>00ua<0 o | tenhasolugao emR. _ !

a) a>02% 62> 0.0 02> 0 o ‘ b) Aghe, entap, as solugég‘s: reais. | ) S : o
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Roteiro:
1) Transporte o termo constante para o lado direito da igual-

dade.

2) Divida a equagéo resultante pelo coeficiente de z2.

3) Adicione, aos dois lados da equagéo, uma constante de tal
maneira que o lado esquerdo da equacio seja um quadrado.
4) Fatore o lado esquerdo. '

5} Tire conclusdes sobre o lado direito da equagéo.

6) Ache, entdo, as condigdes sobre a,b e c.

7) Resolva a equagdo.

e Exercicio 52 - Resolva as equagbes abaixo, construindo
uma cadeia de equagdes equivalentes e dando ao lado ofs)
axioma(s) ou teorema(s) que justifica(m) cada passagem:

a) 5—-3z=17—-2
b) 5z —3=17+1
c) =3z—~T==2e+5

Verifique suas respostas,

O mesmo para as desigualdades obtidas, substituindo-se aci-
ma o sinal = por <.

Represente, na reta dos nimeros reais, suas respostas para
o item anterior. Teste suas respostas em alguns ndmeros,

Teorema 19: ab >0 (a>0eb>0)ou(a<0eb<0).
(Tho)
Dem.:

a) Vamos mostrar a implicagéd ab>0=(a>0eb>0)ou’

(a < 0ebd<0) Para isto, provaremos a sua contrapositiva.
(a<0oub<0)e(a>0o0ub>0) <
[(a<0o0ub<0)ea>0louf(a<0oub<g0)ed> (] <
(a<0ea>0)ou(b<0ea>0)ou(ag0edb20)

'

ou (b<0eb>0)

=0ou(a>0eb<0)ou(a<0eb>0)onb=0
Tyy .
?abSO

b) A demonstragiio da outra implicagéo é deixada como exer-
cicio,

Teorema 20: ab <0 += (a<0eb>0)ou(a>0eb<0)
- (T2)

Dem.; como exercicio.

* Exercicio 53 - Resolva as desigualdades a seguir, escreven-
do uma cadeia de desigualdades equivalentes, justificando
cada passagem por ax1oma, ou definicdo ou teorema.
Represente na reta dos nimeros reais suas respostas para o
item anterior,

Teste-as para alguns nimeros.

a) (:'c + 2)(w -3)>0

b) <0
-c)m >1 '
d) 22° +4z+1 > —1. /
2 3 ‘
&) +w <0 (2 +2)

!

) (:c—— )(w+7)(w—5) ( £0)

z? + 2t

8 i st o R

1 - /
h) WSO(IB#D_
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e Exercicio 54
1. Sejam a,b,¢,d € R*. Mostre que se ¢ > be ¢ > d,
entdo, ac > bd. .
2. Sejam a,b € R*. Mostre que a > b = a2 > b2,
3. Sejam a,b € R*. Mostre que a® > b® == a > b, (Su-
gestdo: Redugdo ao absurdo.)
o Exercicio 55 - Sejam a,b € R tais que a,b > 0.

1. Mostre que atb

> Vab. (Sugestao: i) redugdo ao ab-
surdo; ii) use ex. 54.)

- 2. llustre geometricamente esta desigualdade.

. < : b .
3. Ache condigdes sobre a,b para que g _21- =ab

*» Exercicio 56 — Ache o comprimento e a largura do retin-

gulo de perfmetro 20 que tem 4rea méxima. (Sugestao: use
Exercicio 55.)

4.5.3 COMPLETUDE

Os axiomas de corpo, juntamente com os axiomas de ordem
(01, 04,03, 04), ainda n3o sdo suficientes para descrever o sistema
dos nimeros reais, Todos esses axiomas sio satisfeitos pelo sistema
de ntimeros racionais. Mas, v/2 € Re 2 ¢ Q. Precisamos de mais
um axioma (0 axioma do supremo) para garantir que o sistema de
nimeros reais ndo tem buracos.

4.5.4 AXIOMA DO SUPREMO

Todo subconjunto nio vazio de R limitado superiormente tem
uma menor cota superior (que ndo estd, necessariamente, nesse
subconjunto), que chamamos de supremo (sup).

Q néo satisfaz ao axioma do supremo (sup). A demonstracio
desse fato encontra-se em muitos livros de anélise [8].

o Umeros Renis 989
Um resultado importante deduzido do axioma d6 sup €0 teore-

ma da raiz enésima que é enunciado mais adiante.

4.5.5 POTENCIA DE UM NUMERO REAL

Inicialmente, foi definida a poténcia inteira de um ndmero real
para minimizar a notagio. Por exemplo, representou-se a.a,q por
a®. Chamamos ¢ de base e 3 de poténcia ou expoente.

Quando a # 0, (a™!)? foi representado por a3,

Neste caso, ® - a™® = 1. Para valer uma das propriedades de
poténcia (qual propriedade?), foi definido a® = 1, quando « # 0.

‘Deﬁnigﬁo:
L (Vae R—-{0})a®=1
2. VaeR)a'=a .
3. (Va € R)(Yn € N) g™ = ¢» ‘a

4 (YaeR-{0})(Vn€N)a™ = L

a } ..

Vamos estender agora a definigio dé poténcia. Se g & R, defini-
mos a/™ como sendo a solugdio positiva em R da equagio 2" = q.
Mas, essa raiz pertence a R*? Para responder essa e outras per-

guntas do género, enunciamos o seguinte teorema que decorre do
axioma do sup:

Teorema da raiz enésima: - S S
Sea € Rt en € Nentio existe um tinico b € R¥ tal que b® =a.
Dizemos ent&o que b é a raiz enésima de a e escrevemos b = {/a.

Observagdes: ' B
1)Sea € R*en e Nentio /7 € R* (em particular, se n = 1,
Va = a; se n = 2, escrevemos /g em vez de Va' ) :

2) Sen €NeaeR*, definimos /a = ¢~/ =

§l-

’
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Se a € R7 entdo, qualquer que seja p € Z, a® € R*. Pelo
teorema da raiz enésima, v/a? € R*, para todo n € 7 — {0}.
Podemos entéo definir poténcia racional de um real positivo.

Definigao: Seja ¢ € Q.

Logo, (Ip € Z) (3¢ € Z*) (mde(p, q) = +1) & = g’-

(Va € R*)a® = a?/1 & Var
o Exercicio 57 - Calcule:

a) (0, 12'5)-"*/3
b) (32)%*

c) 80,333...

o Exercicio 58 - Ache um nimero racional cujos 5 primeiros

digitos sdo iguais aos 5 primeiros dfgitos de 21/2,

Usando o axioma do sup podemos definir, para todo @ € R*,
a®, qualquer que seja z € R. O nimero e = 2.7182818285,._., que é
irracional, é o sup do seguinte conjunto: : .

3\ /4\° /5\*
2 (3) 2 (5) () -
« Definimos 2¢, por exemplo, como sendo o sup do conjunto:
22 2(3/2)° 9(4/3)*
¥ 1 e
Enunciamos os seguintes teoremas, sem demonstré-los, para ex-
poentes reais (eles podem ser facilmente verificados para expoentes

racionais):
Teorema 21: ' (T21)
L. (Va € RY) (Vz,y € R) a® - a¥ = g%t¥

2. (Va € R*) (Vz,y € R) (a®)¥ = o®v

|
|
|
f

L L,:?z:wNﬁmemé,gRséhis '91 .

Teorema 22: (Va,b € R*) (Vz € R) (ab)® = a® - b7 o (Te)

Como coroldrio do teorema, 2, temos que

(Va,b € R¥)(Vn € N)¥/ab = a- V. -' o

Uma pergunta seria porque nfio definimos poténcia real de um '
real qualquer, Como (Va € R)a? > 0 (j4 foi demonstrado’ anteri-
ormente) e (~1) < 0 (também demonstrado); z? ='(-1) nfo tem
solugdo em R. Logo, nio teria sentido (—1)1/2, De uma mareira
geral, ndo podemos definir a?/? quando o € R~ e p/q é um racional
irredutivel com denominador par. Mas, se a € R™ep/qgé um
racional irredutivel com denominador fmpar podemos definir ¢#/4:

.-

@ —§/(“af (a€ R = (-a) €RY) |
¢ Exercicio 59 - Resolva as seguintes de‘sigualdadeszl'“
a) VITFI<1
b) (41?22 . R
¢) VaT+2 <222 +1 '
d) 2® —z+1 2 0 (ver exercicio 51)
-2z 41
<0
) V3zi4+2 T
) #® < —1 (ache um polinémio de segundo grau tal que
multiplicado por (2 + 1) resulta no polindmio (2* +1).

(¢

f

¢ Exercicio 60 ~ Verifique se as seguintes afirmagdes sio ver-
dadeiras. Construa contra-exemplos para as que nao o forem:
a) >0 22 >0
b) a>b=a?>0?
c)a*>btea>0=a>b
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d) a<beb<c=a<ec
e) a<bec>0=ac<bc
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Funcao

A introdugio mais natural para o conceito de funcgio dd-se a-
través do nosso processo de contar objetos. Responda, com certeza:
quantos simbolos hd abaixo?

Q & Yy 8
v . ™ K \Y) ” b by
e T, PR o]
b X . ‘o o Q f w
o
¢ % A § L o

Se vocé refletir sobre o modo como chegou & resposta, perceberd
que associou cada simbolo a um ndmero natural, Assim, o ultlmo
ntmero escrito expressa o nimero de sfmbolos.

Existem trinta e quatro simbolos acima.

a) Suponha que vocé tenha encontrado menos que trlnta e qua-
tro. O que aconteceu na sua- contagem7

b) Se vocé encontrou mais do que trinta e quatro, o que acon-
teceu com a atribuicdo de um nimero a cada sz’mbolo?

Estas duas perguntas, t&o simples, traduzem as idéias mais im-
portantes sobre o conceito de fungéo, como veremos adiante.

Eu tenho certeza quando digo que sdo trinta e quatro sfmbolos
porque escrevi ao lado de cada sfmbolo o nidmero que 1he corres-

" ponde pela contagem.
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Escrever a correspondéncia sfmbolo —+ nimero fez com que ‘as
seguintes condigdes fossem observadas:

a) percorrer todos os sfmbolos;

b) associar a cada simbolo apenas um nimero.

Ou seja, isso evitou que se encontrasse um ntimero de simbolos

menor ou maior do que o correto. '

A contagem que fizemos é um tipo de fungfo. Na verdade, um
tipo bastante especial de fungéo, j& que satisfaz mais exigéncias do
que as duas dadas acima. Mas é um exemplo em que, de qualquer
elemento do conjunto de partida, sai exatamente uma seta que vai
associd-lo a algum elemento do conjunto de chegada.

34

simbolos . nimeros

Figura 5.1. Uma fungéo

ViPingio  0B.

Uma representacio como esta acima é um “papygrama” da
correspondéncia entre os conjuntos. A vantagem das represen-
tacbes dos objetos matematicos é que elas aumentam a nossa com-
preensdo intuitiva, enquanto nos mostram tais objetos sob novos
angulos. Uma funcdo é apenas um tipo especial de correspondéncia
entre conjuntos. Uma boa representagéo nos dird, imediatamente,
se uma correspondéncia dada é ou ndo fungéo (veja o Exercicio 6),
ou que propriedades tem. .

Chamemos de f a fungdo do exemplo que estamos examinan-
do. O nimero associado a V por f é 1. Escrevemos: f(V) = 1.
Analogamente, f()) =2, f(c0) = 3 etc.

A fungdo f também pode ser representada por uma tabela:

f: {sfmi)olos} - {nﬁimeros}
V=1
Q- 2
co—+.3
O0— 34
Ou, listando os pares ordenados (z, f(z)) de elementos corres-
pondidos: (V, 1), (2,2), (o0, 3) etc.

O conjunto dos pares ordenados (z, f(2)) é o gréfico de f (no-
tagdo: graf f). Se representarmos o conjunto de partida por um
eixo horizontal e o conjunto de chegada por um eixo vertical, cada
par (z, f(z)) serd um ponto deste plano e o gréfico de f serd uma
figura geométrica (pontos isolados,linhas,regides etc). Essa figura
serd o grafico de f no plano cartesiano,

A exigéncia de sair de cada elemento do conjunto de partida
exatamente uma seta j4 é suficiente para definir o conceito de
fungio. Assim sendo, podemos interpretar uma série de associagSes
de conjuntos que conhecemos, em termos de fungéo. Por exemplo,
a regra que associa: '

a) a cada pessoa o seu signo zodiacal;




34 Leriinnn, ercenren, (0,34)

Figura §.2. Gréfico de f no plano cartesiano

b) a cada lugar a sua latitude;
¢) a cada nimero o seu dobro-etc.

Observe que a exigéncia de fungdo nio é violada em nenhum
dos exemplos, j& que de cada elemento do conjunto de partida sai
uma Unica seta. Podemos, entéo, ter esta funcéo;

Touro
Libra

Peixes

Ou esta funcdo:

Touro

Virgem

Libra

Peixes

Cofuiie o

Definicéo ‘ :

Dados dois conjuntos A e B uma fungio de A em B é uma .
regra que associa a cada elemen‘co z de' A um nico elemento de
B, que serd denotado por f(z) e dito a imagem de z, "0 conjunto
A é o dominio de f e B é o contradominio. :

Notagéo: f:A —+ B
z + f(z)

Cada vez que mencionamos uma fungéo, devemos especificar:
a} seu dominjo;
b) seu contradominio;

c) sua regra, isto é, a correspondéncia z — f(z) ou, equivalen-
temente, a tabela da fungéo ou os pares ordenados (z, f(z)).

Se duas fungdes diferem em pelo menos um-destes trés itens elas
sao diferentes, pois tém propriedades diferentes. Ou seja, f=gse
f e g tém o mesmo domfnio (A), o mesmo contradomfnio e, para

todo z € A, f(z) = g(x).

¢ Exercicio 1 ~ Seja A = {1,2,3} ¢ B = {a,b}. Represente
todas as fungdes possfveis de A em B, praticando estas re-
presentacoes:

a) por papygrama”'
b) por tabela;
c) por pares ordenados (z, f(z));
d) por alguma outra representagio gréfica (invehté!).'

¢ Exercicio 2 - Quantas fungdes existem de um conjunto de
7 elementos em um conjunto de 5 elementos?

¢ Exercicio 3 -~ As operagdes seguintes podem ser expressas
através de uma fun¢fo. Para cada uma, calcule o valor da
fungdo em alguns nimeros (os mais variados) e estabelega o
dominio, o contradominio e a regra da funcéo.
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a) inverso de um nimero pela soma;

o

inverso de um numero pela multiplicagéo;

¢) médulo de um ndmero;

jo W)

raiz cibica de um nimero;

[¢]

=

)
)
)
) raiz quadrada de um mimero;
)
)

associe um ntmero a 0, se for racional, e a 1, se for
irracional; o

g) resto na divisdo de um nimero inteiro por 7.

e Exercicio 4 — Vocé deve ter observado que no exercicio

anterior cada operagado admite uma infinidade de dominios
e contradominios. Reescreva cada funcdo, estabelecendo o
maior dominio possivel (contido em R) e, para este dominio,
o menor contradominio possivel,

o Exercicio 5 - Encontre o maior dominio possivel para o qual

a seguinte regra seja uma fungdo (com um contradominio
razoavel):

a) 2 (z~ 1)1+ (z—2)!
b) w»—%i——{-\/m'—}-l

c) z - V—a?+4z —3

¢ Exercicio 6 — Em cada item dado a seguir, verifique se f é

uma fungdo de A em B, em caso negativo, explique porque.

1. A={1,273,4,5} eB:{a,b,C,d};

? 1 Y xlrw
1 > 3 11 a
g \\ l/ b _2 b
4 — - g g 3
5 7 414

514

A B ‘

c) Pares (z, f(z)): (1,a), (2,b), (3,;)‘, (4, d)’,'(5,e).

d) Plano cartesiano

® oo o

‘12-345

2. A=ReB=R{={zecRjz>0)}.

a) f:R =R tal que f(z) = /7
b) f:R = R{ tal que f(z) = —a:

* Exercicio 7~ Vocé deve ter observado, no tltimo exercicio,

que existem algumas condigdes para que, dados dois conjun-
tos A, B e uma regra z — f(z), possamos ter uma funcio
f 1+ A— B. Escreva quais séo essas condigdes.

¢ Exercicio 8 - Traduza a regra de cada fungio a seguir por

uma ou mais férmulas, generalizando os exemplos dados, Em
todos os itens, f:N — N, :

Y




a) x| f(x) b) x| f(x)
11 1] 1
2| 3 20 2
31 5 3| 4
41 7 41 8
51 9 51 16
c) f(x) d)__)_{__f(x)
1 1
21 2
3] 5

4

5

o Exercicio 9 - Seja a fungio f : R — R, tal que f(z) =

2z + 1. Calcule;

a’) f(2>) f(”l)’ f(\/é-)’ f(a), f(V), f(f(a)), f(m + h)
b) f—(m—iﬁ})l:—fi"il onde h.# 0
e Exercicio 10 - Seja f: R — R, té;l que
z—1, sex<2
flzy=14¢ 3/2 se2<z<4
l/z sed<z

a) Calcule f(=1), f(2/3), f(0), f(4), f(51/17), f(\/3)
b) Construa um conjunto contendo dez pares ordenados
da forma (z, f(z)).

¢) Represente num plano cartesiano esses dez pontos.
d) Esboce o gréafico de f.

Dissemos que uma motivagdo natural para o estudo de funcdes
é 0 nosso processo de contagem. Contar o nimero de elementos de

Hanicdo

um conjunto dado significa associar um nimero a-cada elemento
do conjunto.

Vimos, logo no primeiro exemplo deste capitulo que, observando
certas condigbes, podemos afirmar que o niimero de elementos do
conjunto de sfmbolos dado era igual a 34. C

Para efeito de discussiio, fixemos nosso conjunto de contagem
como {1,2,3,...,34}. Suponha que é dado um conjunto A para ser
contado. Sob quais condigdes podemos dizer: '

a) que o nimero de elementos de A é menor ou igual a 347

, 9 w'K Loy 'Bh b
S S ? ;]
m X o R Q ‘ fW
3 N
e g A b °

Dissemos que o ndmero de elementos de um conjunto era igual
a, digamos, 34, estabelecendo uma, fungfo do conjunto dado-em B
= {1,2,...,,34}, satisfazendo a certas exigéncias. _

Do mesmo modo, diremos que o nimero de elementos de um
conjunto A é menor ou igual a 34, se existir uma contagem de A




102 Funcéo

por algum subconjunto de {1,2,3, ..., 34}, ou, mais rigorosamente,
se existir uma fungio f : A — B que associe elementos distintos
de A a elementos distintos de B.

Definigao

Uma fungdo f : A — B é injetora se cada elemento de B é
imagem de no maximo um elemento de A. Ou seja, se T # y =
f(y) # fly) é verdadeiro quaisquer que sejam z,y € A. Ou, pela

contrapositiva, f(z) = f(y) =z =y.

e Fxercicio 11
1. Liste todas as funcdes de {1,2,3} em {a,b,c} que séo
injetoras.
9. Quantas fungdes injetoras existem de um conjunto de B

elementos em um conjunto de 7 elementos?

o Exercicio 12 - No Exercicio 3, aponte as fungdes inje-
toras, conforme o dominio e o contradominio estabelecidos

por Voce.
e Exercicio 13 - Diga para quais destas fungdes a implicagao
flz) = fly) == & = y é verdadeira, justificando com um
axioma ou teorema de R.
a) f:R— R, tal que f(z) = z?
b) f:RE — R, tal que f(z) ==
c) f:RF — R, tal que f(z) = v
)

d f:R*%R,talquef(:c):i——{—l

Obs.: R* ¥ R — {0}

~/Honggo 103,
o Exercicio 14

1. Aqu'i estdo fungéfas representadas por “papygramas”,
Quais delas constituem fungdes injetoras? Por qué?

b)

2. Dé “papygramas” de outras funcdes f : R — R inje-
toras. V

- 3. Idem para fungdes néo injetoras,

4, Escreva, um critério visual para recoﬁhecer uma fungéo
injetora por seu “papygrama”. . .
5. Represente as quatro fungdes do item 13 -
a) por tabelas; | ,
b) porpares (2, f(a)); o
c) por graficos no plano‘ca‘rtesiano. - D . o
6. Escreva um critério para recoﬁhécext" uma fungéo ihj'é-
toras e
a) por sua tabela;

b) por seus pares (z, f(z));

¢) por seu grafico no plano cartesianp.

e
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Responderemos agora & pergunta feita em péginas anteriores: o
nimero de elementos de um conjunto 4 é maior ou igual do que
34, se existir uma contagem de A que esgote todos os elementos
de {1,2,3,...,34}, ou, mais rigorosamente, se existir uma funcio
fi1A— B,emque B =1{1,2,3,...,34}, tal que todo elemento de
B seja imagem de algum z € A.

Definicéo

Uma funcdo f : A = B é sobrejetora se cada elemento de B
é imagem de no minimo um elemento de A. Isto é, se para todo
y € B existe algum z € A tal que y = f(z).

e Exercicio 15

1. Liste todas as fun¢des que séo sobrejetoras de {1,2,3} |
em {a,b}.

2. Quantas funcdes sobrejetoras existem de um conjunto
de 7 elementos em um conjunto de 5 elementos?

e Exercicio 16 - No Exercicio 3, aponte as fungdes sobreje-
toras, conforme o dominio e o contradominio estabelecidos
por voce.

e Exercicio 17 - Refaca todo o Exercicio 14, substituindo
injetora por sobrejetora.

Definigao

Se f: A — B é uma funcdo, entdo a imagem de f (notagdo :
Imf ou f(A)) é o conjunto das imagens de cada elemento z € A.
Intuitivamente, séo os valores de B ocupados pela fungdo f. Ou
seja,

Imf={y e B|(3z € A)f(z) = y}.

¢ Exercicio 18 - Se uma funcéo € sobrejetora, o que se pode
afirmar sobre sua imagem? A reciproca deste seu teorema &
verdadeira?

e Exercicio 19 - Complete:

(1,2/3)

a) R*| R* b) R*
x| 1/x X
el 12
s | -1/8
.. o —4
ol
r
y
d) f: R = R, com o grafico ao lado.
x | f(x) .
1 12/3
-1 ] -2
|3
|0
o (-1,-2)
M
e) f: Ry = R{, com este gréfico:
x | f(x)
7
11111
.| 1.007
12

¢) f1R—=R,
pares:
(2,22~ 1)

f) f: R — RY, com um gréfico andlogo, mas em que

S
il
~
—
+
43

g) f: Rf = RY, com um grafico

1.75
188 .-
2
3'1..

andlogo,. magiem que

i

e
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A=(2,1+1),

B=(3,1+1+1),

O=<4,1+%-+-é-+%g>,
h) f: R — R{, com um gréfico andlogo, mas em que

A=(2,1+1%),

B=(3,1+3+%),

C=(41+3+35+1%)

o Exercicio 20 — Quais das fungdes do exercicio anterior sao

sobrejetoras?

e Exercicio 21 - Sendo f : A — B, diga em que itens €
verdadeira a afirmagio para todo y € B, eziste z € A tal que

Y= f(ac)

a) f: R €R,tal que f(z) = %

b) £ R RE , tal que f(2) = 2%

c¢) f:R*— R* tal que f(z) = 2/z;

d) f:R; — RY, tal que f(z) = |af;

e) f:R =R, tal que f(z) = (2 - 1)

f) f: R = RY, tal que f(z) = 2%

g f: R—{l}-—%R,talquef(m):;—i—I—f‘L '

Obs.: Ry ¥ R-U {0} e R & R U {0}.

e Exercicio 22 ~ Seja f : A — B uma funcio. Escreva a
negagéo destas afirmagdes:

P

a) (Vo€ A)f(z) = f(y) = @ -=‘y;~
b) (Vy € B)(3z € A)f(z) =y.

o Exercicio 23 -Déum exemplo de fungao real f (f:R— R)
que seja:

a) injetora e sobrejetora; . ‘
b) injetora e ndo sobrejetora;
¢) néo injetora e sobrejetora;’
d) néo injetora e nio sobrejetora. |

e Exercicio 24 - Considere estes exemplos onde f NN
(sendo ou ndo uma fungio):

z+1, sex {mpar
a = !
) flz) { z—1, sexpar

b) f(z) =10 ~¢

) 10—z, sez<10
C) f(m) = { z __1 se T > 0.5

sevm<.4

d) f(z) = sed<z<9

‘ x+1 sexz >0 .

) 10~z sez<10 - :
°) f(m)—{a:+1, se 20 f

2 < o

0 ={ 2 0o
g) f(z) = (z -2’ R

1. Em cada caso, faga um grafico no plano cartesiano dos
pontos (z, f(z )) tais que z < 11.

2. Em cada caso, faga um graﬁco no plano cartesmno dos
pontos (z, f(z)) tais que f( )> =L

J
-

;
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3. Aponte, dentre os exemplos acima, 0s que séo:
a) funcéo
b) funcdo injetora
¢) fungéo sobrejetora )
4, Escreva qual o critério visual que podemos empregar
para dizer se um gréfico é ou no:
a) fungéo
b) fungdo injetora
¢) fungéo sobrejetora
d) fungéo sobrejetora e injetora

¢ Exercicio 25 - Em cada caso abaixo, temos f : R — RY.

/

N

Use o critério do exercicio anterior para identificar

a) que gréficos podem representar uma fungéo. Nesse ca-
s0, assinale no eixo do contradomfnio (eixo vertical) a
imagem da funcio;

109

b) entre as fungbes quais sdo injetoras;.:. .
¢) quais sdo sobrejetoras;

d) quais s80, a0 mesmo tempo, sobrejetoras e injetoras.

o Exercicio 26 - Crie uma regra para:f ; R — RT cu-
jo gréfico seja, aproximadamente, cada um dos gréficos de
fun¢éo do exercicio anterior. , -

J& vimos que o nosso processo de contar um conjunto de objetos
consiste em estabelecer uma correspondéncia.entre cada objeto e
um nimero natural. Inconscientemente, a nossa vista percorre um
caminho, passando por todos esses objetos, e uma s6 vez em cada
um: 1, 2, 3 etc. Mais ainda, o exemplo do infcio deste’ capitulo
permite-nos afirmar que existem 34 simbolos no conjunto dado
porque, ao final da contagem, esgotamos todos os nimeros naturais
de 1 a 34 e usamos cada um deles exatamente, uma vez.

Portanto, a contagem é uma funcio tal que, por ocupar todos
os elementos do contradominio (no caso, os nimeros naturais), é
sobrejetora e, por ocupar cada um uma s6 vez, é injetora..

Deﬁmgao
Uma funcio injetora e sobrejetora é dlta bljetora

s Exercicio 27 - Conte, ,dlq‘_,'mod,o como foi.fei_tb_ aicima, 0
conjunto destes sfmbolos: ... -3 -2 -1 0.1 2 3 ... Isto §, crie
uma fungéo f: Z — N bijetora.

» Exercicio 28 — Baseado na fungéo do exercicio anterior, crie
uma fungo f 1 N— Z buetora

s Exercicio 29 - SeJa,g Z—+ ZZ 2Z =4...,—2,0,2,. .},tal
que g(z) = 2z. S
a) Complete os pares ordenados (z, f(z): (:.,8), (...,0),
(.., —94), (..., 1332), (,.;y) onde y € 2Z. Responda
usando a definigdo: g é sobrejetora? .

s
e,
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b) A implicagio g(z) = g(y) = z = y é verdadeira? Pela
definigdo, g é injetora? :

¢ Exercicio 30

1. Represente, num mesmo “papygrama”, os conjuntos N,
Z e 2Z e as fungdes dos Exercicios 28 e 29.

2. Crie, a partir daf, uma funcéo h: N — 27 bijetora.

* Exercicio 31 - Crie uma fungio f : N — N bijetora, diferen-
te da fun¢do tal que para todo z € N, f(z) = . (Sugestzo:
negue a afirmagéo ‘para-todo z € N, f(z) = 2'.)

e Exercicio 82 ~ Crie uma funcéio f: Z — 27 bijetora, difer-
ente da funcéo tal que para todo z € Z, f(z) = 2z.
» Exercicio 33 - Seja A = {1,2,3} e considere as funcdes
seguintes de A em A:
i 2 5 5 5 5N
I=1 1=1 1+-2 12 13 13
242 23 21 253 251 242
3—=3 32 3—=3 31 352 31

Se realizamos a fungéo a e depois, sobre o resultado, a funcio
b, obtemos o mesmo efeito que a funcfo c. Escrevemos entao
boa =c, onde boa representa a realizagdo da fungdo b apds
a funcéo a.

1. Encontre, no quadro abaixo, as fungdes pedidas.
boa=c ofle a b ¢ df
ace= ...
doe=,.,
eoa=.."
aOb: ves
coc=..,
doc=,,.

o0 T oo

a(3) = ...

b(2) = .. '

b(*) = ..., onde * = ¢(3)
b(*) = ..., onde x = a(1)
b(a(2)) = ...

3. b(a(1)) =b(1) =2 = (boa)(l)
b(a(2)) = b(8) = 8 = (bo a)(2)
5(a(3)) = 5(2) = 1= (boa)(3)
Logo, (boa)(z) = ...

o Exercicio 34 - Sejam 4 = {1,2,3,4}, B = {a,b,c} e C'=
{aaﬁ,7a57€}' . . '
a) Escreva a regra de alguma fungio f A= B,
b) Escreva a regra de alguma funcio g : B — C.

c) Nos moldes do exercicio anterior, o que seria a fungso
g o f? Dé seu dominio, contradominio e regra.

d) z€ A== f(z)€..
e) ye€ B=>g(z)€..
f) Logo, z € A == g(f(z)) € ...
» Exercicio 35 - Represente as funcdes f e g do dltimo exer-
cicio
a) num mesmo papygrama

b) numa mesma tabela
de modo a deixar claro o efeito da nova fungéo go f. -

» Exercicio 36 ~ No Exercicio 34, para poder definir g o [
A = C com a regra (90 f)(¢) = g(f(z)) é necessirio
que o dominio de g seja exatamente B? Escreva a condigio
necesséria. ' '

1

!
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¢ Exercicio 37 - Ainda no Exercicio 34, é possivel falarmos
em fog?
Definicao
Sejam duas fungdes f : A =+ Beg: B — C, com f(A) C B
Entdo podemos definir a fungdo composta de g com f (notagdo:
go f) assim:

gof: A = C _ _
z = (gof)(z)=g(f(z))

f i

T

X £(x) gfx)

N

guf

Figura 5.3. Fungfio composta

s Exercicio 38

1. Reveja o Exercicio 30, usando o conceito de funcio com-
posta.

2. Escolha uma boa figura para representar os conjuntos
N, Z e 27Z e as funcdes f, ge go f. NS

* Exercicio 39 - Sejam f e g fungdes tais que se possa definir
g o f. Diga se cada implicagdo a seguir é verdadeira ou fal-
sa. Em caso de falsa, d& um contra-exemplo (defina correta-
mente f e g). No caso de ser verdadeira, escreva um argumen-
to razodvel para justifici-la. Dé um exemplo com conjuntos
finitos e um com conjuntos infinitos.

a) f,g bijetoras = g o f bijetora
b) f,g injetoras = g o f injetora
c) f,g sobrejetoras = g o f sobrejetora
d) A reciproca de a.
e) A reciproca de b.
g) A reciproca de c.
s Exercicio 40 ~ Considere: o L
i N = Q eg: Q = R  Calcule:
r = 1/z z = zv2
a) f(5), f(81), f(n)
b) ¢(0), g(—1), g(1/8), 9(Q)
c) g(), onde O = f(31)
d) ¢(0), onde O = f(z)
e) (g0 f)(8), (g0 f)(z)

* Exercicio 41 - Nos itens a,baixp,

1. descreva as imagens de f e g;

2. descreva o dominio, o contradomfnio e a regra das fun-
goesgofefog, quando fizer sentido,

gR—%R

a) f: R = R

g — a? , z = o+l
b) f: R = R g: R* = R

N o z = lfz
¢) f: Rt = R g:'R‘-%_R

T = Wz T 2
d) f: R* - R. ¢ R = R

z = zl-z LT e [:1;|

» Exercicio 42 - Defina o dominio, o contradomlmo ea regra,
de duas funcdes f e g tais que: : :
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a) go f: R = R, com (go f)(z) = (z + 2)°

b) gof: R = R,com (go f)(z) =2°+2

) go fi[l,00) = R, com (go f)(z) = /22— 1
d) gofi R = R, com (go f)(z) = 2elt+e

» Exercicio 43 ~ Sejam 4 = {1,2,3,4}, B = {a b c}, C =
{e,8,7,6,¢} e D = {c0,V,0}.

(¢

1. C_rietrésfungéesf:A—)B,g:B——;G’eh:C-—)D.

2. Escreva o domfnio, o contradominio e a regra da fungdo:

a) gof
b) ho(go f)
c) hog
d) (hog)of

3. Tire uma concluséo sobre os itens b e d acima.

¢ Exercicio 44 -~ Considere
f: R - R , g0 R
z = z+1 z
h: R -+ R
Escreva a regra da funcéo:

a) gof
b) ho(gof)
¢) hog
d) (hog)of -
* Exercicio 45 - Sejam f, g e h fungdes tais que todas as

fungdes compostas abaixo fagam sentido. Diga como se cal-
cula:

a) (g0 f)(=)

Fuzigo” 14

b) [ho (g0 f)(e) C e
9) (hog)(a)
4) [(hog) o f(2)

Como o dominio da fungdo ho (go f) é 0 mesmo que o de
(hog)of, bem como o contradominio, a comparagio dos
itens b e d deve provar que Ao (go f) = (hog)o f,

o Exercicio 46 ~ Veja o Exercicio 33.

1. Complete o quadro do item a daquele éxercicio.

2. Chamando de S3 o conjunto daquelas seis funcbes —
S3 = {e,a,b,¢,d, f} — e considerando a operagéo o,
verifique quais destes axiomas do Capltulo 3 840, satls-
feitos por (53, 0): - ,

: © a) fechamento =+ = .  “ A Vi
b) existéncia de elemento neutro RS
c) existéncia de elemento inverso -

d) associatividade

_e) comutatividade

o Exercicio 47 - Seja'S =R = {0,1}. C‘onSIdere as fungoes

seguintes:
fo,t S = 8 ~f1,! 5 = S
z - oz z - l/z
fo: § = 8 fa S - &
z = l—g ¢ 1 N
L l—z
S z—1 v z 3 Co

1 Faga um quadro com os resultados de f 0 g, ohde feg _
sdo cada uma das fungoes a01ma, '
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2. Diga quem é a fungéo:

a) (fao fi)o(fsof3)

b) [fao (fio fs)lo fs

c) faol(fro fs)o fi]
Faz sentido escrever fs o fi o fa o f3 sem parénteses, ou
a ordem em que efetuamos parece relevante?

3. Como foi feito no exercicio anterior, verifique se o con-
junto destas seis fungdes com a operagio o satisfaz e'ste':s
axiomas: fechamento, existéncia de neutro, existéncia
de ihverso, associatividade e comutatividade.

Os tltimos exercicios foram sobre fungdes bijetoras de um con-
junto em si mesmo. Tais fungdes sio chamadas permutagdes do
conjunto. A permutagio mais simples de um-conjunto € aque}a
que associa cada elemento do conjunto a si préprio. E a fungéo
identidade do conjunto.

o Exercicio 48 — Liste todas as permutacdes de {1,2,3,4}.
e Exercicio 49

1. D& exemplo de uma permutagio f diferente da identi-

dade. _

a) f:{1,2,3} = {1,2;3}

b) ftR—=R

¢) fiRI—=RY

d) f*N—=N

Sugestdo: negue a sentenga: Vz € A, f(z) =

2. Refaca o itemn 1 sendo f é uma fungdo tal que z > y

= () > f(y).

Sugestéo: em caso impossivel, suponha que exista tal f
e chegue a um absurdo.

* Exercicio 50 - Dada uma permutagio f : A — A, cri¢ a
partir dela uma nova permutagéo de A (obs.: A é um con-
junto qualquer em que operagdes como + ou . podem ndo
estar definidos).

* Exercicio 51 - Volte aos Exercicios 33 e 46. Observe que
a fungfio d desfaz o que a fungdo ¢ havia feito, e vice-versa.
Qu seja;

S5 05 4 5
l2-1 131
2232 212

3 1m3 323
— —+

e [
* Assim, doc = eecod = e, Dizemos’ que: d €a fung:ao inversg
de e.

1. Encontre a fuhgio inversa de:
e - ile il d: = .

2. O gréfico de d é o conjunto dos pares (z,d(z ):
grafd={(1,3),(2,1),(3,2)}. Entéo grafec=...-

Os dois dltimos exer¢icios sugerem queé se f : A ~ B satisfaz
certas condigdes, é possivel definir uma nova fungio g : B —, A
que, intuitivamente falando, desfaca o que f faz.

Se ¢ é uma fungfo como as dos dois tltimos exercicios, a sua
fungio inversa d consiste em inverter as setas de c. Liogo, se re-
alizarmos ¢ e depois d (ou seja, se realizarmos a fungao composta,
doc) em cada elemento z; voltaremos a ©, .

——
e
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O mesmo para as funces f e g abaixo:

ERNIEA RN
1—=0~1 0—=1+=0

212 121
323 232

— —
gof fog
Definicéao

Seja f: A — B. Se existe g: B — A tal que, para todo z € A,
(90 f)(2) = =z e, para todo z € B, (fog)(z) = z, entéo a funcdo
[ é inversivel € g é a funcéo inversa de [ (notagdo: g = f1),

¢ Exercicio 52

1. Esboce o grafico da fungﬁo f N = Z do tltimo exem-
plo. ‘
2. Esboce o grafico da funcfio g: Z — N, inversa de f.

3. Compare os dois graficos e tire uma conclusio a partir
daf e do Exercicio 51.2.

* Exercicio 53 - Esboce o grifico da funcdo inversa de cada
fungdo definida no Exercicio 25 que for inversivel.

¢ Exercicio 54

1. Em cada item do Exercicio 14.1, inverta o sentido das
setas que saem de A para B. Em que casos obtermos
uma fungdo de B para A?

2. Represente com setas cada fungio do Exercicio 23 e
responda & mesma pergunta do item anterior,

3. Argumente a favor ou contra as seguintes implicacdes:
a) [ injetora = f inversivel
b) f sobrejetora = f inversfvel
c) f bijetora == f inversfvel

4. Idem, para a reciproca de cada implicagio-acima. -

* Exercicio 55 - Os Exercicios 46 e 47 sugerem que, sob
certas condigdes, & possivel desenvolver um certo célculo,
onde fungdes séo tratadas como usualmente operamos com
ndmeros.

1. Diga que condigio f deve satisfazer para que valha;
a) fog=foh=sg=4 '
b) gof=hof=h=y

2.. Dé um exemplo onde fog=fohegs#h,

* Exercicio 56

l.Sef:A— B¢ bijetoraleg : B -—)A'éta;l qﬁe'-gofz
ida, em que 1dy é a fungo identidade de A em 4,0
que se pode dizer de f o g7 '

2. Dé um exemplo de f e g tais que g o f ='id, mas
fog+#id. ' o
Sugestdo: o item anterior fez vérias hipdteses. Certa~

_mente vocé terd que negar uma delas, '

* Exercicio 57 - Escreva a regra da funcéo inversa, g: NN
de cada fungéio inversfvel do Exercicio 24, ' g

* Exercicio 58 - A fungéo identidade (id) de um conjunto
tem a propriedade de que id o id = 4, Dé outros exemplos
de fungdo f tal que . .
a) fof=id b)fof=f . Co

Definicao T e

Uma fungio f : R — R é par se, para todo ¢ € R, f(x2) = f(z).

Uma fungdo f: R ~ R & fmpar se, para todo z € R, f(—z) =
e |

s R TE

L
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» Exercicio 59

1. Dé trés exemplos de
a) funcio par b) fun¢éo impar

2. Os conceitos de fungdo par e de fungdo fmpar sio inde-
pendentes? Mostre que sim, dando exemplos de funcio:

a) par e fmpar

b) par e ndo {mpar

¢) ndo par e mpar
Os itens a e b provardo que f par =% f {mpar; os itens
a e c, que f {mpar =~ [ par.

o Exercicio 60 - Diga que tipo de simetria tem o grifico de
uma fungio:
&) par b) fmpar:

Definicéo

Um conjunto A de ndmeros reais é limitado inferiormente se
existe um ndmero m (nfo necessariamente em A) tal que, para
todoz € A, m < z.

Um conjunto A de ndmeros reais é limitado superiormente se
existe um numero M (n&o necessariamente em A) tal - que, pa,ra
todoz € A,z < M. :

Um conjunto A é limitado se existe M tal que, para todo z € A,
lz] < M.

Uma fungéo f : A — R, onde A C R, é limitada (inferior-
mente ou superiormente) se a sua imagem é um conjunto limitado
(inferiomente ou superiormente).

¢ Exercicio 61

1. Diga se cada uma das fung¢des abaixo é limitada ou nio,
e, neste caso, diga se é limitada inferiomente ou limitada
superiormente ou nenhuma das duas.
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2. Aponte o ndmero m que limita a fungéo ou prove a sua
inexisténcia por reducio ao absurdo.

3. Justifique as passagens com propriedades de desigual-
dade em R.

a) f:R =R, tal que f(z) = —z2
b) f:R =R, tal que f(e) = a];
) f:[~1,1] = R, tal que f(z) =T =27
d) f:R =R, tal que f@)=|z—2|+1;
e) f:R*—-)R,talquef(m):I—l—,—}-l; '
z .

f) f:R =R, tal que f(z) =2° ‘,-’
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Plano Cartesiano

O plano cartesiano, R? é o conjunto dos pontos (z,y), com
z,y € R. Representa-se por dois eixos numéricos, horizontal e
vertical, com os pontos 0 (zerp) coincidentes. Cada ponto do plano
estd determinado por uma abcissa z, a projecdo ortogonal do ponto
sobre o eixo horizontal, e uma ordenada y, a projegéio ortogonal
sobre o eixo vertical, ' ' o

. (x¥)

X !

A igualdade no conjunto R? é definida, .recorrendo-se aquela
em R: (a,0) = (¢,d) <= a'= ¢ e b= d. Um dos méritos
do6 plano ca,rtesi{mo é que ele possibilita uma visualizacio, uma
interpretagdo geométrica, para relagdes numéricas. Por exemplo,
seféumafuncio deRemR;a marcagéo dos pontos (z, y) comy =
f(z) dé ao leitor o reconhecimento vistial imediato de fatos como
injetividade e sobrejetividade, f ser (ou néo) par ou fmpar, pontos
de maximo ou minimo valor da fungio, regies de crescimento ou
de decrescimento, comportamento de f quando z tende ao infinito
etc. T B '
Vejamos um exemplo desse auxilio recfproco dg geometria e do
calculo. Dados dois pontos F e F', examinemos o problema de
determinar o lugar geométrico  dos pontos P tais que a distdncia
de P a F' seja o dobro da distdncia de P a F. Interpretando no
plano cartesiano sejam, por exemplo, F' = (1,0), ' = (4,0) e

o
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P = (z,y), um ponto qualquer da solugéo (por exemplo, (0,2)).

(0,2)

F B

A representacdo do conjunto dos pontos do plano cartesiano que
satisfazermn uma. certa propriedade é dito lugar geométrico desses
pontos.

Entéo, escrevendo as distdncias de P a ' e de P a F em termos
de suas coordenadas, temos: '

F'l' = 2PF &= 2 +4* =4

(Veja o Exercicio 2 e o comentario que lhe segue.)

Logo, se j4 soubermos que uma equagio como z°+y? = 4 repre-
senta um circulo, entdo teremos resolvido o problema geométrico
inicial através do célculo: o tal lugar geométrico procurado é um
circulo. Reciprocamente, se soubermos que o lugar geométrico que
se busca é um circulo (circulo de Apolénio), entdo concluiremos
que a equagio z? + y? = 4 representa-o algebricamente.

Como j4 vimos, nem toda curva no plano cartesiano é grafico
de alguma funcéo. Por outro lado, uma curva como o circulo ou a
elipse (cuja geometria é bem conhecida) pode nos esclarecer bas-
tante sobre a relagio numérica que a expressa. Daf ampliarmos o
estudo de graficos a relagdes mais gerais do que as funcionals,

Seja C(z,y) uma afirmagio sobre z e y. Por exemplo:

alz,y) 1y =2z
oz, y) 2 ~2y=mnx
ca(z,y) iy=1louy>3
Quando temos uma fungio f, dizemos que o grafico de f é o
conjunto dos pontos (z,y) tais que se verificam a condigao y =

graf f={(z9) |y = f(=)}.
Analogament’e o conjunto dos pontos (z,y) para os quais a afir-.

magio O(z,y) é verdadeira é o gréfico da condigio C (notago:
grafC):

grafC’ {( ¥) ] Clz,y)é verdadeira}. |

. Exercmlo 1- Esboce 0 graﬁco das condlgoes C’(m y) se-
gumtes

- Vérias das mais importantes figuras. geométricas,— como o
circulo, a elipse, a parébola e a hipérbole — séo. deﬁmdas a partir
de uma proprledade sobre distancia entre doxs pontos . Por exem-
plo, o circulo é o lugar geometrlco dos pontos cuja dlstanmq, a um
ponto fixo é constante. Por isso, vamos definir a seguir a disténcia

. entre dois pontos.do plano cartesiano.

Se a e b sio dois nimeros reais, entdo jé‘zdeﬁnimos a distincia
entre a e b por d(a,b) = |a — b|. Estendemos esta defini¢io a dois
pontos do plano cartesiano, baseados no teorema‘de Pltagoras da

geometria plana: se P = (25, yp) ¢ Q = (a:q,yq) entao a dlstancm

entre P e Q, que denotamos por d(p, q9), e

Ap,q) = @ =2+ (v

i

Observe que:
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L. Se z, = z, entdo d(p,q) = YV (yp — Yo)* = |yp — yq-

2. Se z, # x4 € u, # Yy, entdo PAQ é um tridngulo retdngulo
e, pelo teorema de Pitdgoras,

PQ*= AP*+ AQ*e PQ > 0
= PQ = +/APY L AQ?
A d(p,q) = \/lxp —z4|* + lyp — Y|
= d(p,q) = \/(xp - mq)z + (Yp — Ye)?

« Exercicio 2 - Seja 0 =(0,0).

a) Assinale no plano cartesiano alguns pontos P tais que
OP =2,

b) Escreva, em termos de z e ¥, a condigéo que devem sa-
tisfazer os pontos P = (z,y) tals que OP = 2 (atengdo:
use corretamente o simbolo <=).

Na geometria, definimos o cfrculo de centro O e raio 7, 7 > 0,
como o lugar geométrico dos pontos P tais que a dlstancm de P a
O seja igual ar. -

Um ponto P = (z,y) pertence ao circulo de centro na orlgern
O = (0,0) e raio r se e somente se

OP =1
= V(z=02+(y—02=r e r>0
= ?+yt=r?

No estudo do plano cartesiano, costumamos identificar a figura
do circulo com a equagdo z? + y? = r?. Dizemos: ‘z? + y? = r?
é um circulo de centro na origem e raio r’. Isso é um abuso de
linguagem, mas que se justifica pelo tanto que a correspondéncia
entre a geometria e o calculo acrescenta um ao outro. Dito de outra
forma, a figura é um modelo para a equagdo, ou vice-versa.

ie7) .

o Exercicio 3 - Escreva em termos de z e y a-condig8o satis-
feita pelos pontos P = (z,y) tais que:

a) OP = 3, onde O = (2,0)

b) OP = 3, onde O = (0,1)

¢) OP =3, onde O = (2,1) : .

d) OP =r (r > 0), onde O = (a,b) (ndo efetue as contas)
)

e Vemﬁque e interprete o que acontece no item anterior
quando r = (. '

Atengio! prlnc1palmente no 1tem d) utilize co‘rrétamente 0
simbolo <=, ‘ R
o Exercicio 4 - Esboce 0 gréfico da condigéo:
a) 2+t =7
b) (+ 12 +y> =7
¢) (z+1)+(y-2)12="7 (O ponto (0 0) pertence a este
" dltimo gréfico?)
d) 2+ 22 +y* =6

- O Exercicio 3 nos deu a equagio- geral do- cireulo-no- plano
cartesiano a partir de sua definigio geométrica. O uso corret o
sfmbolo <=> em todas as passagens nos: assegura* SRR

1. que todos os pontos do c1rculo de centro em; (a, b) e raao r
satisfazem a equagdo (z —.a)?+(y —b)? = r? @ apenas tais
pontos a satisfazem); Lo {

2. que toda equagdo deste tlpo - (m - a) + (y - b) -
representa um c1rculo, qua,) seja, o. de centro em (a, b) e ralo
= :
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-Queremos obter identificagdes semelhantes para outros tipos de
equagdes e curvas — como a reta e as conicas (elipse,pardbola e
hipérbole) — a partir, também, de suas definigdes geométricas.

e+ Exercicio 5 - Seja P = (2,y) um ponto qualquer de R2.

1. Dados A e B, assinale alguns pontos P tais que AP =
BP, de modo a intuir sobre a figura que formam.
a) A=(00)eB=(06)
b) A= (0,0) e B = (2,0)
c) A=(1,0)e B =(0,1)
d) A=(-13)eB=(31) _
e) A=(a,b) e B=/(cd),ondea®+b" =c*4d’
2. Escreva a condigéo C(z,y) satisfeita por tais pontos P;
em cada item acima.
3. No item e:
a). Mostre que (0,0) € graf C.
b) Examine o que ocorre com C(z,y) quando a = c.
¢) Idem, quando b = d.

‘Sabemos da geometria que, dados dois pontos A e B, o lugar
geométrico dos pontos P tals que AP = BP é uma reta: a medi-
atriz do segmento AB. O que o dltimo exerc1c10 mostrou é que a
mediatriz de AB — A = (a,b), B = (¢,d) ea® + b =+ d* —
satisfaz a condigio (¢ — a)z + (d — b)y = 0. Isto significa que toda
reta contendo a origem tem equagio do tipo Mz + Ny = 0 (veja
o item 3 a) do exercicio anterior).

Para chegar a identificagao reta pela origem & Mz + Ny =0,
precisamos da rec{proca desta afirmagio, ou seja, mostrar que toda
equagio do tipo Mz + Ny = 0 define uma reta contendo a origem.
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s Exercicio 6 Lo e e e e

1. Esboce o grifico da condigéo abaixo.

2. Mostre que o lugar geométrico dos pontos que a veri-
- ficam é uma reta contendo a origem. ‘
Sugestao: escolha dois pontos A = (a,b) ¢ B = (c,d)
tais que a equagio da mediatriz de AB seja exatamente
a condigio dada.
)m-y—O '
b) 2z —y= 0
<) @+ 2y =0
d) rz+ (1 -8By =0 .
e) Mz + Ny=10 (M #0ouN#0)

Definigao
Seja um ponto fixo F (foco) e uma reta fixa d-(diretriz). Para
cada ponto P do plano, seja EP’ a distdncia de P a d.

O lugar geométrico dos pontos P tais'que a ra,zao PF/ PP’ ='e
é constante (chamada excentrlcldade) é : X

a) uma parabola, see=1 i
b) uma elipse,se e <1 4 L
¢) . uma hipérbole, se e >'1 .
: 1
~» Exercicio 7 - Sejam F (0 1/4) eda reta, y = —1/4.

a) Plote (com régua e compasso) dez pontos da pardbola
de foco F' e diretriz d. item([b)] Se P = (z,y), escreva,
em termos de'z ey, & condigéo satisfeita por tais pontos.
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s Exercicio 8 - Faga o exercicio anterior para:

a) F=(0,1)ey=—1
b) F=(0,1/8) ey =—1/8
c) F=(0,p) ey = —p. Interprete os casos p <0 e p=0.

o Exercicio 9

1. Esboce o grafico da condigio abaixo.

2. Mostre que o lugar geométrico dos pontos que a veri-
ficam é uma pardbola contendo a origem.
Sugestio; escolha um ponto F' e uma reta d, tais que a
equagio dos pontos equidistantes de F' e d seja exata-
mente a condigdo dada.

a) dy = o?
b) 2y = 7z?
¢) y-/«cw
d) v

. O item ¢) dos dois tltimos exercicios prova que o gréfico de
uma condi¢do é uma parébola de foco (0,p) e diretriz y :: —p,
se e somente se a condlgao é y = 4pz®. Conseguimos, portanto, a
identificagdo:

pardbola de vértice em (0,0) e eixo’ Oy ¢— y = kz?.
o Exercicio 10 - Sejam F = (—4,0) e d a reta z = —25/4,

a) Construa graficamente dez pontos da elipse de foco F,
diretriz d e excentricidade 4/5.

b) Se P = (z,y), escreva, em termos de z e y, a condigéo
satisfeita por tais pontos.

A reta, contendo o foco e perpendicular & diretriz da parébola, é o seu eixo ¢ a
interse¢o da pardbola com o eixo, o vértice,
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s Exercicio 11 - A elipse também pode ser .definida como
o lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias a
dois pontos fixos (focos) é constante. No exercicio anteri-
or, encontre o outro foco (F') da elipse e o valor da soma -
constante (2a). Mostre que um ponto P = (z,y) é tal que
PF 4 PF’ = 2q, se e somente se P satisfaz a condigdo en-
contrada naquele exercicio.

o Exercicio 12 - Refaca o Exercicio 10 com

a) foco (v/3,0), diretriz z = 4/+/3 e excentricidade V3/2

b) foco (4,0), diretriz z = 25/4 e excentricidade 4/5

c) foco (0,v/3), diretriz y = 4/v/3 e excentricidade V3/2

d) foco (c,0) (¢ # 0), excentricidade e (0 < ¢ < 1) e
diretriz z = c/e? SR

o Exercicio 13

1. Esboce o gréfico da condigio abaixo. ‘

2. Mostre que o'lugar geométrico dos pontos que a veri-
ficam € uma elipse de centro na origem?.
Sugestao: escolha um ponto F' = (m,n) para foco, a
excentricidade e (0 < e < 1) e uma réta para diretriz,
tais que a elipse que definem seja exatamente a condigo’

dada.

2) 22/25 4 y2/9 = 1

b) 2 +y?/d4 =1 ' ¥

¢) 4xz?+9%y? =36

d) /T +y*/m =7 .

e) @?/a’ 4+ y*/6? =1 (a,b #0) (a # b) Interpretea e
b graficamente.

Segundo o Exercicio 11, a elipse tem dois focos. O centro da elipse é o ponto
médio entre os focos. -
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Assim como jd fizemos com o circulo, a reta e a pardbola, todos
na sua posigdo fundamental, 1sto é, na origem, obtivemos, com os
Exercicios 12.d e 13.e, a condicio satisfeita pelos pontos de uma
elipse. Entéo, toda condi¢do da forma

22 yz
TAl=1 (@b20) (a#b)
representa uma elipse de centro em (0,0) e com os focos na hori-
zontal ou na vertical; e vice-versa.

¢ Exercicio 14 - Sejam F' = (~5,0) e d areta z = —16/5.

a). Construa graficamente dez pontos da hipérbole de foco
F, diretriz d e excentricidade 5/4,

b) Se P = (z,y), escreva, em termos de z e y, a condigio
satisfeita por tais pontos.

¢ Exercicio 15 — A hipérbole também pode ser definida como
o lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das disténrfias
a dois pontos fixos (focos) é constante, No exercicio anterior,
encontre o outro foco (F’) da hipérbole e o valor da diferenga
constante (2a). Mostre que um ponto P = (z,y) é tal que
|[PE — PF'| = 2a, se e somente se P satisfaz a condigdo
encontrada naquele exercicio.

* Exercicio 16 — Repita o exercicio 14 em que

a) foco (v/2,0), diretriz z = 1/v/2 e excentricidade v/2;

b) foco (5,0), diretriz = 16/5 e excentricidade 5/4;

¢) foco (0, V'2), diretriz y = 1/+/2 e excentricidade V2

d) foco (c,0) (¢ # 0), diretriz & = c/e? e excentricidade e
(e>1).

e) foco (

0,¢) (c 5 0), diretriz y = c/e’. excentricidade e
(e>1). ,, .

* Exercicio 17

1. Esboce 0 grafico da condicdo abaixo.

2. Mostre que o lugar geometnco dos pontos que a veri-
ficam € uma hipérbole de centro na origem®.
Sugestdo: escolha um ponto F = (m, n) para foco, a ex-
centricidade € (e > 1) e uma reta para diretriz, tais que
a hipérbole definida assim seja exatamente a condigdo

dada.
g g
a,) '—4';-—5-—— 1
gty _
Ry 9~ !
¢) 22 -2% =1
d) y=vzl+louy=—vz?+1
3,2
e) % - %5- =1 (a,b # 0) Interprete aeb graﬁca—
mente.-

HE-5= (ab;éO)

. EXercfcio 18 ~ Sejam F = (v/2,v2), F' = (=v/2,~+/3),

= (z,y) e a condigéio C(x ,y) PF -~ PF' i\/_ 2. Escreva

' C’ (z,y) emtermos de z e y, na sua forma mais simples; onde
T e y aparecam uma s6 vez cada.

» Exercicio 19 - Refaga o Exercicio 17 com =est$g condigdes:
a) y=2/c
b) y=1/3z

c) Ty = —m

8Segundo o Exercicio 15, a hipérbole tem dois focos. O centro da hipérbole ¢ o
ponto médio entre os focos.
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Da mesma forma como foi feito para outras curvas importantes,
obtivemos a equagédo da hipérbole na sua posigio mais favoravel,
Assim: se a,b # 0, a condigdo da forma

$2 2

a) — — i 1 representa uma hipérbole de centro em (0,0) e

eixo focal F'F' horizontal; e vice-versa.

2 2
b) %2- - % = 1, uma hipérbole de centro em (0, 0) e eixo focal
a

vertical} e vice-versa,

c) zy = k é uma hipérbole de centro em (0,0) e eixo focal
na bissetriz fmpar (reta z = y) ou na bissetriz par (reta

T = —y).
¢ Exercicio 20

1. Dé um exemplo de condigdo C'(z,y) cujo grafico seja:
a) uma reta contendo a origem;
b) um circulo de centro na origem;
¢) uma parabola de vértice na origem e eixo vertical;
)

d) uma pardbola de vértice na origem e eixo horizon-
tal; '

e) uma elipse de centro na origem e de eixo focal ho-
rizontal; , .

f) uma elipse de centro na origem e de eixo focal ver-
tical;

g) uma hipérbole de centro na origem e de eixo focal
horizontal;

h) uma hipérbole de centro na origem e de eixo focal
vertical; )

i) uma hipérbole de centro na origem e de eixo focal
numa das bissetrizes ¢ =y ou =z = —y. -
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2. Escreva a condigio geral C(z,y) cujo grafico seja de
cada um dos tipos acima. Interprete as ‘constantes que
aparegam. ' -

Nossa intengdo agora é encontrar as equagdes das curvas acima,
localizadas em qualquer regido do plano cartesiano, mantidos seus
eixos (no caso de parébola, elipse ou hipérbole) com as mesmas
diregGes. Para, isso, intuitivamente falando, vamos escorregar sem
girar o plano cartesiano, e obter a nova equaco da curva desloca~
da. ‘ ,

o Exercicio 21

1. Considere o movimento no plano ca,rtésiar;o que a cada
ponto (z,y) associa o ponto (u,v), onde u =gr+2e
v=y+1. Se O(z,y) : y = 2%, encontre C(u, v), isto é,
escreva a condigio C em termos de u e v, ‘
Atencio: use corretamente o sfmbolo <=> em todas ‘as
passagens, de modo que C(z,y) <= C(u,v).

2. Esboce o gréfico de C'(u,v).

3. Assinale alguns pontos do plano € suas imagens, até
compreender o efeito desse movimento,

No exercicio anterior, temos:

u=z+2<>zr=u—2e

|

v=y+lEsy=0~1,

Logo, y = <= v— 1 = (i —2)%.

i

Escorregar sem girar o plano cartesiano R? é um tipo de fungfo
de R? em R? chamada translagfio. Assim que realizamos nos-
so objetivo de encontrar as equacdes das curvas do Exercicio 20
deslocadas, estudaremos outros tipos de fungéo, ou, melhor dizen-
do, movimento em R?,
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y=x 2 . V- 1=(u-2)2,

Figura 6.1. Translagdo

o Exercicio 22 - O movimento do Exercicio 21 se encarrege
de escorregar sem girar, simultaneamente, o plano cartesiano
duas unidades para a direita e uma para cima, Dé outros
exemplos de movimento deste tipo, ilustrando seu efeito em
alguns pontos e figuras do plano,

Definicédo |
Uma translagdo segundo o ponto (p,q) em R? é uma fungio
T:R?— R?tal que T'(z,y) = (z+p,y +q).

o Exercicio 23 - Descreva o efeito de cada translagdo a seguir:

a) T(z,y) = (z—1,y)

b) T(e,y) = (2, — V2)

¢) T(z,y) = (2,y)

d) T(e,y) = (¢ +ny—7?)

. T )
o Exercicio 24 ~ Considere a translagio (z,y) = (2+42,y+1).

a) Esboce o gréfico de cada condigdo que vocé escolheu
como exemplo no EXGI‘CICIO 20.1.
b) Agora esboce o gréfico da imagem de cada um deles
pela translagéo T
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¢) Seja C(z,y) cada condigio do item 1, sejam w = ¢ + 2
e v =y -+ L. Calcule o respectivo O(u,v).

- o Exercicio 25 - Seja C(z,y) cada éondig&o do Exercicio 20,2.
Sejam 4 = z + 2 e v = y + 1. Encontre C(u,v) para cada
uma delas.

o Exercicio 26 - Este exercicio é muito importanté, pois
- cumpre o objetivo de encontrar a equagdio geral da reta,
do circulo, da pardbola, da elipse e da hipérbole, translada-
dos da origem para um ponto genérico (p, q) do plano carte-
siano, Refaga o Exercicio 25 para uma translagao arbitraria

T(CB,'U) = (m+P7y+Q)

Vimos que, dada a condigdo Oz, y) : y= wz, quando realizamos
a translagdo T'(z,y) = (u,v), onde u = 2 +2 ev=y+1, obtemos
Clu,v):v—1=(u—2)>2

Sabemos que o gréfico de y = z* é uma parabola de foco em
(0,1/4) e diretriz y = —1 /4. E possxvel assegurar que 6 grafico da
nova condigdo, v — 1 = (u — 2)%, é ainda uma parébola?

Sim. Na verdade, podemos até adiantar que o seu foco serd o
ponto T'(0, 1/4) =(2,1+ 1/4) e sua diretriz, a reta y=1-1/4.
Verifique no proxnno exercicio.

2

* Exercicio 27.~ Encontre a condigdo C(k, v) satisfeita pelos
pontos da parbola de foco em (2,5/4) e diretriz u = 3/4.
‘Compare o resultado com o do Exercicio 21.

E facil generalizar o que acabamos de afirmar: a imagem de
uma parabola por ‘qualquer translagdo é uma nova pardbola, A
razdo disso é que uma translagio ndo deforma as figuras. Melhor
dizendo, uma translagio preserva as distdncias entre pontos, é um
movimento rigido, ou isometria. Qualquer propriedade — como
a que define a pardbola, o circulo, a reta e as mais 1mportan‘ces
ﬁguras geométricas — construlda sobre o conceito de disténcia
serd preservada por uma isometria.
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a)y=2 . - e
b) y=[z~1]
c)y=2ey=|z~1|

Definigédo
Uma fungdo T' : R? — R? é uma isometria se preserva a dis-
téncia entre pontos — isto é, se para quaisquer pontos P e Q,

fazendo P' = T'(P) e Q' = T(Q), temos P'Q’ = PQ.

e Exercicio 28 - Mostre que translagio é uma isometria.

2. Encontre, no gréfico do item ¢ ‘aciia, os valores de z
taisque |z —1]=2,.

* Exercicio 31 - Siga 0 modelo de resolugao do exerclcw an-

e Exercicio 29 - Voc8 ja conhece, pelo Exercicio 26, a equacio terior para resolver graficamente as equagdes € demgualdades

. Em cada item acima, onde achar conveniente, defina u-
ma translagdo T'(z,y) = (u,v), de modo que a condigio
C(z,y) seja simplificada quando escrita em termos de

ueuv.

e Exercicio 30

1. Esboce o grifico das condig¢des:

do gréfico da condigio aba,1xo xlustrando. ,

Atenggo: faga, swtematlcamente, todos ‘os casos possi- ,

veis para 4, B e C: maior do que 0, menor do que 0,
igual a 0, | O T

Dy=AstB
b) y = A(w+B)+0.,, SRR
Jy=—titc
)y

O

+B

d -—IAac+Bl+C’ ol

geral de algumas curvas planas. - abaixo.
1. Comparando com aqueles resultados, esboce o grafico 2 s 1 E |

da condicdo abaixo, classificando o tipo de curva. a) @ 1< 9. ' b) z S1(z#0). .
a) y = (a +5)° b) y+3/2 = —(z +5)? 975>t o dletA>2 0
¢)y =z?+ 10z + 25 d)y=2®—8z - e) lz—1| < |z + 5] )|z -1 <z +5/ -4
e)y+f_3m f) e ~5z+6=0 g let1l=le[+1 .« h)|e?-1/>1 -, .-
g) v’ h) y* = 2 )@’ ~52+4620 j)l$"1l<IW+5l+lx+2l
D (et (=0 ) (et 44 (y— 4 =6 )VE<e(e20)  mo<ai<a
Dy—1=—— m)zy+y=1 “”“’”*0 Y0 @byt =9 ey til= (4 1)
n) (z+4)2~(y—4)2=6 o) y=|z+]f P);=w—1,(w¢0) q)Aw'f'By—OefDaH-Eyu;;F;
P y:l_.x-—ll q)y=|2m+2| T T !
) 2+(y~"1)2 1 S)$2+22"‘4 +1__0 "_ L
r) z T y Y = ». Exercicio 32 , 5 |
t) jyl=2+1 u) |ey| =1 o e
V) (zy - 1)(zy + 1) = x) ly| = 22 1, Discuta, em termos de A Be'C, a fortita eapos1gao, :

i

i
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2. Em cada item acima, responda graficamente para que . 2. Diga quals das fungdes acima s&o bijecSes :Justiﬁque

casos a equagdo y = 0 tem uma ou mais solugdes (z). 3. Di 19 a8
. Diga quais sdo isometrias, .

Uma das justificativas para termos estudado as translagdes em o L.
R? é que isso nos levou a resolver graficamente, por exemplo, e- ¢ Exercicio 35
quagbes e desigualdades do segundo grau ou envolvendo médulo. 1. Descreva o efeito da funcio T Zp )
Vocé pode perceber como jé é capaz, ndo apenas de resolver, ¢ao T(z,y) = (2z,y)
' a) na reta y = 3z

mas também, de compreender visualmente a solugdo desse tipo de
problemas (o que foi bem mais custoso no capftulo de conjuntos
numéricos). Como a compreenséo de outros fatos sobre numeros,
fungdes e condigdes pode ser aumentada com um maior estudo dos }
movimentos no plano cartesiano, vamos progredir neste assunto. '

(=2

na.parabola y = z?

)
)

O

no circulo 2% 4+ y%.=1"

fo

na hipérbole zy = 1

(¢]

)
) na hipérbole 22 —y? =1 .. ...,
)

Além de translagBes, existem outros movimentos importantes ! T
em R?, como: reflexdes, rotagdes, dilatagdes, inversdes etc. A con- i f) na elipse 2% + -gyz =1
digio inicial é que, para qualquer destas fungoes, cada ponto de P 9. Seu =93y = e o
R? seja imagem de exatamente um ponto de R? Tais fungdes sic ‘ ' ut-— zev=y,escreva p?,da- condigdo C(z,y) acima
bijegbes do R? em R? ' o | em termos de u ¢ v — isto &, ache C/(u, v),
' . | 3. Generalize de algum modo os itens acima.
¢ Exercicio 33 - Mostre que translagéo é uma bijegao. i - S
| * Exercicio 36 - Considere a fungio T tal
¢ Exercicio 34 i . fungdo T tal que
1. Explique o efeito de cada fungéo abaixo, de R? em R% T(z,y) = (w"’ +y?’ m)’ se (z,y) # (0,0)
Sugestao: assinale alguns pontos e figuras (formadas por ' : ,0), - T se(gyy)'= (0;0)" .
pontos) e observe suas imagens. Evite exéemplificar com ' ' ‘ S TP
retas ou conicas: o Exercicio 38 explicard o porqué. ' - Descreva o efeito de T sobre estas retas cfreulosi
a) T(z,y) = (z,y+1) b) T(:c,y):(‘lasl',y) a) atdyl=1 ' R
c) T(m,y) = (2z,y) d) T(z,y) = (m,—y) o b’) c=1 S * T
e) T(z,y) = (=l yl) £) T(z,y) = (—2,—y) : T R .
g)) T((xvy)):((lay) ) h)) T((:v,y)) ':((y’m)) c)y=1/2 - . PN e
1) T(e,y) = (2z,2y i) T(zy) =y, —< Lo d) (37_3)2+ 3 g . e e . L
. y =9 o el Lran e bt
1)T(m,y)=(—w,g) m)T(w,y):{(—wa—l—l,y) A ‘ ? _ Do im e
n) T'(z,y)= (37,(9 ) o) T(;ﬂ,y)( (x),i)(o 0 | Sugestao, faga u = R ev=— iyf'e réescreva cads
——— ) se(Z : ST L LB Y
p) T'(z,y) = z? 4+ y?’ 2%+ y? i ’ o cond}gao C(z,y) acima em termos apenas de u'e ), elimi-
0,0) se(2,4) = (0,0) | " mandozey. formes speey de v o ¥, climiy
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¢ Exercicio 37 - Todos os movimentos rigidos, ou isometrias,
em R? podem ser expressos em termos de apenas trés tipos:
translacbes, reflexdes e rotagdes. Classifique cada isometria
do Exercicio 34.3 como um destes trés, ou como composigéo
de dois deles.

e Exercicio 38

1. Diga quantas isometrias em R? levam a figura abaixo
exatamente sobre si mesma.
a) reta y = kz
b) circulo 2% +y* =r? (r > 0)
c) parébola y = km2 (k #0)
d) ehpse +7)7—1 (a,b#0) (a#b)
e) hipérbole Ty = (k #0)

z?
f) hlperbole - — -g— =1 (a,b#0)

2. Em cada item amma, descreva todas as isometrias que
conseguir, dando a expressao de T'(z,y).

O eshogo do gréfico de uma condigéo é facilitado se pudermos
adiantar, analisando sua equagdo, certas simetrias que o grafico
deve possuir. Por exemplo, para o grafico de C(z,y) 1 y = z?, basta
calcularmos os seus pontos onde & > 0. Isso porque C(~z,y) :
y = (—z)? = z% Dal, se C(z,y) é verdadeiro, entao C( z,y) é
verdadeiro: C(z,y) = C(~2,y). (Na verdade, y(z) = z* é uma
funcao par e, conforme o Exercicio 60 do capftulo anterior, seu
grafico é simétrico em relagio ao eixo vertical.)

Podemos generalizar: o grafico de uma condigdo C é simétrico
em relagio ao eixo vertical Oy, se e somente se vale a implicagdo
C(z,y) = O(—=,y).

As simetrias mais simples de serem testadas sio aquelas em
relagio ao eixo horizontal Oz, ao eixo vertical Oy, & origem (0,0),
a bissetriz fmpar (reta ¢ = y) e & bissetriz par (reta z = —y).

Pl@noegartemm.», 143

e Exercicio 39 - Dé a expressio de T'(z ,y), o sunetrlco do

ponto (z,y) em relagdo:

a) ao eixo horizontal -

)

b) ao eixo vertical

¢) & origem

d) a bissetriz fmpar
)

e) 3 bissetriz par.

e Exercicio 40

1. D& trés exemplos de condigéo C(z,y) cujo gréfico seja
simétrico em relagio: :

a) ao eixo horizontal

(=

) ao eixo vertical °
c

~—
jou

origem

jo

-

)

e) & bissetriz par

bissetriz {mpar

2. Vimos que a propriedade que caracteriza o gréfico de C
ser simétrico em relagio ao eixo vertical é: C(z,y) =
C(~z,y). Escreva a proprledade andloga para cada uma
das outras simetrias acima,

¢ Exercicio 41 - Diga quais das cinco simetrias acxma, tem.o

gréfico de: .
a) y = ka
b) 2?4 y? = r?
c) y = ka*
:v2 Y2
d) S tw =1
e)_ zy =1
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2 2
) P A

a? b2
¢ Exercicio 42 - Idem, para cada condigio do Exercicio 1.

o Exercicio 43 - Idem, para cada uma destas condigdes:

) y=2" 427"
e) 1000 4 41000 _ g
)

1000 _ 41000 _

¢ Exercicio 44 - Esboce o gra.ﬁco das condlgoes dos itens e)
e f) acima, levando em conmderagao,

1. aspectos de simetria

2. se os dominios de z e y sfo limitados ou néo.

¢ Exercicio 45~ De trés exemplos de condigdes cujos gréficos

tenham

“ ' i
e

a) todas as cinco simetrias acima;

b) cada uma daquelas cinco simetrias, mas as outras néo,
Pelo que aprendemos sobre modelos, provarfamos que
uma destas simetrias é independente das outras, apon-
tando uma figura: 1. para ela € as outras quatro 2 onde
a simetria néo ocorresse, mas as outras sim,

Responda com figuras:

c) Essas cinco simetrias séo independentes?

d) Caso alguma delas possa ser obtida de outras, fome um
ponto genérico (z,y) e mostre como isso acontece.

“Plano: Cartesidfio * 15r .
o Exercicio 46

1. Desenhe um grafico de uma fungéo f:[0,1) = R.

2. Estenda este gréfico a0 de uma funcio f : R - R, tal
que (V:c ER)f(z)= flz+1).
3. Dé mais trés exemplos de grificos de fungﬁes f tais que

f@) = f(z +1)

o Exercicio 47 - Seja f : R — R tal que (Vav € R)f(w+ )=
flz)+1.
a) D& dois exemplos..
b) Dé um exemplo de f fmpar com esta proprledade.
c¢) Mostre que néo existe f par com esta, proprledade.l,
o Exercicio 48 - Sgja f : R — R tal que (Vz,y € R) f(zy)
= f(z)-f(y). |
a) D& dois exemplos.

b) Verifique que se f se anula em algum ponto diferente
de zero, f se anula em todo o domfnio.
Sugestdo: escreva formalmente esta implicagio.

¢) Mostre que se f(0) # 0, entdo f é constante — isto é,
(Hc € R)(Vz € R) f(z) = ¢. Quem §é a constante c?

» Exercicio 49 - Diga como identificar, olhando para o gréfico
de uma funcéo de R em R, se ela tem a propriedade abaixo.
Dé um exemplo ou um contra-exemplo, em cada caso.

a) é realmente uma fungdo

o
~
O~

injetora

o
S
oS

sobrejetora

o,
~—
[N

bijetora

5 inversivel

[¢]
~
o)




Plano Cartesiano

f) é a inversa de uma funcéo g cujo gréfico é dado’ .

g

g) é par
) é impar _

1) tem um certo ndmero ¢ como raiz, isto é, f(c) =0

j) tem um certo nimero ¢ como ponto fixo (f(c) = ¢)

y

coincide em algum ponto com uma certa funcéo g.

ey H

A
Cardinalidade

A motivagio que demos para introduzir o conceito de funcgo foi
0 processo que usamos para contar o nimero de elementos de um
conjunto finito, Contar significa estabelecer uma correspondéncia
(uma fungdo) do.conjunto dado com o conjunto dos ndmeros na-
turais. : :

Essa idéia originou-se da nossa intuigdo sobre como compa-
rar conjuntos. Realmente, dissemos que um conjunto 4 tem um
niimero de elementos menor ou igual do que um outro, B, se exis-
te uma fungdio injetora de 4 em B. E os dois conjuntos tém um
nimero igual de elementos se existe uma funcéio bijetora de A em
B. K

Vejamos um exemplo. Sejam A = {1,2,3,4} e B:='{1,2,3,4}4.
Entéo a fungéo f : A — B, tal que f(z) = =, é injetora, e 0.nimero
de elementos de A é menor ou igual que o de B, Por outro lado,
nao existe fungdo injetora de A em B, j4 que, se existisse, terfamos
igualmente uma fungéio bijetora de B em A (a sua inversa), o
que contraria o Principio da Casa de Pombos (se quatro pombos
devem ocupar trés casas, pelos menos dois pombos ficaréo juntos).
Concluséo: o nimero de elementos de A ={1,2,3} é estritamente
menor que o de B = {1,2,3,4}, como era de se esperar. -

Principio da casa de pombos :

Se n+1.pombos devem ocupar n casas, pelo menos dois pombos
ficardo juntos.

Ou, em termos de fungdo: .
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Nio eziste fungdo injetora de {1,2,...,n+ 1} em {1,2, ,n}

Este critério de comparar conjuntos oferece resultados mais inte-

ressantes quando se trata de conjuntos infinitos. Sabemos que exis- -

tem infinitos nimeros naturais, infinitos nimeros inteiros, infinitos
nimeros racionais, infinitos nimeros reais etc. Mas desejamos um -
modo razodvel e produtivo de classificar tais infinitos. Serdo todos
estes infinitos iguais, ou uns maiores do que outros?

e Exercicio 1
Pense seriamente sobre isto:

a) Como vocé compararia, ou classificaria; os infinitos do
ntmero de elementos de N,Z,Q e R? Especifique seu
critério de comparagéo.’

b) Procure algum critério pelo qual os quatro infinitos néo

sejam todos diferentes.

Observe que dizer que o infinito dos nimeros inteiros é maior.

do que o infinito dos nimeros naturais pode parecer razodvel, j&
que Z contém todos os elementos de N, mais infinitos outros. Bem,
isto é até coerente com o mesimo raciocinio para conjuntos finitos:
{1,2,..,n,...,n + k} tem mais elementos que {1,2,...,n}, que é
seu subconjunto. ' ' ' ‘

Por este critério terfamos que existern menos nimeros naturais
que inteiros, menos inteiros que racionais etc. Mas este critério n&o
é bom. Para citar apenas uma de suas limitagdes, como compara-
riamos dois conjuntos tais que nenhum deles contém o outro?

N#o vamos prosseguir discutindo. Na verdade, o critério talvez
seja pouco eficiente, do mesmo modo como algumas formalizagdes
que sdo t3o impregnadas da intuigdo que apenas refletem de volta
tudo o que j& sabemos, sem produzir nada de novo.
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Para comparar conjuntos infinitos vamos pensar como o fizemos
com finitos. Assim, as defini¢Ges seguintes valem para ambos os
casos.

Definigéo :

Dois conq'untos Ae B tém mesma cardinalidade (notagio: #A4 = -
#B) se §x1ste uma fungéo bijetora de A em B, Um conjunto A
tem cardinalidade menor ou igual do que um conjunto B (notagio:

#A < #B).se existe uma funcio injetora de 4 em B,

Estamos, desta maneira, conseguindo uma classificagio dos in-
. finitos. Se~prova,rmos que, para dois conjuntos dados A e B, existe
uma fungdo injetora de A em B, mas nfio existe furigio bijetora,

entdo #A < #B, mas #A# #B. Logo, #A < #B.
* Exercicio 2 — Mostre que: | |

a) #N <42
b) #Z < #Q
0) #Q< R
d) #N < #R
e) #Z < #N
Um resultado muito interessante sobre conjuntos infinitos ¢ que
segundo a definig8o acima, um conjunto pode ter o mesmo nﬁmero’
de elementos (mesma cardinalidade) do que uma parte sua. Pode-

znos ) POT exemplo, dizer que existem tantos nimeros inteiros quan-
0-DUmeros pares, o que parece’ coptraditério com a nossa expec-

tativa. Realmente, basta que encontremos uma funcéo bijetora do

conjun?o~para) ) s‘eu subconjunto em questio. Esta é precisamente -
a definicio de conjunto infinito: B

' s s ,y )
um cpnjuntg e infinito se pode ser posto em bijecio com algum
;ubconjunto diferente de si mesmo. Caso contrario, o conjunto é
nito. :

Rt

T ———
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» Exercicio 3 - Mostre que:
a) #Z =#N /
Sugestdo: veja o Exercicio 27 do Capitulo 5.
b) #7Z = #27%, onde 2Z = {...,—2,0,2,4, ...}. Generalize.

e Exercicio 4

1. Ordene as pegas de um jogo de dominds, de tal mo-
do que tal ordenagéo possa ser ampliada para conter
também pegas como p/q, para quaisquer p,q € N.

2. Mostre que #Qt = #N,

Sugestao: use o item 1. Ou represente os element9s de
Qt, nfo na reta numérica, mas no plano cartesiano,

escrevendo p/q como (p, g). Dai, faga a contagem como

no Exercicio 27 do Capitule 5.
3. Adapte o item anterior para mostrar que #Q = #N.

o Exercicio 5 — Esboce o grafico de uma funcéo bijetora que
ilustre que os pares de conjuntos abaixo tém mesma cardi-
nalidade. Expresse a tal fungdo por uma regra.

a) #R = #R*
b) #(0,1) =#R
c) #(0,1) = #R (compare com o item anterior).
Sugestdes:
1) Seja f: N — N tal que
{ -2zl gen é fmpar

2 sen épar

2) Complete o gréfico, de modo que a imagem de cada in-

. : s nimeros.
tervalo (m, ;}—) seja um intervalo entre dois nime

i

inteiros consecutivos.
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o Exercicio 6 - A partir dos Exercicios 3.a e 4.3 mostre que
#7Z = #Q. Tire uma conclusio,

» Exercicio 7 - Como no dltimo exercicio, tente mostrar que

#R = #N,

Teorema (Cantor)

Néo eziste fungdo bijetora de N em R.

Demonstracio:

Todo ndmero real pode ser escrito, de modo tnico, na forma
tk,didy...dn..., onde k € N, cada d é um dos digitos 0,1,...,9 e
ndo existe n tal que todos os digitos apés d, sejam zero (com a
tinica excegdo do nimero zero — representado por 0,00... — onde
todos sio zero). (Cap. 4)

Vamos provar o teorema por redugio ao absurdo. ,

Suponhamos que exista uma funcdo bijetora de N em R. Para
cada n € N, seja r, o ndmero real que lhe corresponde. Seja dy,
o enésimo digito decimal de r,. Nosso propésito é apontar um
nimero real b que ndo tenha correspondente em N pela funcéo,
o que contradird o fato dela ser bijetora. Formemos o tal nimero
b assim: b = 0,d;dy..., tal que dy, = lsed,, # 1l ed, = 2 se
dnn = 1. Entao, para todo n € N, dn # dpy. Como b € R, b deve
ser um dos r,: digamos, b = r;, Mas o i-ésimo digito decimal de b
¢ diferente do i-ésimo de r; : d; # di. Logo, b # r; — contradigdo.
Portanto, néo existe fungiio bijetora de N em R. L

A demonstragéo acima utiliza uma técnica, que é conhecida por
diagonal de Cantor. Ser4 mais ficil compreendé-la se arranjar-
mos os digitos dos niimeros reais r, numa tabela, omitindo a sua

parte inteira, que ndo influi na demonstragéo:

T 7d1,1 d1,2 d1,3 e
rai 3,1 daz2  dag -
r3i '7d3,1 vd3,2 . d3,3 L e

8 N .
N . . .o K
M ' . M B




152 Cardinalidade

Para se obter b = 0,d;dy..., siga pela diagonal dy1,d2,3,..., €5-
crevendo um digito dy # di,1,ds # dzfz, et.c.
Por exemplo, se a tabela comecasse assim:

71! 4 1 4 6 .
Ty 9 9 9 9

T3 .1 0 1 9 .
Ty ,2 6 8 2 - .

\ . . ' . v
.

entdo b comecaria por 0,1121... e j& verfamos que ele ndo seria
nenhum dos ndmeros ry,rg, 73 ou 4 [1].

Revendo o que foi feito até agora, temos que:

1. #N = #7 e #N = #Q (Exercfeios 3.a ¢ 4.3)
2. #N < #R (Exercicio 1.d)

3. Mas é falso que #N = #R (Teorema acima).
Podemos, entdo, escrever: #N = #7Z = #Q < #R.

Chegamos, deste modo, a uma classiﬁcaga? dos infinitos para
os conjuntos N,Z,Q e R. Os conjuntos que tém mesma cardina-
lidade que N sio chamados enumerdveis. Assim, N,Z e Q sfo

enumerdveis. R é ndo-enumerdvel.

¢ Exercicio 8 - Tomamos algumas liberdades quando escreve-
mos, como acima, #N = #Z = #Q < #R.

1. Primeiro, porque a expressao #A < #B ainda néo foi
definida. Defina-a, entéo.
2. Segundo, porque nio demonstramos que o simbolo =

na expressao #A = #B goza da propriedade de tmn:
sitividade: #A = #B e #B = #(C = #A=#C. E é
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isto que permite escrever algo como #A = #B = #C.
Mostre que essa transitividade realmente acontece.
Para que o sinal = na expressio #A4 = #B tenha as
propriedades da relagdo de igualdade (de nimeros, de
conjuntos, de fungdes etc.), ele deve satisfazer, além
da transitividade, as duas outras propriedades abaixo.
Mostre que também elas valem., o

3. simetria: ##A = #B = #B = #A
4. reflevividade: #A = #A '

Este critério de comparagio de infinitos que adotamos servir -
para esclarecer muita coisa sobre os ntimeros reais. Ora, o conjun-
to dos nimeros reais, R, é formado pelos nimeros racionais {que
formam Q) e pelos irracionais, como /2, € etc (que formam ),
O que vocé acha: existem mais nimeros racionais que irracionais,
ou o contrério? ' -

o Exercicio 9 O conjunto dos niimeros irracionais.(I) é enu-
merével? Mostre que se I fosse enumerével, entdo, como Q
¢ enumerdvel, R também o seria, contradizendo o teorema
visto. : '

Como #N < #1 (é fécil provar) e, pelo dltimo exercicio, #N #
#1, entéo #N < #1I. Logo, #Q < #I — o que significa que ezistem
mats nuimeros irracionais que racionais,

Isto parece intuitivamente razodvel. Sabemos que todo nimero
real tem uma representagéio decimal do tipo +k, dydy...dy... com
infinitas casas decimais. Imaginemos um mecanismo que sorteasse
uma bola numerada com 0,1,.., ou 9. S¢ fizéssemos, hipoteti-
camente, uma seqiiéncia infinita de sorteios, parece muito pouco
provével que o nimero 0,d;d;... em que d, fosse o resultado do
enésimo sorteio, tivesse um conjunto finito de digitos (didity...disx)
que se repetisse indefinidamente, formando uma dizima periédi-
ca. Ou seja, parece pouco provével que obtivéssemos um nimero
racional. ' '
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Uma outra aplicacdo interessante do conceito de cardinalidade
refere-se aos nimeros transcendentes, Dizemos que um nimero re-
al é algébrico se é raiz de algum polinémio em = com coeficientes
inteiros. Caso contrario, o nimero é transcendente. Por exemplo,
sdo numeros algébricos: —3,2/5 e V2 — pois séo raizes, respecti-
vamente, de z + 3,5z — 2 e 2% — 2. (Generalize estes exemplos até
onde puder.)

Est4 provado que 7, e e 0, 101001000... s&o ndmeros transcenden-
tes. Sao muito raros os exemplos conhecidos de tais nimeros — no
entanto, eristem mais nimeros transcendentes do que algébricos!
Realmente, o conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel, ja
que podemos enumerar todos os polindmios em # a coeficientes
inteiros, e dentro de cada polindmio ordenar suas raizes. '

e Exercicio 10 - Formalize melhor esta dltima afirmacio:
enumere o conjunto dos nimeros algébricos.
Sugestoes:

1) Enumere os polindmios de 1° grau, os de 2° grau etc,

2) Crie, sobre essas enumeragdes, uma nova para todos os
polinémios.

3) Complete os detalhes.

o Exercicio 11 - Este exercicio é para provar que ezistem
tantos pontos na reta quanto no plano — isto é, #R = #R2,

1. Sejam B! = {z[0 <z < 1}, E? = {(z,y)|0 <z < le
0 <y <1}, Mostre que #E! = #E?.
Sugestdo: como vimos, todo ndimero de E' pode ser
representado na forma 0,d1ds...dn... (que se estende in-
definidamente). Separe dyds...dy... em blocos, como nes-

te exemplo: _
0, 3204008... 3 2 04 008 ... Distribua, entdo,
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de modo conveniente os blocos para formar as duas co-
ordenadas do ponto (z,y) associado ao niimero dado.

2. O conjunto R pode ser fragmentado em segmentos do
tipo E' e o conjunto R? em quadrados do tipo E2,
Encontre uma bijecdo entre os segmentos de R e os
quadrados de R2

3. Complete a demonstragio, reunindo as idéias de 1 e 2

2 .
¢ Exercicio 12 ~ Generalize o resultado conseguido no exer-
cicio anterior,
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