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Prefacio

Este livro 2 do Célculo Vetorial e Geometria Analitica foi sendo construido aos
pedacos e acabou aproveitando a viagem pela Geometria Analitica a trés dimensdes
para apresentar, também, uma introdugéo a Algebra Linear. Os alunos e as alunas
do curso de graduagdo em Matemética Aplicada da UFR] tém sido submetidos, ao
longo dos anos, as sucessivas edi¢des. Pela primeira vez, em meio a pandemia que
nos assola, este texto estd servindo de suporte para um curso lecionado de forma
ndo presencial, contando agora também com estudantes do recém iniciado curso de
Engenharia Matematica.

Subvertendo um pouco a ordem tradicionalmente aceita, apresento, assim que me
pareceu possivel, trés situacdes em que a Geometria (plana e espacial) oferece um
suporte intuitivo e um charme decisivos para o tratamento de questdes em que o
numero de varidveis é naturalmente bem maior do que trés. Da mesma forma, preferi
colocar logo, claramente, o desafio de definir a dimensdo de um espago vetorial.
Considerando que a proposta é um minicurso de 4 semanas, para alunos de primeiro
periodo, é provével que alguns capitulos, como o que trabalha de forma detalhada o
determinante (ap6s uma primeira abordagem simplificada), acabem ficando de fora
das aulas. Mas ndo é m4a ideia té-los ali, ao alcance dos olhos de um ou outro
leitor mais curioso. Os videos das aulas podem ser acessados a partir da pagina
sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker/, que tem links para as diversas versdes do
curso.

Na edigdo de 2018 decidi transferir para o Livro 3 os capitulos referentes a perspectiva
e compactificagdes do plano e do espago, fazendo com que este Livro 2 se tornasse,
praticamente, um texto introdutério de Algebra Linear. Nesta edicao de 2020 resolvi
dar ao capitulo de matrizes de Markov um merecido destaque, enfatizando os aspectos
geométricos da situacdo. Um novo capitulo, introduzindo os polindmios de Lagrange
e os de Bernstein, foi acrescentado (curiosamente, eu o achei, pronto, na pasta em que
estdo os arquivos do Livro 2, no computador 14 de casa; ndo tenho a menor lembranga
de té-lo escrito, mas o estilo, de fato, é o meu).

Agrade¢o mais uma vez ao colega Dinamérico Pombo Jr., pela revisdo do texto (mas
assumo os erros que introduzi, alterando posteriormente o que ja parecia fechado),
e a Bernardo da Costa, Monique Carmona, Orestes Piermatei Filho, Ricardo Rosa,
Waldecir Bianchini (que criou os applets) e Umberto Hryniewicz, que contribuiram
para que o texto viesse a luz. A tradugdo para arquivos digitais da maioria das minhas
figuras a lapiseira Caran d’Ache foi feita por Jodo Paulo Pinto Siqueira. Jodo Paulo foi
também meu assistente de direcdo na maior parte dos videos.


https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker/

Felipe Acker
Santa Teresa, outubro de 2020



Capitulo 1

Vetores

Adotaremos neste texto um ponto de vista algo “leviano”, com relacdo a Geometria
Sintética. Isto significa afirmar vérias coisas sem demonstragdo, tomando-as como
6bvias. Acreditamos que é razoavel proceder dessa maneira: o leitor ja deve ter alguma
experiéncia prévia com a Geometria, de forma que, provavelmente, ndo se sentira
ofendido.!

1.1 Segmentos orientados e vetores

Como no caso do plano, adotaremos a seguinte defini¢do informal de vetor no espago:
um vetor é uma flechinha que pode ser transladada para qualquer ponto de espago.
Para esclarecer um pouco melhor o que isso significa, podemos convencionar:

Definicdo:

(i) Uma flechinha com pé em A e ponta em B é representada pelo par ordenado
(A, B);

(ii) Duas flechinhas (A, B) e (C, D) representam o mesmo vetor se os segmentos AB
e CD sao paralelos e ttm 0 mesmo comprimento e, além disso, sdo também paralelos
e tétm o mesmo comprimento os segmentos AC e BD (segmentos degenerados em um
ponto, tipo (A, A), sdo paralelos a qualquer segmento; dois segmentos sobre a mesma
reta sdo, sempre, paralelos).

Os exercicios a seguir ddo sustentacdo a definicdo de vetor e as defini¢des das
operagdes com vetores. Se vocé nunca demonstrou rigorosamente os resultados
bésicos da Geometria Euclidiana, podem ser muito dificeis e trabalhosos. A ideia ndo
é que vocé pare agora e va rever toda a Geometria,mas vale a pena dar uma olhada
e, pelo menos, conferir se acredita na veracidade das afirmacdes que os exercicios
contém. Assim, uma atitude razodvel é trocar, nos enunciados, o comando mostre por
convenga-se. Em qualquer circunstancia, fazer as figuras correspondentes a cada um
dos exercicios pode ser quase tdo ttil quanto fazer as demonstragdes.

Exercicio 1.1 Suponha que os segmentos AB e CD sio paralelos e tém o mesmo comprimento e, além
disso, sido também paralelos e tém o mesmo comprimento os segmentos AC e BD. Suponha, também, que

1A verdade, honestamente, é mais dura: demonstrar todos os fatos geométricos que aceitaremos
como 6bvios exigiria, certamente, um curso inteiro de Geometria Euclidiana
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os segmentos CD e EF sdo paralelos e tém o mesmo comprimento e, além disso, sdo também paralelos e
tém o mesmo comprimento os segmentos CE e DF. Mostre que os segmentos AB e EF sio paralelos e
tém o mesmo comprimento e, além disso, sdo também paralelos e tém o mesmo comprimento os segmentos
AE e BF. Conclua que, no conjunto dos pares ordenados de pontos do espago, representar o mesmo vetor
é uma relagdo de equivaléncia, isto é:

(i) (A, B) e (A, B) sempre representam o mesmo vetor, quaisquer que sejam os pontos A e B;

(ii) se (A, B) e C, D) representam o mesmo vetor, entio (C, D) e (A, B) representam o mesmo vetor;

(iii) se (A,B) e C, D) representam o mesmo vetor e (C,D) e (E, F) representam o mesmo vetor,
entdo (A, B) e E, F) representam o mesmo vetor.

Exercicio 1.2 Conclua, do exercicio anterior (mesmo que ndo o tenha feito), que os pares ordenados de
pontos do espago estio divididos em classes de equivaléncia, dadas da sequinte forma: a classe de
equivaléncia do par (A, B) é o conjunto de todos os pares (C, D) tais que (A, B) e (C, D) representam
o mesmo vetor. Um vetor é, precisamente, uma tal classe de equivaléncia. A classe de equivaléncia de

— —
(A, B) é notada por AB e chamada de vetor AB.

— —  —
Exercicio 1.3 Sejam AB um vetor e P um ponto. Mostre que existe um tinico ponto Q tal que PQ=AB.
—

Mostre que existe um tinico ponto Q' tal que Q'P=AB.

Exercicio 1.4 Sejam A e B pontos distintos e t um niimero real nido negativo. Mostre que existe um
tinico ponto C, na semirreta que comega em A e passa por B, tal que o comprimento do segmento AC é t
vezes o comprimento do segmento AB.

—  —
Exercicio 1.5 Mostre que PP=QQ, quaisquer que sejam os pontos P e Q.

— S
Definigdo: Se P é um ponto qualquer de E, o vetor PP é chamado de vetor nulo e é notado por 0.

—  —
Exercicio 1.6 Mostre que, se AB=CD, entdo os segmentos AB e CD tém o mesmo comprimento.

— —
Defini¢do: A norma do vetor AB, notada por | AB

, € 0 comprimento do segmento AB.

— — — —
Exercicio 1.7 Mostre que, se AB=A'B' e CD=C'D’, entdio 0 dngulo entre as retas AB e CD é igual ao
dangulo entre as retas A'B' e C'D’.

—  —
Definigdo: O dngulo entre os vetores AB e CD é o (menor) dngulo entre as retas AB e CD.

— — — —
Exercicio 1.8 Mostre que, se AB=CD, entido BA=DC.

—  — — — —
Definicao: Sejam AB e CD dois vetores. A soma AB 4 CD é o vetor AE, sendo o ponto
_>

—
E tal que BE=CD.
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Exercicio 1.9 Mostre que a defini¢io acima faz sentido, isto é, depende apenas dos vetores e nio das
flechinhas escolhidas para representi-los.
' . . H H
Definicdo: Sejam AB um vetor e t um ntmero real. O produto de t por AB é o vetor
— —

t AB=AC, sendo C o ponto definido da seguinte forma:

(i)C=A,se A=B;

(ii) Se A # Bet > 0, entdao C é o ponto da semirreta comecando em A e passando
por B, tal que o comprimento do segmento AC é t vezes o comprimento do segmento
AB.

—  —

(iii) Se A # Bet < 0, entdo C é o ponto tal que CA=AC’, sendo C’ o ponto da
semirreta comecando em A e passando por B, tal que o comprimento do segmento
AC' é |t| vezes o comprimento do segmento AB.

Exercicio 1.10 Mostre que a definigdo acima faz sentido, isto é, depende apenas dos vetores e ndo das
flechinhas escolhidas para representd-los.

Exercicio 1.11 Mostre que o vetor nulo, 0, é 0 elemento neutro para a adicio, isto é: i +0 = 0+ il = i,
para qualquer ii em V.

— — — — —
Exercicio 1.12 Mostre que, para qualquer vetor AB, vale AB + BA= 0. Chamamos BA de — AB.

—

—
Exercicio 1.13 Mostre que — AB= (—1) AB

Exercicio 1.14 Mostre que valem as propriedades a seguir, quaisquer que sejam os vetores il, U e W, e
quaisquer que sejam os escalares (reais) s e t:>

Wi+ (+®)=(d+0)+@
(2Q)id+T=0+1i
(3)ii+0=1i

(4) il + (—if) =0

(5) t(ii + T) = til + t¥

(6) (s+t)il = sil + til

(7) s(tit) = (st)il

8)lii =il

Defini¢cao: Chamaremos de E o espago (conjunto de pontos) e de V o conjunto de
vetores do espaco.

Observacao: Fixemos um ponto O de E, que chamaremos de origem. Pelo que
acabamos de ver, fixar O estabelece uma bijegdo entre E e V, dada por

- — —

20 vetor 0 é o definido por PP, qualquer que seja o ponto P; se i é o vetor dado por AB, —ii é o vetor
—
dado por BA
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E: — V
4>
P — OP

_>
Os fisicos costumam chamar OP de vetor posic¢do de P.

Observacao: Note que o espago, E, estd sendo considerado por nés uma entidade
preexistente, com uma série de propriedades (que chamamos de geométricas). A
partir dai construimos os vetores, por meio de uma relagdo de equivaléncia entre
pares ordenados de pontos do espago, que, gragas a Deus, podemos agora esquecer
e voltar a pensar como flechinhas. De qualquer forma, embora E e V sejam entidades
bem diferentes, ¢ maravilhoso que, por meio da simples fixacdo de um ponto de E (a
origem), possamos facilmente identifica-los.

1.2 Coordenadas

A€3

ol

Yo

Figura 1.1: a base candnica

Assim como fazemos no plano, vamos considerar a base canénica para V, constituida
pelos vetores €3, é; e €3. Usando termos pouco precisos, fica entendido que ¢é3 é vertical,
com a ponta para cima, e que €] e € sdo horizontais. O mais importante é que os trés
sdo de comprimento 1 e dois a dois ortogonais. Para cada vetor ¥ do espaco, existe um
tnico terno ordenado (x1, xp, x3) de nimeros reais tal que

U = x1€] + X263 + X3€3.
Exercicio 1.15 Prove esta 1iltima afirmagio (ou, pelo menos, pense nela).

Os ntimeros x1, x; e x3 (ou o terno ordenado (x1, x2, x3)) sdo ditos as coordenadas de
¥ na base canonica; dizemos, também, que ¥ é dado, na base candnica, por (x1, X2.X3).
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Observacao: Fixemos uma base canonica para V, que chamaremos de j, constituida
pelos vetores €7, é; e é3. Pelo que acabamos de ver, fixar  estabelece uma bijegdo entre
V e R®, dada por

R3: — V
(x1,x2,x3) — X161 + X263 + X363

Essa bijecdo é extremamente poderosa, pois preserva as operagdes: se ao vetor il
correspondem as coordenadas (x1, X2, x3) e ao vetor ¥ correspondem as coordenadas
(y1,Y2,Y3), € se t éum ntimero real, entdo ao vetor ii + 7 correspondem as coordenadas
(x1,x2,%3) + t(y1, Y2, ¥3) = (X1 + ty1, X2 + tyo, X3 + ty3). Dito de outra forma, a bije¢ao
que a cada vetor associa suas coordenadas na base candnica (vistas como um terno
ordenado) preserva as operacdes de adi¢do e de multiplicagdo por escalar.

Exercicio 1.16 Observe que, como a fixagido de uma origem, O, determina uma bijegio entre Ee V, e
a fixacio de uma base, B, determina uma bijecdo entre V e R3, seque que a fixacdo, simultanea, de uma
origem, O, e de uma base, B, determina uma bijeio entre E e R>.

Exercicio 1.17 Note que a bijecio, de R® para E, funciona assim: dado o terno (x1, xa, x3), tomamos o

—
vetor U = x161 + X263 + X363, em seguida, tomamos o ponto P tal que OP= .

Defini¢ao: Um sistema de coordenadas candnico para o espaco E consiste em uma
origem O e uma base candnica B (de maneira um pouco pedante, um sistema de
coordenadas candnico é um par ordenado (O, ), sendo O um ponto de E e B uma
base canénica para V).

1.3 Vetores e combina¢oes lineares

Note que, dado um vetor ndo nulo 7 do espago, os miltiplos de 7 (vetores i da forma
il = tU para algum escalar t), se marcados a partir de um mesmo ponto de origem O,
estardo todos sobre uma mesma reta.

Figura 1.2:
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Da mesma forma, se fixarmos dois vetores if e 7 tais que nenhum dos dois é multiplo do
outro (neste caso, i e ¥ sdo ditos linearmente independentes), os vetores @ da forma
W = sii + t¥, com os escalares s e t percorrendo os niimeros reais, estarao, se marcados
a partir de um mesmo ponto de origem O, todos sobre um mesmo plano (isto estd um
pouco impreciso; veja uma versdo mais precisa, como exercicio, logo abaixo).

Figura 1.3:

Defini¢dao: Dados os vetores il e ¥, um vetor @ é dito uma combinagio linear de i
e U se existem escalares s e t tais que @ = sif + t. De maneira mais geral, dados os
vetores ¥y, . . ., U, um vetor il é dito combinacdo linear de 7y, . . ., U, se existem escalares
t1,..., ty tais que i = t171 + ... + t,0y.

Exercicio 1.18 Note que, se fixamos um ponto O e dois vetores, ii e U, linearmente independentes, entdo
—

os pontos P tais que OP é combinagdo linear de ii e T estdo todos sobre um mesmo plano passando por
O.

1.4 Retas e planos

A exemplo do que fizemos no plano, temos uma operacdo “bastarda”, somando

vetores U a pontos P. Neste caso, P + ¥ é um novo ponto, Q, definido por: P +7 = Q
%

se PQ= 7. As vezes dizemos que o ponto Q é obtido aplicando o vetor ¥ ao ponto P.

Observe que essa operagdo também é associativa: para qualquer ponto P e quaisquer
vetores il e U, vale (P +ii) + 7 = P + (il + 7).

Uma boa vantagem de lidar com retas de forma paramétrica é que ndo ha diferenca
entre retas no plano e retas no espago: da-se um ponto P (de partida), um vetor ndo
nulo 7 (velocidade) e consideram-se os pontos da forma

Q=p+td, teR.
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No caso do espaco, se P é dado por (xg, yo,20) € U por (a,b, c), teremos trés equagdes,
ditas equagOes paramétricas da reta:

x = xqo + at
Yy = yo+ bt
z =2z9+ct

Exercicio 1.19 Note que, ao contrdrio do que acontece no plano (em que as equagdes paramétricas siao
apenas duas), ndo podemos, eliminando t no sistema, deduzir uma tinica equagdo cartesiana para a reta.

Para a representacdo paramétrica dos planos, trabalhamos com um ponto de base P
e dois vetores i e U; para que tenhamos, de fato, um plano, é preciso que i e ¥ ndo
sejam um miiltiplo do outro. As combinagdes lineares de il e ¥ nos fornecem um plano
passando pela origem. Desloca-lo para passar por P é como colocar a origem em P e
tomar os pontos da forma

Q=P+sii+1tv,s t € R.

1.5 O mistério da Santissima Trindade

Pelo que acabamos de ver, a fixacdo de uma base para os vetores no espago estabelece

uma poderosa bijegdo entre V e R3.3. Ao mesmo tempo, a fixagdo de uma origem,

O, estabelece uma bijecdo entre o espaco puro (E) e o conjunto dos vetores (V), dada
H

por P — OP. Assim, a fixacdo simultdnea de uma base para V' e de uma origem em
E (que chamamos de um sistema de coordenadas) nos fornece duas bije¢des, que,
compostas, produzem uma bijecdo entre pontos e ternos ordenados. Desta forma,
tixado um sistema de coordenadas, passamos a identificar trés conjuntos distintos, E,
VeR3, enxergando ponto, vetor e terno ordenado como se fossem um tnica entidade,
uma espécie de Santissima Trindade.

%
7N

E +«+— R’

Como trabalharemos sempre com coordenadas, é importante ter claro que, ao terno

(0,0,0) correspondem, simultaneamente, a origem O e o vetor nulo, assim como
%

ao terno (x1,xp,x3) correspondem, ao mesmo tempo, um ponto P e o vetor OP.

3Poderosa no seguinte sentido: a bijegdo preserva as operacdes (se if e T sdo associados aos ternos
(x1,x2,x3) e (y1,Y2,y3) e t é um escalar, entdo ii+7 é associado a (x1, X2, x3) + (y1,Y2,y3) e tii é associado
a t(x1, x2,x3). O termo erudito para uma bijecdo preservando as operacdes é isomorfismo
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2z

Compreender essa identidade entre pontos, vetores e ternos ordenados é crucial, ja
que, no meio das contas, somente a intuicdo geométrica pode nos guiar, na hora de
decidir se o terno (x1, X2, x3) representa um ponto ou um vetor. Mais ainda: daqui
para a frente, admitiremos que estd fixada uma origem O em E e, com frequéncia,

pensaremos vetores como se fossem pontos (estando, ao vetor 7, identificado o ponto
—

P tal que ¥ = OP). Isto nos permitird trabalhar diretamente em V e nos referirmos ao
ponto U (que estd em V), como se fosse o préprio P (que estd em E).

Exercicio 1.20 Observe que, dados um ponto P e um vetor U, a reta r que passa por P e tem a diregdo de
U é dada pelos pontos Q = P + t7, com t variando em R.

Exercicio 1.21 Suponha fixado um sistema de coordenadas, no qual o ponto P é dado por (a1,a3,a3) e 0
vetor T por (v1, v, v3). Traduza a observagio do exercicio anterior em coordenadas. Mostre que o ponto
Q = (x1,x2, x3) estd em r se, e somente se, existe um real t tal que

X1 =a1 +tog
Xy = dpy + tuy
X3 = a3z + tus

As trés equagdes acima costumam ser chamadas de equagdes paramétricas de r.



Capitulo 2

O produto escalar

2.1 Definicao

A exemplo do que fizemos no plano, vamos definir o produto escalar de dois vetores
il e ¥ do espago por

< #,7 >=1il-7 = |ii||7] cos ¥,

sendo 0 o angulo entre if e . Dai concluimos (geometricamente), que o produto escalar
tem as propriedades:

>=<d,u> Vu,ieV
ti, 7 >=t<u,v> Vi,se€V,Vte R
U >S=< 1,04 >+ <i,vp > Vi,v,Tp €V

:O,i;zéj,<ei,ej>:1,i:j

<L

o]
~—
=
Q
—_
Vo+
St

Quando < i,7 >= 0, os vetores il e ¥ sdo ditos ortogonais.

Segue imediatamente das propriedades que, se os vetores i e ¥ sdo dados, na base
candnica, por il = uq€] + ué, + uzé3 e ¥ = v16] + V263 + v3e3, entdo

< U,V >= U101 + Upvy + U303.
Exercicio 2.1 Desenvolva < i©,7 >=< u1€] + uép + uzeés3, v1€1 + vaer + vzes >, usando as

propriedades (i), (ii), (iii) e (iv), e prove a formula acima.

Dai decorrem algumas coisas importantes. Da definicdo segue que tanto distancias
como angulos podem ser expressos por meio do produto escalar:

(i) a norma do vetor 7 é dada por |7] =< 7,7 >1/2;
(ii) o angulo 6 entre os vetores ndo nulos if e 7 é dado por
< U,V >
cost = ———.
] |5

Mas, como acabamos de ver, o produto escalar pode ser calculado diretamente a partir
das coordenadas dos vetores envolvidos. As duas férmulas acima permitem, pois,
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que medidas de distancias e de dngulos sejam feitas sem instrumentos, apenas com
célculos sobre as coordenadas. Note que, se no plano ainda é concebivel marcar pontos
e vetores a partir das coordenadas e efetuar as medidas diretamente com réguas e
transferidores, no espago a coisa seria quase impossivel.

Exercicio 2.2 Sejam, no espago, o tridngulo A formado pelos pontos A, B e C dados, em coordenadas,
por A = (a1,a,a3), B = (b1,by,b3) e C = (c1,¢2,¢3). Use o Teorema de Pitdgoras para calcular as
medidas dos lados de A. Em seguida, use a lei dos cossenos (ou o préprio Teorema de Pitdgoras) para
calcular o cosseno do dngulo A. Faga a mesma coisa usando a formula do produto escalar e confira.

u
Uo v
>
Figura 2.1:
Se il e U sdo dois vetores em V, com |7| = 1, podemos projetar i na diregdo de 7,

obtendo
iy = (1,0) 7

(i1, é dito a projegdo de il na direcao de 7).
Se ¥ ndo é unitdrio, mas é ndo nulo, ainda podemos projetar i na diregdo de 7, fazendo
1

g = (U, =0 ) =0=—55(il,0)7 = —
’ < |7 >|v| |9]2 (7,7)

u

—
—

~

d.

<y

Se nossas contas fazem sentido, o tridngulo de vértices 0, i, e if tem um angulo reto
em ii,.

Exercicio 2.3 Mostre que (ii — il,, 1i,) = 0.

Proposicdo: Se representamos um vetor ¥ na base candnica, 7 = v1€] + v + v3€3,
entao

- = - = - =

V1 =< 10,61 >, vp =<T0T,ep >, v3 =<7,e3 > .

Demonstracao: Podemos enxergar isso, ou simplesmente fazer o produto escalar dos dois lados
da igualdade ¥ = v1€] + v263 + v3e3 por cada um dos vetores e7, é; e €3. Por exemplo:
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<TU, > = <016 + 020+ 0363,6 >=
< 061,6 > + < 063,65 > + < 363,86 >=
= 04+0v2+0=n0,.

2.2 Equacao do plano

O produto escalar pode ser usado, de forma bastante simples, para se produzirem

equagdes de planos (a exemplo do que se faz, em Geometria Analitica Plana, para

a obtencdo da equacdo da reta). Suponhamos que o plano a passa pelo ponto

Py = (x0,Y0,20) e é normal ao vetor 7 = (a,b,c). Se buscamos determinar os pontos
—

P = (x,y,z) de «, basta observar que P estard no plano se e somente se o vetor PyP for
_>

normal a 7, ou seja, <PyP,7 >= 0. Escrevendo em coordenadas, P = (x,y,z) estara
em « se e sO se

0=<(x—2x0,¥ — Y0,z —20),(a,b,c) >= ax + by + cz — (axo + byo + czop).
Isso significa que, fazendo d = —(axg + byo + czp), o plano « é dado por

a = {(x,y,z) €R3|ax+by—|—cz+d20}.

Exercicio 2.4 Faga, na formula que acabamos de obter, ¥ = (a,b,c) = (1,1,0) e Py = (x0, Y0,20) =
(0,0,0). Por que a equagdo obtida ndo é a de uma reta passando pela origem?

Exercicio 2.5 Pense na seguinte forma alternativa de deduzir a equagdo do plano « passando por
Py = (x0,Y0,20) e normal ao vetor 7 = (a, b, c): todos os pontos de w se projetam no mesmo ponto da
reta que passa pela origem e tem a direcdo de U. Consequentemente, (x,y,z) € a < (x,y,z) - (a,b,¢c) =
(x0,Y0,20) - (a,b,c).

figura

2.3 Segmentos e conjuntos convexos

Dados os pontos A e B, o segmento de reta AB (diz-se, também, apenas o segmento
AB) é o conjunto

_>
AB = {A+tAB, te [0,1]}.

Exercicio 2.6 Convenga-se de que AB = BA.
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Exercicio 2.7 Suponha fixada uma origem, de forma que A e B sejam dados, respectivamente, pelos
vetores ii e U. Mostre que os pontos do segmento AB sdo dados pelos vetores da forma

sil +1t0, s, €[0,1], s+t=1,

ou, o que dd no mesmo,
ti + (1 —1)3, t € [0,1].

Exercicio 2.8 Suponha fixado um sistema de coordenadas, de forma que A = (x1,y1,z1) e B =
(x2,Y2,22). Mostre que

(i)AB = {s(x1,y1,2z1) + t(x2,Y2,22), s,t € [0,1], s+t =1};

(ll)AB = {t(xl,y1,z1) =+ (1 — t)(xZ,yz,Zz), t e [0, 1]},

Pode ser util distinguir segmentos fechados, abertos e semiabertos, com as notac¢des
naturais:

A8 = {A+taB e}
A8l {A+148, te o[}
14,8 = { A+t 4B, tep1)};
1A, B[ {A+tTB, te]o,l[}.

Defini¢ao: Um subconjunto K do espago é dito convexo se o segmento AB estd contido
em K sempre que A e B estejam em K.

Exemplo 1: Se 7 é um vetor ndo nulo e ¢ é um ntmero real, o semiespaco

K={7]| (3,7) <c}

é convexo. De fato, se ii e ¥ satisfazem (if,#) < c e (7,#) < ¢, é certo que, sendo s e
t ndo negativos e tais que s + t = 1, valem (sif, 7i) < sc e (t7,7) < tc, de modo que,
somando, temos (sii + 17,7, ) < c. Note que, em coordenadas, isto significa dizer que,

dados quatro reais, a, B,y e ¢, com &, B e ¥ ndo simultaneamente nulos, o conjunto
K= {(x,y,z) € R®|ax+ By +qz < c}
é convexo. Note que K continua convexo se substituirmos < por <, por > ou por >.

Exemplo 2: A intersecdo de uma colecdo qualquer de conjuntos convexos é um
conjunto convexo. Assim, a interse¢do de uma colecdo de semiespacos é, sempre, um
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convexo. Em particular, se K é intersecdo de uma colegdo finita de semiespacos, isto €,
se existem vetores ndo nulos, i1, . . ., if; e escalares cy, . . ., ¢ tais que

K:{5| <Z7,ﬁ1> SCI', iZl,...,k},

entdo K é convexo. Se K é interse¢do de uma colegdo finita de semiespagos e é, além
disso, limitado (isto é, se, qualquer que seja o vetor i/, o conjunto {(7,i), 7 € K} é
limitado), entdo K é dito um poliedro convexo.

Definic¢do: Se K é convexo e P é um ponto de K, P é dito ponto interno de K se, para
todo ¢ ndo nulo, existem A e B na reta {P +t7, t € R}, distintos de P, tais que P
pertence ao segmento AB; P é dito um vértice de K se ndo existem A e B em K, distintos
de P, tais que P estd no segmento AB.!

Exercicio 2.9 Considere, para cada vetor unitdrio ii do espago (isto é, tal que (ii, if) = 1), o semiespago
Ky ={7| (d,if) <1}.

Quem é o convexo K intersegio de todos os K,
K = {Kg li| = 1}?

Quem sdo os vértices de K?

Exercicio 2.10 Sejam Py = (x1,Y1,21), P» = (x2,y2,22) e P3 = (x3,Yy3,23) trés pontos do espaco
(poderiam, também, ser trés pontos do plano). Mostre que o tridngulo (cheio) de vértices Py, P> e P3 é

T={P=piPL+p2Po+psPs|p1 >0,p2>0,p3 >0, pr +p2+p3 =1}.

10 termo vértice faz mais sentido, é claro, no caso de ser K um poliedro; o que definimos como vértice
costuma ser chamado, também de ponto extremal de K, mas o termo vértice tem mais apelo; o alcance
mais geral que lhe dé esta defini¢do tem 14 suas razdes de ser (ver Teorema de Krein-Milman)
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Capitulo 3

Trés problemas exemplares

Os amigos Xavier, Yakecan e Zumbi, também conhecidos com X, Y e Z, serdo
personagens das trés pequenas historias a seguir.

3.1 Amendoim torradinho

X,Y e Z vendem amendoim torrado em sociedade. Certo dia, X vai vender amendoim
em Madureira e Y, no baixo Gavea (Madureira e Gavea sado bairros do Rio de Janeiro).
Z, que gerencia a sociedade, ficou, na véspera, pensando quanto amendoim cada um
dos dois deveria levar para seu ponto de venda. Chamando de x a quantidade que
caberd a X, e y a que caberd a Y, as limita¢Oes sdo as seguintes:

(i) x +y < Q, sendo Q a quantidade total de amendoim em estoque (em unidade
de massa, convencionemos);

(i) x < Qqp, sendo Q; o maximo de amendoim que X consegue carregar (em
unidade de massa);

(iii) y < Q2, sendo Q2 o maximo de amendoim que Y consegue carregar (em
unidade de massa);

(iv) pix + poy < P, sendo p; a quantidade de papel por unidade de massa
necessaria para embalar amendoim para venda em Madureira e p; a necessdria para
venda na Gévea (por razdes de mercado, as embalagens usadas nos dois bairros sdo
diferentes; P é a quantidade de papel para embalagem em estoque);

(v) tix + toy < T, sendo t; o tempo que Zumbi leva para embalar cada unidade de
massa para venda em Madureira e t; o tempo que leva para embalar cada unidade de
massa para venda na Gavea (Zumbi embala tudo sozinho e s6 dispde de um tempo T
para concluir esse servigo).

Pela experiéncia do grupo, ambos os vendedores venderdo, em qualquer circunstancia,
toda a mercadoria que levarem. O objetivo é determinar x e y ndo negativos,
satisfazendo as desigualdades (i), (ii), (iii), (iv) e (v), de tal maneira que o lucro seja
méximo. Como o lucro por unidade vendida em Madureira é Ly, e o lucro por unidade
vendida na Gavea é Ly, Zumbi tem que determinar x e y tais que

L(x,y) = Lix + Lyy

15



16 Capitulo 3: Trés problemas exemplares

seja maximo.!

Exercicio 3.1 Desenhe a regido R do plano definida pelas condigdes (i), (ii), (iii), (iv) e (v), além de
x > 0ey > 0. Faga hipéteses razodveis, tipo Q1 < Qe Qy < Q. Para dar mais graca, suponha
p1Q < PeprQx < P < p2Q. Mostre que a regido R, com essas hipdteses, é um poligono convexo.
Mostre que mesmo sem essas hipéteses adicionais R é um poligono convexo.

Exercicio 3.2 Observe que a fungdo L(x,y) é constante em cada reta perpendicular ao vetor (Ly, Ly).
Observe que L aumenta se caminhamos na dire¢io e no sentido indicados pelo vetor (L1, Lp).

Exercicio 3.3 Dd para notar que o valor méaximo de L(x,y), para (x,y) em R, é atingido em um vértice
de R?

Exercicio 3.4 Dependendo de Q, Q1 Q2, L1, Lo, p1 e pa, nio seria mais lucrativo mandar Xavier para
a Gavea e Yakecan para Madureira? Yakecan talez ndo concorde, pois, com seu jeito de indio, faz enorme
sucesso entre as meninas do Baixo Gdvea,

Zumbi pensou um bocado, desenhou a regido R e viu que era convexa e limitada.
Entendeu o seguinte: cada desigualdade do tipo

ax +by <c,

com 4, b e c reais fixos, pode ser reescrita, usando o produto escalar, como

((x,y), (a,b)) <,

de forma que o conjunto solugdo,

E={(xy) e R| ((xy),(ab) <c},

corresponde a um semiplano. Como semiplanos sdo convexos e a intersecdo de
convexos é um convexo, qualquer regido do plano definida por desigualdades do tipo
ax + by < c, como as que apareceram em seu problema, é convexa. Dependendo das
circunstancias a tal regido pode até ser vazia; com sorte, porém, além de nao vazia,
sera limitada. Contou suas descobertas a Xavier e Yakecan. Xavier disse: ora, ¢ um
poligono convexo!

Zumbi generalizou: depois de amanhd, quando eu também sair para vender,
podemos interpretar as quantidades x, ¥ e z como um ponto do espago, dado,
em coordenadas, por (x,y,z). As desigualdades, entdo, definem semiespagos; o
conjunto de desigualdades define um conjunto K, que é a interse¢do dos semispagos
correspondentes as desigualdades. Os elementos de K sdo os ternos ordenados (x,y, z)
que correspondem as quantidades admissiveis, x, y e z (isto é, cada terno (x,y,z)
corresponde a uma possivel escolha de quantidades de amendoim a serem atribuidas,
respectivamente, a X, a Y e a Z). Como cada semiespago é um convexo, K é, também,
convexo. E, se for limitado, é um poliedro, concluiu Xavier.

1A diferenga de lucratividade é determinada ndo s6 pelas diferengas de custo das embalagens, mas
também por diferencas nos precos praticados nos dois bairros, assim como outros fatores, como taxas
de extorsdo a serem pagas as mafias de cada local, suborno a policiais, etc.)
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Nesse caso, o lucro pode ser uma fun¢do L(x,y,z). Se Xavier vende x em Madureira,
com lucro L; por unidade, Yakecan, na Gdvea lucra L, por unidade e vende y, e eu, no
Centro, vendo z e consigo L3z, nosso lucro total serd

L(x,y,z) = Lix + Loy + L3z = ((x,y,z), (L1, Ly, L3)) .

E se chutarmos, para comecar, quantidades x, y e z? sugeriu Xavier. Isso, disse
Zumbi! Vamos chama-las de x,, v, € z,. Se, partindo do ponto (x,, Y., z,), procuramos
aumentar o lucro, tem duas coisas claras: andando sobre o plano que passa por
(X0,Y0,20) € é normal a (L1, Ly, L3), o valor de L ndo muda; mas se formos para onde
aponta o vetor (L1, Ly, L3), entdo L aumenta!

Exercicio 3.5 Volte ao caso do plano. Suponha que a regido R é um poligono convexo e chute um ponto
de partida, (x,,Y, ), no interior de R. Trace, passando por (x,,VY,), uma reta, r, perpendicular a (L1, Ly).
Agora faga r ir andando, sempre perpendicular a (L1, Ly) (e, portanto, paralelamente a posigio inicial),
no sentido para o qual (Ly, Ly) aponta, até o momento em que r deixa de tocar a regidio R. Conclua que
o valor maximo de L(x,y) é obtido em um vértice de R (note que, mesmo se na posigdo limite, a reta r
contém um lado de R e, portanto, todos os pontos desse lado sio de mdximo, pode-se dizer que o mdximo
é atingido em um de seus vértices).

Faga a mesma coisa em R3: suponha que K é um poliedro convexo e que queremos maximizar
L(x,y,z) = Lix + Loy + L3z em K. Chute um ponto de partida, (x,,Y,,2,), trace por ele um plano, «,
perpendicular a (L1, L, L3); mova a, paralelamente a posicio inicial, no sentido em que L aumenta, até
a posigio limite em que w deixa de tocar K. Conclua que o valor mdximo de L é atingido em um vértice
de K.

No dia seguinte, antes de sairem para o trabalho, Yakecan falou: esta noite tive
um sonho. Sonhei que nossa sociedade tinha 623 vendedores. As quantidades
de amendoim que cada um devia levar eram 623 nimeros. No comeco, estavam,
todos os numeros, em fila, separados por virgulas, pareciam formar uma enorme
cobra. Depois, a cobra comegou a se enroscar, se encaracolar...fiquei com medo e saf
flutuando, enquanto os ntimeros iam se enroscando cada vez mais. Eu fui flutuando,
me afastando, e, aos poucos, aquela magaroca de ntimeros, de longe, foi virando
apenas um pontinho de um espago enorme...

Zumbi ficou matutando. Xavier anotou o ntimero, 623, e, sem que o0s outros vissem,
furtivamente, pegou todo o dinheiro que tinham guardado. Chegando a Madureira,
jogou tudo no bicho.

3.2 Medindo o papel

X, Y e Z decidem criar uma embalagem padrao, a ser feita enrolando um retangulo de
papel. Depois de alguns experimentos, chegam a um retangulo que parece ser o ideal.
Para manter o padrao, resolvem medi-lo. Xavier mede, mas, por seguranga, Yakecan
e Zumbi conferem. O problema é que cada um obtém uma medida diferente para o
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comprimento. Yakecan acha que a diferenca é minima, irrelevante, mas Xavier insiste
em ter um ntmero exato. Yakecan sugere, entdo, que se adote a média aritmética:
somam-se 0s trés numeros, x, y e z, e divide-se o resultado por trés. Zumbi acha
que tanto faz, mas tem a curiosidade de saber qual seria a decisdo correta, por algum
critério razodvel. Pensa um pouco e apresenta a ideia a seguir.

Se ndo houvesse erro, ndo teriamos trés medidas diferentes, x, y e z, mas trés medidas
iguais; m, m e m. Se pensarmos a trés medidas como um vetor,

7= (xy,z2),

deveriamos ter, idealmente, ¥ sobre a reta

r={(ttt), te€ R} ={t(1,1,1), t € R}.

Nao sabemos qual é o ponto certo em r, 1 = (m,m,m); tudo que temos é um
ponto aproximado, 7 = (x,y,z). A melhor escolha, entdo, propde Zumbi, é o ponto
Uo = (1,1, 1) de r mais préximo de . Ora, conclui, tal ponto é a proje¢do de 7 sobre
r. Para calculé-la, basta, como ja vimos na pagina 10, tomar o vetor @ = (1,1,1), que
da a direcdo de r, e fazer

L, X+ty+z
= = 1,1,1
0 <ZT),ZT)>w 3 (/ 7 )/

de modo que a melhor escolha, na sua opinido, é

xX+y+z
— 5

m =

Eu nédo disse?, triunfa Yakecan. Xavier, cético, observa: é, mas o seu método nao
funciona se, em vez de 3 medidas, tivéssemos 4, 5, ou um ntimero n, qualquer, maior.
Zumbi ndo diz nada; deita na rede de Yakecan, fecha os olhos...e fica matutando.
Depois de um tempo levanta, pega papel e lapis, e se pde a escrever e rabiscar; depois
deita de novo na rede...fica umas horas nesse deita-levanta-pensa-escreve-rabisca. Por
fim, chama os amigos e tasca a seguinte historia.

Suponhamos que estamos diante de 10 medidas de um mesmo objeto, todas
igualmente confidveis. Podemos representd-las por um ponto x = (x1,...,X39) em
R, No entanto, o resultado esperado, ao se medir 10 vezes o mesmo objeto, seria
X = (X,...,%), com 10 medidas iguais. Nosso problema ¢, pois, a partir da n-upla
X, obter uma nova n-upla, X, com todas as coordenadas iguais e que, de alguma forma,
esteja 0 mais préoxima possivel de x. Ora, se fossem apenas 3 medidas, poderiamos

pensar x como um ponto do espago; X deveria, entdo, ser o ponto da reta

r={(ttt),te R} ={t(1,1,1), t € R}

mais préximo de x. A solugdo, geométrica, é projetar x sobre . Como r passa pela
origem, isso equivale a pensar x como um vetor e projeté-lo sobre o vetor 7 = (1,1,1).
A projecdo, como ja vimos, é dada por



3.2: Medindo o papel 19

—
e

<y

~

(x,(1,1,1)) (1,1,1),

=i
I

—~
Sl
Sy
~
W =

o que nos d&

X1+ X2+ x3
3

x=(%,%Xx), x=

Agora pensem um elemento de R'® como um vetor, com as operacdes de adigdo e
multiplicagdo por escalar definidas como em R3. Vamos definir, em R, o produto
escalar < x,y > por

<X,y >= x1y1 + ...+ X10Y10-

Esse produto escalar, < x,y >= x1y; + ... + x19Y10, tem as boas propriedades do
produto escalar:

(i) <u,v>=<v,u> YuveRY

(iif) <tu,v>=t<uv> YuveV, VieR

(iii) <u,vi +vy >=<u,v; >+ < u,vy > Yu, v, vy € R1°
(iv) < €j, €j >=0, l7é], < €j, €; >=1, i:j,

sendo e; = (0,...,1,...,0), com o 1 na i-ésima coordenada (eu fiz as contas e vi
que funciona, mas, depois, cada um de vocés deveria conferir, por conta prépria).
Podemos, entdo, definir, como em R3, a distincia entre dois pontos, u e v, por

lu—v|=v<u—-v,u—v>.

A ideia, agora, é projetar o ponto x = (x1, ..., x19) sobre a reta r, definida em R'° por

r={(t...,t)te R} ={t(1,...,1), t € R}.

Eu tive essa ideia pensando que, em R3, o ponto de r mais préximo de x é a projegdo de
x em r. Eu descobri, conta Zumbi, excitadissimo, uma versdo mais geral do Teorema
de Pitagoras: se

<uv>=0,

entdo podemos formar uma espécie de triangulo retingulo em R0, de catetos |u| & |v|
e hipotenuza |u + v|. Mas [u + v|> =< u+v,u+v >, 0 que da

utvi=<uu>+<vu>+<uv>+<v,v>=[u+0+0+|v]!

Se imitarmos o caso de R3, devemos fazer 7 = (1,1,...,1). A projeg¢dao, como em RS,
serd dada por
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ou seja,

X1 +Xp+ -+ X
10 )

Na&o precisam acreditar nos meus devaneios geométricos. Vou mostrar que a projegao
assim obtida é o ponto X de ¥ mais préximo de x. Acho bom vocés fazerem um desenho,
pensando no caso R (serve, também, R?). Suponhamos que y seja um outro ponto de
r; vou mostrar que a distadncia de y a x é maior que a de X a x. O importante, aqui, é
que, como X e y estdo ambos em r, temos

x=(%%x,...,%), %=

<x—Xy—x>=0.

Isso quer dizer que o tridngulo yxx é retangulo em x ! Logo, pelo Teorema de Pitadgoras-
Zumbi, temos

ly —x*=|x—x*+ |y —x* > [x - x[%,
concluiu Xavier.

Matou a cobra e mostrou o pau! exclamou Yakecan.

Exercicio 3.6 Mostre que é possivel chegar ao mesmo resultado sem recorrer a toda a geometria.

Pulando a definigdo do produto escalar, defina, em R, a norma de x por |x| = \/x2 +...+ x3,.
Mostre que t = % é 0 ponto de minimo de f(t) = |(x1,...,x10) — (£,..., 1)

Exercicio 3.7 Mas qual seria a mente doentia que, sem o suporte da poderosa analogia geométrica
introduzida pelo produto escalar, defenderia a norma acima em detrimento de outras tdo mais razodveis,
como |x| = |x1| + ...+ |x10|? Observe que ao termo norma corresponde a ideia de tamanho do vetor.

3.3 Com quem estd o anel?

Depois de dois meses de trabalho, sem um diazinho de folga, Xavier, Yakecan e
Zumbi decidiram passar um domingo com a familia de Yakecan (Yakecan tem 6 irmaos
e irmds, e 19 sobrinhos e sobrinhas). Xavier passou o dia todo brincando com a
criancada. Na volta, no trem, falou:

Fiquei vendo as criangas brincando de passar o anel. Aos poucos percebi certos padroes: a
Kauane, por exemplo, passa mais o anel para a Jaci do que para a Juraci, o Bira passa mais
para a Nina do que para o Raoni...fiquei pensando se, anotando tudo por muito tempo, ndo seria
possivel ter uma tabela com as probabilidades de que cada crianga passasse o anel para cada uma
das outras, e se isso serviria para alguma coisa, tipo saber qual seria a probabilidade, a longo
prazo, de que o anel ficasse com tal ou qual crianga.
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Yakecan pega um papel, lapis e rabisca:

a1 412 ... An
ar1 dzp ... Aoy
Al An2 ... Aun

Que porra é essa, Yakecan?

Ué, Zumbi, a;; é a probabilidade de que a crianga j, de posse do anel, passe para a crianga i.
Pensei usar as iniciais de cada uma, mas estava dando confusdo, preferi numerar (no nosso
caso, n=19). Por conta disso, a soma dos niimeros em cada coluna vai ter que ser, sempre, igual
a 1. Ou seja, para cada j,

111]‘—|—(12]'—|-...+11n]':1.

Note, prossegue Yakecan, que as regras permitem que quem estd com o anel o guarde consigo.

Quer dizer, entdo, que a coluna j,

nos mostra as probabilidades de que, em uma rodada em que o anel comega com a crianga j, ele
termine com a propria ou com cada uma das demais?

Exercicio 3.8 Suponha que n = 3 e que a matriz de Yakecan seja:

0,1 0,6 0,4
0,4 0,2 0,5
0,5 0,2 0,1

Suponha que o anel comece com a crianga de niimero 2. Pelo acima exposto, a probabilidade de que, ao
final de uma rodada, o anel esteja com a crianga niimero 1 é 0,6; com a crianga niimero 2, é 0,2 e, com
a niimero 3, é 0,2. Suponhamos, agora que, comegando com a crianga niimero 2, joguemos duas vezes.
Quais sio as probabilidades de que o anel esteja, ao final da sequnda rodada, com cada uma das criangas?

Exercicio 3.9 Se essa histéria parece complicada, pense assim: se o anel comegasse, por 10 rodadas, com
a crianga 2, a boa aposta seria que: em duas rodadas ela guardaria consigo o anel, em seis passaria para
a crianga 1 e nas outras duas passaria para a crianca 3. Como, em cada um desses casos, a crianga que
recebeu o anel é quem vai passar na rodada sequinte, pode ser interessante trabalharmos com niimeros
um pouco maiores: se o anel comegasse, por 100 rodadas, com a crianga 2, a boa aposta seria que: em
20 rodadas ela guardaria consigo o anel, em 60 passaria para a crianga 1 e nas outras 20 passaria para a
crianga 3. Agora vamos usar todas as informagdes da matriz de Yakecan. A crianga 1 receberia o anel: 12
vezes, correspondendo as 20 rodadas em que a crianga 2 ainda tinha o anel no comego da segunda rodada;
8 vezes, correspondendo aos 20 casos em que o anel, no comego da segunda rodada rodada, estaria com
a crianga 3; e ainda 6 vezes, correspondendo aos 60 casos em que ela mesma teria o anel no inicio da
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segunda rodada. Ou seja, se fizéssemos 100 vezes o experimento de comegar a brincadeira com o anel na
mdo da crianga 2, a boa aposta seria: em 26 dos casos o anel estaria, apds duas roadas, com a criang¢a 1, o
que dd uma probabilidade de 0,26. Faga o mesmo raciocinio para as criangas 2 e 3.

Zumbi passou trés dias matutando. Na quarta-feira, a noite, veio com a seguinte
conversa:

Andei pensando, pesquisando umas coisas...vamos fazer de conta que o niimero de criangas é
3, pra poder fazer uns desenhos. A ideia é ficar ld olhando, deixar rolar um monte de rodadas.
Vamos chamar a matriz das probabilidades de matriz de Yakecan-Markov:

a1 412 413
ap1 dpp a3
az1 azy ass

Agora imagina que nds nio sabemos ao certo com quem comega o anel, sé temos um chute sobre
as probabilidades: p; é a probabilidade de que comece com a crianga 1, py a de que comece com a
2, p3 a de que comece com a 3. Notem que, necessariamente, p1 + pa + p3 = 1. Assim, podemos
considerar uma chute sobre as probabilidades (que vou chamar de um estado do sistema) como
um ponto no espago. Mais especificamente, um estado vai ser um ponto do plano de equagio
p1+ p2 + p3 = 1. Como as probabilidaddes ndo podem ser negativas, nio é dificil descobrir
que os estados vivem no tridngulo (equildtero) de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Nosso
problema é: dado um estado inicial, como este evolui ao longo da brincadeira?

Observem o seguinte: nosso estado pode ser visto, também, como um vetor.

P1
p2 ’
p3
Esse vetor evoluird, apds cada rodada, para
aiip1 + app2 + aizps a1 a2 ai3
arip1 +axpp2+axgps | =p1| 421 | +p2| a2 | +ps| a3 |,
asip1 + aspp2 + azsps asy asp ass
que é, por definicdo, o produto
a1 42 413 P1
az1 dpp a3 p2
az1 azy ass pP3

da matriz de Yakecan-Markov pelo estado atual. Notem que, apds a primeira rodada, os estados,
que viviam no tridngulo de vértices
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passardo a viver no tridngulo de vértices

a1 a2 a13
as1 ’ az ’ az3
as1 asp as3

Caceta, o tridngulo encolhe! grita Xavier. E esse novo tridngulo, depois da sequnda rodada,
deve evoluir para outro. Se for sempre encolhendo, a cada rodada, talvez exista uma situagio
limite!

Exercicio 3.10 Entenda o que Xavier estd tentando dizer.
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Capitulo 4

O que é uma base?

A base candnica, {é], €5, €3} nos permite estabelecer uma bije¢do entre o conjunto
dos vetores do espago e o conjunto R> dos ternos ordenados de ntimeros reais.
Como no caso do plano, essa bijecdo preserva as operagdes: se os vetores if e U sdo
representados, respectivamente, pelos ternos (xi,x2,x3) e (y1,Y2,Y3), entdo o vetor
il + 7 é representado por (x1 + y1, X2 + Y2, X3 + y3); se t é um escalar, tii é representado
por (txq, txp, £x3).

Cabem, naturalmente, as perguntas: sob que condi¢des outros trés vetores (mesmo que
ndo formem uma base canonica), 71, ¥, e U3, podem desempenhar o mesmo papel? o
nuimero 3 é mandatério, ou poderiamos conseguir a mesma coisa com 2, ou quem sabe
4 vetores? poderiamos, assim, estabelecer outras bije¢des, entre o conjunto dos vetores
do espago e R?, ou R*, preservando as operacdes?

Como de hébito, vamos designar o conjunto dos vetores do espago por V. Mas
tentemos tratar a questdo de forma abstrata, esquecendo a natureza de V (e o niimero
cabalistico 3, mesmo que, depois, voltemos a ele). Mais precisamente, pensemos V
apenas como um conjunto (de vetores), no qual estdo definidas duas operacdes: dados
dois vetores ii e U de V, esta definida sua soma, i + ¥, que é um vetor de V; da mesma
forma, dados um vetor 7 de V e um namero real t, esta definido o produto de ¢ por 7,
tv, que é um vetor de V. As operagdes assim definidas satisfazem as propriedades:

(D4 (74+w)=(i+7)+@
Qu+7=0+1
(3)ii +0=1i
(4) il + (—if) =0
(5) t(ii + ¥) = tii + tv
(6) (s+ t)ii = sii + tii
(7) s(tif) = (st)i
(8) 1 =1
(isto é: as propriedades (1) a (8) valem para quaisquer vetores i, U e @, e para quaisquer

numeros s e t).

Exercicio 4.1 Observe que existem outros possiveis espagos, com as oito propriedades acima, além
do que temos considerado: por exemplo, os elementos de R", se somados e multiplicados por

25
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escalares da maneira habitual ((x1,...,%n) + (Y1, .-, ¥n) = (X1 + Y1, -, Xn + Yn); EH(X1,...,%0) =
(tx1,...,txy)), podem ser pensados como vetores, jd que as oito propriedades sio satisfeitas, e isso mesmo
quen > 3.

Defini¢do: Um subconjunto ordenado f = {74,...,7,} do espago vetorial V é dito
uma base de V se, e somente se, para todo vetor ¥ de V, existe uma tnica n-upla
(x1,...,x,) de R" tal que

5:x151+...+Xn5n.

Os ntimeros x, . . ., X, sdo chamados coordenadas do vetor 7 na base f.

Observe que sdo duas as condi¢des para que f = {71,...,U,} seja uma base de V. A
primeira é que 8 deve gerar V (isto é, todo vetor de V deve ser combinacdo linear de
T1,...,0.).0 A segunda é que ndo podem existir duas n-uplas distintas, (x1,...,x,) e
(y1,---,Yn), que correspondam a um mesmo vetor, isto é: se

X151+...+Xn5n :y151+...+yn5n,

entdao, necessariamente, x| = Y1, s Xn = Yn.

Exercicio 4.2 Mostre que nenhum dos vetores de uma base pode ser combinagio linear dos demais
(perderiamos a unicidade da representagio).

Exercicio 4.3 Entenda que uma base é uma espécie de chave para identificarmos cada vetor de V a uma
n-upla de R". Note que a exigéncia de ter {Ty, ..., U, } ordenado é necessiria para garantir a unicidade
da n-upla (x1,...,x,).

Defini¢dao: Os vetores 7y,..., 0, sdo ditos linearmente independentes se nenhum
deles é combinagdo linear dos demais (diz-se, também, que o conjunto {7, ...,7,}
é linearmente independente). Se, ao contrario, existe um que é combinacao linear dos
demais, entdo vy, . . ., U, sdo ditos linearmente dependentes.

Proposicao: Fixada a base {¥y,...,U,}, a bijecdo ¥ <> (xq,...,X,) preserva as
operagdes de adicdo e de multiplicacdo por escalar. Isto €, se (x1,...,x4) e (Y1,.-.,Yn)
sdo as n-uplas associadas, respectivamente, aos vetores ii e 7, e t € um escalar qualquer,
entdo a n-upla (x1 + ty1,..., X, +tyn) = (x1,...,%n) +t(y1,...,yn) € a associada ao
vetor i + t0.

Demonstracdo: Basta usar as propriedades das operagdes com vetores e com n-uplas. De fato,
seil = X101 + ...+ x40y, U = y101 + ... + Y40y e t é um escalar, entdo, usando muitas vezes as
associatividades, as distributividades e a comutatividade, obtemos

INeste caso, diz-se também que ¥y, ...,0; geram V

2Geria mais rigoroso considerar, em vez de conjuntos ordenados de vetores {7j,...,7,}, n-uplas
(¥1,...,7,) em V", 0 que é quase a mesma coisa (n-uplas admitem a possibilidade de 7; = ¥;, com
i # j). Estamos evitando fazé-lo por conta do risco de confundir o leitor...o que, paradoxalmente, pode
gerar alguma confusao
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E vistvel que nosso espago V, dos vetores flechinhas, tem infinitas bases (compostas
por quaisquer trés vetores ndo coplanares). E natural, pois, que afirmemos e tentemos
provar que V é tridimensional, isto é: que toda base de V tem exatamente trés
elementos. Seremos, porém, um pouco mais ambiciosos. Vamos tratar a questdo, nos
préoximos capitulos, em um contexto geral: chamaremos de espago vetorial qualquer
conjunto em que estejam definidas operacdes de adi¢do e de multiplicagdo por escalar,
satisfazendo as oito propriedades acima listadas; em tais espacos, a defini¢do de base,
que acabamos de introduzir, também faz sentido. A questdo passa a ser: se um
determinado espago vetorial, V, tem uma base formada por n vetores, serd verdade que
toda base de V tem exatamente 1 vetores? O custo de tal generalizacado é relativamente

baixo, mas os beneficios sdo altamente compensadores.
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Capitulo 5

Espacos vetoriais

51 O R"

O advento da Geometria Analitica, que pode ser datado de 1637, ano da publicacdo
do La Géométrie, de Descartes, teve enorme impacto na Matemdtica. Questdes
geométricas, a partir dai, passaram a ser tratadas por meio das poderosas ferramentas
algébricas que se desenvolviam entdo e, principalmente, com os métodos analiticos
aportados pelo Célculo Infinitesimal, que veio logo em seguida. Assim, pode-se dizer
que teve por consequéncia uma crescente algebrizacdo da Geometria.

PROBLEMA GEOMETRICO

1
TRADUCAO ALGEBRICA

1
SOLUCAO ALGEBRICA

!
INTERPRETACAO GEOMETRICA

!
SOLUCAO GEOMETRICA

As afirmac6es do paragrafo anterior tém, porém, uma contrapartida um pouco menos
6bvia e muito mais impactante: a algebrizacdo da Geometria abre, imediatamente,
caminho para a geometrizagio da Algebra (e da Anélise). Esquematicamente podemos
colocar as coisas nos seguintes termos:

29
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PROBLEMA ALGEBRICO

1
INTERPRETACAO GEOMETRICA

!
INSIGHT GEOMETRICO

!
MANIPULACAO ALGEBRICA

1
SOLUCAO ALGEBRICA

Um exemplo elementar em que essa inversdo se da é a andlise de graficos de fun¢des
de uma varidvel: ao representarmos os pares ordenados (x, f(x)) por pontos no plano,
obtemos um objeto geométrico (o grafico de f, que é uma curva).! O problema de achar
um ponto de maximo de f é interpretado geometricamente como a busca de um cume,
que corresponde a uma tangente horizontal. Dai para a conclusdo de que devemos
achar um zero da derivada é um pulo.

Observacdo: Este é um bom exemplo para notarmos que a passagem da situacdo
algébrica para uma contrapartida geométrica pode ir muito além de uma simples
interpretagdo: o que fazemos, neste caso, é investir um problema “algébrico” de um
significado geométrico que é, na verdade, ndo uma interpretagdo, mas uma verdadeira
fantasia geométrica, que, poderiamos dizer, estd mais proxima da arte e da poesia do
que propriamente da técnica.

Um segundo passo é estender a intuicdo geométrica para dimensdes mais altas. A
solucdo de um problema envolvendo n varidveis pode ndo ser, essencialmente,
diferente, se n = 2 ou se n = 10. Do ponto de vista geométrico, porém, no caso
n = 2 podemos interpretar o par de varidveis (xq,xp) como um ponto do plano, e
usar a intui¢do geométrica como ponto de partida para o tratamento do problema.
Possivelmente, as mesmas manipulagdes algébricas que funcionam com n = 2, obtidas
por um insight geométrico, servirdo também para o caso n = 10.

Exemplo: Suponhamos que estamos diante de 10 medidas de um mesmo objeto, todas
igualmente confidveis. Podemos representa-las por um ponto x = (xq,...,x19) em
R, No entanto, o resultado esperado, ao se medir 10 vezes o mesmo objeto, seria
X = (X,...,%), com 10 medidas iguais. Nosso problema ¢, pois, a partir da n-upla
X, obter uma nova n-upla, X, com todas as coordenadas iguais e que, de alguma forma,
esteja 0 mais proxima possivel de x. Ora, se fossem apenas 3 medidas, poderiamos

pensar x como um ponto do espaco; X deveria, entdo, ser o ponto da reta

le isto mesmo em situagdes em que x e f(x) podem néo ter qualquer conotagdo geométrica: pense
em x representando o tempo e f(x) uma temperatura no instante x
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r={(ttt),t € R} = {t(1,1,1), t € R}

mais proximo de x. A solugdo, geométrica, é projetar x sobre r. Como r passa pela
origem, isso equivale a pensar x como um vetor e projeté-lo sobre o vetor 7 = (1,1,1).
A projecdo, como ja vimos na pégina 10, é dada por

(x,7) 1

X — 0= — 1,1,1 1,1,1),
=G50 3% @LD) AL
o que nos dé
_ . X1+ X2+ x3
x:(x,x,x),x:#-

Exercicio 5.1 Pense um elemento de R'° como um vetor, com as operacdes de adicio e multiplicacio
por escalar definidas como em R3. Defina, em R1°, o produto escalar < x,y > por

<X,y >=x1y1 + ...+ X10Y10-

Mostre que o produto escalar < x,y >= x1y1 + ...+ X10Y10 tem as boas propriedades do produto
escalar:

(i) <u,v>=<v,u> VYuvevV

(i) <tu,v>=t<uv>VuveV, VteR

(iii) <w,vi+vp >=<u,vi >+ <uvy > Yuv,veV
(iv) < i, €; >=0,1i #], < i, €; >=1, i:j,

1

sendo e; = (0,...,1,...,0), com o 1 na i-ésima coordenada.
Exercicio 5.2 Projete o ponto x = (x1,...,X10) sobre a reta r, definida em R0 por

r={(t...,t)te R} ={t(1,...,1), t € R}.

Mostre que a projecdo assim obtida é o ponto X de r que minimiza a distancia (dada por |x — x| =
V< X —X,x—X >)ax. Setudo deu certo, vocé acaba de legitimar a média aritmética.

No exemplo acima, demos vérios passos. Come¢amos com um problema envolvendo
10 varidveis (poderiam ser 15, 1000, ou um inteiro positivo qualquer). Pensamos
no mesmo problema, mas com o ntimero de varidveis reduzido para 3. Nesse caso,
traduzimos nosso problema em um problema de geometria. Resolvemos o problema
geometricamente. A solucdo geométrica nos indicou um critério que legitima a
escolha de ¥ como a melhor aproximacdo para a medida do nosso objeto, a partir
das medidas x1, xo e x3. O préximo passo foi investir R’ de um carater geométrico
que, algebricamente, é analogo ao que temos em R>. Isto nos permitiu estabelecer um
critério por meio do qual a escolha de x = (&, ..., %), com ¥ dado pela média aritmética
de x1,...,x19, pode ser considerada a mais legitima. Mais ainda, a obtencdo de x se deu
por meio dos célculos sugeridos pelo problema analogo com apenas 3 variaveis!

Exercicio 5.3 Mostre que é possivel chegar ao mesmo resultado sem recorrer a toda a geometria.

Pulando a definigio do produto escalar, defina, em R'°, a norma de x por |x| = \/x2 +...+ x3,.
Mostre que t = % é o ponto de minimo de f(t) = |(x1,...,x10) — (,...,1)|.
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Exercicio 5.4 Mas qual seria a mente doentia que, sem o suporte da poderosa analogia geométrica
introduzida pelo produto escalar, defenderia a norma acima em detrimento de outras tdo mais razodveis,
como |x| = |x1]| + ...+ |x10| (observe que ao termo norma corresponde a ideia de tamanho do vetor)?

Defini¢ao: O espaco vetorial R" é definido pelo conjunto

R" = {X: (xl,...,xn), X1,---,Xn € R},
e as operagdes de adicdo e de multiplicagdo por escalar, dadas, respectivamente, para
x,y € R", t € R, por:

(i) x+y=(x1+Y1,- -, Xu+ Yn);
(ii) tx = (tx1, ..., txn).

Exercicio 5.5 Mostre que as operagdes acima definidas satisfazem as propriedades:

(Du+(v+w)=(ut+v)+w
2QQu+v=v+u

(3)30€ V| u+0=u
(4)u+(-u)=0

5)tlu+v) =tu+tv

(6) (s+tHu=su+tu

(7) s(tu) = (st)u

(isto é: as propriedades (1) a (8) valem para quaisquer vetores u, v.e w em R" e para quaisquer niimeros
set)

Definic¢do: O produto escalar candnico em R" é definido por

<X, y>=x1y1+...+ XnYn.
A base candnica de R" é dada pelos vetores ey, ..., ep,

e1 =(1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1).

Exercicio 5.6 Mostre que o produto escalar < x,y >= x1y1 + ... + Xuy, tem as boas propriedades do
produto escalar:

(i) <u,v>=<v,u> YuveV
(iil) < tu,v>=t<uv> VuveV, VieR
(iii) <u,vi+ vy >=<u,v; >+ < u,vy > Yu,v,vp €V
(iv) < eje >= 0, i#]., <ej e >= 1, i:j,
Exercicio 5.7 Suponha que os vetores ndo nulos vy, ..., vy de R" sejam, dois a dois, ortogonais, isto
é: <v;,vi>=0,sei # jeque

V=X1V1+...+X,Vy.
Mostre, sem usar coordenadas, que

<vVv,v; >
X = ——".
<V, V>
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5.2 Outros espacos

Passar de R% e R® a R" é um belo salto. Mas ha outros espacos, envolvidos em situagdes
bastante relevantes, que, também, merecem um pouco da nossa atengdo. Comecemos
com alguns exemplos. Em uns o espago envolvido é um R"; em outros, algo maior.

Exemplo 1: Suponhamos que 1 corpos se movem no espago, sujeitos apenas a atracao
gravitacional mutua. Podemos tomar cada corpo em separado, mas é claro que sua
trajetéria futura (em R®) dependerd, ndo sé de suas posigdo e velocidade atuais, mas
também das dos demais n — 1 corpos. Assim, pode ser interessante pensar que o
que temos é um elemento x(¢) de R3", que se move em fungéo do tempo ¢ (cada 3
coordenadas de x(t) correspondendo a posi¢do de um dos corpos).

Exemplo 2: Quando vemos uma animagdo no monitor de um computador, o que varia
com o tempo sdo certos parametros que determinam a representacdo da imagem no
monitor. Tipicamente, um monitor pode ser pensado como feito de um monte de
pontinhos (chamados pixels) arranjados em forma de matriz. Se m é o ntimero de
pixels em cada vertical e n o nimero na horizontal, temos uma matriz m x n. Para
definir a imagem, temos que (grosso modo), escolhidas 3 cores primdrias (vermelho,
verde e azul é uma das escolhas usuais), dizer, para cada pixel, quanto de cada uma
vai entrar na defini¢do da cor daquele pixel (no caso de imagens em preto e branco,
precisariamos de apenas um niimero por pixel). Assim, cada imagem é definida por
(m x n) x 3 nameros. Podemos, considerando que os nimeros que definem o quanto
de cada cor entra em cada pixel sdo reais (na pratica, usamos apenas uma gama
finita de cada cor, algo como 28 ou 2'°), dizer que cada imagem é um vetor x(t) de
R("<")*3 (na pratica, é claro, o tempo t também é picotado em uma quantidade finita
de instantes, algo como 24, 30 ou 60 imagens por segundo). Nossa imagem, repetimos,
evolui, ao longo do tempo, em R("*")x3,

Exemplo 3: Nada nos impede de pensar no video ideal. No lugar de m x n pixels, a tela
poderia ser um retangulo, de dimensdes a e b, com infinitos pixels: um para cada ponto
do retangulo. Para simplificar (ou por razdes artisticas), pensemos em preto e branco.
Representada em coordenadas, nossa tela pode ser o retangulo R = [0,4] x [0, b]. Cada
imagem exigird um ntimero real para cada ponto do retdngulo (0, digamos, para preto;
1 para branco, com valores entre 0 e 1 para os diversos tons de cinza). Assim, nossa
imagem serd, a cada instante, uma fun¢do F : R — R. O espago em que evolui nossa
imagem ndo é mais R("*"*3 mas o espaco V das fungdes do retangulo R em R.

Exemplo 4: Um exemplo um pouco mais fisico talvez ajude. Imaginemos que o que se
quer é descrever a evolugdo no tempo da distribuicdo de temperatura em uma barra de
terro (que, para simplificar, podemos supor unidimensional). Sendo L o comprimento
da barra, a distribuicdo de temperatura, em cada instante ¢, serd dada por uma funcdo
fi : [0, L] — R (se um ponto da barra é representado por x, sua temperatura no instante
t sera fi(x)). Assim, nossa distribui¢do de temperaturas evolui no espago V das funcdes
de [0,L] em R. Se, no lugar de uma barra, tivéssemos um sélido, representado por
um subconjunto B de R®, nossos possiveis estados estariam no espaco V das fungoes
de B em R. Questdes como esta aparecem no livro Théorie analytique de la propagation
de la chaleur, 1822, de Joseph Fourier. Nesse trabalho Fourier lanca mao, num espaco de
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fungdes de um intervalo [a,b] em R, do primeiro produto escalar da histéria:® se f e
g sdo fungdes, definidas no intervalo [4, b] e a valores em R, podemos definir < f,g >

por
b
<fig>= [ flxg)x

Exemplo 5: O problema clédssico da braquistécrona foi proposto em 1696 por Jodo
Bernoulli e chamou a aten¢do dos maiores matematicos da época (Newton, Leibniz,
Tiago Bernoulli, entre outros). Trata-se do seguinte: dados dois pontos, A e B, do
espago, encontrar uma curva <y ligando A a B (supostamente num plano vertical
passando por A e B), tal que uma particula que sobre ela deslize sem atrito e apenas
sob a agdo da gravidade, percorra -y no menor tempo possivel. Supondo que a altura
de A é superior a de B, podemos representar, em R?, A por (0,0) e B por (a, —b), b > 0.
Dando como 6bvio que a curva em questdo pode ser representada pelo grafico de uma
funcdo f : [0,4] — R, pelo menos com derivada primeira continua, podemos dizer que
0 que buscamos estd no espago V das fungdes f : [0,4] — R, tais que f tem derivada
primeira continua, com f(0) =0e f(a) = —b.

Exercicio 5.8 Mostre que, nos exemplos 3 e 4, a soma de duas fungoes do espago V estd em V; mas nio
no exemplo 5. Mesma coisa para fungdes do tipo cf, com c real fixo e f em V (isto é: se f é uma fungio
em V e ¢ é um niimero real fixo, entdo a fungdo cf, definida por (cf)(x) = c(f(x)), estd em V, nos
exemplos 3 e 4, mas ndo no exemplo 5).

Exercicio 5.9 Mostre que toda fungio f de V, no exemplo 5, pode ser escrita como f = fo+h,
com fo sendo uma fungio qualquer de V, fixa, e h : [0,a] — R, com derivada primeira continua e
h(0) = 0 = h(a) (fo pode ser, por exemplo, o segmento de reta ligando A a B).

Exercicio 5.10 Seja V} o espago das fungdes h : [0,a] — R, com derivada primeira continua e tais que
h(0) = 0 = h(a). Mostre que a soma de duas funges de Vy estd em Vy,; o mesmo para ch, se ¢ é um
niimero real fixo e h é uma fungdo de Vy

Exercicio 5.11 Seja X um conjunto qualquer. Seja V o espago das fungdes u de X em R. Defina, em V,
as operagoes de adigdo e de multiplicagdo por escalar da sequinte forma: se u e v sio duas fungoes de
X em R, a fungio u + v, de X em R é definida por (u 4 v)(x) = u(x) + v(x); se c é um niimero real
fixo e u é uma fungio de X em R, a fungio cu, de X em R, é definida por (cu)(x) = cu(x). Mostre que
valem as seguintes e famosas propriedades:

(

(

(3)30€ V|u+0=u
(4)u+(—u)=0

(5) tlu+v) = tu+tv
(6) (s+tHu=su+tu
(7) s(tu) = (st)u

(8) lu=u

2Seria um pouco exagerado dizer que Fourier inventou o produto escalar, antes de Hamilton; mas
é fato que, no trabalho de Fourier estd a semente da ideia de ortogonalidade, em um contexto nada
geométrico, que vai inspirar a construgdo do conceito abstrato que é hoje conhecido como produto
escalar (ou produto interno)
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(isto é: as propriedades (1) a (8) valem para quaisquer vetores u, v e W, e para quaisquer niimeros s e t).

Exercicio 5.12 Note que, fazendo X = IN no exercicio anterior, temos o espago das sequéncias infinitas
de niimeros reais, que é uma espécie de R" com n infinito.

Exemplo 6: Na Mecanica Quantica, o estado de uma particula é dado por uma fungdo
de onda, que podemos supor definida em um subconjunto X do espago. A novidade,
nesse caso, é que a funcdo de onda, ¢, toma valores no conjunto dos nimeros
complexos. Mas isto ndo chega a ser um problema sério: func¢des a valores em( se
somam, como as fungdes a valores em R, e se multiplicam por escalares (complexos!).
E facil ver que, com estas operagdes, o espaco V das fungdes de X emC também goza
das oito famosas propriedades acima.

Exemplo 7: Ja que falamos em T, podemos conceber, pairando em torno de cada R”,
um espago” de n-uplas de nimeros complexos, que se somam da maneira 6bvia e se
multiplicam, também da maneira ébvia, por escalares complexos.

Para quem sabe o que é um corpo, podemos considerar, ja que admitimos escalares
complexos, situagdes em que os escalares sejam elementos de um corpo outro que R
ou(. Particularmente, na Teoria de Galois, é bastante natural a introducdo de espagos
com as mesmas oito propriedades acima, com a diferenga que o conjunto dos escalares
estd (usualmente) em um corpo situado entre os racionais (D) e os complexos ().

Exemplo 8: Dado um corpo K, podemos considerar, exatamente como fizemos para
R eC", o espaco K" das n-uplas de elementos de K, com as operagdes de sempre.

Exemplo 9: Um mesmo espaco pode aparecer disfarcado de varias maneiras. O
conjunto dos polindmios a coeficientes reais e grau inferior a n é o R" disfar¢ado. Seu
irmdo maior (embora mais novo), o dos polindmios a coeficientes complexos e grau
inferior a n, é oC" disfar¢ado. Da mesma forma, o conjunto das matrizes m x n (a
coeficientes reais ou complexos) é o R"*", ou oC"*", em formagdo de parada militar.

Exemplo 10: Dentro da mesma linha de raciocinio, o conjunto de todos os polindémios a
coeficientes reais é, disfarcado, o espago das sequéncias (x,),cn de nimeros reais tais
que x, é ndo nulo apenas para um ntmero finito de indices n (esse nimero variando
de sequéncia para sequéncia). O mesmo para o conjunto dos polindmios a coeficientes
complexos e sequéncias (z,),en de nimeros complexos tais que z, é ndo nulo apenas
para um namero finito de indices 7.

5.3 Espacos vetoriais

A construcdo do conceito de espago vetorial culmina, no século XX, com a defini¢do
geral que vai englobar o espago dos vetores flechinhas, os R" e todos os espacos
mencionados na se¢do anterior. Mais precisamente, pensemos cada um dos espagos
apresentados acima como um conjunto V de vetores. Dados dois vetoresu e vde V,
estd definida sua soma, u + v, que é um vetor de V. Da mesma forma, dados um vetor
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v de V e um escalar ¢, estd definido o produto de t por v, tv, que é um vetor de V. As
operacdOes assim definidas satisfazem as oito famosas propriedades.

Definicao: Um espaco vetorial (real) é uma estrutura que compreende um conjunto,
V, e duas operagdes:

+ : VXV — 'V
(w,v) — u+v

RxV — 'V,
(t,v) +—— tv

satisfazendo as oito famosas propriedades abaixo:

(Du+(v+w)=(utv)+w
2QJu+v=v+u

(3)30€ V|u+0=u
(4)VueVI—ueV|iu+(—u)=0
(5) tu+v) =tu+tv
(6) (s+t)u=su+tu
(7) s(tu) = (st)u
8)1

(

(isto é: as propriedades (1) a (8) valem para quaisquer vetoresu, v e w em V, e para
quaisquer nimeros s e t).

Observacao: O vetor nulo 0 mencionado na propriedade (3) é tinico. De fato, se O é
outro vetor com a mesma propriedade, entdo

O=0+4+0=04+0=0.
Da mesma forma, o simétrico do vetor u, —u, também é tinico: se u + v = 0, entdo

v+0=v+(u+(—u))=(v+u)+(—u)) =
= (u+v)+(—u)=0+(—u)=—-u+0=—

A%

Exercicio 5.13 Tente provar que u + u = 2u sem usar a propriedade (8).

Observacao: O leitor que ndo se assustou com a ideia de escalares complexos, pode
incluir na defini¢do a alternativa de que os escalares estejam ndo em R, mas emT. O
leitor com familiaridade com o conceito de corpo pode considerar, na defini¢do, que,
junto com o conjunto V dos vetores, é dado também o corpo K dos escalares, e que a
operacdo de multiplicacdo por escalares esta definida ndo em R X V, mas em K x V
(o que inclui, claro, as possibilidades K = R e K = ). Salvo mencgado explicita em
contrario, suporemos sempre que NOssos espagos vetoriais sao reais.

Um subespaco vetorial do espago vetorial V é um subconjunto de V que, com
as operacOes que "herda” de V, é um espago vetorial. A definicdo abaixo é mais
operacional.
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Defini¢ao: Um subespaco vetorial de V é um suconjunto W de V, ndo vazio, tal que:

(i) weW,teR=tweW
(ii) wy,wy € W= w1 +wp, € W

Exercicio 5.14 Mostre que todo plano passando pela origem é um subespaco vetorial de R>.

Defini¢do: O vetor v é dito uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v, se existem
escalares t,...,t, taisque v = t1vy + ... + t,vy.

Defini¢ao: Dado um subconjunto X do espaco vetorial V, o subespaco gerado por X é
o conjunto de todas as combinacdes lineares de vetores de X (isto é: todos os vetores da
forma t;vy + ... + t, vy, sendo os t; escalares e os v; elementos de X). O espago gerado
pelo conjunto vazio é, por convengao, {0}.

Exercicio 5.15 Mostre que a defini¢iio acima é equivalente a: o subespago gerado por X é a intersegio
de todos os subespagos de V que contém X.

Exercicio 5.16 Se preferir, adote, como definigio de subespago gerado, a do exercicio acima. A partir dai,
faz sentido escolher a defini¢io sequinte, mais elegante: sejam V um espago vetorial e X um subconjunto
de V; o elemento v de V é combinag¢do linear dos elementos de X se v pertence ao espago gerado por
X. Observe que, usando a definigdo de espago gerado do exercicio anterior, é natural concluir que 0 é o
uinico vetor obtido como combinagdo linear dos elementos do conjunto vazio.
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Capitulo 6

Bases e dimensao

6.1 Bases

Defini¢dao: Um subconjunto ordenado {vy,...,v,} do espago vetorial V é dito uma
base de V se, e somente se, para todo vetor v de V, existe uma tinica n—upla (xl, ey xn)
de R" tal que

V=X1V]1+ ...+ XnVy.

Os nameros x1, . .., X, sao chamados coordenadas do vetor v.

Exercicio 6.1 Entenda que uma base é uma espécie de chave para identificarmos cada vetor de V a uma
n-upla de R". Note que a exigéncia de ter {vy,...,v,} ordenado é necessdria para garantir a unicidade
da n-upla (x1,...,x,).!

Proposi¢do: Fixada a base {vy,...,v,}, a bije¢do v <« (x1,...,x,) preserva as
operagdes de adi¢do e de multiplicagdo por escalar. Isto é, se (x1,...,x4) e (Y1,...,Yn)
sdo as n-uplas associadas, respectivamente, aos vetores u e v, e t é um escalar qualquer,
entdo a n-upla (x1 + ty1, ..., Xn + tyn) = (x1,..., %) + t(y1,...,yn) € a associada ao
vetor u + tv.

Demonstracdo: Basta usar as propriedades das operagdes com vetores e com n-uplas. De fato,
seu=x1vy+...+X,Vy, V=11Vi + ... +yyvyetf éum escalar, entdo, usando muitas vezes as
associatividades, as distributividades e a comutatividade, obtemos

u+tv=(x1vi+...+x,V) +tavi+ ...+ yavn) = (1 Fty1)vi 4o+ (X + tYn) Vi

Exercicio 6.2 Estamos, implicitamente, excluindo a possibilidade de ser vazio o conjunto {vy,...,v,}.
Se o leitor tem tempo para a questdo, pense nela: podemos conceber em abstrato o conceito de espago

1Seria mais rigoroso considerar, em vez de conjuntos ordenados de vetores {vy,...,v,}, n-uplas
(v1,...,vy) em V", 0 que é quase a mesma coisa (n-uplas admitem a possibilidade de v; = v;, com
i # j). Estamos evitando fazé-lo por conta do risco de confundir o leitor...o que, paradoxalmente, pode
gerar alguma confusdo

39
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vetorial (um conjunto com operagoes de adigdo e de multiplicagdo por escalar, com as propriedades (1) a
(8) apresentadas na se¢do anterior); neste caso, faz sentido pensar em um espago reduzido ao vetor nulo,
que teria como base o conjunto vazio.

Observe que sdo duas as condi¢des para que {vy,...,v,} seja uma base de V. A
primeira é que {vy,...,v,} deve gerar V (isto é, todo vetor de V deve ser combinacado
linear de vy,...,v,).> A segunda é que ndo podem existir duas n-uplas distintas,
(x1,...,%n) € (y1,-..,Yn), que correspondam a um mesmo vetor. Examinemos essa
segunda condigao.

Proposicao: Sejam vy, ..., v, vetores de V. Sdo equivalentes:
(i)existem duas n-uplas distintas (x1,...,x,) € (y1,...,Yx) tais que

X1Vi+ ...+ XV = Y1V1 + ...+ YnVy;

(ii)algum dos vetores vy, ..., v, é combinagdo linear dos demais;
(iii)existe uma n-upla (x1,...,x,) # (0,...,0) tal que

0:x1V1+...+x;/an.

Demonstragdo: Provaremos (i) = (ii) = (iii) = (i).

(i) = (ii): Fixemos um i tal que x; # y; (certamente existe, ja que (x1,...,%n) # (Y1,---,Yn))-
Como
X1V1 +...+x”v;/l :y1V1 +...+ynVn,

podemos concluir que

(i —xi)vi=(x1—y1)vi+...+ (i1 —Yi1)Vier + (Xig1 — Yig1)Vigr + .+ (X0 — Yn) Vi

e, portanto, multiplicando dois lados por (y; — xi)_l, obtemos v; como combinagéo linear dos
demais:

(i1 — Yie1) (Xit1 — Yit1) (X0 — Yn)

Vi=-—""—=v+...+ (yi—xi) Vi1+ (yi_xi) Vigr +..oo+ (yi_xi)

V.

(ii) = (iii): Se um certo v; é combinacdo linear dos demais, podemos escrever, para certos
X1/eees Xi-1, xi+1/ cees Xny

vi=(x1vi+ ...+ X 1Vi 1+ X 1Vieg + ... F XV

Logo,temos an-upla x1,...,x;—1, —1,Xxi+1,..., %, # (0,...,0), com

0= X1V1+ ...+ Xj_1Vi_1 + (—1)Vi + X1 Vig1 + .o+ XV

(iii) = (i): Basta notar que, valendo (iii), temos (0,...,0) # (x1,...,%,) €

2Neste caso, diz-se também quevy,..., v, geram V
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Oovi+...+0vy, =x1vi + ...+ x,Vy.
|

Definicao: Os vetores vy,...,v, sdo ditos linearmente independentes se nenhum
deles é combinacdo linear dos demais. Neste caso, diz-se também que o conjunto
{v1,...,Vvn} é linearmente independente. No caso contrdrio, os vetores sdo ditos
linearmente dependentes (ou que o conjunto é linearmente dependente.

Exercicio 6.3 Mostre que vy, ...,V sdo linearmente independentes se, e somente se, tvy,. .., t,v, =
0 apenas no casoem que t; = ... = t, = 0.

Coroldrio: Para que um subconjunto ordenado {vy,...,v,} do espago vetorial V
seja uma base de V, é necessdrio e suficiente que as duas condi¢des abaixo sejam
simultaneamente satisfeitas:

(i)vy,..., vy geram V;
(ii)vq, ..., vy sdo linearmente independentes.3

Observacao: Pela definicdo que adotamos no inicio desta secdo, ha espacos vetoriais
que ndo tém base (o espaco R[x] dos polindmios a coeficientes reais, por exemplo,
ndo pode ser gerado por um conjunto finito de polindmios). Mesmo se ndo vamos
trabalhar com bases infinitas, ndo é dificil dar uma definicdo mais geral. Diremos
que um subconjunto « do espago V gera V (ou, equivalentemente, que V é o espaco
gerado por «) se todo elemento de V é combinagdo linear de um ndmero finito de
elementos de & (um bom exercicio é mostrar que esta defini¢do é equivalente a do
exercicio da pagina 37). Da mesma forma, diremos que « é linearmente independente
(ou que os elementos de « sdo linearmente independentes - diz- se também que sdo
LI) se nenhum elemento de a pertencer ao espago gerado pelos demais (note que ndo
exigimos que « seja finito).

Exercicio 6.4 Gaste um tempinho refletindo sobre as definicdes acima.

Comecamos esta se¢do com a definicdo de base de um espacgo vetorial. Concluimos
com uma definicdo equivalente (mas que, se adotarmos as defini¢des alternativas,
acima apresentadas, de espaco gerado e de independéncia linear, pode ser mais
abrangente).

Defini¢ao: Um subconjunto « de um espago vetorial V é dito uma base de V se satisfaz
as duas condicoes:

(i)a gera V;
(i) é LI

Exercicio 6.5 Encontre uma base para o espaco R[x] dos polinémios a coeficientes reais.

Questao: E verdade que todo espago vetorial tem base?

3Este corolario pode ser usado como definicao de base; note que, neste caso, podemos “esquecer” a
exigéncia de ordenagdo dos vy,..., vy
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6.2 Dimensao

E razoavelmente facil compreender que, se os vetores vy,...,V, geram o espago V,
podemos extrair de {vy, ..., vy } um subconjunto {wy, ..., w,} (ordenado) que é uma
base de V. Com efeito, se {vj,..., vy} ndo é linearmente independente, basta ir
“jogando fora”, passo a passo, 0os vetores supérfluos, até ficar com um subconjunto
linearmente independente que ainda gera V. Uma questdo analoga é: e se o conjunto
{vi,...,vm} € linearmente independente mas ndo gera V, podemos acrescentar-lhe
mais alguns vetores, de forma a obtermos uma base de V?

Lema Fundamental: Suponha que os subconjuntos &« = {vy,...,vy} e B =
{uy,...,u,} do espago V sio tais que:

(i)x gera V;
(ii)B é linearmente independente.

Entao:

(i)ym > n;
(ii)é possivel substituir, em &, n dos v; por uy, ..., u,, de forma que o novo conjunto
assim obtido ainda gere V.

Demonstragdo: Vamos construir 7 + 1 subconjuntos de V, que designaremos por ay, ..., &y,
todos com m vetores, de forma que:
® Np =«

* ;.1 éobtido de a;, se i < n, pela substituigdo de um elemento de & por um elemento de
B, de forma que B C ay,

Comecemos por 1. Como a gera V, podemos encontrar escalares xy, ..., x,, tais que

X1V + .o+ X Vi = Uq.

Note também que, como S é linearmente independente, u; ndo é nulo. Logo, podemos escolher
um j tal que x; # 0; multiplicando dos dois lados por xj_l e isolando v; do lado esquerdo,
obtemos

—x1 1 —X

Vi=—vVvi+...+—-u+...+
Xj Xj Xj

m
Vm.

Concluimos, pois, que vié combinagdo linear de vy,...,uy,...,vy,. Assim, se a; é 0 conjunto
obtido pela exclusdo de v; de a e sua substituticao por uy, temos que a1 gera V (ja que, com os
vetores de a1 conseguimos gerar v; e, a partir daf, temos todos os originalmente em &, que gera
V).

Note que podemos escrever

N = {81,...,£m},

com e = ug e {&,...,&x} C a. Suponhamos agora que, para um certo i menor do que m e n
(ainda ndo provamos que n < m), tenhamos ja definido o conjunto a; = {é1, ..., &m}, tal que:



6.2: Dimensao 43

® & =uy..., & =1

e {€it1,...,&m} Cu

* n;geraV
Podemos entdo encontrar escalares x1, ..., x;;, tais que
X181+ ...+ XpEm = Wit1,
ou seja,

xquyp + ...+ X0+ X &1+ o+ XEm = Wi

E hora de observar que, como f é linearmente independente, podemos tomar um j > i tal
que x; # 0 (caso contrdrio, u;; seria combinacdo linear de uy,...,u;). Isto significa que,
procedendo como no caso de a; e definindo «; 1 pela exclusdo de ¢; e sua substituticao por
u;;1, &;471 terd as mesmas propriedades de «; acima listadas (devemos, é claro, renomear os
vetores de w1 de forma que u;;; passe a se chamar &;1).

O que acima fizemos mostra que podemos definir os conjuntos «;, com as trés propriedades
acima, para todo i de 1 até o menor entre m e n. Isto prova:

(iym > n, pois, caso contrério, u, seria combinagao linear de uy, ..., uy
(i)a, geraVew, ={uy, ..., Uy, &nt1,---, Em}, COM {Ept1, ..., Em} C 00 ]

Suponhamos agora que nosso espacgo, V, tenha uma base, «, formada por n elementos.
Como « gera V, todo conjunto linearmente independente em V tem, no méximo, n
elementos; como « é linearmente independente, todo conjunto que gera V tem, no
minimo, n elementos. Dai segue um teorema crucial.

Teorema: Se o espaco vetorial V tem uma base com n elementos, entdo toda base de V
tem, exatamente, n elementos. Além disso, se f = {v1,...,V,} é um subconjunto de V
com n elementos, entdo sao equivalentes:

(i)vy, ..., v, formam uma base de V;
(ii)vy,..., vy, geram V;
(iii)vy, ..., vy sdo linearmente independentes.

2

Demonstracdo: A primeira afirmagdo é o que acabamos de concluir. Além disso, temos,
obviamente, (i) (ii) e (iii) (juntos). Basta, pois, provar que (ii)<>(iii).

(ii)=-(iii): Observe que, se fosse possivel ter V gerado por B sem que P fosse linearmente
independente, entdo poderiamos descartar pelo menos um elemento de 3 (que seja combinagdo
linear dos demais), obtendo um conjunto de n — 1 elementos que ainda geraria V, o que,
como acabamos de observar, ndo é possivel. (ii)=-(iii): Se, por outro lado, sabemos que B
é linearmente independente, podemos, tomando uma base x de V (que, ja sabemos, tem n
elementos e gera V), concluir diretamente, do Lema Fundamental, que  gera V. [ |

Diante do acima exposto, concluimos que existe um ntimero bem determinado, , tal
que toda base do espago V tem n elementos. Dizemos, pois, que a dimensdo de V é n.
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Capitulo 7

Produto escalar, de novo

Nos dois capitulos anteriores, com o conceito de espago vetorial, abrimos caminho para
raciocinar geometricamente em situagdes absolutamente ndo geométricas. Um espaco
vetorial é, em muitos aspectos, parecido com o espago fisico em que nos movemos
e com sua primeira versdo abstrata, o espago da Geometria cldssica. No entanto, os
axiomas de espaco vetorial ndo contemplam a possibilidade de se efetuarem medidas
de distancias ou de dngulos.

Quando trabalhamos com vetores flechinhas, no espaco tridimensional herdado da
Geometria Euclidiana, essas medidas sdo feitas via produto escalar. Como ja vimos,
o produto escalar de vetores flechinhas é definido geometricamente por

(11, 7) = |if]|U| cos 0,

sendo 6 o angulo entre i e 7. A definicdo puramente algébrica,

(il, 7) = U101 + U0y + u3v3,

porém, se estende facilmente ao espaco R": se x = (x1,...,x4) ey = (y1,...,Yn), entdo
(X, y) = x1y1 + ... + XuYn.

A exemplo do que aconteceu com o conceito de espago vetorial, que evoluiu das
flechinhas para espacos bem menos geométricos, podemos estabelecer uma definigdo
geral de produto escalar, baseada apenas em algumas propriedades fundamentais.

Defini¢ao: Dado um espago vetorial real V, um produto escalar (também dito produto
interno) em V é uma aplicagdo

(): VxV — R,
(w,v) — (u,v)

com as seguites propriedades:

(i) (u,v)=(v,u) Vu,veV
(tug +up,v) =t (uy,v) + (up,v) Vuy,up,veV, Vi€ R

45
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Exercicio 7.1 Prove, a partir da definigdo, as seguintes propriedades:

(i)  (ug+up,v) = (u,v)+ (uy,v) Yuj,up,ve Vv
(ii) (0,v) =0VveV
(iii) (tu,v) =t(u,v) VueV, Vte R

Solugao de (ii): (0,v) = (0+0,v) = (0,v) + (0, V), etc.

Os dois exemplos a seguir sdo bésicos.

Exemplo 1: Em R", como ja vimos, podemos definir, se x = (x1,...,%,) ey =

(yll e /yi’l)/

(x,¥) = x1y1 + ... + XnYn.

Exemplo 2: Seja E o espaco das fungdes continuas, definidas no intervalo [a,b], a
valores em R. Se f e g sdo elementos de E, definimos

)= [ Fg(ax

Exercicio 7.2 Mostre que os produtos escalares dos dois exemplos satisfazem, de fato, as quatro
propriedades da definigdo de produto escalar.

Exemplo 3: Nosso proximo exemplo esta fortemente relacionado aos dois anteriores
(embora a relacdo com o segundo ndo seja evidente). O espaco das sequéncias de

nuameros reais, como ja vimos, é uma espécie de R", com n infinito. Seria natural
definirmos o produto escalar da sequéncia (x,),en pela sequéncia (v,),en, fazendo

(), () = il _—

O problema é que a soma infinita a direita nem sempre converge (exercicio: ache um
exemplo). Podemos apresentar duas saidas:

a) Facamos V ser o espago das sequéncias (x,),en tais que x, 7# 0 apenas para um
namero finito de enes (esse ntimero varia de sequéncia para sequéncia);

b)Tomemos como V o espago [?(R) das sequéncias (x,),cn tais que

o
Y x5 < oo
n=1

Exercicio 7.3 Mostre que o exemplo 3a é, de fato, um espago com produto interno.
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Exercicio 7.4 Mostre que o exemplo 3b é, de fato, um espago com produto interno. A grande dificuldade
é provar que 12(R) é um espago vetorial, jd que nio é evidente que

[ee] o0 [ee]
Y xh <o, Y yn <o =Y (xp+yn) < oo
n=1 n=1 n=1

Se, depois de dois dias tentando, ndo conseguir, a resposta vird nas préximas paginas...

Exceto em caso de mencdo explicita em contrdrio, todos nossos espagos vetoriais sdo
reais. Mas é importante ressaltar que, no caso em que o corpo dos escalares éC, também
podemos falar em produto escalar. A principal observacdo preliminar é que, enquanto,
para nimeros reais, é verdade que |x| = 1/xx, o que vale nos complexos é |z| = \/zZ
(lembre que, se z = x + iy, entdo Z = x — iy). Assim, é natural definir, emT",

((z1,..,2zn), (W1, ..., Wn)) = 21001 + - - - + 2, Wp.

Exercicio 7.5 Note que, identificando, da maneira natural, C" a R*, o produto escalar que acabamos
de definir é o produto escalar usual de R*".

Defini¢ao: Dado um espaco vetorial complexo V, um produto escalar (também dito
produto interno) em V é uma aplicagdo

(): VxV — (C,
(w,v) — (u,v)

com as seguites propriedades:

(i)
(i)

11

(ifi)
(iv)

u,v)=(v,u)Vu,v eV
tug +up,v) =t (uy,v) + (up,v) Vuy,up,vev, vtel
uu) >0VueV

wu =0=u=0

{
{
{
{

Exercicio 7.6 Prove, a partir da definigdo, as seguintes propriedades:

(ug +u,v) = (ug,v) + (up, v) Vuj,up,ve Vv
(0,v) =0Vv eV

(tu,v) =t (u,v) Vu eV, Vt eC

(w,tv) =t(u,v) VueV, vVt €C

Exercicio 7.7 Note que (u+v,u+v) = (u,u) + (v,v) +2Re (u, v).

J& que nossos espacos com produto interno serdo sempre supostos reais, é um
bom exercicio verificar, nas demonstragdes que virdo, quais valem também no caso
complexo.
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7.1 Distancias e angulos

Seja E um espago vetorial real com produto interno. De acordo com nossa experiéncia
no plano e no espago geométricos, sdo naturais as definigdes seguintes.

Defini¢ao: Se u € E, a norma de u é definida por

lu| =/ (u.u).

Se |u| = 1, u é dito unitéirio.
Exercicio 7.8 Seja v um vetor nio nulo. Defina u por u = ‘17|v. Mostre que |u| = 1.

Se u e v sdo dois pontos de E, sua distancia é dada por |u — v|.!

Definicao: Dados os vetores ndo nulos u e v em E, o angulo 6 entre u e v é (0 menor
angulo positivo) definido por

Nossas defini¢des, mesmo que diretamente inspiradas pela Geometria Euclidiana, tém
satisfagdes a nos dar. Por exemplo: serd que o niimero que acabamos de chamar de
cosseno estd, de fato, no intervalo [—1,1]? Precisamos de algumas garantias de que as
fantasias geométricas com que pretendemos vestir nossos espagos munidos de produto
interno, embora fantasias, tenham alguma verossimilhanga.

Curiosamente, se considerarmos que um angulo reto entre u e v é equivalente a
(u,v) = 0, o Teorema de Pitdgoras é um resultado bdsico.

u+v

Figura 7.1:

10 leitor deve observar que, a exemplo do que fazemos em situacdes geométricas, costumamos dizer
a norma do vetor fulano de tal, mas, quando se trata de distancias, o usual é a distdncia entre os pontos tal e
tal
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Exercicio 7.9 Sejam A, B e C trés pontos de E. Considere o tridngulo ABC. Fagau = B—Ae
v = C — B. Note que C — A = u+ v e que se 0 dngulo em B é reto, entdo (u,v) = 0.

Teorema de Pitdgoras: Se u e v sdo vetores de E tais que (u, v) = 0, entdo
lu+ v = |uf> + v~

Demonstragdo: [u +v|? = (u+v,u+v) = (wu) + (v,v) +2{u,v) = [u?+v[>+0. =

Nossa defini¢do de cosseno inspira a introdugdo da projecao de um vetor na direcdo
de outro.

u
; Uop U
>
Figura 7.2:
Se u e v sdo dois vetores em E, com |v| = 1, podemos projetar u na direcdo de v,

obtendo

u, = (u,v)v.
Se v ndo é unitario, mas é ndo nulo, ainda podemos projetar u na diregdo de v, fazendo

u, = <u,|1—|v> O S 2

—V =
v/ vl P

Se nossas fantasias geométricas fazem sentido, o tridngulo de vértices 0, u, e u tem um
angulo reto em u,.
Exercicio 7.10 Mostre que (u — u,, u,) = 0.

Uma consequéncia 6bvia do Teorema de Pitdgoras é o seguinte fato: a hipotenuza é
maior que os catetos. No caso das projegdes, isso se traduz por |u| > |u,| e recebe um
nome pomposo.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévski:

| (u,v)| < |u||v| Vu,v € E.
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Demonstracdo: Se um dos dois vetores é nulo, vale claramente a igualdade. Podemos, entao,
supor que sdo ambos ndo nulos e definir

Temos, entdo,

(1 — g, ¥) = (1, v) — (10, v) = (u,v) — %Yy vy =0,

(v, v)

Daf decorre (u — u,,u,) = 0, 0 que, por Pitdgoras, nos da |u|?> = |u,|? + |u — w,|? > |u,|?, ou
seja, [u| > |u,|. Isso significa

(w,v)

]u]Z‘ v

(v, v)

que é nossa desigualdade. u

Observacao: A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévski poderia ser, mais
simplesmente, chamada de desigualdade do cosseno. De fato, CSB expressa o fato
de que aquilo que chamamos de cosseno do dngulo entre u e v,

(w v)
[uflvl’

é um numero entre -1 e 1.

Exercicio 7.11 Sejam u e v vetores fixados. Use o fato de que, para todo real t, vale |u — tv|> > 0,
expresse |u — tv|2 como um trindmio do sequndo grau em t e dé uma outra demonstragio, de inspiragio
puramente algébrica, para a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévski.

Exercicio 7.12 Note que a igualdade, em CSB, s6 pode ocorrer seu = 0, v = 0 ou u —u, = 0, ou seja,
se u e v forem linearmente dependentes.

A desigualdade CSB tem como consequéncia a desigualdade triangular: |u + v| <
| +[v].

Coroldrio (Desigualdade Triangular): Sejam u e v dois vetores. Entdo
[u+v| < [uf +|v].

Supondo v ndo nulo, a igualdade |u + v| = |u| + |v| ocorre se, e somente se, existe um
real estritamente positivo, ¢, tal que u = tv.

Demonstracdo: A desigualdade decorre imediatamente de CSB:

[ut v = (w+v,u+v) =[uf + [v[?+2 (0,v) < [u? + [v[ +2]ul[v| = (Ju] +|v])*.
Por outro lado, temos, se vale a igualdade,

uf + v 2w, v) = fu+ v = (Jul + [v))* = [uf + v +2[ul|v].
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Dai decorre, portanto, a igualdade em CSB, o que mostra que u e v sdo linearmente
dependentes. Como v é ndo nulo, devemos ter u = tv para algum t. Como (u, v) = |ul|v| >0,
t deve ser real positivo. W

Observacao: A desigualdade triangular exprime o fato de que o menor caminho entre

dois pontos é o segmento de reta que os une.

Exercicio 7.13 Sejam (x1,...,%n) e (y1,...,Yn) em R". Mostre que

n n n
Y gyl < ( xf) (Zﬁ)
=1 =1 =1

Exercicio 7.14 Sejam (X, )neN € (Yn)neN tais que

(o] [ee]
Y xh<oo, Y yh <o
n=1 n=1

Passando ao limite a desigualdade do exercicio anterior, mostre que

élx]'yjl < (}i x]2> (}iﬁ)

Conclua que I*(R) ¢, de fato, um espaco vetorial.

Exercicio 7.15 Sejam f e g fungdes continuas definidas no intervalo [a, b] e a valores em R. Mostre que

/ab |f(x)g(x)|dx < \//abf(x)zdx /abg(x)zdx.
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Capitulo 8

Bases ortogonais

8.1 Bases ortogonais com vetores flechinhas

Como ja observamos, se representamos um vetor ¥ na base canonica, ¥ = v1e7 + v263 +
v3€3, entdo

- =

v1 =< 0,61 >, vp =< 70,65 >, v3 =< 7,e3 > .

O mesmo truque nédo funciona se estivermos trabalhando com uma base cujos vetores
ndo sejam ortogonais. Mas funciona razoavelmente bem, se forem.

Proposi¢do: Suponha que os vetores €1, €, e €3 sdo ndo nulos e dois a dois ortogonais.
Entéo:

(i) €, €, e €3 formam uma base para V;
(ii) se T = v1€] + V282 + v3€3, entdo, parai = 1,2, 3, vale a formula

S
Ml

0; = d .
< P>

™l

%

ol

Demonstracao:

(i) Como estamos com 3 vetores, basta provar que sdo linearmente independente. Se ndo
fossem, poderiamos escrever um deles, que chamaremos de €; como combinacédo linear dos
outros dois: €; = s§j + t€;. Como €; é ndo nulo, sabemos que < €;,& ># 0. Mas, entdo,

0 #<E;, & >=<s&; + tey, & >=5 <, & > +t <&,& >=0.
(ii) Se ¥ = v1€1 4 v2€, + v3E3, entdo, parai = 1,2, 3, temos
< T,& > = <018 + 08 + v383,8 >=
= < U€,E >+ < 06, € > + < U363, >=10; < E;,€ > .

Como §; é ndo nulo, podemos dividir dos dois lados por < €;,€; > e o resultado segue. |

Defini¢ao: Uma base composta por vetores dois a dois ortogonais é dita uma base
ortogonal. Um vetor de norma igual a 1 é dito unitario. Uma base ortogonal composta
por vetores unitarios é dita uma base ortonormal.
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8.2 Construindo bases ortonormais

Consideremos a seguinte questdo: se « € o plano que passa pela origem e é dado pelos
vetores if e ¥, como construir uma base ortonormal para a? Mais claramente, sendo

X = {sﬁ—i—tﬁ, (s,t) € R2},
queremos €7 e & em «, unitarios e ortogonais.

A solugdo é simples: comegamos fazendo

em seguida, fazemos

finalmente, tomamos

Exercicio 8.1 Mostre que de fato, €, e €, formam base ortonormal para «. Faga uma figura, explicitando
1/_[, 77, gl, ’(71, 7— 51 e 52.
Construida uma base ortonormal para «, é facil, agora, projetar ortogonalmente um

%
ponto P, dado pelo vetor @, em a: se Q é a projecdo, dada pelo vetor @y, e W =QP,
entdo W = Wy + Wy e Wy e € sdo ortogonais, qualquer que seja € em «.

Figura 8.1:

Escrevendo Wy = t1€1 + t2€, com f; e tr a determinar, temos:
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t1 =< Wy, €1 >, th =< Wy, & >
Mas
< W, € >=< Wy + W1, € >=< Wy, € > + < W1,€ >=< Wy, € > V€ € a.

Dai segue t| =< w,&; >, t) =< W, &, >.

Exercicio 8.2 Note que, se W ¢ w, obtemos, fazendo

1
3= 15 7W1,
|@1]

— —

uma base ortonormal, {€1,€, €3}, para o espago V, com dois vetores em w.

Observacao: O processo que acabamos de ver (chamado processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt), constréi uma base ortonormal para o subespaco « a partir de uma
base dada. Se pensarmos os vetores originalmente fornecidos, i,7 e W, como uma
base para V, o processo nos fornece uma base ortonormal para V,sem fazer qualquer
referéncia a base canodnica. Pode parecer pouco interessante no momento... Num
contexto mais geral, porém, esta é uma ideia simples mas fundamental.

8.3 Projecdes e complemento ortogonais

Seja W um subespago de V e ¥ um vetor de V. A projecdo ortogonal de 7 em W é o
elemento ¥y de W tal que

|T—7)| < |[t—w|Vwe W.
Proposicdo: A projecao ortogonal 7y de 7 em W existe, é tinica e satisfaz
<T—0g,w>=0Vwe W.

Demonstracgdo: Se W = {6}, ¢ s6 tomar ¥ = 0; se W = V, tomamos 7y = 7. Se W ¢é gerado

por &, com |€1| = 1, tome ¥y =< T,€; > €; se W é gerado por €] e €, com [€1| = |[€2] = 1e
< €1,€ >= 0, tome 7y =< U,€1 > €1+ < U,&, > €. Confira. [ |

Exercicio 8.3 Seja X um subconjunto de V e seja

Xt={de V| <gi>=0Viec X}.

Mostre que X~ é um subespago vetorial.

Suponhamos que W seja um subespaco vetorial de V. Seja
Wt={6ec V| <dd>=0Vdc W}.

W+ é chamado de complemento ortogonal de W.
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Exercicio 8.4 Mostre que W N W+ = {6} :

Proposicao: Todo elemento de V se escreve, de maneira tinica, como soma de um
elemento de W e um de W-. Consequentemente, dim W + dim W+ = dimV.

Demonstracdo: Seja 7 um elemento de V. Sejam @ a projecdo de 7 em W e 01 = ¥ — @). Entdo
é facil ver que 7) € Wt e T = ¥y + 7;. Se pudéssemos escrever, também, 7 = @ + @;, com
Wy € We @ € W, teriamos 0 = (8y — @) + (31 — @), 0 que daria (dy — @Wo) = — (01 — W),
com (Ty — @Wp) € We —(d; — @) € W+, o que implica em Ty = @ e 71 = @;. Provada a
primeira parte, basta tomar uma base para W e uma para W+. A unido das duas é uma base de
V, o que prova a segunda parte. ]

Exercicio 8.5 Mostre que, para qualquer subespago W de V, tem-se (W+)+ = W.

Exercicio 8.6 Seja P = (x1,x2,x3) um ponto em R3. Determine a projecio ortogonal, P,, de P
sobre o subespago E gerado por ¥ = (1,1,1). Mostre que P, é o ponto E mais proximo de P, isto é:
[P—PB|<|P-Q|VQEE

8.4 Bases ortonormais e projecoes

Tomemos, como ponto de partida das considera¢des a seguir, a seguinte questdo:
massas muito grandes de dados podem ser dificeis de armazenar, transmitir e
manipular. Como exemplo extremo, consideremos uma fotografia ideal (em preto
e branco), vista como uma fun¢do do retdngulo R = [0,4] x [0,b] em R. Uma tal
fotografia vive, em principio, em um espaco de dimensdo infinita. Uma versdo discreta
implicaria, por exemplo, em dividir R em pequenos retdngulos, de lados a/n e b/m
(uma resolucdo alta significando tomar m e n grandes). Podemos, pois, supor que nossas
fotografias (discretas) sdo dadas por arquivos que vivem em um espaco de dimensao
N = m x n grande. Em determinadas situagdes, porém, seria preferivel ter, dessas
fotogratias, versdes em baixa resolugao (de dimensao M, digamos, com M < N).

Uma abordagem radicalmente simples da questdo acima consistiria em fazer N = 3 e
M = 2. Assim, nossos arquivos originais estariam em R3, mas suas versoes em baixa
resolugdo estariam em um espago de dimensdo 2 (note que estamos evitando dizer
que estariam em R?, ja veremos por que). Uma solucéo simples para a compactacio
seria jogar fora uma das coordenadas (a segunda, por exemplo). Assim, do arquivo
(x1, x2, x3), guardarfamos apenas (x1, x3)). Esta ndo é, provavelmente, a melhor ideia,
a menos que a informagdo contida em x possa, de alguma forma, ser (total ou
parcialmente) recuperada a partir de x; e x3.

Tentemos algo um pouco menos chutado. Examinemos a questdo de um ponto de vista
geométrico. Vamos admitir duas coisas:
1. é razoavel medir a diferenga entre o arquivo x = (x1,X,x3) € 0 arquivo y =

(y1,¥2,y3) por v/(x1 —y1)%2+ (x2 — y2)2 + (x3 — y3)? (que, como sabemos, é a
distancia oriunda do produto escalar can6nico de R?);
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2. nossos arquivos (ou, pelo menos, os que nos interessam) ndo estdo totalmente
dispersos pelo espaco, mas apresentam um certo padrdo, que nos permite dizer
que se situam nao muito longe de um certo plano, « (que, para simplificar,
suporemos passar pela origem).

plano «
.

>

Oz o

Figura 8.2:

Nas condig¢des acima, podemos adotar o seguinte procedimento:

1. aproximamos cada arquivo (ponto) x = (x1, X2, X3) por um arquivo (ponto) X em
«, de forma que X seja a projecdo ortogonal de x sobre « (0 que, pelo que sabemos,
garante que X seja o elemento de a mais préximo de x);

2. escolhendo uma base {e1,&,} de a, representamos X por suas coordenadas
(%1, %) na base {&1,&}

3. guardamos (ou utilizamos) o arquivo (X,%2), que nos permite, a qualquer
momento (estando de posse de {&1, £2}), recuperar X = X1&1 + Xp€».
A partir dai, temos duas dificuldades a enfrentar:
1. como encontrar a proje¢do X de x sobre a?
2. como representar X como combinagdo linear de &1 e &?
Exercicio 8.7 Como vocé enfrentaria essas questoes?

Podemos resumir nosso problema da seguinte forma: dados o vetor x em R> e a base
{e1, &} de a, queremos encontrar o par ordenado (%1, %2) € R? tal que

(x — (X181 + Xpe2),v) =0V 0 € a.

Na realidade, como {¢1, €2} é base de «, é (necessério e) suficiente que

<X — (f1£1 + f282),€1> =0

<X — (.7?181 + fz&'z),82> =0.
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Exercicio 8.8 Observe que isso significa que devemos resolver um sistema de duas equagdes e duas
incégnitas. Note que, voltando ao caso geral em que estdvamos em um espago de dimensido N e
queriamos reduzir o tamanho de nosso arquivo de N para M, poderiamos imitar o caso N = 3, M = 2;
chegariamos, entdo, a um sistema de M equagdes e M incdgnitas.

Suponhamos agora que os vetores &7 e &, sejam ortogonais. O sistema ja vem resolvido!
Temos, imediatamente,

(x, €1)
(e1,€1)
o — (x, &)
2T (e e)

Exercicio 8.9 Suponha que V é um espago com produto interno e que V, é um subespago de V, com
dim V = M. Suponha, ainda, que {¢&1,...,enm} é base de V, e que

<£i,8]'> :OVi,j: 1,...,M, 175]
Mostre que, se v = x1&1 + - - - + xp1€M, entio

<V, 8i>

Vi=1,...,M.
<€z‘,€z‘>

X =

Seja v um vetor em V. Suponha que

V=V,+u,

comv, € Vye

(u,w) =0Vw € V.

Mostre que, escrevendo v, na base {€1,...,&nm}, temos v, = x1€1 + - - - + XpEpm, COM

oo VB g
<£i/£i>

A proposicdo a seguir é a versdo geral das ideias geométricas que acabamos de discutir.

Proposicdo 1: Sejam V um espaco vetorial com produto interno, V, um subespaco de
V, de dimensdo M, e ¢y, ..., &y vetores em V, tais que

<81',8]'> = OVi,j = 1,...,M, i 75]
Entdo:

1. e1,...,&pm sdo linearmente independentes (e, como dim V, = M, formam base
de V,).

2. Paratodovem V, o vetor v = x1&1 + - - - + xp&p, cOM

(v, &)

Vi=1,...,M,
<€i/£i>

X =

é tal que
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Figura 8.3:

(@ (v—v,w) =0Vw e V,;
(b) |[v—v| < |v—w|Vw eV,

(c) se v, pertencea V,e |[v—v,| < |v—w|Vw € V,, entdo v, = V.

Demonstracédo:

1. Se 0 = x1&1 + - - + xpméepm, entdo, multiplicando escalarmente por &; dos dois lados,
temos:

0= (xie1+ - +xmem, &) = x1 (&1, &) + -+ xum (em, &) = x; (&, &) -

Como &; # 0, temos (&;, &;) # 0, 0 que nos d4 x; = 0 e demonstra a independéncia linear
deeg, - -, em.

2. Sejam v um elemento de V e v definido como acima. Seja u = v — ¥. Entao:

(a) Paracadai=1,..., M, temos
(w, &) = (v, &) — (x181+ - - + xmem, &) = (V, &) — x; (&, &) =
= (v, &) — <<;/££i>> (&i, &) = 0.

Como €1, - - - , & formam base de V,, isso mostra que (v — v, w) = 0Vw € V,

(b) Se w estd em V,, entdo w — v estd em V, e é, portanto, ortogonal a u. Segue do
Teorema de Pitagoras que |[v — w|? = |u|? + |w — ¥|?, 0 que prova que |v — w| > |u

(c) A demonstragdo do item anterior prova, também, que se vy estd em V, e v, # V,
entdo |v — v,| > |ul.

Defini¢ado: Sejam V um espaco vetorial com produto interno, v um elemento de V e
V, um subespaco vetorial de V. O vetor v de V, é chamado de projecdo ortogonal de
v sobre V, se
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(v—v,w)=0Vwe V,

Proposicao 2: A projecdo ortogonal é tinica.

Demonstracdo: A ideia geométrica é que, se vi e v, sdo proje¢des ortogonais de v sobre V,,
entdo o tridngulo v;vv; tem dois dngulos retos: jd que w = v; — v, estd em V,, teremos

Dai vem

0=((v—wvp) — (v—vy),w)=(w,w),
oquedd [vi —va]?=0eprovaquevy =v,. W
Proposicdo 3: Sejam V um espaco vetorial com produto interno, v um elemento de V

e V, um subespaco vetorial de V. O vetor ¥ de V, é a projecdo ortogonal de v sobre V,
se, e somente se,

v—v|<|v—w|VwEeEV,

Demonstracdo: Se ¥ é a projecao ortogonal de v sobre V, e w € V,, temos (v — v, v —w) =0,
o que, pelo Teorema de Pitdgoras, nos da |[v — w|*> = |v — ¥|?> + |v — w|? e mostra que
lv—v| <|v—w|.

Reciprocamente, seja v em V, tal que |[v — v| < |v — w| ¥V w € V,. Imaginemos que, para um
certo uem V,, tivéssemos (v — ¥, u) # 0. Como poderiamos trocar u por —u e tomar o unitdrio
de u sem sair de V,, ndo haveria mal algum em supor |u| = 1 e (v—¥,u) > 0. Projetando
v — V sobre u e fazendo

teriamos, pelo Teorema de Pitdgoras,

|V—V|2 = |V—V0|2 + | <V—\7,u>u|2 = |v—vo|2 + (<V—V,u>)2 > \v—vo|2,

o que entraria em choque com nossa hipétese. u

Defini¢do: Uma base {¢1, ..., &, } do espago vetorial V com produto interno é dita uma
base ortogonal de V' se

(ei,ej) =0Vij=1,...,n,i#].

Se, além disso, tivermos (g;,&;) =1Vi=1,...,n, entdo a base é dita ortonormal.

Exercicio 8.10 Veja se entendeu mesmo. Suponha que {&1,...,€,} é uma base ortonormal do espago
V. Seja v um elemento de V. Mostre que v = x1&1 + - - - + X, &, cOM

xi=(v,e) Vi=1,...,n
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Exercicio 8.11 Por via das diividas, veja se estd claro: se {vy,...,v,} é base ortogonal de V, entdo
{e1,...,&n}, com

& v;,i=1,...,n,

il

é base ortonormal de V.

Exercicio 8.12 Um subconjunto K do espago vetorial V é dito convexo se, para quaisquer u e vem K,
o segmento [u,v| = {tv+ (1 —t)u, t € [0,1]} estd contido em K (note que todo subespago vetorial de
V é convexo). Se V tem produto interno, a projegio sobre K do vetor v é o elemento px(7) de K dado
por

v —pr(v)| < |v—w|Vw e K.

A existéncia da projecio px(v), para qualquer v em V, ndo é garantida, a menos que K seja um
subconjunto fechado de V.! Independente disso, prove:

1. pk(v), se existe, é tinica;

2. O elemento v, de K é a projecdo de v sobre K se, e somente se,

(V—v, W—v,) <0VweK
3. Seexistem px(u) e px(v), entdo |px(u) — px(v)| < |u—v]|.

Exercicio 8.13 Seja V o espaco das fungdes continuas definidas em [0,27t] e a valores em R, com o
produto interno

)= [ fo)gx)dx.

0
Seja, para cadan = 0,1,2,..., o elemento &, de V definido por

n+1

n
e — { €OS3X, mpar
n — . 7
sin “5=x, n impar

Mostre que, se n # m, (€y, &m) = 0.

8.5 O processo de Gram-Schmidt

A segdo anterior destacou o papel fundamental das bases ortonormais em espacos
com produto interno. Até agora, porém, ndo demonstramos a existéncia de bases
ortonormais em um contexto geral. Mais claramente: supondo que V é um espaco
vetorial com produto interno, podemos garantir que V tem uma base ortonormal?
Todo o trabalho que ja tivemos com as projecdes deve ter deixado pistas de que
a resposta, se V é de dimensdo finita, é sim e indicar o processo que nos permite
construir, a partir de uma base qualquer de V, uma base ortonormal.

1K ¢é dito fechado se seu complementar em V é aberto. Um subconjunto A de V é dito aberto se
Vxe Ade>0|ly—x|<e=yecA
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Lema de Gram-Schmidt: Todo espaco vetorial de dimensao finita com produto interno
tem base ortonormal. Se {vi,...,v,} é base de V, entdo {e1,...,¢&,}, construida
recursivamente por:
=1
1. &1 — |V1|V1,
_ i
2. uj41 = Viy1 — Zj:1 - <Vz'+1,€j> &j,
1
3. &1 = Turq] Wit1s

é base ortonormal de V.

Demonstracdo: Os ¢&; sdo unitarios por constru¢do. A demonstra¢do de que u;; (e, portanto,
€i+1) é ortogonal a €1, . . ., & é uma simples conta. |

Podemos, agora, juntar as ideias que ja desenvolvemos sobre projecdes e o Lema de
Gram-Schmidt em um teorema.

Teorema da Projecdo: Sejam V um espacgo vetorial com produto interno e V, um
subespaco vetorial de V. Suponhamos que V, é de dimensao finita. Entdo existe uma
Unica aplicagdo P : V — V, satisfazendo, para cada v em V, as duas propriedades
equivalentes:

1. (v—Pv,w)=0Vw eV,
2. [lv—=Pv|<|v—-w|VweYV,

A transformagédo P assim definida é linear; além disso, se {1, . . ., €, } é base ortonormal
de V,, entdo a P é dada, para cada vem V, por

n
Pv=1Y (v, &)e.
i=1

Exercicio 8.14 Mostre que, para quaisquer vi e vy em V, vale |Pvy — Pv;| < |vq — va|, com iqualdade
se, e somente se, vi — vy € V,.



Capitulo 9

O determinante

Este capitulo é apenas uma primeira apresentacdo dos determinantes: retornaremos
ao assunto, com mais detalhes, no capitulo 14. Na verdade, esta é uma segunda
apresentacdo do assunto. Uma leitura do capitulo sobre determinantes de nosso livro
de Geometria Analitica plana é uma boa introdugédo, e facilitara bastante a vida do
leitor. Vamos comegar reproduzindo parte do material 14 contido.

9.1 Areas

Até agora somos capazes de medir distdncias e de determinar angulos através de
coordenadas. Vejamos agora como lidar com o célculo de areas. Em principio, se
sabemos calcular os comprimentos de dois vetores e o seno (que podemos obter do

cosseno) do angulo entre eles, temos certeza de poder chegar a drea de qualquer
paralelogramo.

Yo b

J Y ——————————————————————————————————————————————— ® U,

) T

Figura 9.1:

63
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Vamos, porém, partir para uma abordagem direta: tentaremos associar a cada par de
vetores, il = (x1,Y1), ¥ = (x2,¥2), a drea do paralelogramo por eles formado, expressa
diretamente em funcao de x1, y1, x2, y2. Veremos, depois de algumas peripécias, que tal
area é dada pelo valor absoluto do determinante

X1 X2

i = X1Y2 — X2Y1.

9.2 Orientagao

Comecemos definindo a orientacdo de um par de vetores. Sejam ii1, ii; dois vetores ndo
paralelos e ndo nulos. Diremos que o par iy, il tem orientagdo positiva se o seno do
angulo 6 entre if; e iy, medido de if; para iy no sentido trigonométrico, é positivo (ou,
o que é equivalente, se, “para girarmos o ponteiro if; para o ponteiro il pelo menor
angulo, andamos no sentido trigonométrico”).

Figura 9.2:

Note que a orientagdo depende da ordem em que tomamos os vetores, e que se a
orientacdo de ify, ifp é positiva, entdo a de iiy, i é negativa. Assim, quando falarmos “a
orientacdo de ii, 7", estard sempre implicito que se trata de um par ordenado. Diremos
que dois pares de vetores iiy,ii, e U1,7; tém a mesma orientacdo se as respectivas
orientagdes sdo simultaneamente positivas ou simultaneamente negativas. Assim, por
exemplo, o par i, 7 tem orientagdo positiva se e s se tem a mesma orientacdo que o
par formado pela base canonica, €7, é;.

Exercicio 9.1 Verifique que se if, U tem orientagio positiva e t é um niimero real ndo nulo, entdo tii, 7 e
il, tU tém orientagdo positiva se t > 0 e negativa set < 0.
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Exercicio 9.2 Considere o vetor il = (x,y) identificado com o ponto P = (x,y). Considere a reta OP,
coloque-se sobre a origem e olhe para P. Verifique que o par i, U tem orientagdo positiva se e s6 se o ponto
correspondente a U estd a sua esquerda.

Exercicio 9.3 Mostre que ii, U e i, U + tii tém a mesma orientagio, qualquer que seja t.

Exercicio 9.4 Suponha que 1,7 tem orientacdo positiva. Gire il de um dngulo reto no sentido
trigonométrico, obtendo o vetor ii-. Mostre que o produto escalar

(#9)

é positivo.

Exercicio 9.5 Sejam ii = (a11,a21) e U = (a1p,a2). Use a observagio do exercicio anterior para
mostrar que ii, U tem orientagdo positiva se, e somente se,

aj1ax — axayp > 0.

9.3 Areas com sinal

Vamos agora definir uma fungdo d, que a cada par (ordenado) de vetores i, 7 associa a
area do paralelogramo por eles formado.

Fica entendido que se ii e ¥ sdo paralelos (o que inclui a possibilidade de um dos
dois ser nulo, ou ambos), entdo d(if,7) = 0. Incluiremos na defini¢do de d, porém,
uma novidade, que a distingue do que comumente chamamos drea: d(if, U) serd a drea
do paralelogramo formado por i e 7, mas com um sinal, positivo, se o par i, 7 tiver
orientagao positiva, e negativo, se a orientacéo de ii, 7 for negativa. E claro que o leitor
ndo é obrigado a aceitar dreas negativas assim a toa, e daremos boas razdes algébricas
para a ousadia.

A primeira razdo algébrica é a seguinte: se t é positivo, a drea do paralelogramo
formado por tii e 7 é t vezes a do paralelogramo formado por if e 7, o que nos leva
a conjecturar que

d(til, ) = td(il, 7).

Mas na verdade isso ndo pode valer para t negativo, a menos que admitamos valores
negativos para d ou que modifiquemos um pouco a férmula acima. Podemos ainda
notar que o problema que surge diz respeito apenas ao sinal. Ora, se d troca de sinal
quando trocamos a orientagdo, entdo a definicdo que demos esta boa, pois t negativo
troca o sinal dos dois lados da igualdade.

O leitor argumentard, talvez, que bastaria escrever d(til, 7) = |t|d(if, 7). Poderiamos
contra-argumentar dizendo que trabalhar com |¢| é chatissimo, mas preferimos langar
mao de nossa segunda razao algébrica, que é um verdadeiro canhdo.
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<y

tu,t >0

]

Figura 9.3:

V1 + Vs

\ &

Figura 9.4:

A figura abaixo nos sugere a seguinte propriedade, pensando em termos de 4reas:
d(ﬁ, U1 + 52) = d(ﬁ, ?71) + d(ﬁ, _’2).
No entanto, a figura seguinte ja sugere outra coisa:

(i1, 51 + %) = d(ii, ) — d(il, 5,).

— —

Pois é..Na primeira figura, podemos observar, os pares i,7; e il,7 tém a mesma
orientac¢do; ja na segunda, as orientag¢des sdo opostas.

Exercicio 9.6 Pegue papel e lipis e desenhe todos os casos que achar necessdrio até se convencer de que,
trabalhando com dreas negativas (isto é, com a defini¢do de d dada acima), vale a propriedade

d(_’, J1 + _‘2) = d(ﬁ,ﬁl) —|—d(1/_[,52) Vi, v1,0> € R2.
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U1 + U2

g

Figura 9.5:

Vamos tratar nossa fungdo d, agora, através de certas propriedades notdveis. Vamos
ver que tais propriedades caracterizam d e nos permitem deduzir uma expressao
simples para seu célculo.

d é uma fungdo que a cada par (ordenado) i/, 7 de vetores do plano associa um niimero
real d(if, ¥), com as seguintes propriedades:

(i)d(i,7) = —d(7,u) Vii, 7 € R?;
(ii)d(tii, T) = td(il, 7) Vii,7 € R?, Vt € R;
(lll)d(ﬁ, U1+ 52) = d(ﬁ, 271) + d(ﬁ, 52) Vi, ¥y, 7p € Rz,'
(iv)d(e1,e3) = 1

As propriedades (i), (ii) e (iii) foram discutidas na se¢do precedente; a propriedade (iv)
parece 6bvia, mas nao teriamos como deduzi-la das demais. Trés outras propriedades
com as quais contamos podem ser deduzidas de (i), (ii) e (iii):

(i) d(it, it) = 0 Vit;
(ii)'d(ii, t0) = td(u, D) Vii,7 € R?, Vt € R;
(iii) d(ity + iy, T) = d(ii1,7) + d(il2,T) Vi, 2,7 € R2.

As demonstragdes sdo simples e puramente algébricas:

(i)’ segue do fato que d(ii, if) = —d (i, if) (por (i));

(ii)” se deduz notando que, por (i) e (ii), d(if, t7) = —d(t0, i) = —td(J, 1) =
=-t(-d(u,7))=td(i,9).

Exercicio 9.7 Prove (iii)” usando apenas (i) e (iii).

Vamos agora, sem mais delongas, proceder ao célculo de d(if,7), usando as

7
propriedades acima. Sendo il = (x1,y1) = X161 + Y162, T = (X2, ¥2) = X261 + Y263,
temos:
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d(if,7) = d(x161 + Y162, X261 + y23) =
= x1x2d(€1,€1) + x1y2d (€1, €2) + y1x2d(e3.61) + y1y2d (e, €2).

Agora basta substituir

d(e1,e1) = 0,d(e,e2) = 0,d(e1,€) = 1,d(é2,61) = —d(e, &) = —1

para obter
d(ii, 7) = x1y2 — x2y1,
ou, usando a nota¢do consagrada,

X1 X2
i W2

d(ii, 7) = L.

Assim, a area (com sinal) do paralelogramo formado por il = (x1,y1) e T = (x2,12) é
dada por x1y2 — x2y;. Se fizermos questdo da drea “mesmo”, basta tomarmos o valor
absoluto.

9.4 Volumes com sinal

A exemplo do que fizemos no plano, vamos procurar associar, a cada trio de
vetores, i, U e @, um niimero que corresponda ao volume do paralelepipedo p definido
a partir de if, T e .

Exercicio 9.8 Entenda que o palalelepipedo de que falamos é o subconjunto p de V definido por
p = {rii+sv+tw, (r,st) €[0,1] x [0,1] x [0,1]}.

Como no caso do plano, é razodvel supor que aceitemos volumes negativos,
dependendo da ordem em que tomamos os vetores il, U e 0.2  Assim, vamos,
na verdade, buscar uma fung¢do det que, a cada terno ordenado (i, ¥, W) associe

um namero, det(if,7,w), que chamaremos de determinante de (i, 7,@), com as
propriedades:

(i) det(if,d,w) =0, seii, v e W sio linearmente dependentes

(i1)  det(ily + tilp, U, W) = det(ily, T, W) + t det(ilp, U, W) Vt,iiy, 1, T, 0
det(il, U + tUp, W) = det(il, U1, @) + t det (i, U, W) Vt,il, U1, Tp, ©
det(ﬁ, U, W1 + i’ZTJz) = det(ﬁ, U, ZTJl) +t (ﬁ, U, ZT)z) Vt, i, T, Wy, Wo

(ifi) det(ei, &, ) = 1

X1 X . . . X1 X
12 2 — x1yp — xpy1 é chamado determinante da matriz < a2 )

iy Vi 2
razodvel, aqui, significa que vale a pena, como no caso do plano, abrir mdo da exigéncia de que
volumes sejam, sempre, positivos, em troca de boas propriedades algébricas; desta forma, o verdadeiro

volume serd dado pelo valor absoluto do ntimero que vamos definir

2
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Por conta da propriedade (ii), o determinante é uma aplica¢do trilinear (ou forma
trilinear, neste caso). Por conta da propriedade a ser provada no exercicio a seguir, o
determinante é uma forma trilinear alternada.

Exercicio 9.9 Dedique o tempo que achar necessdrio a ver se acredita mesmo que o as propriedades
acima caracterizam o volume (com sinal) do paralelepipedo p.>

Exercicio 9.10 Mostre que, das propriedades (i) e (ii) acima, decorre que o sinal de det muda, se
trocarmos a ordem de dois dos vetores.
Solugdo: para a troca, por exemplo, de ii e @, comegamos observando que 0 = det (il + @, T, il + @) = det(il, T, il) + det(il, T, @) + det(®, T, if) + det(®, 7, @) = det(ii, 7, @) +

det(@, T, if). Logo, det(if, 7, @) = —det(@, T, ii).

Definicao: Uma forma trilinear alternada em V é uma aplicagiow : VX VXV — R
tal que:

(i) w(i,d,@) =0, seii, Ve sdo linearmente dependentes

(ii) w(ily + tilp, T, W) = w(ily, 7, ®) + t w(idy, T, @) Vt,ily, ilp, T, ©
w(if, 71 + t0, W) = w(il, 1, W) + t w(il, Uy, W) Vt, il, U1, U, ©
w(il, U, W + t0,) = w(i, 0,1, ) + t (1,7, W,) Vi, il, T, W1, Wy

9.5 A formula

Nao é dificil ver que, a exemplo do que ocorre no plano, as propriedades (i), (ii) e
(iii) determinam, para cada terno (if, ¥, @), um tnico ntumero det(ii, v, W), que pode
ser calculado em termos das coordenadas de i/, ¥ e W na base candnica.

Proposicdo: Suponhamos que os vetores i/, ¥ e W sejam dados, na base candnica, por
= ay1€1 + 42163 + 43163,

= (1261 + 2263 + a32€3,
= (1361 + ax3€2 + a33€3.

SL Qil :l

Entdo, das propriedades (i), (ii) e (iii) decorre:

det(ﬁ, 7, ZT)) = 11422433 — A11423432 + A12423431 — 412421433 + 413421432 — 413422431 -

Demonstracdo: E um simples exercicio. Basta escrever

det(if, U, W) = det(a11€] + a21€5 + a31€3, 41281 + ax0€3 + a32€3,a13€1 + A23€2 + A33€3)

3Historicamente, o determinante (restrito ao caso 2 x 2) aparece no Ars Magna, de Cardano, no século
XVI, associado a solugdo de sistemas de equagdes lineares; o caso geral s6 serd devidamente estudado
cerca de duzentos anos depois. Sua interpretagdo geométrica, em termos de dreas e volumes, vem
apenas na segunda metade do século XVIII, com Lagrange. Voltaremos a relacdo entre determinantes e
volumes no final do capitulo sobre o produto vetorial
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e fazer as contas. [ ]

Escélio 1: Segue diretamente da demonstragdo que, se w é uma outra forma trilinear
alternada em V (isto é, w associa um ntmero a cada terno ordenado (i, 7, @) de vetores
de V, satisfazendo as propriedades (i) e (i7), mas ndo necessariamente a propriedade
(iii)), entdo, obrigatoriariamente,

w(il, 7, W) = w(a1161 + ax163 + a31€3, 1261 + a0 + 3263, a1361 + A23¢7 + a3363) =
(a11022a33 — A11423032 + 12023431 — A12021033 + A13021032 — A13A22431 )W (€71, €3, €3).

Isto merece ser chamado de Proposicéo.

Proposic¢do 1: Para cada forma trilinear alternada w em V existe um namero « (que sé
depende de w e é dado por & = w(éy, €3, €3)) tal que

w(il, 7, @) = a det (i, 3,@), V(il,5,@) € V=V xV.

Escélio 2: Podemos inverter o raciocinio. Suponhamos que i, 7 e @ sejam linearmente
independentes e, portanto, formem uma base de V. Consideremos uma forma trilinear
alternada w. Como acabamos de ver, w é determinada por w(é3, €3, €3). Por outro lado,
podemos,visto que i, U e @ formam base para V, escrever ¢j, ¢; e €3 como combinagdes
lineares de i, U e w:

= byqii + by T + b3,
€2 = bypii + bp¥ + barw,
€3 = bi3ii + bysU + bazw.

1,

Desenvolvendo w(ej, €3, €3), obtemos, exatamente como na Proposicéo,

w(é1, €3, €3) = (b11banbsz — b11ba3bsy + b1obazbsy — b1abobaz + bizbyi bsp — bisbaobsy )w(if, U, ).

Assim, se w(i, 7, @) = 0, w serd identicamente nula. Em particular, fazendo w = det,
podemos concluir que

Proposi¢io 2: det(if,7,wW) # 0 se, e somente se, i, ¥ e @ forem linearmente

independentes. u

O ntimero

a11422a33 — A11423432 + 412423431 — 412421433 + 413421432 — 413022431
é, usualmente, notado por
a1 a2 a413

a1 dx 4azs
a3y Az 4ass
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e chamado de determinante da matriz

a1 412 413
az1 dxp Aazs
az1 dzx 4ass

O determinante é, assim, uma forma trilinear alternada dos vetores coluna da matriz.
Mais precisamente, se representarmos por (a;;) a matriz, por |a;;| seu determinante e
por (a]-) cada um dos vetores dados, em coordenadas, por (aj) = (alj, lej,ag,j), entdao
|a;;| ¢ uma forma trilinear alternada do terno de vetores ((a1), (42), (43))-

Exercicio 9.11 Demonstre essa iltima afirmagdo. Isto é: mostre, a partir da formula, que o
determinante é uma forma trilinear alternada dos vetores coluna da matriz. Mostre que o determinante
da matriz identidade (aquela que tem a;; = 1,sei = j,ea;; =0,sei # j) é 1.

Exercicio 9.12 Mostre, também a partir da formula, que o determinante é uma forma trilinear alternada
dos vetores linha da matriz (os vetores linha sio os (d;) dados, em coordenadas, por (4;) = (an, app, a;3)).

Exercicio 9.13 Conclua que é nulo o determinante de qualquer matriz em que uma das colunas é
combinagdo linear das outras duas; o mesmo para matrizes em que uma das linhas é combinagdo linear
das outras duas.

Exercicio 9.14 Observe que uma forma simples de decorar a formula é escrever

a1 a4z a3
a1 dxp d23
a3 4asy 4ass
a1 di2 413
a1 dx a3

e observar que os produtos com sinal + sdo obtidos, sequindo setas “\,, partindo de a1, ax e azi; 0s com
sinal - sdo obtidos, sequindo setas /, partindo de a3, ax3 e azs.

Exercicio 9.15 Usando a formula do determinante para matrizes 2 X 2, observe que

a1 412 413
dap1 dxp a3 | = 411
az1 a4z ass

az1 4z
asz1 as2

az1
asz1 4ass

ax a3
aszy ass

Exercicio 9.16 De maneira mais geral, mostre que o determinante |a;;| é dado, para qualquer linha i,
por

3 . .
Jaij| = Y (=1)"aylas],
j=1
com |d;j| definido como o determinante da matriz 2 x 2 obtida de (a;;) pela exclusdo da linha i e da

coluna j. Chamaremos de cofator de a;; o niimero (—1)"*/|d;;|. Essa terminologia nio é unanime: como
o determinante |;;| ja tem nome (é chamado de determinante menor de aij), usa-se também chamar de

cofator de a;; o niimero (—1)™7.
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Exercicio 9.17 Mostre que, para qualquer coluna j, vale

3 . .
|aij| = )_(=1)aylayl.

i=1

Exercicio 9.18 Sejam A e B as matrizes 3 x 3 dadas por (a;;) e (b;;). O produto de A e B é a matriz
C = (cij), , assim definida:

€11 C12 €13 an app 413 bi1 by bz
€1 Cn 3 | = | axn axn ax byy by bxa |,
€31 €3 433 a3 azx a3 b3 bz b3z

com c¢jj = ajbyj + apbyj + anbsj (note que c;; é o produto escalar da linha i de A peela coluna j de B).

Suponha que a matriz (a;;) tem determinante ndo nulo. Seja (b;;) a matriz definida por b; =
(det(a;;)) " (—=1)""|a;i| (note que, a menos do fator (det(a;;))~", trata-se da transposta da matriz dos
cofatores). Mostre que (a;;)(bij) = (0;;) ((3;;) é a matriz identidade, I, dada por 6;; = 0,sei # j, e
51']‘ = 1, sei= ])

Mostre que IA = Al = A para toda matriz 3 x 3 A.

X1
Exercicio 9.19 Suponha que | x» | seja solugio do sistema
X3
a11x1 + aipXx2 + a13x3 = Y1
ax1x1 + axnXx + ax3xs = Y2
az1x1 + aspxXxp + aszxs = Y3,
ou seja,
n a1 4z 413 X1
2 = az1 Aazp 43 X2 =
Y3 as; a4z 4as3 X3
ai a2 a13
= x1| axn | +x2| a4 | +x3| a2
as1 asz as3
a1 a2 413 n

Observe que, se trocarmos a primeira coluna da matriz | az axp ax | por | y2 |, teremos:
asz1 4azx ass Y3
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1 a1 a3
det | yo axp a3 | =
Y3 dzp 4ass

a11 a1z a13 a2 a13
=det| x1| an | +x2| axn | +x3| a2 ax a3 =
as1 as as3 azy ass

a1 412 413
=xidet | axn axn axs |+
az1 a4z ass

aip a4y 413 a3 412 413
+xodet | axp axp axy | +xadet | ax axn axy | =
asy 4az ass a3z azp as3

a1 41z 413
= xldet dp1 dpz dn3
as1 4aszx 4ass

Logo, se o determinante da matriz (aij) (também chamado de determinante do sistema) for nio nulo,
temos:

1 a2 di3
det | v ax ax

Y3 dszp dss
X1 =

a1 di2 413
det dz1 dpp dp3
a3y asz 4as3

Esta é a chamada formula de Cramer para a solugdo x1 do sistema.

Exercicio 9.20 Obtenha a formula de Cramer para x; e para x3.

Observacao: Nosso estudo de determinantes foi apresentado de um ponto de vista
absolutamente geométrico. Por uma questdo de honestidade histérica, devemos
salientar que a origem do conceito é algébrica (Cardano, da a expressdo para o caso
2 x 2 (1545); Leibniz trabalha com a ideia (1693) e Seki Kowa, na mesma época, obtém
resultados semelhantes (casos 3 x 3 e 4 x 4, com boas tentativas para o caso n x n);
a ideia vai ser detalhadamente desenvolvida por MacLaurin (1748) e Cramer(1750);
a férmula dita de Cramer foi obtida, de forma independente e um pouco antes, por
MacLaurin). A utilizagdo de determinantes para o cédlculo de areas e volumes é
posterior (Lagrange (1773), Cauchy (1812)).
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9.6 Orientacao

Tratemos, agora, de uma questdo que vem sendo adiada desde o comego do
capitulo (aproveitando a oportunidade para agradecer a boa vontade do leitor que,
pacientemente, aguarda as devidas explicacdes): o que significa, geometricamente,
termos um determinante negativo? Ou, de um outro ponto de vista, o que distingue os
ternos ordenados com determinante negativo daqueles para os quais o determinante é
positivo.

Como ja sabemos, det(il,7,w) # 0 se e somente se i, ¥ e W sdo linearmente
independentes (e, portanto, constituem base para V). Vamos estabelecer o conceito
de orientacdo.

Defini¢do: Duas bases ordenadas (ify, ilp, il3) e (U1, 7>, U3) tém a mesma orientagdo se
existem trés fungdes continuas €1, €3, €3 : [a,b] — V (com a e b reais, a < b) tais que:

(i) &(a)=1u;,i=1,2,3
(ii) €(b)=17;,i=1,2,3
(iii) €1(t),€x(t),€5(t) sdo linearmente independentes V't € [a, b]

Chamaremos de deformacgido entre as bases (i1, i, 43) e (¥1,75,U3) um terno de
fungdes continuas €1, €, €3 : [4,b] — V com as trés propriedades acima.

Observacao: Entenda que duas bases ordenadas tém a mesma orientagdo se e somente
se podemos deformar uma na outra de maneira que, durante a deformagdo, os trés
vetores permanecam linearmente independentes o tempo todo. De maneira ainda mais
visual, as bases (if1, ilp, ii3) e (71,72, U3) tém a mesma orientacdo se o paralelepipedo
formado por (iiy,iiy,ii3) pode ser deformado no formado por (71,7,,¥3) sem, em
qualquer momento, degenerar (entendido que a deformacdo deve levar cada if; no
respectivo 7).

Observacao: Note que ter a mesma orientacdo é uma relacdo de equivaléncia: uma
base, ficando parada, se deforma em si mesma; se uma base (i, ii, i{3) se deforma na
base (71, ¥, U3) por meio de €1, €, €3 : [a,b] — V, podemos usar 51,05,03 [—b, —a] —
V, dadas por ;(t) = &(—t), para deformar (71,7, 73) em (i, il, ii3); finalmente, se
a base (i1, iy, 1i3) se deforma na base (U1, 7,,73) e a base (71,0, 73) se deforma na
base (w1, Wy, W3), entdo podemos deformar (ify, iy, ii3) em (W1, Wy, W3) passando por
(71,72, U3).

Exercicio 9.21 Expliqgue como podemos deformar (iiy, iy, ii3) em (@1, W3) passando por
(01, T2, U3). Isto é, construa, a partir das funcdes que deformam (ily, iy, ii3) em (U1, T2, U3) e das que
deformam (1, U, U3) em (11, Wy, W3), novas fungdes, que deformem (iiy, iy, il3) em (W1, Wy, W3).

Exercicio 9.22 Suponha que as bases ordenadas (i1, 1y, 13) e (U1,02,U3) tém a mesma orientagio.
Mostre que as bases ordenadas (iiy, ily, —il3) e (U1, U2, —U3) tém a mesma orientagio.

Proposicdo: Se duas bases ordenadas (ify, iy, il3) e (T1, U2, U3) tém a mesma orientagao,
entdo det(ily, ifp, U3) e det(71, U, U3) tétm o mesmo sinal.
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Demonstracdo: Pensemos (if1, iy, ii3) e (¥1,7,,7U3) dados em coordenadas, assim como as
fung¢des continuas €1, €5, €3 : [a,b] — V tais que:

(i) €(0)=1i;,i=1,23
(ii) &(1)=79;,i=1,23
(iii) &.(t),€2(t),€3(t) sdo linearmente independentes V't € [a, b].

Temos que a continuidade das ; se traduz na continuidade das a;;(t), que sdo as entradas da
matriz dada pelas coordenadas dos €;(f):

au(t) alz(t) 013(1’)
agl(t) a22(t) azg(t)
az(t) asn(t) as(t)

Mas, entdo, a fungéo f : [a,b] — R, dada por

f(#) = det(&1(t),€2(t),€5(t)) = ani (t)ax(t)ass(t) — an(H)az(H)as () +

+a12(t)azs(t)as1 () — ara(t)az (t)ass(t) + a3 (#)az (t)aza(t) — a3 (t)azn(t)az(t),

é continua e ndo se anula (se se anulasse em um certo ¢, € (t),€(t),€3(t) deixariam de ser
linearmente independentes). Logo, f(a) = det(ii1, i, il3) e f(b) = det(71, U2, U3) ndo podem ter
sinais diferentes. u

P2

Questdo: Sera verdadeira a reciproca? Isto é, supondo que det(ify, iy, ii3) e
det(71, 7y, U3) tenham o mesmo sinal, entdo serd que as bases ordenadas (ify, ifp, ii3)
e (771, Us, 173) tém necessariamente a mesma orientacdo? Neste caso, como construir a
deformagéo entre (iiy, iy, i3) e (U1, o, U3)?

A resposta é sim. Vamos esbocar a constru¢do de uma deformacéo entre duas bases
ordenadas com determinante de mesmo sinal. Vamos proceder em duas etapas:
primeiro, mostramos que toda base ortonormal com determinante positivo tem a
mesma orientacdo que a base candnica (e, consequentemente, toda base ortonormal
com determinante negativo tem a mesma orientacdo que a base (e'i,e'ﬁ, —53)); em
seguida, mostramos que toda base tem a mesma orientagdo que uma base ortonormal
(esta, construida pelo processo de Gram-Schmidt).

Teorema: Duas bases ordenadas (if1, if3, ii3) e (U1, U, U3) tém a mesma orientagdo se, e
somente se, det (ii1, iy, ii3) e det(T1, U, U3) tém o mesmo sinal.

Demonstracdo: Ja provamos, na proposicdo acima, que bases que tém a mesma orientagao
tém determinantes com o mesmo sinal. Para cuidar da outra parte, procederemos, conforme
anunciado, em duas etapas. Vamos, na verdade, abusar um pouco da intui¢do, para ndo fazer
boa parte do trabalho sujo...

Etapa 1: Suponhamos que (&,€>,€3) seja uma base ortonormal de V, com determinante
positivo. Vamos mostrar como deforma-la na base canonica. Vamos fazer duas rota¢des do
espago, dando como intuitivo que, quando rodamos o espago todo em torno de um eixo,
bases ortonormais continuam, durante todo o tempo da rotagdo, bases ortonormais (ja que
rotagdes preservam a ortogonalidade e as distdncias). A primeira rotagdo, supondo que € # éj,
destina-se a levar &; até ¢;. Tomamos, como eixo de rotacdo, a reta que passa pela origem e é
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perpendicular ao plano formado por €; e €3; rodamos até que &; coincida com ¢7. No fim dessa
rotagdo €; coincide com é3; €, vai parar em algum outro lugar. Se o novo & ja coincidir com
3, 6timo; caso contrario, temos que o novo €; e &, formam um plano perpendicular a é; = ;.
Fazemos, entdo uma nova rotagdo, em torno da reta que passa pela origem e tem a diregdo de
e1, até que o novo €, coincida com é;.

Chegamos, até aqui, a seguinte situacdo: temos novos €1, €>,€3, com €; = €] e €, = €; € 0 NOVO
€3, onde foi parar? Ora, como rota¢des ndo alteram ortogonalidade nem distancias, o novo €3 é
unitdrio e ortogonal a €] = €1 ea &, = . Ora, s6 existem dois vetores nestas condi¢des: 3 e —¢é3
(provar isto € um bom exercicio!). Mas temos uma informagdo a mais: o sinal do determinante,
durante a deformagdo, ndo mudou de sinal (j& que (&1, €>,€3) se manteve, o tempo todo, uma
base ortonormal); logo, 0 novo €3 ndo pode ser —é3.

Para concluir a etapa 1; observamos que, caso (51, 52, 53) seja uma base ortonormal de V, com
determinante negativo, entdo (31, 52—, 53) é base ortonormal de V, com determinante positivo.
Como acabamos de provar, existe uma deformacao, dada por trés fungdes, €1, €5, €3 : [a,b] — V,
come¢ando em (31,32—,33) e terminando em (€3, 3,€3). Trocando a fungdo €3(t) por —&3(t),
teremos uma deformacao de (51, 5, 53) em (é1,6, —€3).

Etapa 2: Suponhamos, agora, que (i, ii, if3) é uma base ordenada qualquer. Vamos deforma-
la em uma base ortonormal, usando o processo de Gram-Schmidt. Comegamos encolhendo,
ou esticando iy até virar & = |if| il (se |if] > 1, por exemplo, por meio de t — —til, t €
[—1,—|i|71]). Em seguida, movemos ii; até T, = ila— < i, & > €, por meio de t —
iy —t < ip,& > €, t € [0,1]. A seguir, encolhemos, ou esticamos, conforme o caso, 7, até
virar & = |5;|"1%,. Agora, tomamos a projecdo de ii3 sobre o plano gerado por & e &,
dada por iy =< i3,&1 > €+ < ii3,€ > €, e movemos ii3 até U3 = il3 — iy, por meio de
t — i3 — tilp, t € [0,1]. Finalmente, encolhemos, ou esticamos, conforme o caso, U3 até virar
€3 = ’53‘_1’(’73.

Assim, provamos que toda base ordenada com determinante positivo tem a mesma orientacao
que a base candnica. E toda base ordenada com determinante negativo tem a mesma orientacao
que a base (é1,¢3, —e3). Como ja vimos, duas bases que tém a mesma orientagdo que uma
terceira tém a mesma orientagdo. O teorema estd provado. u

Definicdo: Uma base ordenada (if,7,w) tem orientacdo positiva (negativa) se
det(ii,7,w) > 0 (< 0). Neste caso, diz-se também que (if, 7, @) é positivamente
orientada (negativamente orientada).



Capitulo 10

Quatérnions e produto vetorial

10.1 Os quatérnions

Os ntimeros complexos comecam a entrar na Matemadtica no século XVI, com a
manipula¢do formal de raizes quadradas de nimeros negativos, dentro do processo
de célculo de raizes de polindmios do 3° grau. E apenas na virada do século XVIII para
o XIX, porém, que passam a ser identificados com pontos do plano e interpretados
geometricamente. Um dos maiores entusiastas da identificacio de € com R? foi
o matemadtico e fisico irlandés William Rowan Hamilton (Hamilton publicou sua
versdo da identificacio entreC e R? em 1833). Sua obsessdo, naturalmente, j4 que
R se identifica a reta e € ao plano, passou a ser estender os ntiimeros complexos
a um conjunto numérico que pudesse ser identificado ao espago R> (0 que, na
verdade, é impossivel).1 Em 1843, finalmente, durante uma caminhada com sua
senhora, Hamilton, subitamente,teve a ideia de passar diretamente para um espaco
de dimensé&o 4.

Hamilton introduziu dois novos ntmeros, j e k, réplicas do imaginario i. Os
quatérnions surgem, entdo, como combinagdes lineares dos nimeros 1, i, j e k, ou
seja, sdo nimeros da forma

t+ xi +yj + zk,

com ¢, x, y e z reais. Hamilton utilizava, originalmente, a letra w no lugar de t. Usar ¢,
porém, ndo trai a memoria do irlandés, que ja em 1828, publicara um trabalho em que
talava da indissocidvel conexdo entre espago e tempo.

10.2 O produto escalar e o produto vetorial

A adicdo de quatérnions se faz da maneira mais natural:

!Embora o primeiro trabalho com a interpretagio geométrica dos nimeros complexos, devido a
Caspar Wessel, tenha sido publicado em 1799 e ja abordasse a questdo de obter algo semelhante para o
espago, a ideia s6 pegou depois que Gauss publicou a sua versdo, em 1831. Gauss, na verdade, ja tinha a
versdo geométrica deC desde 1799 e, também tentara achar entidades numéricas que correspondessem
ao espago. O mesmo haviam feito Argand, em 1806, e Mourey, em 1828. Ao que tudo indica, nenhum
sabia dos trabalhos dos demais, nem mesmo Hamilton, que s6 tomou conhecimento do trabalho de
Gauss em 1852. Mas a ideia estava no ar...

77
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(t1 4 x10 + y1j + z1k) + (t2 + x20 + yoj + 20k) =

= (t1+f2) + (x1 +x2)i + (y1 +y2)j + (21 + 22)k.

Ja a multiplicacdo, associativa e distributiva em relacdo a adigdo, fica definida pela
férmula que, entusiasmado, o préprio Hamilton gravou com o canivete em uma pedra
da Brougham Bridge no instante seguinte a descoberta:?

2=pP2=K=ik=-1.

Exercicio 10.1 Deduza, da formula acima, que

ij =k =—ji, jk=i=—kj ki=j=—ik

Z

Assim, a multiplicacdo de quatérnions ndo é comutativa (propor niimeros com
multiplicacdo ndo comutativa, para a época, era uma ousadia).

Os quatérnions tiveram, como subproduto, um papel decisivo na consolidac¢do da ideia
de vetor: de fato, o préprio Hamilton introduz os termos escalar e vetor para designar,
respectivamente, a parte real () e a parte imagindria (xi + yj + zk) de um quatérnion
(observe que, para todos os efeitos, os quatérnions i, j e k correspondem aos vetores
€1, € e €3, que compdem a base candnica do espago V). Isso tem consequéncias
interessantissimas. Se multiplicarmos quatérnions sem parte escalar, ou seja, dois
vetores, x1i + 1] + z1k e x2i + y2j + 22k, obtemos (faca as contas):

— (X1 + y1y2 + z122) + (V122 — z21y2)i + (z1%0 — x122)] + (Y122 — Z1Y2)k.

Ou seja, o produto (como quatérnions) de dois vetores é um quatérnion que tem uma
parte escalar:

—(x1x2 + y1y2 + 2122)

e uma parte vetorial:
(122 — 21y2)i + (2132 — X122) + (¥192 — 12k
A primeira resulta ter, como ja sabemos, uma importante interpretagdo geométrica,

pois, a menos do sinal, é o nosso ji estudado produto escalar.> Ocupemo-nos da
segunda, que recebe, naturalmente, o nome de produto vetorial.

2Esta histéria foi relatada pelo préprio Hamilton, anos depois, em uma carta a seu filho Archibald

3Nao deixa de ser admiravel o fato de que este produto, tdo geométrico, tenha nascido de devaneios
puramente algébricos. Mais admiravel ainda é o fato de que, em se tratando de histéria do produto
escalar, ainda ndo contamos, nem vamos contar neste texto, da missa a metade
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Definicdo: Dados os vetores ii = x161 + Y162 + 2163 € T = X201 + Y262 + 2263, seu
produto vetorial, designado por ii ® ¥ ou por i x T, é definido por

U®T = (Y122 — z1y2)€1 + (z21X2 — X122)€2 + (X1Y2 — Y1X2)é€3.

Observacdo: por conta da evidente identificacdo entre os quatérnions i, j e k e os
vetores ¢1, €, e €3, ainda hoje é usual designar os vetores da base canonica de V por
i, j e k. Também o faremos, ocasionalmente. Neste sentido, é particularmente ttil a
apresentacgdo do produto vetorial de ii = x1i + y1j + z1k e T = x2i + y2j + 22k como um
determinante:

X1 Y1 z21
X2 Y2 Zp

Exercicio 10.2 Verifique que o determinante acima é, de fato, igual ao produto vetorial (observe que a
férmula do determinante pode, de fato, ser aplicada ndo apenas a matrizes cujas entradas sejam niimeros
reais, mas também aquelas em que as entradas sejam complexos, quatérnions, ou mesmo outras coisas
que se multipliquem, se somem e se subtraiam).

Exercicio 10.3 Prove que o produto vetorial tem as sequintes propriedades:

(i) Q{71 +0) =tHR0)+ (URV) Vi,
QU= 7

(i)

Exercicio 10.4 Conclua, do exercicio acima, que if ® il = 0V ii e que

—

(tﬁl + ﬁz) RU = t(ﬁl X Z_f) + (ﬁz X Z_f) Vt, 1/_[1, 1/_[2, 0.
Exercicio 10.5 Mostre que ii ® U = 0 se, e somente se, i e U sdo linearmente dependentes.
Exercicio 10.6 Mostre, com um exemplo, que o produto vetorial nio é associativo.

Exercicio 10.7 Calcule, dados ii,7 e W,

—

(AR QD+ (FRD) Qi+ (¥ ® i) @ .

10.3 Interpretacdao geométrica do produto vetorial

2

A primeira propriedade geométrica do produto vetorial a ser destacada é: i @ T é
perpendicular a ii e a 7, ou seja,

—

<ULIURT>=0=<

—
7

UHRQUT > .
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A demonstracdo é uma simples conta, mas fica mais sugestiva se observarmos que, se
i = x11+y1j + z1k, T = x0i + yoj + 20k e W = xi + yj + zk, entdo

X Yy z
<WURT>=| x Yyi
X2 Y2 22
Exercicio 10.8 Conclua, da identidade acima, que

—

0<< i®7,i®7 >=det(il ® 3, i, 7).

Assim, como ## ® 7 = 0 se e somente se i e U sdo linearmente dependentes, temos
que, se i e U sdo linearmente independentes, entdo det(ii ® ¥, i, 7) > 0 e, portanto,
(# ® U, ii,7) é uma base ordenada para V, com a mesma orientagdo que a base canonica.

Cuidemos, agora, de uma propriedade menos evidente: o comprimento (norma) de
il ® U é igual a drea do paralelogramo formado por ii e ¥. Ou seja: se 6 é o angulo entre
il e U, entdo

| © 3| = |i||5] sino.

A demonstracdo lancard mado de dois resultados geométricos que enunciamos e
demonstramos a seguir.

Proposicao: Sejam « e B planos que se cortam segundo o dngulo 6. Se F é uma figura
em f e F sua projegdo ortogonal sobre a, entdo

dreadeF = cos 0 dreadeF.

Demonstracdo: Podemos desconsiderar os casos 6 = 0 e 8 = 7/2, em que o resultado é
evidente. Chamemos de r a reta intersecdo entre a e p.

Para obter a &drea de F, ladrilhemos o plano B com retangulos de lados paralelos ou
perpendiculares a r. Projetando-os ortogonalmente a a, obtemos um ladrilhamento de a com
retangulos também de lados paralelos ou perpendiculares a . Mas se R é um dos ladrilhos de
e R é sua projegdo em &, o lado de R paralelo a r tem seu comprimento preservado pela projegéo,
enquanto o lado perpendicular a r, ao ser projetado, tem seu comprimento multiplicado por
cos 6. Logo, a area de R é igual a de R multiplicada por cos 6. Fazendo aproximagdes por dentro
e por fora de F com ladrilhos como acima e observando as correspondentes aproximacdes de
F, obtemos o resultado por passagem ao limite. u

O segundo resultado é uma interessante generalizacdo do Teorema de Pitagoras.

Teorema: Considere um sistema de trés planos, a1, a e a3, dois a dois ortogonais.
Dados um quarto plano B e uma figura F em f, sejam F;, F, e F3 as proje¢des ortogonais
de F sobre, respectivamente, aj, ap e a3. Entdo as dreas das figuras, dadas por
|F|, |F1|,| F2| e |F3|, satisfazem a relagéo:
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Figura 10.1:

[FP? = AP+ | R +|B

Demonstracao: Podemos supor que os planos a; sdo normais aos vetores ¢;, de forma que, se
chamarmos de 0; o dngulo entre a; e B e de 7 um vetor unitdrio e normal a 3, teremos 6; igual ao
angulo entre &; e 71 (o angulo entre dois planos é igual ao angulo entre seus vetores normais?).
Assim, se 7i é dado, na base canonica, por 7i = 1€y + 126, + nze3, temos

cosb, = | <ié >|=n;.

Mas, entao,

|E;|> = (|F| cos6;)? = |F|*n?.

Logo,

B>+ | B + |B|* = [F|*(n} +n3 +n3) = |F?,
jd que 7i é unitdrio. |

Consideremos agora os vetores i e ¥, dados, em coordenadas, por ii = (x1,¥1,21) €
¥ = (x2,Y2,22). Vamos provar que a norma de i ® ¥ é igual a drea do paralelogramo F
formado por i e 7, examinando as projecdes de F nos planos coordenados e aplicando o
teorema que acabamos de demonstrar. Chamaremos de «; o plano coordenado normal
ao vetor ¢;; ii; e U; serdo as projegdes respectivas de il e U sobre «;. Em coordenadas,
teremos (faca os desenhos, se precisar):

4h4, na realidade “dois” angulos possiveis entre os normais, mas seus cossenos diferem apenas pelo
sinal
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= (y1,z1) o = (z1,%1) i3 = (x1,y1)
1= (y2,22) T2 = (22,%2) T3 = (x2,2)

SESY
—_

Chamando de F; a projecdo ortogonal de F sobre «;, temos que F; é o paralelogramo
formado por #; e 7;. Ora, pelo que aprendemos sobre determinantes de matrizes 2 x 2,
a area de F; é o médulo do determinante de ii; e ¥;, e esse determinante é a i-ésima
coordenada de i ® 7, ou seja:

QT = (Y122 — z1¥2)€1 + (z21X2 — X122)€3 + (X1Y2 — Y1X2)€3,

|F1| = |y1z2 — z1y2|,
|Fi| = |z100 — x122|,

|F1| = |x1y2 — y1x2|

Aplicando o teorema, temos imediatamente

FP? = |R]* + | BP + B = liod?,

0 que completa a prova

10.4 Determinantes e volume, de novo

No capitulo referente ao determinante, usamos, como ponto de partida, a busca de
algo que correspondesse ao volume do paralelepidedo p gerado pelos vetores i, ¥ e
w. Naquela ocasido, demos como ébvio que o volume com sinal deveria ser uma forma
trilinear alternada em i, ¥ e @.° O leitor, com razio, pode ndo ter achado tdo 6bvio
assim. Voltemos, pois, ao assunto, agora fortalecidos por nossos conhecimentos sobre
o produto vetorial. Como ja sabemos que a area do paralelogramo formado por 7 e @
é anorma de 7 ® @, podemos obter o volume de p multiplicando |7 ® @| pela projegdo
de i na diregdo normal ao plano « gerado por ¥ e w.

Ora, como ja vimos, ¥ ® @ é normal ao plano «. Basta, pois, tomar

<U,TRD >,
observando que o sinal serd positivo se i/ e T ® W estiverem do mesmo lado do plano
«, negativo se estiverem em lados opostos. Ora, é facil ver que, no primeiro caso, a
base (i, ¥, W) tem orientacdo positiva e, no segundo, tem orientacdo negativa. Também
é claro que o volume de p, dado por i - T ® W (que costuma ser chamado de produto
misto de i e T ® @), é dado, se i = (x1,y1,21), T = (x2,y2,22) e W = (x3,Y3,23), pelo
determinante

S6bvio, pelo menos, a partir de nossa experiéncia com o determinante de dois vetores, no plano
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£y

i)
@ui

Figura 10.2:

X1 Y1 z1 X1 X2 X3
X2 Y2 Zp = Yi Y2 Y3
X3 Y3 23 21 23 Z3

Agora sim, podemos acreditar que

volumede p = < i, 7 QW > = det(il, v, 0).

Exercicio 10.9 Suponha que ii e ¥ ® W estdo do mesmo lado em relagdo ao plano «. Construa uma
deformagdo entre as bases ordenadas (if, ¥, 0) e (U @ @, U, ).

10.5 O moédulo

Dado um quatérnion q = t + xi + yj + zk, seu médulo é, naturalmente, definido por

gl = R+ 242422
Um quatérnion de médulo igual a 1 é dito unitdrio. Chamando xi 4 yj + zk de 7 e
definindo o conjugado de g = t 4+ ¥ por g’ = t — ¥, temos
gl =2 + 17" = a"
Dai decorre que todo quatérnion g ndo nulo tem por inverso multiplicativo o

quatérnion g~ dado por

4
TP
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Menos evidente é a desigualdade triangular, |g1 + 2| < |g1| + |92/, que decorre de ser
(q1,92) = ti1ta + (v1,v2) um produto escalar e da desigualdade de Cauchy-Schwarz-
Buniacévsqui (aqui, g1 = t1 +v1, g2 = t) + v e (v1,02) € o produto escalar usual em
R®). Mas a propriedade mais emocionante é dada na Proposicio a seguir.

Proposicao: Dados dois quatérnions, q; e g, vale
1142] = [q1]l42]-

Demonstracao: Escrevendo g1 = r + il e go = s + U, temos:

192> = |rs + 78 +sil— < il,7 > +i Q7| =
=|rs— <@, T> |+ rF+sil> + |[#®7)? =
= (r8)? —2rs < il,T > + < rG+sil, 10 +sil > + < i,7 >2 +|[i 7> =
= 125> +72[5]% + $?[il] + [d]?[F]* = |q]?|q2|*.

Exercicio 10.10 Mostre que, dados dois quatérnions, g e go, vale (q192)" = g5}

10.6 Quatérnions e rotacoes

Consideremos o problema de rodar os pontos do espago, de um angulo 6, em torno do
eixo passando pela origem e dado pelo vetor ii. Vamos supor, para facilitar as contas,
que il é unitario. Suporemos, também, que, “visto de #”, o plano «, perpendicular
a il e passando pela origem, roda no sentido trigonométrico. Chamaremos de R a
transformacgao que associa, a cada vetor ¥, seu rodado.

Seja ¥ um vetor qualquer. Comecemos decompondo @ como soma de um vetor ¥, na
direcdo de i/, e outro, @, perpendicular a i, isto é, em a. Usando o produto escalar,
temos:

— —

U =< U, U > .

Exercicio 10.11 Verifique que R = ¥y + Rw.

Agora, vamos usar o produto vetorial de maneira um pouco menos evidente:

—

® (W0 + Tp) = il @ V.

Sl
I
S

i®

Chamando # ® 7 de @, temos @ = @ ® il e R = cos O + sin 00, Assim,

RO =< 0,ii >ii+cosb (i ®7T) @i+ sinb i @ T.
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Exercicio 10.12 Confira.

Vejamos, agora, como o mesmo resultado pode ser obtido com quatérnions. Considere
0s quatérnions

6 6
q:cos§+sin§ i, q/:COSE_SmE i.

Exercicio 10.13 Entenda isso (pense o vetor ii como il = ai + bj + zk). Mostre que qq' = q'q = 1.

Exercicio 10.14 Pense o vetor ¥ como um quatérnion (G = xi + yj + zk). Faga as contas (ndo é preciso
usar coordenadas) e mostre que

=/

R7 = quq'.

Assim, rotagoes sdo reduzidas a multiplicagdes por quatérnions unitdrios. Ndo chega a
ser grande coisa, mas simplifica um pouco a vida, quando se trata de compor rotagdes.
De fato, se g1 e g2 correspondem as rotagdes R; e Ry, dadas, respectivamente, por
angulos 01 e 6, e eixos if; e ilp, entdo a composta R = Ry R, é dada por

R = Ri(Ro¥) = q1(42042)q1 = 999,
com g = g142. Como o produto de quatérnions unitarios é um quatérnion unitério,
segue um resultado nao tdo evidente.

Proposi¢ao: A composta de duas rotagdes em torno de eixos passando por um mesmo
ponto O é uma rota¢do em torno de eixo passando por O.

Demonstracéao: [ ]
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Capitulo 11

Transformacoes lineares

11.1 Em trés dimensoes

Ocupemo-nos, agora, das transformagdes, isto é, de processos pelos quais um objeto
se torna outro objeto.

Figura 11.1:

As possibilidades sdo, porém, amplas demais. Modestamente, cuidemos de um tipo
particularmente simples de transformagdo: aquele em que as combinagdes lineares
sdo preservadas. Mais rigorosamente, identificando pontos e vetores, vejamos o que
conseguimos dizer sobre func¢oes

T:V—YV

tais que

T(sii +t0) = sTu + tT7.

87
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Por enquanto, V é o nosso velho e bom espaco dos vetores flechinhas, que,
eventualmente, identificamos a R5.

Definicdo: Uma aplicacdo T : V — V tal que, para quaisquer vetores ii e U, e para
qualquer escalar ¢, vale T(ii +t ¥) = Ti + t TU é dita uma transformacéo linear.

Exercicio 11.1 Mostre que T : V. — V é uma transformagio linear se, e somente se, valem as duas
propriedades:

T(ti) =tTiuVi eV, te R
(ii) T(i+7)=Tii+T7 **eV.

Prove primeiro que T(if + @) = Tii + T7, fazendo t = 1; depois prove que T0 = 0 (veja abaixo); em seguida, para T(tif), faga T(tif) = T(0 + tif) = TO + tTii

Exercicio 11.2 Mostre que, se T : V. — V é uma transformagio linear, entdo TO =0e T(—7) =
~TovVieV.

T0 = T(0 + 0) = T0 + T0)

Exercicio 11.3 Mostre que, se T : V. — V é uma transformagdo linear, ii e 7 sdo dois vetores fixos, r é
a reta dada por v = {ii + 17, t € R} e TT # O, entdo T(r) é uma reta.

Exemplo 1: Considere o sistema linear

a11x1 + aipXx2 + ai3xs = Y1
ax1X1 + axXxy + a3xz = Yz
az1Xx1 + azx2 + aszxs = y3

No lugar de pensar em resolver o sistema, pense nele como uma transformagao que,
a cada terno ordenado (x1,xp,x3), associa o terno ordenado (y1,2,y3), definido por
Y1 = a11X1 + apXz + a13x3, Y2 = Aa21X1 + AX2 + 43X3, Y3 = A31X1 + 432X + A33X3.
Fixe, agora, em V, uma base (a candnica, por exemplo). Considere, entdo que
nossa transformacdo, T, leva o vetor ¥ no vetor @ = T3, da seguinte forma: se
T = X161 + X263 + X363, entdo W = y1€] + Y263 + y3é3, com (1,2, y3) definido como
acima.

Exercicio 11.4 Mostre que a transformagdo que acabamos de definir é linear.

Exercicio 11.5 Mostre que a ideia é boa: se o sistema tiver sé duas equagdes, poderiamos definir uma
transformagio linear que a cada vetor do espago associasse um vetor do plano. Da mesma forma, se
tivéssemos s6 duas varidveis (x1 e x3) e trés equagdes, poderiamos definir uma transformagdo linear que
a cada vetor do plano associasse um do espago. mais geral mente, podemos considerar que, por trds de
cada sistema linear com m equagdes e n incognitas, estd uma transformagdo linear do espagco R" no
espago R™.

Exemplo 2: Como sabemos, cada vetor ¥ de V se escreve, de maneira tinica, como
U = xé] + ye; + ze3. Escolha, arbitrariamente, trés vetores, €, €, e €3 em V. Defina,
entdo, T : V — V por

xé1 + yéy + zez = v +—— TT = x€1 + Y&y + z&3.
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Exercicio 11.6 Mostre que a transformagdo T definida acima é linear.
Exercicio 11.7 Mostre que toda transformagdo linear T : V — V cabe no exemplo acima. Solugdo:
considere uma transformagio linear T : V. — V; defina €1, €, e €3 por €, = Tey, € = Tey, €3 = Tez;

faga as contas.

Exercicio 11.8 Pense o exemplo 1 em termos do exemplo 2. Expresse os vetores €1, €, e €3 em termos
dos coeficientes do sistema.

Os exemplo 1 e 2 abarcam tudo, sdo gerais demais. Sejamos mais especificos.

Exemplo 3: Consideremos uma rotagdo do espaco em torno do eixo vertical.
Convenga-se de que trata-se de uma transformacdo linear. Chamando de 6 o dngulo
de rotagdo (no sentido trigonométrico, olhando de cima), teremos:

Tel = cosBej +sinfe;, Tey = —sinfe] + cosbeéy, Tez = e3.

Assim, se o vetor 7 é dado, em coordenadas candnicas, por (x,y,z), entdo

Td

T(xé1 +yeér +zé3) = xTéey +yTey +zTeé3 =
= x(cos e + sin 6é3) + y(— sin 0¢7 + cos 0¢3) + zé3 =
= (xcos@ —ysinf)é] + (xsinf + y cos 0)er + zé3.

Exercicio 11.9 Conclua que a imagem do vetor de coordenadas (na base candnica) (x,y,z) é dada, em
coordenadas, por

(xcos® —ysinb, xsinf + ycosb,z).

Se vocé sabe multiplicar matrizes, observe que, se (x',y',z') sio as coordenadas da imagem, entdo

x! cosf® —sinf 0 X
y | = siné cosé 0 y
z' 0 0 1 z

Exercicio 11.10 Seja T a transformagdo linear dada pela rotagdo do espago em torno do eixo que passa
pela origem e tem a diregdo de um vetor U qualquer. Os casos U = € e U = e3 sdo, claro, andlogos
ao exemplo 3. Suponha que U seja dado, em coordenadas candnicas, por 7 = (a,b,c). Como obter as
coordenadas, na base candnica, da imagem por T de um vetor ii de coordenadas (x,y,z)?

Exemplo 4: Considere a seguinte transformagdo: um vetor horizontal € é fixado (isto
é, € é combinagdo linear de €] e é;). Cada ponto do espago anda um pouco na diregdo
dada por € o quanto anda é proporcional a sua altura. Mais precisamente, fixamos um
numero «; cada vetor 7 = xé] + yeéy + zé3 é, entdo, levado em T7 = ¥ + az€. Uma tal
transformacgéao é dita um cisalhamento (horizontal, na dire¢do do vetor g).

Exercicio 11.11 Mostre que nossa transformagio faz com que os planos horizontais se desloquem sobre
si mesmos. Isto é: para cada zo, os pontos do plano horizontal de altura zo sofrem, todos, uma mesma

translagdo (qual?).

Exercicio 11.12 Mostre que cisalhamentos preservam volumes.
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Exercicio 11.13 Se € = aéy + bey, escreva as coordenadas, na base candnica, de TU em fungdo das de .
Mostre que, de fato, cisalhamentos horizontais preservam volumes.

Exercicio 11.14 E claro que podemos definir, de forma andloga, cisalhamentos em que € seja combinagdo
linear de dois outros vetores da base candnica. Faga isso.

Exercicio 11.15 E, se € for um vetor qualquer, como definir um cisalhamento na diregdo de €?

Exemplo 5: Seja T a reflexdo através do plano horizontal. Em coordenadas, T é dada
por: T(x1,x2,x3) = (x1, X2, —x3). O exemplo é bobo, mas serve para colocar a seguinte
questao:

Exercicio 11.16 Seja a um plano qualquer, passando pela origem (pode ser dado por seu vetor normal,
ou por um par de vetores linearmente independentes de «). Como expressar a reflexdo através de u?

11.2 O trepa-trepa catalao

Vamos agora trabalhar um pouco mais a geometria das transformacdes lineares.
Tomemos como ponto de partida a seguinte ideia: trata-se de transformagdes T tais
que T(xe1 + yé> + zé3) = x€1 + y€2 + z€3, ou seja, mantemos as coordenadas (x,y, z)
de cada ponto, mas, essencialmente, mudamos a base do sistema de coordenadas.!

Figura 11.2:

Mais precisamente, consideremos um objeto ¢, que consiste em um conjunto de pontos
do espaco dados, em coordenadas canodnicas, por ternos ordenados (digamos que estes
ternos ordenados estdo guardados em um arquivo que também chamaremos de ¢).

!Quando dizemos essencialmente, é por que, na verdade, ndo é preciso, para que T seja linear, que
€1, € e €3 sejam linearmente independentes. O caso das projecdes é um bom exemplo
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Isto significa que a cada terno ordenado (x,y,z) corresponde um ponto P cujo vetor
posigao é
xé1 + yér + zez.

Mas o que acontece se resolvermos mudar a base de nosso sistema de coordenadas,
trocando {¢e71,63,63} por {€1,€2,€3}? A resposta é simples: quando formos ao arquivo e
trouxermos o terno ordenado (x,y, z), nosso sistema nos dara ndo mais o ponto P cujo
vetor posicdo é xé + yes + ze3, mas o ponto P/, cujo vetor posigdo é

X€1 + Y& + z€3.

xrel + yes + z€3

Figura 11.3:

Observacao: Estamos, na verdade, fazendo uma opgdo no que diz respeito a maneira
como vamos representar, em nossas cabe¢as, uma transformacdo linear. O efeito visual
da transformacdo T é claro: transportamos o ponto P do reticulado que tem por base
um cubo (definido por meio de ¢3, €, e é3) para o ponto P’ (de mesmas coordenadas)
do reticulado que tem por base um paralelepipedo (definido por £y, € e &). E como
se a prefeitura contratasse um arquiteto (provavelmente cataldo), para remodelar as
pracinhas. O arquiteto, entdo, altera os brinquedos conhecidos como trepa-trepa,
fazendo com que deixem de ser tdo certinhos, assumindo, na nova versdo, formas mais
obliquas.

Exercicio 11.17 Seja T : V. — V uma transformagio linear, com Téy = €, Té; = €, Tez = &s.
Identifique, no espago, pontos a vetores. Considere um sélido ¢. Dividindo o espago em cubinhos
com lados nas direcdes dos vetores da base canonica, obtenha uma aproximagdo para o volume de ¢.
Considere, agora, a imagem de ¢ por T, T(¢). Aproxime o volume de T(¢) usando os paralelepipedos
(com lados nas diregdes de €1, €, e €3) imagens dos que usou para aproximar o volume de ¢ (veja a figura
correspondente, em dimensio 2).
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= A N~ L

Figura 11.4: relagdo entre volumes, versdo 2d

Note que a razio entre o volume de cada paralelepipedozinho e o correspondente cubinho é igual a que
existe entre o volume do paralelepipedo P, formado por €,, €5 e €3, e 0 volume do paralelepipedo formado
por éi, € e 3. Mostre que essa razdo é igual a |det(€1,€2,€3)|. Conclua que a razdo entre o volume de
T(p)eodeé

volume de T(¢)
volume de ¢

= |d€t(gl, 52, 53) |

11.3 Transformacgoes lineares

Definicdao: Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma fungdo T : V — W é dita uma
transformacao linear se

T(u+tv) =Tu+tITvVuveV,VteR

Exercicio 11.18 Mostre que T : V. — W é uma transformagio linear se, e somente se, valem as duas
propriedades:

Exemplo 1: Por trds do sistema linear
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a11x1 + ...+ apxy, = Y1
Ap1X1 + -« + AunXn = Ym
estd a transformagdo linear A : R" — R, dada por
A(xy, oo xn) = (Y1, -+, Ym),
com, paracadai=1,...,m,

n
Yi=anx1+...+apyxy = 2 aijXx;.
=

Exemplo 2: Se V = C!(R,R) e W = C°(R, R) (o que significa que V é o espago das
fungdes com derivada primeira continua e W é o espago das fungdes continuas), entdo
o operador D : V — W de derivagdo, definido por Df = f’ (isto é, D leva f em sua
derivada) é linear.

Exemplo 3: Se W = C°(R, R), o operador de integracdo dea até b, I : W — R, dado
por

b
If = [ flx)ax,
é linear.

Exemplo 4: Se V é o espago das sequéncias infinitas de niimeros reais (um elemento
de V é uma sequéncia (x,),en) entdo o operador shift, S : V.— V, dado por

S(xq,x2,x3,%4,...) = (0,x1,x2,%3,...),

é linear.
Exercicio 11.19 Mostre que a transformagido D do exemplo 2 é sobrejetiva mas ndo injetiva (use o
Teorema Fundamental do Cdlculo).

Exercicio 11.20 Mostre que a transformagdo S do exemplo 4 é injetiva mas ndo sobrejetiva.

114 Um pouquinho de Algebra

O exercicio a seguir é tdo importante que poderia até ser convertido em Proposigao e
demonstrado no texto. Se vocé entendeu a histéria de dimenséo, o que é crucial, deve
ser facil.

Exercicio 11.21 Sejam V um espago vetorial de dimensdo finitae T : V — V linear. Seja {e1,..., €x}
uma base de V. Observe que a imagem de T, isto é, o conjunto ImT = {Tv, v € V} é o conjunto das
combinagoes lineares de Teq, ..., Te,. Mostre que T é injetiva se e somente se é sobrejetiva.



94 Capitulo 11: Transformagées lineares

Vamos considerar a operacdo produto de transformacdes lineares, que nada mais é
que a composicdo de fungdes: se T : Vi1 — Ve S : Vo — V3 sdo transformagdes
lineares, seu produto é a transformacéao linear ST : V1 — V3, dada por (ST)v = S(Tv).

Exercicio 11.22 Mostre que ST é, de fato, linear. Observe que, como a composicio de fungdes, o produto
de transformagdes lineares é associativo, isto é: sempre vale (RS)T = R(ST).

Exercicio 11.23 Mostre que o produto é distributivo em relacio a adicio:* se R,S : Vi — Vj e
T : Vo — Vj3 sio lineares, entio T(R +S) = TR+ TS; da mesma forma, se T : Vi — Vy e
R,S : V — V3 sdo lineares, entdo (R + S)T = RT + ST.

Definicdo: Seja I : V — V a transformacdo (linear) identidade, isto é, [v =vV v € V.
SeT:V — Vélneareexiste T"! : V= Vitalque T'T = [ = TT}, T é dita
invertivel (e T~! é dita inversa de T). Transformacdes lineares invertiveis sio também
chamadas de isomorfismos.

Exercicio 11.24 Mostre que a inversa, caso exista, é linear e tinica.

Exercicio 11.25 Suponha que V seja de dimensdo finita, que T : V — 'V seja linear e que exista
S:V — V tal que ST = I (ndo se supde S linear). Mostre que, entdo, T tem inversa e que S = T~ 1.

Exercicio 11.26 Suponha que R e S sejam transformagdes lineares invertiveis. Mostre que RS é
invertivel e que (RS)~1 = S~IR~1L,

Exercicio 11.27 Seja L(V) o conjunto das transformacdes lineares de V. em V. Se A e B pertencem a
L(V), define-se o colchete de Lie [A, B] por [A, B] = AB — BA. Mostre que, para quaisquer A, B e
C, vale

A, [B,C]] + [B,[C, A]] +[C, A, B]] = 0.

11.5 Isometrias

Transformacdes lineares sdo os homomorfismos de espagos vetoriais (transformagdes
de um espago em outro que preservam as operagdes). Se o espago, além das operagdes
de adicdo e multiplicagdo por escalar, é dotado de um produto interno, podemos
considerar transformacdes que preservem ndo apenas as operac¢des de espago vetorial,
mas também o préprio produto interno. Ao contrario das simples transformagoes
lineares, que ndo precisam ser injetivas, transformacdes desse tipo especial ndo podem
deixar de sé-lo.

Proposicao: Sejam V; e V; espagos vetoriais com produto internoe T : Vi — V; uma
trensformacdo linear tal que

2Se R, S : Vi — V), sdo lineares, sua soma, R + S é definida da maneira 6bvia: (R+S)v=Rv+Sv
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(Tu,Tv) = (u,v) Vu,v € V.
Entdo T é injetiva.
Demonstragdo: Basta provar que u # 0 = Tu # 0, o que equivale a |[Tu| # 0. Mas isso é

claramente verdade, jd queu # 0 = 0 # (u,u) = (Tu, Tu) = |Tu| #0. N

Observemos que preservar produto interno implica em preservar distancias e &ngulos.
Na demonstragdo da proposicdo anterior, porém, utilizamos apenas a preservagdo das
distancias.

Proposi¢do: Sejam V; e V; espagos vetoriais com produto internoe T : Vi — V),
uma transformacdo linear tal que |Tu| = |u| para todo u em V; (ou seja: T preserva a
norma). Entdo T preserva o produto interno, isto é:

(Tu,Tv) = (u,v) Yu,v € V.

Demonstrac¢do: Da hipétese, temos, para quaisquer ue vem Vi, |T(u+v)| = |u+ v|. Dai vem

lul> + v +2(u,v) = [u+v|* = |[Tu+ Tv]* = |[Tu* + |Tv|* + 2 (Tu, Tv).

Como [u]? = |Tul?> e |v|]> = |Tv|?, segue (u,v) = (Tu,Tv). ®

Tentemos ir um pouco além: vamos manter a hipdtese de preservagdo das distancias
mas retirar a linearidade.

Exercicio 11.28 Note que, sem a hipétese de linearidade, a preservagdo das distdncias nio é garantida
se supusermos apenas a preservagdo da norma.

Exercicio 11.29 Sejam V1 e V espagos vetoriais com produto interno e f : Vi — Vy uma
transformagio preservando distincias, isto é: |f(u) — f(v)| = |u —v| VY u, v € V. Mostre, com
um exemplo (tipo f : R*> — R?), que ndo necessariamente temos f linear.

Exercicio 11.30 Seja f : R?> — R? preservando distincias e tal que f(0) = 0. Use arqumentos
geométricos para provar que f é linear. Mostre que o mesmo vale para f : R> — R3,

Exercicio 11.31 Refaga a demonstragio do exercicio anterior usando apenas argumentos algébricos, isto
é: R? é um espago vetorial real, com produto interno, de dimensdo 2, o mesmo valendo para R3, com
dimensdo 3).

Os exercicios acima nos ddo motivos de sobra para acreditar na veracidade da
proposicdo a seguir. Se vocé ndo resolveu os exercicios, a proposicdo pode ser vista
como uma solugio elegante para o Gltimo, sem a limitagdo a R? ou R3.

Proposicao: Sejam V1 e V; espagos vetoriais reais com produto internoe f : Vi — V3
uma funcdo preservando distancias (isto é: |[f(u) — f(v)| = |[u—v|V u, v € V).

Suponhamos que, além disso, f(0) = 0. Entdo f é uma transformacao linear.

Demonstracdo: Sejam u, vem Vj e t em R. Provemos que f(u+ tv) = f(u) + tf(v).
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Comecemos observando que, como f(0) = 0, f preserva norma (ja que |f(u)| = |f(u) — f(0)]).
Dai vem

F@P+ [f(v? = 2(f(u), f(v)) = |f(w) = f(v)]* =

=lu—v]?=|u]?+|v]2—2(u,v).

Logo, temos (f(u), f(v)) = (u,v) (entenda isso como tridngulos de lados congruentes tém angulos
correspondentes também congruentes, o que implica em dizer que a preservagao de distancias nos
dé a preservagdo de angulos). Dai vem:

[fluttv) = (f(u) +tf(v))] =
= (flut+tv) = (f(u) +tf(v)), fu+tv) = (f(u) +tf(v))) =
[fluttv) = f(w)? + 2f(v)]* =2t (f(u+tv) = f(u), f(v)) =
|(u+tv) —u|?> + £2|v|]?> = 2t ((u+ tv) —u,v) =0,

|

o que prova que f(u+tv) = f(u) + tf(v).

Exercicio 11.32 Note que a mesma demonstragio se aplica a espagos vetoriais complexos (trocando (, )
por Re (, ) quando necessdrio).

Transformacdes preservando distancias sdo ditas isométricas. Bije¢des preservando
distancias sdo chamadas de isometrias.

Exercicio 11.33 Observe que, pelo que acabamos de ver, transformagdes isométricas entre espagos
vetoriais com produto interno sio, a menos de translagdes, lineares (isto é: se |f(u) — f(v)| = |Ju —
v| YV u, v € Vy), entdo existem w, € Vo e T : Vi — V; linear tais que f(u) = w, + Tu Vu € Vy).

Se T é uma transformacdo linear de um espago vetorial com produto interno, V,
em si mesmo, a preservagdo de distdncias é, como acabamos de ver, equivalente a
preservacao do produto interno.

Exercicio 11.34 Suponha que V é espago vetorial de dimensdo finita, com produto interno e que
T : V — V élinear. Mostre que sio equivalentes:

(i) |Tu| = |u|Yu e V;

(ii) (Tu, Tv) = (u,v) Yu,v € V;

(iii) T transforma bases ortonormais de V em bases ortonormais de V;

(iv) T transforma alguma base ortonormal de V em uma base ortonormal de V.

Defini¢ao: Seja V um espaco vetorial com produto interno. Uma transformacao linear
bijetiva T : V — V é dita ortogonal se (Tu, Tv) = (u,v) para quaisquerue vem V.
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A matriz de uma transformacao linear

A nocdo de matriz surge naturalmente a partir de sistemas lineares. O sistema
Ay X1+ -+ ke = by

A1 X1 + -+ AnXn = by,

pode ser representado, na forma matricial, por

apir o A1 X1 by

Am1 *° Amn Xn b

E também natural considerar, associada 4 matriz m x n !

air - 4n
(111']') = R ,
Am1 - Amn

a transformacdo linear A : R" — R, dada por Ax =y, com
n app o X1
Ym Am1 - Amn Xn

Vamos, porém, inverter a ordem natural das coisas. Partiremos das transformagoes
lineares para associar-lhes matrizes.

12.1 No plano

Para simplificar um pouco, voltemos a tela do computador e ao plano. Recordemos
que a representagdo dos pontos na tela se faz por meio de um sistema de coordenadas

!Embora o conceito de matriz seja bastante simples, ndo custa dar uma definicao precisa: uma matriz
m x n (a;;) com entradas no conjunto X é uma aplicagdoa : {1,...,m} x {1,...,n} — X. E usual notar

a(i,j) por aij

97
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fixo. Assim, ao par ordenado (x, y) corresponderd sempre, na tela, o ponto P cujo vetor
posicdo é xé1 + yeér ({€1,62} é suposta ser a base do sistema de coordenadas da tela).
Consideremos agora dois vetores, €; e €, e a tansformagdo T que leva xé] + yé; em
x€1 + y€;. Teoricamente estd lindo, abstrato, mas nosso problema pratico é: dado um
ponto P, como vamos saber qual é o ponto P’ em que T transforma P? Digamos assim:
se o ponto P é dado por suas coordenadas (x,y), como vamos calcular as coordenadas
(x/,y") de seu transformado P'?

Exercicio 12.1 Note que o que queremos sio as coordenadas de P' no sistema de base {é1,é3}, que é o
tinico que nosso computador conhece.

A primeira coisa a saber é, é claro, quem sdo os vetores £ e g. Ora, se nosso
computador sé conhece o sistema de base {¢3,6,}, € e € devem ser indicados por
suas coordenadas nesse sistema. Digamos que

g1 =(3,2), &= (1,4).
Exercicio 12.2 Pegue papel quadriculado e desenhe. Marque os vetores €; e €.

Exercicio 12.3 Marque o ponto P’ cujo vetor posicio é 2€1+€.

Consideremos o ponto P dado por suas coordenadas, P = (2,1). Isto significa que o
vetor posicdo de P é 2é1+¢3. Logo, P seré transformado no ponto P’ cujo vetor posi¢do
é 231 +§2.

E agora atencdo para o pulo do gato: se temos as coordenadas de €; e as de € no
sistema de base {é1,62} (€1=(3,2), €2=(1,4)), entdo temos as de 2€+¢€5:

28+ =2(3,2) + (1,4) = (6,4) + (1,4) = (7,8).

Ora, mas as coordenadas do vetor posi¢do de P’ sdo as coordenadas do ponto P’. Logo,
P’ =(7,8).

Exercicio 12.4 Certifique-se de que entendeu tudo.

Exercicio 12.5 Veja se as coisas ficaram claras. Continuemos no plano. Pegue duas folhas de papel
quadriculado e marque a origem O em cada um dos dois. Desenhe uma figura (ndo muito grande nem
muito complicada) em uma das folhas (pode ser, por exemplo, um dos quadradinhos). Escolha dois vetores
€1 e € (€1=(2,1), €2=(—1,3), por exemplo) e marque-os (com pé na origem) na outra folha. Construa
na segunda folha, por cima do quadriculado original, o reticulado de base {€1,€2}. Desenhe nesta tiltima
folha, com auxilio do reticulado, a imagem de sua figura pela transformacio T que leva xej + yé; em
x€1 + y€r. Um ponto P' da nova figura foi marcado usando o sistema de coordenadas de base {€1,€>}.
Suponha que suas coordenadas, neste sistema, sio (x,y) (note que isto quer dizer que seu vetor posi¢iao
é x€1 + y&, e que P’ é imagem do ponto P da figura original cujo vetor posigdo é xéi + yé3). Pois bem,
o ponto P’ tem coordenadas (x',y"), referentes ao papel quadriculado, que sdo, é claro, diferentes das
coordenadas (x,y) de P (note que (x,y) sdo as coordenadas de P’, s6 que no sistema de base {€1,€2}). O
que acabamos de mostrar é que
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€2

!
Y

onde

Figura 12.1:

(22)() () (2)-
ar1 A4 y ' a1 a2 '

( anx > I ( apy ) _. ( anx +apy >
axx axy anx +axy )’

5 a 5 a
g = 11 = 2 )
ax1 az
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Vamos utilizar com frequéncia, como ja fizemos no plano, uma notacado alternativa:
ternos ordenados em pé. Isto é, podemos representar o terno ordenado (x,y,z) pelo

vetor coluna

Usando a nova notagao, o terno ordenado P’ correspondente a

serd indicado por

-2(3,2,1)+ (-3)(1,4,7)



100 Capitulo 12: A matriz de uma transformacdo linear

3 1 -9
2|2 |4+(=3)|4]|=| -16
1 7 —23

O terno ordenado P’ correspondente a

(3,2,1) +v/5(1,4,7)

serd indicado por

3 1 3 V5 31++5
a2 |+v5l 4 )=|2n |+ 4/5 | = 27+4V5
1 7 T 75 T+75

Facamos &, = (3,2,1), & = (1,4,7), €3 = (1,1,0) e consideremos a transformagdo
T dada por T(xéi + ye; + ze3) = x€; + y€x + z€3. Em termos praticos, interessa-nos
conhecer as coordenadas, na base canénica, do ponto P’ = (x/,y/,z'), imagem por T
do ponto P = (x,y,z). Ora, ndo é dificil ver que

x! 3 1 1 3x+y+z
vV |=x 2 |4+y| 4 |+z| 1 |=| 2x+4y+z
z/ 1 7 0 x+7y

Assim, para indicar a transformacado T correspondente aos vetores €1, €; e €3, usaremos
uma matriz tendo €;, €, e €3 nas colunas, definindo sua multiplicagdo por uma matriz
coluna (que representa um vetor) como abaixo:

311 x 3 1 1 3x+y+z
2 41 y |=x2 |+yl 4 |+z| 1 ]|=]| 2x+4y+z
170 z 1 7 0 x+7y

Exercicio 12.6 Se o ponto P’ é a imagem de P (P' = T(P)) pela transformagdo definida acima, quais
seriam as coordenadas (x',y',z') de P' se P = (—2,—3,1)? Ese P = (7,/5,¢)?

Exercicio 12.7 Quais seriam as coordenadas (x',y',z") de P’ se P = (x,y,z) e muddssemos €1, €, e €3
para €1=(1,1,0), €2=(-2,3,0), €3=(1,1,3)?

Exercicio 12.8 Quais seriam as coordenadas (x',y',z') de P se P = (x,y,z) e € =
(a11,a21,a31), € = (a12, a2, a32), €3 = (a13,a23,a33)?

Ja é hora de explicitarmos as definicdes.
Definicdo: Dados os vetores €1, €, e €3, seja T : V — V a transformacao linear que

associa, a cada vetor (x,v,z) = xé] + yé3 + zé3, o vetor (¥, y/,2') = x&, + y&, + z€;3. Se
as coordenadas de €1, €, e €3 na base (€7, €3, €3) sdo dadas por
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a1 a2 ai13
& = as1 ; €2 = axp |, €= azs |,
as1 asp as3

a matriz da transformacio T é

a1 a2 413
dap1 4z a3
az1 dzx 4ass

a1 412 413 X
Definicao: Dados a matriz | ay; ax a3 | eovetorcoluna [ v |, o produto
asz1 432 4a33 Z
a1 412 413 X
az1 dzp a3 Y
as1 4asy 4ass Z
é definido por
a1 412 a13 X ai a2 ais
a1 dxp a3 y | =x| ax |ty | ax | +z| a3 | =
asz1 dz 4as3 4 as1 as2 as3
appx apy a13zZ aj1x + apy + a3z
= | anx |+ | axy | + | asz | = | 4xnX+axny + a3z
az1x azy a33z a31X + Azl + azzz

Observacao: Nossas defini¢des foram feitas sob medida para que, dado o ponto
P = (x,y,z), as coordenadas (x’,/’,z") do ponto P’ = T(P) sejam dadas por

X a1 412 a413 X
/

y = a1 Aazz a3 y
/

z az1 dszp 4as3 z

Exercicio 12.9 Determine a matriz de cada uma das transformagdes definidas nos exemplos 1 a 5 da
primeira segdo deste capitulo.

Exercicio 12.10 Considere as transformacoes lineares A : V. — V e B : V. — V, dadas,
respectivamente, pelas matrizes (a;j) e (bi;),

an 4 413 bir b b3
(a;j) = | an axn ax |, (bj)=| bn bxn by
asz1 a3 a3 b1 b3 bss
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SejaC:V — V,C = AB, isto é: C é dada por CG = A(B%U). Mostre que a matriz de C é o produto das
matrizes de A e B, isto é: a matriz de C, (c;;), é dada pelo produto de (a;;) e (b;j),

€11 C12 €13 a4 413 bi1 by bz
€21 Cx €3 | =| an axn ax3 by by by |,
c31 €3 433 a3 azx a3 b3 bz b3z

com ¢jj = ﬂilbl]’ + aizsz + ai3b3j-

2

Defini¢ao: A i-ésima linha da matriz (a;;) é o terno ordenado (aj;,4a;,4;3) (por
analogia, o vetor representado, na base candnica por uma linha de (a;;) é chamado
de vetor linha de (g;;)). Analogamente, a j-ésima coluna da matriz (a;;) é o terno
ordenado (alj, azj, a3]-) (e o vetor representado, na base canénica por uma coluna de
(a;j) € chamado de vetor coluna de (a;;)).

Assim, dizemos que o produto das matrizes A e B é a matriz C = AB, cujas entradas
cij sdo dadas pelo produto escalar da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B.
Exercicio 12.11 Seja I a matriz dada por

100

010

0 01
Mostre que IA = A = Al, qualquer que seja a matriz 3 x 3 A.

Defini¢ao: A matriz [ definida acima é chamada matriz identidade. Se A é uma matriz
3x3e A~! é outra matriz 3 x 3, talque A~!A = [ = AA~!, A~ é chamada matriz
inversa de A.

Exercicio 12.12 Mostre que nem toda matriz tem inversa.
Exercicio 12.13 Mostre que a inversa, se existe, é tinica.

Exercicio 12.14 Sejam A uma matriz 3 x 3 e B outra matriz 3 x 3, tal que BA = 1. Mostre que, entdo,
A tem inversa e que A~! = B.

Exercicio 12.15 A matriz A = (aj;;) é dita simétrica se a;; = a;; para todo par ij. Mostre que o
conjunto das matrizes simétricas é um espago vetorial (de que dimensdo?). Analogamente, a matriz
A = (a;) é dita antissimétrica se a;; = —a;; para todo par ij. Mostre que o conjunto das matrizes
antissimétricas é um espago vetorial (de que dimensio?).

Exercicio 12.16 Mostre que toda matriz se escreve, de maneira tinica, como soma de uma simétrica com
uma antissimétrica.

Exercicio 12.17 Seja A matriz antissimétrica 3 x 3. Mostre que existe um vetor a em R® tal que
Av = a ® v para todo v em R>.

Exercicio 12.18 Retorne i secio Um pouquinho de Algebra, do capitulo 7, e refaca tudo, com matrizes
no lugar de transformagoes lineares.
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12.3 O caso geral

Sejam V e W espacos vetoriais de dimenséo finita, T : V — W transformacao linear.
Sejam

x={e1,...,en}, p={€1,...,&m}

bases de V e W, respectivamente. Suponhamos que v = xje; + --- + x,en seja
um vetor qualquer de V. Queremos obter a representagdo de Tv na base f. Como
Tv = x1Te1 + - - - + x,Tey, fica claro que basta conhecer as expressdes, na base , de
Teq,---,Ten. Admitindo que Te]- = a1j&1+ - -+ Ayj€m, € SO fazer as contas.

As coisas podem ficar mais simples se convencionarmos que, para qualquer n-upla
(x1,...,%Xn), O Vetor v = x1e1 + - - - + x,en de V serd representado pelo vetor coluna

(v),
X1

V) =1 : |,

Xn

enquanto, para cada m-upla (y1,...,Ym), 0 vetor w = y1€1+ - - - + Ym&m de W serd
representado pelo vetor coluna (w)[3 ,

1
w)f =
Ym
Teremos, entdo,
a1 ayj a1n
(Te)f = | : |,....(Te)P=| : |, (Ten)P=| : |,
Am1 amj Amn

oquenosdd,sev=xje1+ - -+ x,eneTVv=1181+ "+ Ymem,

Y1 ai aij 1n
: = X1 ++x] + ...+ x, ,
Ym Am1 Amj Amn
ou seja,
4! a11X1 + o+ axy e a1 Xn
Ym Ap1X1 + -+ AmjXj + o AunXn

Dizemos, entdo, que a matriz de T, referente as bases « para Ve fparaW, é (T)f ,dada
por
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de modo que as colunas de (T)f sdo as representagdes na base § das imagens por T
dos vetores da base a. Assim, a representagdo na base f da imagem de v por T é dada

por (Tv)ﬁ = (T)ﬁ (v)", sendo o produto definido por

o

a1 ... Aip X1 011X1+"'+611]'X]'+"'-|'111nxn
Aml -+ Amn Xn Ap1X1 + -+ AmjXj + -+ AunXn
a1 aij A1n
=X —i——i—x] + ...+ X,
Am1 Amj Amn

Exercicio 12.19 Sejam U, V e W espagos vetoriais de dimensdo finita nos quais fixamos bases
(respectivas) o, B e y. Sejam T : U — Ve S : V — W transformagdes lineares. Suponhamos

que (S)g = (a;;) e (T)? = (b). Mostre que (ST)! = (a;;) (bj), definida por

air ... Mm b11 bln C11 ... C1n

apl .- Apm b1 ... bun Cp1 -+ Apn
com

m
Ci1 = Eai]-bﬂ.
j=1

Exercicio 12.20 Seja S :C" — C" dada por S(z1,22,...,2n) = (2Zn,21,22,...,2y—1). Exiba a matriz
(S)%, sendo a a base candnica deC".

Exercicio 12.21 Considere a transformagio S do exercicio anterior. Encontre todos os niimeros
complexos A para os quais existe z € C", z # (0,...,0) tal que Sz = Az. Escolha, para cada um
dos tais As, um &, unitdrio, tal que Se = Ae. Mostre que esses es formam uma base ortonormal deC".
Encontre a matriz de S nessa base.



Capitulo 13

Matrizes de Markov

Importantes por suas aplicacdes, mas, acima de tudo, fascinantes por seu cardter
geométrico, as matrizes de Markov tém suas raizes nos processos estocdsticos. Vamos
abordar aqui apenas um pequeno resultado referente ao assunto.

13.1 Probabilidades de um processo de transicao

Nosso ponto de partida é um sistema que evolui aos saltos, mudando de estado a cada
intervalo de tempo At (At é considerado fixo e ndo tem importancia em nossa anélise).
Existe apenas um niimero finito de estados possiveis, que designaremos pelos ntimeros

1, 2,...,n.

Vamos também nos referir aos tempos,
0, At, 2At, 3AtL, ..., kAL, ...
como “tempo 0”7, “tempo 1”7, “tempo 2”,. .., "tempo k”, etc.

A informacao sobre a evolugdo do sistema, do tempo k para o tempo k + 1, é dada pelas
probabilidades de transigdo:

pii, 1 <i,j<m,

pij representando a probabilidade de que o sistema, estando no estado j, no tempo k,
salte para o estado i, no tempo k 4 1 (p;; representa, claro, a probabilidade de que o
sistema, estando em i no tempo k, permanega em i no tempo k + 1).

Exercicio 13.1 Assegure-se de que tem claro que, necessariamente,

Suponhamos, agora, que tenhamos, em um dado tempo, k, as probabilidades de que o
sistema esteja em cada um dos possiveis estados, p; representando a probabilidade de
que se encontre no estado i. Temos, é claro,

p1+_|_pn:1

105



106 Capitulo 13: Matrizes de Markov

Qual serd, a partir dai, a probabilidade de que nosso sistema salte para o estado 7, no
tempo k +1?

Ora, como, em principio, o sistema pode ter vindo de qualquer um dos n estados
possiveis, basta observar que, para cada j, a probabilidade de que estivesse, no tempo
k, no estado j e tenha saltado deste para i, € p;p;;, de forma que a probabilidade de que
venha para o estado i, no tempo k+1, é

pipin + p2pi2 + -+ + PuPin-

Assim, se considerarmos o vetor das probabilidades no tempo k,

P1
p2
Pn

entdo o vetor das probabilidades, no tempo k + 1, serd dado pelo produto matricial

P11 P12 - Pin P1
P21 P22 - Pon p2
Pnl Pn2 - Pan Pn

Chamaremos de matriz de transi¢do, ou matriz de Markov do sistema a matriz [P],
dada por

P11 P12 - Pin

P21 P22 - P
[P] - : : :

Pn1 Pn2 - Pun

Embora [P] possa variar com k, suporemos que [P] é constante (em particular, isto
significa que as probabilidades de transicdo dependem apenas do estado atual do
sistema e ndo da sua histéria). Assim, se p é o vetor das probabilidades dos diversos
estados no tempo 0, entdo o vetor das probabilidades no tempo k serd

[P]p.

A pergunta que nos colocaremos é, dentro das condi¢des acima, o que podemos dizer
sobre a evolugdo de longo prazo do nosso sistema (faremos, eventualmente, hip6teses
adicionais que facilitem a obtencdo de alguma resposta).
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13.2 Geometria

Embora devamos ter em vista situagdes em que o ntiimero de estados do sistema , 7,
é grande, vamos fazer uma hipétese radical: n = 3. Temos, pois, associada a matriz
de transicdo, uma transformacio linear, P : R® — R3. Mais ainda: nossos vetores de
probabilidades sdo pontos do plano

p1
x={p=|p | R |pr+p+ps=1}

Exercicio 13.2 Note que « é perpendicular ao vetor | 1

E ainda mais: como as probabilidades p1, p» e p3 sdo ndo negativas, nossos vetores de
probabilidades estdo condenados a viver, eternamente, no tridngulo T intersegdo de a
com o primeiro octante, ou seja, se p € T, entdo P¥p € T, para todo k inteiro positivo.

1
Exercicio 13.3 Certifique-se de que enxerga que T é o tridngulo de vérticesem é; = | 0 |, e =
0
0 0
1 |eezs= |0
0 1

Exercicio 13.4 Mais: note que T = {p1€1 + p2é2 + p3e3, p,p2,p3 > 0, p1+ p2+ p3 = 1}. Conclua
que, como P é linear, P(T) é o tridngulo de vértices Py = Péj, Py = Pé; e P3 = Pé3.

Agora, que estamos enxergando, algumas coisas ficam 6bvias:

1. P é uma transformacdo linear de R®> em R3, com P(T) C T.



108 Capitulo 13: Matrizes de Markov

2. Por inducéo, temos

T>P(T)D>PHT)D--->PNT) > P (T) > -

3. O comportamento assintético do sistema serd determinado por informagdes
sobre de que maneira encolhem os triangulos P¥(T). E razoavel conjecturar que,
sob alguma hipétese adicional, encolham para um ponto px*.

Exercicio 13.5 Mostre que, se P permuta os vértices de T, entdo T ndo encolhe.

H4 mais uma coisinha quase 6bvia para nés, que conhecemos o Teorema de Brouwer
(ver o Livro 1):

Teorema de Brouwer: Se B = {p € R" | p{+---+p% < 1} e f : B — B ¢é continua,
entdo existe px € B tal que f(px) = p*.!

Teorema de Brouwer para poligonos convexos: Se B é um poligono convexo e
f : B— B é continua, entdo existe px € B tal que f(p*) = px.

A demonstracdo da versdo do Teorema de Brouwer para poligonos convexos esta
baseada no seguinte exercicio (mais ou menos evidente, mas que pode ser trabalhoso).

Exercicio 13.6 Mostre que existe uma bijecdo continua, h : B — T, com inversa continua, qualquer
que seja o poligono convexo T (tente fazer para o nosso caso, em que T é um triangulo equildtero).?

Demonstragido do Brouwer para poligonos convexos: a demonstragio sé depende da existéncia de
uma fungdo h com as propriedades definidas no exercicio; vale, pois, para outros subconjuntos do
plano, ou mesmo do espaco. Basta definir, a partir de f e de h, a funcio ¢ : B — B, dada por
g(x) = h=Y(f(h(x))). Como g satisfaz as condigdes do Teorema para o disco, g tem um ponto fixo,
xx. De xx = g(xx) = h=1(f(h(xx))), seque imediatamente que f(p*) = p*, com px = h(xx).

Assim, da versdo estendida do Teorema de Brouwer e dado que transformagdes
lineares sdo continuas, temos que existe um ponto p*, em T, tal que P(px) = px.
Dai segue, imediatamente, que

px € PN(T) Yk =1,2,3,....

Vamos, porém, dispensar o Teorema de Brouwer e introduzir uma condi¢do
geométrica, necessdria e suficiente, que garantird o “encolhimento”da sequéncia
P™(T).

1Como estamos em um plano, vamos precisar apenas da versdo bidimensional do Teorema
2Estamos excluindo poligonos convexos degenerados
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13.3 Convergéncia

O leitor, caso se sinta mais confortavel, pode supor que estamos lidando apenas com o
caso em que n = 3, de forma que tudo vai se passar em um plano e pode ser desenhado.
Mas a demonstragdo, no caso geral, muda apenas pelo raio da maior bola contida em
T.

Para facilitar a vida na hora da demonstracdo, comecemos com uma defini¢do e dois
exercicios.

Definicdo: Se A e B sdo subconjuntos de R" e t é um nimero real, entdo o produto de
Aport,tA easomade Ae B, A+ Bsdo definidos por

tA={xe€ R"|3(t,a) e Rx A, x =ta}
A+B={xe R"|3(a,b) e AxB, x=a+b}

Exercicio 13.7 Suponha que P : R" — R" é linear, que A e B sdo subconjuntos de R" e que t é um
ntimero real. Mostre que P(A + B) = P(A) + P(B) eque P(tA) = tP(A).

Exercicio 13.8 Sejam x em R", t e € reais positivos. Mostre que, se, de maneira, geral, designamos a
bola de centro y e raio r por B,y),

B(y) ={z e R"||z—y| <1},
entio By (x) = x + tB¢(0).

Lema do Encolhimento: Sejam P : R” — R’ uma matriz com entradas ndo negativas,

P11 P12 - P
P = P:21 P:22 P:2n ’
Pnl Pn2 " Pnn
tal que
p1]+p2]++pn]:1/V]:1,,n
Seja

T={pie1+pre2+---+puen|pr1+p2+---+va=1 p1,p2...,pn >0},

ou seja, T é composto pelos vetores

p1
p2

Pn
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de entradas positivas e tais que

P1+"‘+Pn:1-

Nestas condicdes, sdo equivalentes:
(i) existe p* em T tal que Pp* = p* e

lim P¥(T) = p*,

k—ro0

ou seja,

Ve > 03k, € N |k >k, = PXT) C Be(p*)
sendo B:(p*) abola de centro p* e raio ¢;

(ii) para algum escalar &, com |x| < 1, se tem

PK(T) C by +aT = {by + ax, x € T},

para um certo inteiro positivo k e um certo by em R".

€3

€3

€2

€1 P3 €2

Demonstrac¢do: Na figura acima estdo ilustrados trés possiveis situagdes em que a condicao (ii)
é satisfeita, com k = 1.

(ii)=(i) : Como, para todo natural m, vale P"*1(T) C P™(T), basta provar o resultado para
o caso k = 1 (faca P; = P%; a convergencia de P/*(T) para p* implica na de P"(T)) .
Suponhamos, pois, que

P(T) Cby+aT ={by+ax, x €T},
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(i)=(ii)

para um certo b; em R" e um certo escalar «, com |a| < 1. A ideia é simples: vamos
provar que, para todo natural k, existe by tal que

PX(T) C by + a*T.

O caso k = 1 estd nas hipéteses; se o resultado vale para k, entao

PMY(T) = P(PX(T)) € Pby + a*P(T) C (Pby + a*by) + 1T,

0 que prova nossa assertiva, com by = (Pby + a¥b;). Desta forma, se 6(X) representa o
didmetro do conjunto X, temos, para todo natural k,

S(PX(T)) < [a¥]8(T).

Em particular, se tomarmos um x, qualquer em T, a sequéncia (P*x,)icn é de Cauchy
e, portanto, convergente. Basta entdo fazer p* = limj_,,, Pfx,. A continuidade de P
garante Pp* = p*. Como T é fechado e limitado, cada P*(T) é fechado, o que garante
p* € PX(T)Vk € N. Desta forma, fixado e > 0, basta tomar k, em N tal que |a%|5(T) < e.
Suponhamos k > k,. Teremos entdo, se x € T,

IPx — p*| = [Phx — Php*| < 6(PH(T)) < [a¥6(T) <.
Para a reciproca, comece com os seguintes exercicios:

-1

Exercicio 13.9 Suponhamos n 2. Sejam a = (nfl,n ,...,nil) € R"ee =

>
n(%l). Prove que, se p = (p1,...,pn) €é tal que p1+ -+ +py, = le|p—a|l =
VP =k 4 (pu =712

:Sejama = (nl,nl,... ,n7l) € Rtee = ﬁ Seja F o subespaco afim de R”"

< ¢ entdopestiemT.

definido por

F={peR"|pi+-+p.=1}

Pelo exercicio acima, a intersegdo com F da bola de centro a e raio ¢, B¢(a) N F, est4 contida
em T. Como tudo se passa em F, isto é,

Ppe FVpeP,

temos que, se PYT) — p*, entdo, existe k tal que

PY(T) C Beja(p*)NF Cp —5a+5(Be(a) NF) Cp* —Sa+ T,

o que conclui a demonstragao.

Nos exercicios a seguir, P é matriz de Markov e T é definido por

T={prer+pre2+---+pnen|pr+p2+---+pu=1 p1,p2...,pn >0}
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Exercicio 13.10 Suponha n = 3. Classifique todos os casos em que ndo existe p* tal que PX(T) — p*.

Mostre que, em todos, hd um subconjunto I de {é1, €, 3}, ndo vazio, tal que P(I) = I.

Exercicio 13.11 Mostre que, para todo n > 4 hd exemplos de matrizes de MarkovP para as quais nio
existe p* tal que PX(T) — p*, mas também ndo hd um subconjunto I de {e1, ey, - - - eq }, ndo vazio, tal
que P(I) = L.

Exercicio 13.12 A distdncia do ponto a ao conjunto X é definida por

d(a, X) =inf{|x —a|, x € X}.

Mostre que o minimo de d(x,0T), com x em P¥(T), é atingido em um dos vértices de P*(T) (3T, dito
bordo de T, é o conjunto dos p em T com alguma coordenada nula).

Exercicio 13.13 Mostre que, se todas as entradas de P¥ sdo ndo nulas, entdo a condigdo (ii) do Teorema
é satisfeita.

Teorema: Seja P matriz real n X n, com entradas ndo negativas e tal que a soma das
entradas de cada coluna é 1. Seja T dado por

T={pie1+pre2+---+pnen|p1+prv2+--+pu=1 p1,p2...,pn >0}

Se, para algum natural k, Pk tem uma linha com todas as entradas ndo nulas, entdo
P™(T) converge, quando m — oo, para um ponto p* de T. Se além disso, sendo
P* = [p;;], definimos B;, i = 1...,n, e a por

Bi = min{p;, j=1,...,n},

n
(X:l—Zﬁi,
i=1

temos, para todo p em T e para todo natural m,

[Py —p*| < a"V2.

()

e+ aT
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Demonstragdo: A necessidade é clara, pois p* ndo pode ser o vetor nulo. Passemos a suficiéncia
e a estimativa de erro. Podemos desconsiderar o caso &« = 0, que é trivial. Suporemos,
pois, « > 0. Sejam. parai = 1,...,n, ; como definidos acima; seja também « como acima.
Chamaremos de ey, . .., e, 0s vetores da base candnica de R". Seja, entdo,

n
&= Z ﬁiei.
i=1

A hipétese do Teorema nos diz que, para p = (p1,...,pn) em T, vale
pePNT)=p; >B;Vi=1,...,n
Logo, para p = (p1,..., pn) em PX(T), temos

Pibii_y
44

L., N,

n n
p=)Y_ piei=e+a) gie;, comqg; =
i=1 i—1

0 que prova

PY(T) C e +aT.

Como as hipéteses do Teorema garantem que & < 1, o Lema de Encolhimento completa a
prova. n

Defini¢ao: Uma face de dimensdo k — 1 de T é um subconjunto (ndo vazio) F de T da
forma

F={piui+--+paux, (p1,...,p0) €015 pr+---+pr =1},

sendo uq, ..., u; distintos e

{uy,...,u .} C{e1, ..., en}.

Definicio: Uma face F é dita recorrente se existe um natural k tal que P¥(F) C F.
Exercicio 13.14 Mostre que, se existe p* € T tal que PX(T) — p*, entdo, a condicio a seguir é
satisfeita:

(*) se F e G sdo faces recorrentes, entdo F N G # ¢.

Exercicio 13.15 A condigdo (*) é suficiente para a existéncia de p* € T tal que P*(T) — p*?
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Capitulo 14

Mudancas de base

14.1 Um exemplo

Exemplo 1: Rotagdo. Suponhamos dados um vetor ndo nulo, € e um angulo, 6.
Queremos expressar a rotacdo R, de angulo 6, em torno da reta que passa pela
origem e tem diregdo €. Supomos que € seja dado por suas coordenadas na base
candnica, (a,b,c). Para simplificar (e ndo retornar a um caso ja tratado), suporemos
>+ b2 +c2=1e€# (0,0,1).

2

Nossa primeira observagdo é: se tivermos dois outros vetores, €, e g, unitarios,
ortogonais a € e ortogonais entre si (e, se ndo for pedir muito, tais que a base (&1, €2, €)
tenha orientagdo positiva), entdo, escolhendo o sentido trigonométrico para a rotacao,
teremos:

R€{ = cos0¢; +sin0é,, Rér, = —sin 0 + coshe,, RE =E.

Exercicio 14.1 Entenda isso. Note que nada muda, se trocarmos a exigéncia €, e € unitdrios para
& = [&2| #0.

Exercicio 14.2 Encontre €, e €, unitdrios, ortogonais a € e ortogonais entre si (e, abusando um pouco,
tais que a base (€1,€»,€) tenha orientagio positiva). Exiba as coordenadas de €1 e €, na base candnica.
Sugestio: comece com €, = (a® + b?)"1/2(—b,a,0); faca &, = € D &y.

Suponhamos, pois, que temos nossos vetores € e €, como acima. Se 7 = y1€1 + Y282 +
Y3€, entdo

RT = y1R€1 + y2R€, + y3RE = y1(cos 01 + sin 0y ) + yo(— sin 0¢1 + cos 0€7) + y3€,
ou seja,

R7T = (y1 cos 0 — y»sin0)€; + (y1 sin 6 + y2 cos 0)€> + y3&.

Podemos, entdo, concluir que, dadas as coordenadas (y1,y2,¥3) de ¥ na base a =
(€1,€,€), as correspondentes coordenadas (v, v5,y5) de R7, na mesma base «, serdo
dadas por

115



116 Capitulo 14: Mudancas de base

Vi cosf —sinf 0 v
vy | = sinf cos® 0 Y2
Y3 0 U Y3

cosf —sinf 0

Exercicio 14.3 Observe que as colunas da matriz sinf cosf 0 sdo as respectivas
0 0 1

coordenadas, na base «, de R€1, R€, e RE.

Vamos chamar a matriz

cosf@ —sinf O
sin@ cosf O
0 0 1

de matriz da transformacio R na base «; vamos nota-la por (R),. Chamando de f
a base canodnica, nosso problema, ainda, é obter a matriz de R em relacdo a B (que
chamaremos de (R)g).

Exercicio 14.4 Note que o problema estard resolvido se obtivermos dois conversores: o primeiro, que
chamaremos de (I )g converte as coordenadas (x1,x,x3) (do vetor U na base B) nas coordenadas

(y1,Y2,y3) (do vetor U na base a); 0 sequndo, que chamaremos de (1 )8, reverte as coordenadas (V1 Y5, ¥5)

(do vetor RU na base w) nas coordenadas (x, x%, x4) (do vetor RU na base B).

Ja temos as coordenadas, (a,b,c), de € na base . Suponhamos que as de €7 e de &,
sejam, respectivamente, (a1,b1,¢1) e (a2, by, c2). E facil, entdo, obter as coordenadas de
R7 na base candnica, a partir de suas coordenadas na base «:

/ /

x} a ay a a; a, a Vi

!/ / / / /
X | =y | b |ty b2 |tys| b |=]| b b2k Vs
x5 c1 Co c 1 ¢ ¢ 4

O que acabamos de obter, na verdade, é bem geral: acabamos de criar um método geral
para converter as coordenadas de um vetor em uma base qualquer nas coordenadas
do mesmo vetor em outra base qualquer. Vamos patenteéd-lo, sob forma de proposicdo.

Proposicdo: Sejam a e B sdo duas bases e ¥ um vetor de V. Se (¥)a e (7)g
sdo, respectivamente, os vetores coluna representando @ nas bases a e 5, entdo

(@)p = (U )5(5)a, sendo (I )5 a matriz cujos vetores coluna sdo os vetores da base «
representados na base B.

Voltando ao nosso problema, j& sabemos converter coordenadas de vetores na base «
para as coordenadas na base candnica. Para converter coordenadas na base candnica
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para coordenadas na base &, pela Proposicdo, precisamos das coordenadas dos vetores
da base candnica na base «. Teremos, entdo, a matriz (I )g Na&o custa nada observar

que, para qualquer vetor ¥, teremos

(@)a = (D(0)p = (I)

™R
~~
~
~
N—
™
~
<y
N—
=
N—
~~
~
~
SN—
™R
~
~~
~
SN—
™™
S—
S
<
N—
=
~

ou seja: (I)% é a inversa de (1)5

a1 dz a
Exercicio 14.5 Como vocé faria para inverter nossa matriz | by by b |?
ch1 C C

Exercicio 14.6 Mostre que é possivel obter, diretamente, a matriz da rotagdo na base candnica.

Sugestdo: dado um vetor 7, comece por projetar 7 sobre o eixo de rotagdo, obtendo 7 = (7,) € tome 71 = 7 — U e U = € ® ¥y; faga RT = ¥¢ + cos 077 + sin 07,

14.2 Outros exemplos em R>

Exemplo 2: Consideremos um cisalhamento perpendicular ao vetor €; (que suporemos
unitario). Ou seja, planos perpendiculares a €; deslizam, sobre si mesmos, na dire¢do
de um certo vetor €,, normal a €; (para simplificar, suporemos, também, €, unitario).
O deslizamento é proporcional a altura do plano (medida na dire¢ao de €;). Fazendo
€3 = €1 ® &, podemos entdo definir nosso cisalhamento da seguinte forma:

T(y1€1 + Y282 + Y3€3) = y1€1 + Y22 + y3€3 + ay1€2 = y1€1 + (Y2 + ay1)€2 + y3€3

(a é um coeficiente fixo, que indica a intensidade do deslizamento).
Exercicio 14.7 Confira que, na base o = (€1, €5, €3), a matriz da nossa transformagio é

1 00

a 10

0 01
Exercicio 14.8 Suponha conhecidas as coordenadas, na base candnica, de €, e €. Determine a matriz
de T na base candnica.

Exercicio 14.9 Observe que poderiamos também ter definido T, diretamente, por T¥ = U+ a (U, €;) €.

Exemplo 3: Nossa transformacdo, agora, é a projecao ortogonal sobre um plano que
passa pela origem. O plano, como de habito, pode ser dado por um vetor normal 77, que
suporemos unitario. Tomando, no plano, dois vetores unitdrios e ortogonais, €; e €,
teremos, fazendo €3 = 7, uma base ortonormal « = (€1,€,,€3). A matriz da projegdo,
nessa base, serd, entao,

SO
O = O
o O O
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Exercicio 14.10 Confira.

Exercicio 14.11 Suponha dado #i = aéj + bés + cé3, com a® + b? + ¢> = 1. Encontre, no plano
normal a 7i e passando pela origem, dois vetores unitdrios e ortogonais, €, e € (note que as possibilidades
sdo infinitas). Determine a matriz da projegio ortogonal sobre a na base €,, €, 7i; a partir dai, obtenha
a matriz da projecdo na base candnica.

Exercicio 14.12 Note que o problema pode ser resolvido, diretamente, subtraindo de cada vetor sua
componente na diregio de €.

Exemplo 4: Numa variante do exemplo anterior, consideremos a reflexao através de
um plano passando pela origem.

Exercicio 14.13 Usando a mesma base construida no exemplo 3, note que a matriz é

10 0
01 o0
00 -1
Exercicio 14.14 Mostre que, a exemplo do caso anterior, neste, também, podemos dar uma solugio
direta.

Exercicio 14.15 Resolva os problemas andlogos, para projegdes sobre e reflexdes através de retas
passando pela origem.

14.3 Matrizes ortogonais

A licdo, até agora, é: dependendo do problema, pode ser mais simples trabalhar com
uma base outra que a canodnica; isto pode resultar em obtermos, de forma quase
imediata, a matriz da transformacdo linear na base escolhida. O preco, porém, é
que, embora a matriz que converte coordenadas na nova base em coordenadas na
base canonica venha de graga, temos que inverté-la, para obter a matriz que converte
coordenadas na base canOnica em coordenadas na nova base. Inverter matrizes é, em
geral, trabalhoso. Mas, em algumas situagdes (é o caso em todos os exemplos que
escolhemos), a nova base ndo é qualquer base: é, também, ortonormal!

Exercicio 14.16 Suponha que os vetores coluna da matriz (b;;) sejam unitdrios e, dois a dois, ortogonais.
Seja (a;;) a matriz transposta de (b;;), isto é, a;; = bj; V(i, j). Calcule o produto (a;;)(b;;).

O leitor pode ter preguica de fazer o exercicio acima, o melhor é incluir no texto a
solucdo... No produto de duas matrizes,

ap1 ap a3 bi1 b b3
dy1 A A3 byy by by |,
a3y Az as3 b31 bz bss

procedemos como se multiplicissemos escalarmente cada linha da primeira por cada
coluna da segunda. Mas, no nosso caso, as linhas da primeira sdo as colunas da
segunda. Como os vetores coluna da segunda sdo unitarios e, dois a dois, ortogonais,
o resultado é a matriz identidade.
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Exercicio 14.17 Note que, como sabemos, se as matrizes 3 x 3 A e B sdo tais que AB = I, entio
BA = 1. Mostre que, se os vetores coluna de uma matriz sdo unitdrios e, dois a dois, ortogonais, entdo o
mesmo vale para seus vetores linha.

Definigdo: A transposta da matriz A = (a;;) é a matriz AT = (b;j), dada por b;j = aj;.
Definicdo: A matriz 3 x 3 A é dita ortogonal se satisfaz qualquer uma das
propriedades equivalentes abaixo:

* Os vetores coluna de A sdo unitarios e, dois a dois, ortogonais

o ATA=1

o A-1— AT

o AAT =1

* Os vetores linha de A sdo unitarios e, dois a dois, ortogonais

O conjunto das matrizes 3 x 3 ortogonais é chamado de grupo ortogonal (3 x 3) e
notado por O(3).

Exercicio 14.18 Mostre que as cinco propriedades acima sdo, de fato, equivalentes.
Exercicio 14.19 Mostre que, se A e B sio ortogonais, entido AB é ortogonal.

Exercicio 14.20 Seja T : V — V uma transformagdo linear que preserva o produto interno, isto é:

(Tu, TY) = (ii,7) Vi, o€ V.
Mostre que a matriz de T na base candnica é ortogonal. Mostre que a matriz de T em qualquer base
ortonormal é ortogonal.

14.4 O caso geral

De maneira geral, dados um espago vetorial V e duas bases, « e 8, de V, a matriz de
mudanca de base de a para  é

(D5

o

Exercicio 14.21 Veja se entendeu. I é a transformagdo identidade de V. em V. As colunas de (I )5 sdo
dadas pelos vetores de « escritos na base B.

Obviamente, a matriz de mudanca de base de 8 para «, (I )g, é a inversa de (I )f
Um caso particularmente interessante é aquele em que o espago V tem produto interno
e as duas bases em consideracdo, « e 8, sdo ortonormais. Nesse caso, se u e v sdo dois
vetores em V, representados, em B, por (u)f e (v)P, respectivamente, seu produto
escalar é dado, no caso real, por

(W, v) = ugv1 + ... + uyoy.

No caso complexo:
(W,v) = u101 + ...+ UpOp.
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Exercicio 14.22 Prove isso.

Assim, os vetores coluna de (I )5 sdo ortogonais (em R" ou em(”, conforme o caso).
E, entdo, imediato, a exemplo do que ja discutimos em R3, que a inversa de (I )f é
sua transposta, caso V seja espaco vetorial real (ou a transposta conjugada, se V é
complexo).

Exercicio 14.23 Prove.

Exercicio 14.24 Seja n um niimero natural, n > 1. Considere u e v em €, distintos e tais que

u" =v"=1. Fagau = (u,u?...,u")ev=(v,0%...,0"). Mostre que {u,v) = 0

Notacio: A transposta da matriz A é notada por A”. Caso estejamos trabalhando com
escalares complexos, a transposta conjugada (cujas entradas sdo os conjugados das
entradas de AT) é notada por A* (no caso real, as duas coincidem).

Definicdo: A matriz n x n A é dita ortogonal se satisfaz qualquer uma das
propriedades equivalentes abaixo:

¢ Os vetores coluna de A sdo unitarios e, dois a dois, ortogonais

e A*A=1
e Al = A%
o AA* =1

Os vetores linha de A sdo unitarios e, dois a dois, ortogonais

O conjunto das matrizes n X n ortogonais é chamado de grupo ortogonal (n x n) e
notado por O(n).

Exercicio 14.25 Prove que as cinco propriedades da definigdo sio, de fato, equivalentes.

Exercicio 14.26 Seja n um niimero natural, n > 1. Seja u = cos(2m/n) + isin(27t/n). Seja
A = [ajj] a matriz n x n dada por
u'
al-]- = ?

Mostre que A é ortogonal.



Capitulo 15

Outro exemplo: Polindmios

Nosso proposito, neste capitulo, é apresentar um exemplo, simples, em que diferentes
problemas conduzem, naturalmente, a utilizagdo de diferentes bases. Nosso espaco é
o dos polindmios de grau inferior a n, que chamaremos de P,. Vamos trabalhar com
polindmios a coeficientes reais, mas nao hesitaremos em estender os resultados ao caso
complexo.

Comegamos observando que Py, tem uma base natural: {1,x,x2,...,x""1}

15.1 Questado 1: achar polindmio dados seus valores em 7
pontos

Suponhamos fixados n ntiimeros distintos, x1, . . ., x,; suponhamos, ainda, dados outros
n nameros, que ndo precisam ser diferentes, yy,...,y,. Queremos encontrar um
polindmio p, de grau inferior a n, tal que p(x;) = y;, i = 1,...,n. Vocé pode supor
que os numeros dados sdo reais, mas nao faz diferenca: o caso complexo, ou mesmo se
trabalharmos em outro corpo qualquer, é andlogo.

Uma abordagem simples é escrever

p(x) = a1 X" 1. Faix+a,,

considerar a,_1,...,4, como incégnitas e, substituindo cada x;, obter n equagdes.
Matricialmente!, temos o sistema

1 x x% e x?‘l ao V1
1 x x5 - ! U I
1 Xn x% T xﬁ_l Ap—1 Yn

Uma outra abordagem, mais esperta, parte da observacdo seguinte: se multiplicarmos
todos 0s mondmios (x — x;), exceto (x — x;), teremos um polindmio, de grau n — 1,

lesta matriz é conhecida como matriz de Vandermonde

121
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que se anula em todos os x;, exceto X;j. Assim, usando o simbolo [ ] para produtério,
podemos definir, paraj =1,...,1n, os polindmios Pjs dados por

?:1,1'7&]'(95 — ;)

H?:l,i;éj(xj —x;)

pi(x) =

E imediato que

0,i#]
p](xl):{ 1’ li; ’

de forma que nosso polindémio, p, é dado por

p(x) = Yy,
=1

15.2 Polinémios de Lagrange, uma nova base para P,

Resolvido nosso problema, podemos, da solugdo, extrair algum ensinamento. Visto
que escrevemos nosso polindmio como combinagéo linear dos polindmios p; (que sdo
n e, todos, de grau n — 1) é natural perguntar, e imediatamente responder de forma
afirmativa, se os pj ndo constituiriam uma base para P;,.

Proposi¢ao: Dados n ntimeros reais (podem ser complexos) distintos, xi,...,x,, 0s
correspondentes polindmios (ditos de Lagrange /4, ..., ¢, dados por

?:1,i¢j(x — X;)
Tl i (% — %)

ti(x) =
formam uma base para Py,.
Demonstracdo: Como temos n elementos de P,, que é de dimensdo n, basta provar que

sdo linearmente independentes. Suponhamos, pois, que, para escalares ay,...,«a,, seja
identicamente nulo o polindmio

p(x) = arly(x) + - 4 aply(x).

Fazendo, sucessivamente, x = x1,...,x = x,, obtemos a1 = ... = a, = 0. |

Coroldrio: Suponhamos fixados n ntimeros distintos, xy, ..., x,; suponhamos, ainda,
dados outros n ntimeros, que ndo precisam ser diferentes, y1,...,y,. Entdo existe um
tnico polindmio p de grau inferior a n tal que p(x;) =vy;, i =1,...,n.

Demonstragdo: Acabamos de provar a existéncia. Se houvesse duas solugdes distintas, p; e p>
sua dferenca seria um polindmio de grau inferior a n com 7 raizes, ja que se anularia em cada
um dos x;. u
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Exercicio 15.1 Considere, dado o espago vetorial E, o conjunto E' das transformagdes lineares de E em
R (ou em(C, se for o caso). Mostre que, com as operagdes naturais, E' é um espago vetorial. E' é chamado
de espaco dual?® de E.

Exercicio 15.2 Se v, ..., vy, formam base de E, mostre que existe uma tinica base, f1, ..., f, de E', tal
que

fie={ Y120

A base formada pelos f; é dita base dual a formada pelos v;.

Exercicio 15.3 Seja E o espago vetorial das fungdes de R em R (ou de@C em(, se for o caso). Mostre que,
para cada x em R (ou em(C), a aplicagio de E em R (ou emC), dada por f — f(x), é um elemento de E’

Exercicio 15.4 Note que P, é subespago vetorial do espago E definido no exercicio anterior. Conclua
que todo elemento de E', quando restrito a P, é elemento do dual de P,,.

Exercicio 15.5 Sejam x1,...,x, niimeros reais (ou, eventualmenete, complexos) distintos e {1, ..., ¢,
0s correspondentes polinomios de Lagrange. Mostre que a base dual a formada pelos {; é a formada pelos

fitp—plx)).

15.3 Questao 2: toda curva polinomial é de Bézier?

Dados os pontos Ay, ..., A, (usualmente, em R?%; mas podem estar, também, em R3
ou, a rigor, em qualquer RY), a correspondente curva de Bézier® ¢ dada por

Aoyeis A =Y () 1= A £ € [0,1].
B =1 (§)Fa-oa e

Olhando para as coordenadas, temos polindmios (de grau, no maximo, n) em t. E
natural, entdo, conjecturarmos que toda curva ¢ : [0,1] — RN, dada, em cada
coordenada, por um polinémio, seja uma curva de Bézier. Com a experiéncia adquirida

nas se¢des anteriores, é natural observar que temos, em cada coordenada, uma
combinacao linear dos polindmios, todos de grau n,

By(t) = ( . ) th(1 — )n*.
154 Polindomios de Bernstein, uma nova base para P,

Os n + 1 polinémios By ,, todos de grau n, definidos por

2eventualmente, de dual algébrico de E

3Se precisar, dé uma olhada no Livro 1
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n

Bin(t) = ( v )tk(1—t)"—k,

sdo ditos os polindmios de Bernstein de ordem n.
Proposic¢ao: Os polindmios de Bernstein de ordem n formam uma base para Py, 1.
Demonstracdo: Temos n + 1 elementos de um espago, P,+1, de dimensdo n 4 1. Basta,

pois, mostrar que sdo linearmente independentes. Suponhamos, pois, que, para certos reais
Ko, ..., &y, seja identicamente nulo o polindmio p dado por

p(t) = kzo w( f )

Fazendo t = 0, obtemos diretamente a, = 0. Em seguida, ja com &, = 0 e pondo em evidéncia
o fator comum ¢, obtemos

tEan ( )tkll—tnk
k k ( ) !
k=1

que deve, também, ser identicamente nulo. Ora, isto significa que o somatdrio deve ser nulo
para t diferente de zero. como se trata de um polinémio,

knzllxk ( Z > tk—l(l _ t)n—k

tem que ser identicamente nulo. Fazendo, de novo, t = 0, temos a; = 0. Repetindo
indutivamente o raciocinio, obtemos &, = &1 = - - - = &, = O. [ |



Capitulo 16

O Teorema do Ntcleo e da Imagem

16.1 O Teorema do Ntcleo e da Imagem em R®

Nesta segdo, V representa o espaco dos vetores flechinha, que pode ser identificado a
R3. Se T : V — V é um isomorfismo, o trepatrepa cataldo nos d4 uma boa nogio de
como funciona T. Mas, se o trepatrepa degenera, as coisas ficam menos claras.

Definicdo: Se T : V — V é uma transformagdo linear, a imagem de T é o subespago
vetorial de V definido por Im(T) = {T%, 7 € V}.

Exercicio 16.1 Mostre que a imagem de uma transformagdo linear é, de fato, um subespago do
contradominio.

Observagio: Se (€1, €, €3) € uma base qualquer de V, a imagem de T é o conjunto das
combinagdes lineares de T€;, T€; e T€3. Note que temos, entdo quatro possibilidades:

» Tg,, T€, e T€3 sdo linearmente independentes. Neste caso, T é um isomorfismo
e Im(T) = V. Neste caso, Im(T) é de dimenséo 3 (dimIm(T) = 3).

* Dentre T€;, T€; e T€3 ha dois, mas ndo trés, que sdo linearmente independentes.
Neste caso, Im(T) é o conjunto das combinag¢des lineares de dois vetores e §é,
portanto, um plano passando pela origem. Neste caso, Im(T) é de dimensao 2
(dimIm(T) = 2).

® Os trés, T€1, T€, e T€3, estdao alinhados (e pelo menos um é ndo nulo). Entdo
Im(T) é o conjunto dos multiplos de um vetor; é, portanto, uma reta passando
pela origem. Neste caso, Im(T) é de dimenséo 1 (dimIm(T) = 1).

e Caso totalmente degenerado: Im(T) = {6} Neste caso, Im(T) é de dimensio 0
(dimIm(T) = 0).

Consideremos os casos em que a dimensdo de Im(T) é menor do que 3. Para
mandarmos o V, que é de dimensdo 3, em algo de dimensdo menor, alguma
compressdo deve ter sido feita. Um primeiro passo é olharmos para a imagem inversa
de um ponto de Im(T), @ = T7). Como sabemos, se T ndo é sobrejetiva, ndo pode ser
injetiva. Uma observacao simples é: se Tii = 0, entdo T(dy + if) = Ty + Tii = Ty =

—

w.
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126 Capitulo 16: O Teorema do Nrticleo e da Imagem
Proposicio: Se T : V — V é uma transformagio linear, seja N(T) = T~1(0), isto é:
N(T) = {ﬁeV|Tﬁ:6}.

Se Ty é um vetor qualquer tal que Ty = @, entdo a imagem inversa de @, T~ (@) =
{7 €V |Tv=1w},édada por

T~ Y®) =y + N(T) = {Fy +ii, it € N(T)}.

Demonstracdo: Se Tt = @ e U estd em ¥y + N(T), temos ¥ = Uy + i, para algum i em N(T).
Mas, entdo, temos T3 = T (T + il) = Ty + Tii = TP = ©, o que mostra que T estd em T~ (@)
e prova que 3y + N(T) C T~'(@). Reciprocamente, se ¥ estd em T~ (@), temos TF = .
Fazendo il = 7 — 3, temos Til = TG —T0y) = @ — @ = 0, o que nos dd ¥ = ¥y + ii, com
it € N(T); ou seja, @ € Ty + N(T). Isso mostra que T~ (@) C Ty + N(T), e conclui a prova.
|

Im(T)
N(T
O r H(w i
Figura 16.1:

Defini¢dao: O conjunto
N(T) = {ﬁe V|Tﬁ:5}
é chamado de nicleo da transformagéo linear T.

Pelo que acabamos de ver, o espago V, visto como o dominio da transformacéo T,
é decomposto em subespacos afins paralelos ao ntcleo, cada um dos quais é levado
em um ponto da imagem. Excluindo os casos em que a transformagao é sobrejetiva
ou totalmente degenerada, teremos, como veremos a seguir, seja um feixe de retas
paralelas, seja um fatiamento em planos paralelos.



16.1: O Teorema do Niicleo e da Imagem em R3 127

Para melhor entendermos N(T'), consideremos a matriz de T na base canonica. Temos,

X
entdo, se (T) = (a;;) el = | y |, Tii édado por:
z
a1 a2 a413 X a1 a2 ai13
a1 dax axs y | =x\| axn | +y| ax | +z| a3 | =
a3y Az ass z a3l asp as3
aix ay ai3z a11x +appy + a3z
=\ axnx |+ | axy |+ | a3z | = | axx+axpy+axpz
as1x azy assz az1x + aspy + aszz

Assim, para que i esteja no nticleo de T, é preciso que suas coordenadas satisfacam as
trés equacoes:

apx +apy +a;zz =0
ax1X + axpy + a3z = 0
az1x + azy + azzz =0

Exercicio 16.2 Mostre que N(T) é o complemento ortogonal do subespaco gerado pelos vetores linha da
matriz de T na base candnica.

Em principio, cada uma das trés equagdes define um plano passando pela origem
(a menos que os trés coeficientes sejam nulos, o que daria 0 = 0). Como N(T) é a
intersecdo, temos as seguintes possibilidades:

* Os planos se interceptam em um ponto (que, necessariamente é 0, j& que todos
passam pela origem). Neste caso, a dimensado de N(T) é 0 (dimN(T) = 0).

e Os planos se interceptam em uma reta passando pela origem: N(T) é uma reta
passando pela origem. Neste caso, a dimensdo de N(T) é 1 (dimN(T) = 1).

* Os planos sdo coincidentes: N(T') é um plano passando pela origem. Neste caso,
a dimensdo de N(T) é 2 (dimN(T) = 2).

¢ Caso totalmente degenerado: todos as entradas da matriz de T sdo nulas, as
trés equagdes sdo 0 = 0, N(T) = V. Neste caso, a dimensdo de N(T) é 3
(dimN(T) = 3).

E interessante observar que o primeiro caso corresponde a T ser um isomorfismo, ja
que Teéy, Té; e Té; terdo que ser linearmente independentes (caso contrdrio, terfamos
0 = xTe; + yTeé; + zTeé3, para algum terno (x,y,z) # (0,0,0), o que daria um elemento
ndo nulo, xé1 + yé; + zé3 em N(T)). Por acaso, isto nos da, como dim V = 3,

dim N(T) + dim Im(T) = dim V.
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Exercicio 16.3 Mostre que, também no caso em que dimN (T) = 3, temos

dim N(T) + dim Im(T) = dim V.

Note que é razodvel imaginar que a férmula acima seja geral: para jogar V, que é
tridimensional, em um plano, que é bidimensional (ou seja, dim Im(T) = 2), devemos
perder uma dimensdo, possivelmente jogando retas do dominio em pontos da imagem,
o que significa que o nicleo deve ser unidimensional; se, por outro lado, a imagem
de T for unidimensional, entdo devemos perder duas dimensdes, jogando planos em
pontos da imagem, e o nticleo deve ser bidimensional.

Teorema do Niicleo e da Imagem:' Se T : V — V é uma transformacdo linear, entdo
dim N(T) + dim Im(T) = dim V.

Demonstragado: Os casos em que dimN(T) = 0 ou dimN(T) = 3 sdo simples, ja fizemos.

Suponhamos, pois, caso 1, que dimN (T) = 1. Podemos, entdo, tomar um vetor ndo nulo,
it, em N(T). O Lema Fundamental nos garante que podemos tomar dois vetores, U1 e T,
tais que (i, 71, 72) seja base de V (podemos, inclusive, exigir que 7; e ¥, sejam uma base do
complemento ortogonal de N(T)). Afirmamos que T7; e T, sdo linearmente independentes
e geram Im(T) (isto é Im(T) é o conjunto das combinagdes lineares de T7; e T%,). De fato,
como Tii, T9 e T, geram Im(T) e Tii = 0, temos que T e T, geram Im(T). Resta provar
que T7; e T, sdo linearmente independentes. Se ndo fossem, um deles, digamos T¥; , seria
multiplo do outro. Mas, entdo, supondo T, = tTv;, teriamos T(¥, — t7;) = 0, o que daria
¥, — t7; € N(T). Logo, para algum escalar s, teriamos @, — t7; = sii, e il, U e U ndo seriam
linearmente independentes. Portanto, dim Im(T) = 2.

Suponhamos agora, caso 2, que dimN(T) = 2. Podemos, entdo tomar dois vetores linearmente
independentes, if; e il», tais que N(T) seja o plano gerado por if; e ii. De novo, usando o Lema
Fundamental, podemos completar if; e il por um vetor 7, que podemos supor um gerador de
N(T)*, de forma que i/ e ii; e T formem base de V. Como no caso anterior, temos que T7 gera
Im(T). Além disso, T? ndo pode ser nulo, ou 7 estaria em N(T) e seria combinacdo linear de
il e ilp. Logo, dimIm(T) = 1. u

Escélio: Nossa demonstracdo contém mais do que o prometido no enunciado.
Provamos que a imagem de T tem a mesma dimensdo que o complemento ortogonal
do ntcleo e que T leva os elementos de N(T)* bijetivamente nos de Im(T). Suponha
que a matriz de T na base canonica seja

a1 42 413
ap1 dpxy a3
az1 dzp ass

Ja observamos que Im(T) é o subespago de V gerado pelos vetores coluna da matriz.
Mas temos também que o nticleo de T é o conjunto dos vetores ortogonais aos vetores

10 que aqui estamos enunciando é uma versao simplificada de um teorema mais geral, que veremos
logo a frente. Achamos melhor manter o nome, do Niicleo e da Imagem, e o titulo de nobreza, Teorerma
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linha da matriz. Na verdade, temos que o complemento ortogonal de N(T) é o
subespaco gerado pelos vetores linha da matriz. Assim, a dimensdo do subespaco
gerado pelas colunas da matriz é igual a do subespaco gerado por suas linhas.

16.2 O caso geral

Defini¢dao: Sejam V e W espacos vetoriais (reais ou complexos) e T : V. — W uma
transformacao linear. O ntcleo de T é o subespago N(T) de V, definido por

N(T) =T 10)={veV|Tv=0}.
A imagem de T é o subespaco Im(T) de V, definido por

Im(T) = T(V) = {Tv, v € V}.

E imediato que, se, para um certou € Ve um certow € W, se tem Tu = w, entdo
T Y w)=u+N(T)={u+v]|veN(T)}

(é claro que T(u+v) = Tu+Tv = w+ 0 = w, Vv € N(T); reciprocamente, se
u; € T-Y(w), entdo T(u; —u) = w—w = 0, 0 que mostra que u; —u € N(T), e
u =u-+ (1.11 — u))

Exercicio 16.4 Mostre que o niicleo ¢, de fato, subespago vetorial de V. Mostre que a imagem é
subespago de W.

Consideremos, no caso geral, dois espagos vetoriais (podem ser reais ou complexos,
nada muda), V e W e uma transformacdo linear, T, de V em W. Vamos supor que V é
de dimensao finita (o que assegura que Im(T) = {Tv, v € V}, também, é de dimenséo
finita).

Teorema do Nicleo e da Imagem: Se T : V. — W é linear e V é de dimensao finita,
entao
dim N(T) + dim Im(T) = dim V.

Demonstra¢do: Como N(T) é, forcosamente, de dimenséo finita, podemos tomar uma base,
a = {e1,...,&}, de N(T). Podemos ainda, gracas a nosso velho e bom Lema Fundamental
(que vale, sem alteracdes, para espagos complexos), complementa-la com n — k vetores,
€k+1,- - -, En, de forma que B = {e1,...,&,} seja base de V. Seja, entdo, Vi o espaco gerado
por €x41,...,&; (note que dim Vi = n —k = dim V —dim N(T)).2 Consideremos, agora, os
vetores wi = Teji1,..., W, = Te, em Im(T) C W. Vamos provar que wy, ..., W, _x formam
base de Im(T), o que encerrard a demonstragao.

2Neste caso, V é soma direta de N (T) com V7, isto €, todo elemento de V se obtém, de forma tnica,
como soma de um de N(T) com um de V;. Se V for espago com produto interno, podemos nos dar ao
luxo de escolher Vi = N(T)+ = {ve V| (v,n) =0V n € N(T)}, isto é, o complemento ortogonal de
N(T))
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1. Se twi + ...+ t, W, = 0, entdo T(H1€¢11 + ...+ t,_r&n) = 0, 0 que significa que
tiegr1+ ... +ty_xen € N(T). Ora, isto s6 é possivel se t; = ... = t,_x = 0, 0 que mostra
que Wi, ..., W,_ sdo linearmente independentes.

2. Sew € Im(T), podemos tomar v em V tal que Tv = w. Fazendo v = t1&1 + ... + f, &y,
temosw =Tv =tHTer + ...+ {Tep +trogwr + ... +Ht,Wy g = W1+ ...+ Wy g,
0 que encerra a demonstragdo. u

Escélio: Nossa demonstracdo contou com o apoio de um subespaco auxiliar V; de
V, tal que dimVy + dim N(T) = dimV e dimVy, = dim Im(T). Como ja observamos,
caso V tenha produto interno, podemos escolher Vi = N(T)+. Assim, quando V tem
produto interno, nosso teorema também diz que dim Im(T) = dimN(T)*.

Suponhamos que V = R", que W = R" e que T seja a transformacao linear dada pala
matriz m x n [a;;]. Ora, neste caso, a imagem de T é o espaco gerado pelos vetores
coluna da matriz e o nticleo de T é o espaco dos vetores que sdo ortogonais aos vetores
linha de [a;j].

Exercicio 16.5 Prove as duas 1iltimas afirmagoes acima.

Corolario: Seja [a;;] matriz m x n a coeficientes reais. Sejam E o subespaco de R"

gerado pelas linhas de [a;;] e F o subespago de R™ gerado pelas colunas de [a;;]. Entdo
dimE = dimF.

Demonstragédo: Basta notar que F = Im(T) e que N(T) = E+, ouseja: E = N(T)* e F = Im(T).
|

Exercicio 16.6 Seja [a;j] matriz m x n a coeficientes complexos. Mostre que o niicleo da transformagdo
linear T :C" — ™ dada por [a;j] é 0 espago ortogonal ao gerado pelas linhas de [a;;| (a barra indicando
conjugagio complexa) Observe que isto equivale a ser N(T) ortogonal i imagem da transformacao linear
T* :C" —C" dada pela matriz transposta de [a;).
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O determinante, de novo

17.1 Determinante de transformacio linear em R>

Talvez vocé tenha pulado a se¢do “O trepa-trepa cataldo”...Volte a ela (pagina 90) e
ataque o exercicio que esta no final.

Uma das propriedades das transformagoes lineares é tratar de maneira uniforme o
espaco: a imagem de um cubinho de centro na origem é congruente a do mesmo
cubinho transladado para outro ponto qualquer do espago. Mais precisamente: sejam
V espago vetorial real de dimensdo trése T : V — V linear. Seja X um subconjunto
qualquer de V. Suponhamos que translademos todos os pontos de X, usando um vetor
o, obtendo o conjunto Xj:

Xo={x+7) x € X}.

Como a translacdo preserva distancias e angulos, X é congruente a X. Mas o mesmo
acontece com T(X) e T(Xp):

T(Xo) = {Txp, xp € Xo} ={T(x+7p), x € X} =

= {Tx+T%, x € X} = {y+ T7y, y € T(X)}.

Da mesma forma, se X; é a imagem de X por uma homotetia de razdo r,
X) ={rx, x € X},
entdo T(X;) é aimagem de T(X) pela mesma homotetia:
T(X1) = {Tx;, e X3} ={T(rx), x € X} =
= {r(Tx), xe X} ={ry, ye T(X)}.
Exercicio 17.1 Mostre, com um exemplo, que o mesmo ndo acontece com figuras rodadas: se rodarmos

um cubo Q, obtendo o cubo Qo, entdo Q e Qo sido congruentes, mas um cisalhamento T pode nos dar
T(Q) e T(Qo) ndo congruentes.

131
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Figura 17.1:

As observagdes acima devem ser suficientes para que o leitor se convenca da
veracidade do seguinte resultado:

Teorema: Se T : V — V é uma transformagcao linear, entdo existe um niimero « tal que,
para todo sdlido X C V, se tem volume de T(X) = a volume de X.

Demonstracdo: Entendemos por sélido, sem entrar em demasiados detalhes, qualquer
subconjunto X de V cujo volume possa ser calculado por meio de aproximagdes, por dentro e por
fora: as aproximagdes por dentro consistem em colocar, dentro de X, cubinhos cujos interiores
ndo se interceptem; as aproximagdes por fora consistem em colocar X dentro de uma unido de
cubinhos cujos interiores nao se inteceptam.!

Pelo que acabamos de ver, se fizermos, para X, aproximagdes, por dentro e por fora,
usando cubinhos de lados paralelos aos vetores da base candnica, teremos, automaticamente,
aproximagdes para T(X), por dentro e por fora, usando os paralelepipedos imagens dos
cubinhos usados para X. Mas pelo que aprendemos sobre determinantes, a razdo entre
o volume do paralelepipedo imagem e o volume do cubinho original é |det(Te, Té, Tes)|,
qualquer que seja o cubinho (veja se acredita mesmo). Tomando supremos e infimos (e
roubando um pouquinho, ou gastando mais tempo e espaco para cuidar dos detalhes),
concluimos que volume de T(X) = a volume de X, com « = |det(Te1, Téz, Té3)|. u

Escélio: Pelo que acabamos de ver, a razdo a entre os volumes de T(X) e de X é
dada por a = |det(Tej, Té, Téz)|. E um pouco desagradavel termos esse ntimero
atrelado a base candnica. No entanto, é imediato que, se i/, ¥ e W sdo linearmente
independentes, entao |det(Tii, T7, T®)| = a|det(il, 7, @)|. E claro, também, que o sinal
de det(Téy, Tey, Te) indica se T estd preservando ou invertendo a orientagio do espago.

!Fica entendido que os cubinhos terdo lados paralelos aos vetores da base candnica. Podemos,
eventualmente, ter sélidos degenerados, que terdo volume nulo; neste caso, as aproximacdes por dentro
sdo feitas por zero cubinhos. A hipétese é que o infimo dos volumes das aproximagdes por fora é igual
ao supremo dos volumes das aproximagoes por dentro
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Lembramos que a transformagdo linear T é um isomorfismo se é bijetiva, o que
equivale a dizer que a imagem por T de qualquer base de V é uma base de V.

Proposi¢ao: Suponhamos que a transformacao linear T : V' — V seja um isomorfismo e
que as bases (iiy, U1, 1) e (iip, U, W, ) tenham a mesma orientacao (isto é, det (iiy, 71, 1)
e det(ilp, U, W;) tenham o mesmo sinal). Entdo (Tiiy, T, Tw,) e (Tiiy, TT,, TW,) tém
a mesma orienta¢do (ou seja, o sinal de det(Tiiy, Tth, Tw) e det(Tiiy, Tt, Twy) € 0
mesmo).

Demonstragdo: Se (if1,¥1,w;) (ilp, U2, W;) tém a mesma orientagdo, podemos fazer uma
deformacdo (€1(t),€2(t),€5(t)), t € |[a,b], comegando em (if1,71,@1) e terminando em
(i, Up, Wy), de forma que, para todo t em [a,b], (€1(t),€2(t),€5(t)) é uma base. Mas,
entdo, (T€1(t), Téx(t), Tes(t)), t € [a,b] é uma deformacdo comegando em (Tiiy, T, Tw)
e terminando em (Tiip, T0p, TW,) (note que, como cada €;(t) é continua, as correspondentes
T€;(t) também sdo continuas; além disso, como acabamos de observar, o fato de ser T um
isomorfismo garante que (T€1(t), T€2(t), T€3(t)) é uma base, para todo t em [a, b]). u

Agora ja estamos suficientemente motivados para definir o determinante de uma
transformacao linear.

—

Defini¢do: Se T : V — V é uma transformacéo linear e (if, 7, @) é uma base qualquer de
V, o determinante de T é a razdo entre det(Tii, T, T®) e det (i, U, @). Notagao: det(T).

P2

Observagio: Note que, pela Proposigdo 2 da pégina 70, det(ii, U, @) é ndo nulo sempre
que i, ¥ e W sdo linearmente independentes.

Proposi¢do: Se S e T sdo transformagdes lineares de V em V, entdo det(ST) =

det(S)det(T).

7

Demonstra¢do: Suponhamos, primeiro, que T seja um isomorfismo.Neste caso, se (if, 7, @) é
uma base qualquer de V, (Tii, T7, T®) serd, também, base de V. Logo,

det(STii, STT,STw)  det(S(Tii),S(Tv),S(Tw)) det(Tii, Tv, Tw)
det (il, ¥, ) N det(Tii, T, TW) det(i, 7, @) '
e o resultado vale. Caso T ndo seja isomorfismo, teremos det(T) = 0 e, como ST também

ndo serd isomorfismo, det(ST) = 0. Logo, independente de como seja S, teremos det(ST) =
det(S)det(T). [

Deixamos como exercicios um conjunto de propriedades importantes do determinante.

Exercicio 17.2 Mostre que det(T) = 0 se, e somente se, T nio é isomorfismo.
Exercicio 17.3 Mostre que, se T ¢é isomorfismo, entdo det(T~') = (det(T))~L.

Exercicio 17.4 Seja (T)p a matriz da transformacdo T na base candnica. Mostre que det(T) =
det(T) B-

Exercicio 17.5 Sejam A e B duas matrizes 3 x 3. Mostre que det(AB) = det(A)det(B).
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Exercicio 17.6 Seja (T), a matriz da transformagio T em uma base qualquer, que designaremos por «.
Seja (I )% a matriz cujas colunas sio as coordenadas dos vetores da base candnica na base a. Mostre que

a matriz de T na base canonica, (T)g, é dada por (T)g = ((I)g)*l(T),X(I)%.

Exercicio 17.7 Seja (T), a matriz da transformagio T em uma base qualquer, que designaremos por «.
Mostre que det(T) = det(T)s,.

Estd tudo muito bom, mas, pensando bem, nossa defini¢do repousa sobre um Teorema
que ndo é trivial e, principalmente, cuja demonstracio deixou pontos nebulosos.? A
préxima segdo tem por objetivo apresentar a mesma definicio em termos puramente
algébricos, sem recorrer ao Teorema bonitinho mas suspeito.

17.2 Formas trilineares alternadas

Em nossa primeira discussao (capitulo 4), o determinante foi apresentado como uma
funcdo w que, a cada terno ordenado (i, 7, @), associa um namero, w (i, ¥, @), com as
propriedades:

— ~

o linearmente dependentes
L, W) + t w(ily, U, ) Vt, iy, ily, T, W

~

(if)

i, 7,
i+ tuz,ﬁ,i)) = w(ﬁl
i,v w (i + t w(id, Ty, W) Vt,il,T1,Tp, @

SEESEESIEN

AN AN AN AN

Naquela ocasido observamos que, das propriedades (i) e (ii), segue que w troca de
sinal, se trocamos de posi¢do dois dos vetores. Assim, chamamos uma fun¢do com as
propriedades (i) e (ii) de forma trilinear alternada. Em seguida, escrevendo os vetores
il, U e W na base canonica,

= ap161 + axé + a3,
= aipeq + axpep + aszes,
= ajzeq + axzep + asses,

SIS

~~

e usando as propriedades (i) e (ii), obtivemos

w(il, 7, W) = w(ay1e1 + a6 + a31€3,a1261 + a0 + a32€3,a13€1 + A23e3 + a33€3) =
(a11022a33 — A11423032 + A12A23031 — A12021A33 + A13021032 — 13022431 )W (€71, €3, €3).

Observacgdo: Assim, o determinante det(if, ¥, @) é caracterizado por uma escolha da
unidade de volume: escolhemos det(éi,é5,¢3) = 1. Dai decorre que toda forma
trilinear alternada é apenas um mdltiplo do determinante (é como se trocdssemos a
unidade de medida: todos os volumes seriam multiplicados por um mesmo fator).
Mais precisamente,

2 A definigao de volume pede cuidados: se estd dada em termos de aproximagdes por cubinhos, entao
é preciso provar que o volume de um paralelepipedo é a drea da base vezes a altura. Alids... o que é
drea?
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Proposicdo: Seja w : V x V xV — V uma forma trilinear alternada e seja a =
w(ei, e, e3). Entdo

— — —

w(il,7,0) = adet(il,7,0), Vil,7,0 € V.

&

Coroldrio: Se T : V — V é uma transformagdo linear, entdo, qualquer que seja a base
(i4,7,w) de V, vale

det(Tii, T3, T®)

— det(Té}, Tés, TE3).
det(il, 3, @) et(Tei, Tey, Té3)

Demonstragdo: Seja w : V x V. x V — V a forma trilinear alternada dada por w(if, 7, @) =
det(Tii, TU, Tw) (exercicio: verifique que w é, de fato, trilinear e alternada). Pela Proposicdo,
temos

det(Tii, T3, T®) = det(Té;, Té, Tés) det (i1, 3, @), ¥ ii,,@ € V.

Se (if, 7, W) é base de V, entdo det(ii, 7, @) # 0; logo,

= det(Té;, Tés, Té3).

17.3 Formas de medir volumes

Se queremos levar para dimensdes mais altas as mesmas ideias que nos conduziram
ao determinante em R3, devemos comecar com

Defini¢ao: Seja V um espaco vetorial (real ou complexo), de dimensdo n. Uma forma
de medir volumes (n-dimensionais) em V é uma aplicagcdo w : V" — R ou( tal que:

(i) w é n-linear, isto é, é linear em cada coordenada® e
(i) w(vy,va,...,v4) = 0 sempre que v1, 0y, ..., v, forem linearmente dependentes.

Exercicio 17.8 Mostre que, na presenga da condigio (i) acima, a condigdo (ii) é equivalente a

(iii)w(v1,v2, . .., vn) = 0 sempre que existam dois indices distintos, i e j, tais que v; = v;.

Exercicio 17.9 Seja w : V' — R ouC uma forma de medir volumes. Mostre que w é uma forma
n-linear alternada, isto é:

(iv)w(v1,...,0,...,0j,...,0n) = —w(01,...,0j,...,0i,...,0y) para quaisquer vetores vy, ..., 0y
emV.

Sou seja: para todos vy, .. ., Vj, Uj, ..., Uy € para todo A, vale

w(vl,...,vj—i—)xu]-,...,vn) = w(vl,...,vj,...,vn) +Aw(01,...,u]-,...,vn)
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Exercicio 17.10 Suponha que w : V" — R ou(C é linear em cada coordenada. Mostre que as condigdes
(ii) (da defini¢do), (iii) e (iv) (dos exercicios acima) sio equivalentes.

De maneira geral, se w : VP — R ou( é linear em cada coordenada e satisfaz
w(vy,...,0,.. .,v]-,...,vp) = —w(vl,...,vj,...,vi,. ..,Up) para quaisquer vetores
v1,...,0p em V, w é dita uma forma p-linear alternada. Usaremos, para formas de
medir volumes, o nome forma n-linear alternada, que é mais usual. O espaco das
formas p-lineares alternadas em V, qualquer que seja p em N, é denotado por A, (V).

Exercicio 17.11 Mostre que A,(V), com as operagdes (wy + w2)(v1,...,0p) = wi(v1,...,0p) +
wy(v1,...,0p) & (tw)(v1,...,vp) = t(w(vy,...,0vp)), é um espaco vetorial.

Exercicio 17.12 Mostre que, se w é forma p-linear alternada e p > n, entdo w(vy,...,vp) = 0,
quaiquer que sejam vy, ..., Up.

Exercicio 17.13 Parece razodvel que, se dimV = n, entdo o espago das formas n-lineares alternadas de
V tem dimensdo 17

Exercicio 17.14 Sejam V um espago vetorial de dimensdo n e w uma forma n-linear alternada em V.
Mostre que sio equivalentes:

a) w é identicamente nula;

b)existe base vy, ..., v, de V tal que w(vy,...,v,) = 0;

c)para toda base vy, ..., v, de V se tem w(vy,...,v,) = 0.

O exercicio acima nos coloca diante de uma questdo aparentemente simples mas
que merece alguma reflexdo: se w é uma forma n-linear alternada e conhecemos
w(v1,...,0,), entdo, para qualquer permutacdo ¢ dos indices i, estd perfeitamente
determinado o valor de w(vg,,...,0s,) (dado, é claro por tw(vy,...,v,))? A ideia
é que podemos, a partir de vy, ..., vy, ir trocando de posi¢do dois vetores de cada vez,
até chegarmos a configuragdo vy, ..., Us,; a cada troca, muda o sinal de w. A questado
é: existem infinitas maneiras de partir da configuracdo inicial e chegar a final; serd que
todas nos dardo o mesmo resultado (isto é, o mesmo sinal)?

E hora de darmos uma arrumada na casa...

17.4 PermutacOes

Defini¢ao: Uma permuta¢do do conjunto X é uma bijecdo de X em X. O conjunto
das permutagdes de X é notado S(X). Se X = {1,2,...,n} S(X) é trocado por S, (se
o pertence a Sy, o(k) é notado 0y). Usamos chamar de produto a composta de duas
permutagoes.

Entre os elementos de S, destacaremos as transposi¢des, que sdo as que mantém fixos
todos os elementos de {1,2,...,n}, exceto dois (a mesma defini¢do, a rigor, vale em
qualquer S(X)). A transposi¢do que troca i e j é designada por (ij). Mais geralmente,
dizemos que o em S(X) é um ciclo de ordem k, co > k > 2, se existe um subconjunto
A de X, com exatamente k elementos, tal que:

1. o(x)=xVx¢&A;
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2. 3x€A|Vye ATjly=d(x).
Chamaremos A de conjunto dos pontos nao fixos do ciclo ¢.

Exercicio 17.15 Entenda que, se o é um ciclo, o conjunto A dos pontos ndo fixos é obtido assim: excolhe-
se um x qualquer tal que o(x) # x. Tomam-se os elementos x,0(x), 0?(x), 0>(x),.... Como A é
finito, depois de um certo niimero, k, de iteragdes, volta-se a algum dos elementos anteriores. Mostre que
o primeiro que volta é o proprio x. Assim, A = {o(x), 0*(x), c>(x),..., o¥(x) = x}.

Exercicio 17.16 Sejam ¢ um ciclo e A o conjunto de seus pontos nio fixos. Seja x um elemento qualquer
de A. Mostre que¥Vy € A3j|y=0dl(x).

Exercicio 17.17 Mostre que todo elemento de S, é produto de ciclos disjuntos (dois ciclos sdo ditos
disjuntos se todo elemento de {1,2,...,n} fica fixo por, pelo menos, um dos dois).*

Exercicio 17.18 Mostre que todo ciclo de ordem k é produto de k — 1 transposicdes. Mostre que nio dd
para fazer com menos.

Exercicio 17.19 Conclua que todo elemento de S, é produto de transposigoes.
Proposic¢ao 1: Toda permutacdo em S, é produto de transposigdes.

Demonstracdo: Trata-se de resolver os exercicios acima.

1. Comecemos provando que toda permuta¢do em S, é produto de ciclos. Vamos fazer a
prova por indugao sobre n. O resultado é obviamente vélido (na forma de produto de 0
transposigdes, entendido que o produto de 0 ntimeros é 1 e o produto de 0 permutag¢des
¢ a identidade) se n = 1. Suponhamos n > 1 e o resultado valido em Sy, k < n. Seja o
um elemento de S,,. Se ¢ é a identidade, estd terminado. Se ndo, tomemos x € {1,...,n}
tal que o(x) # x. Seja

A ={x=0"x),0(x),0*(x),...}.

Como A; é finito, existe um menor k tal que c*(x) = o¢'(x) para algum [ inferior
a k. Entdo, necessariamente, I = 0, pois, caso contrario, o(¢!~1(x)) = o(c*1(x)),
contrariando a injetividade de ¢. Logo,

Al = {a(x),az(x),...,ak(x) = x}.

Se k = n, terminamos. Se ndo, excluindo de {1,...,n} os elementos de A;, temos um
conjunto B com menos do que n elementos. Mas, entdo, a restricdo de ¢ a B é uma
permutacdo de B e se escreve, pela hipétese de indugdo, como produto de ciclos. Agora
é sO juntar.

2. Resta mostrar que todo ciclo é produto de transposi¢des. Considere o ciclo ¢, dado por
o(x),0%(x),...,0"(x) = x. Entao

Confira. [ ]

40 produto de k permutagdes esté definido, para k > 2, por conta da associatividade; o de uma s6
permutagdo, claro, é a prépria; o produto de 0 permutagdes é, por defini¢do, a permutacdo identidade
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Nossa ideia é que, se w é alternada, cada transposicdo troca o sinal de w. Diante de
uma permutacdo, queremos saber se esta foi produzida por uma ntimero par ou impar
de transposi¢des. Como esse ntimero ndo é tnico, a questdo é: se a permutagdo ¢ de
Sn é produto de uma certo namero kq, de transposi¢des, mas, também, de um outro
namero, k; (de outras transposic¢des), entdo, necessariamente, k1 — kj é par?

Exercicio 17.20 Mostre que se, para um certo p, existir uma permutacio que seja produto tanto de
um niimero par como de um niimero impar de transposigdes, entio toda forma p-linear alternada (em
qualquer espago vetorial, real ou complexo, seja de que dimensio for) serd identicamente nula.

Uma observagdo interessante é a seguinte: um dos efeitos de uma transposicdo é,
sempre, um nimero impar de inversdes. O ntiimero de inversdes é obtido assim: dada
o em Sy, contamos quantos sdo os pares nao ordenados {i,j} tais que o sinal de 0; — 0;
é oposto ao de i — j. No caso de uma transposigdo, esse nimero é, sempre, impar.

Exercicio 17.21 Prove isso.

A ideia acima vai nos levar ao seguinte resultado: toda permutagdo o de {1,...,n}
tem um sinal, sgno, que é 1 ou -1, dado pela paridade do ntimero de trocas entre
dois elementos para, partindo da identidade, se chegar a permutagdo desejada (1, se o
namero for par; -1, se for impar).

Proposicao 2: Existe uma fun¢do sgn : S, — {1, —1} tal que
1. sgn(ot) = sgnosgnt, quaisquer que sejam as permutagoes o e T;

2. sgno = —1 para toda transposicao o.

Demonstracdo: A ideia é, dada ¢, ver quantas inversdes tem ¢. Seja

sgn: S, — {1,—1}
dado por

 Theicjcnloj—0i) 0j — 0
sgn(o) = Mo =0 11 —
1<i<j<n J—1 1<i<j<n ) !

Como ¢ é uma bije¢do, os niimeros que aparecem nos numeradores sio 0os mesmos que temos
nos denominadores, a menos do sinal, o que garante que sgno € {—1,1}. Além disso, se o é
a transposi¢do que troca i com j, o numero de fatores negativos no numerador é 2(j — i) — 1, o
que prova que sgno = —1 se ¢ é transposi¢do. Resta mostrar que, para quaisquer c e T em S,
sgn(ot) = sgn(o)sgn(t). Ora,

sgn(eT) = TT<icj<n w _

Or. — 0, T—T
= Ih<icj<n 71]]-—{ [h<icj<n 7= = sgn(o)sgn(t),

embora a igualdade

1 7= 11

1<i<j<n U U a<i<j<n 1T

U'j—(T,‘

até mereca uma pensada... u
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Exercicio 17.22 Seja X = {x1,...,x,} C R, comx1 < xp < ... < x,. Mostre que também podemos,
em S(X) definir o sinal da permutagdo o, com as mesmas propriedades, por

ento) = Misian@le) —at)) o ota) ~ o)

H1§i<j§n(x]' —x;) 1<i<j<n YT X

Provado esse resultado algébrico fundamental, podemos seguir em frente.

17.5 O determinante como forma de volume

Além das permutagdes de n elementos, trabalharemos também, fixado n, com as p-
listas, que sdo elementos de {1,...,n}. Uma p-lista sera designada por J, sendo | =
(Ji,---,Jp). Também trabalharemos com um conjunto especial de p-listas, designado
pela letra J, definido por:

J = {]E {L,...0} | h< h<...< ]p}-

Lema 1: Seja V um espaco vetorial de dimenséo , real ou complexo. Fixada uma base
de V, cujos elementos designaremos por ey, ..., ey, seja, para cada p-lista [, e; € V?
dado por ej = (e, ..., ej,). Entdo duas formas p-lineares w e 17 de V sdo iguais sempre

que w(ey) = n(ey) paratodo Jem {1,...,n}".

Demonstrac¢do: Fazemos por indugdo sobre p. O caso p = 1 é a bijecdo entre transformagoes
lineares e matrizes, fixada uma base. Supondo o resultado vélido para p, consideremos duas
formas (p +1)-lineares w e ; tais que w(e;) = (e;) paratodo Jem {1,...,n}’ "' e p +1 vetores
0o, .-, Up. Escrevendo vy = a1e1 + ... + aye,, temos:

n

n
w(vo,...,vp) =Y ajw(ej,v1...,0p) =Y am(ej,vy...,05) =1(v0,...,0p)
=1 =1

(note que a igualdade central decorre da hipétese de indugéo). u

Lema 2: Sejam V um espago vetorial, real ou complexo, e w uma forma p-linear
alternada em V. Para quaisquer (vy,...,v,) em VP e 0 em S, vale

w Vg, ..., V0, | =sgno w(vy,...,vp).
P 4

Demonstracao: Usando a Proposi¢do 1 da pédgina 137, podemos escrever ¢ como produto de
transposigdes: ¢ = T ... T,. Da Proposigdo 2 da pagina 138, segue sgno = (—1)k. Como w ¢é
alternada, temos

k

W (Vg ..., 0g,) = (=1) w(01,...,0p) = sgno w(vy,...,vp).
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Observacado 1: Dos lemas 1 e 2 acima, segue que duas formas p lineares alternadas w e
1 sdo iguais se

w(ey) =n(ey) V] € J.
Em particular, se V é de dimensdo n e ¢y, ..., e, formam base de V, entdo a forma n
linear alternada w é identicamente nula se, e somente se, w(ey, ..., e,) = 0.

Lema 3: Seja V um espago vetorial, real ou complexo. Se w é p-linear e w4 é definida

por
wa(vy,...,0p) = Y 5§10 W (Vg ..., 0g,),
oES)

entdo wy é p-linear e alternada.

Demonstragdo: Basta notar que trocar a ordem dos vetores v; e v; equivale a aplicar a
transposigdo T que troca i com j (note que sgnt = —1). Ora, dados vy,...,0;,...,0j, ...,0p €m V,
temos, para cada T em Sy,

W(vz, e, 0g,) = ) 8810 W(V(rg),, -/ Vrg),) =

TES)
=— ) sgn(to) W(O(zo)ys -1 V(zo),) = —W(Vay, - -, Vo)
g€ESy
(note que, para T fixo, quando ¢ percorre S, 0 mesmo ocorre com T7). u

Observacao 2: Note que, se w é p-linear alternada, entdo, dos lemas 2 e 3, segue que
wa = plw.

Passemos, finalmente, & defini¢do do determinante (numa primeira versdo, como uma
forma n-linear alternada). Fixando uma base de V, cujos elementos designaremos
por eq,...,e,, podemos identificar V com K" (K = R ou(, conforme o caso). Cada
elemento v de V pode, pois, ser identificado com uma n-upla (v, ..., v,) de K". Assim,
basta-nos definir o determinante em R” ou”. Comecemos definindo uma forma n-
linear

Sp: (KM — K
(Z)l, . ,Z)n) > 0117022...04n,

entendido que

Z)]' =
Un]'
Exercicio 17.23 Note que, tomando a matriz n X n [vij], a forma 6, calcula o produto dos elementos

da diagonal principal.

Exercicio 17.24 Mostre que, se | € {1,...,n}", entdo d,(ej) = 1,se ] = (1,2,...,n) e ,(ej) =0,
se] #(1,2,...,n).

Defini¢dao:A forma n-linear alternada det,, definida em R" ou(”, seguindo o lema 3,
por



17.5: O determinante como forma de volume 141

dety(v1,...,0n) = Y 5§n06, (Ve ..., 00,) = Y SN0 Vig, - - Ungy,

oES, oES,

é chamada de determinante.’

Observacdo 3: Note que, na expressdo ) ,cg SgN0 Uig, - .. Ung,, Podemos usar a
comutatividade do produto para, a nosso bel prazer, trocar a ordem dos fatores em
cada uma das parcelas. Se decidirmos, na parcela vy, ... 0y, permutar os fatores
usando 0!, teremos

Doy -+ - Unoyy, = 00711%711 .. 'Urlnafln = 007111 < U1,y

Assim, podemos escrever:

dety(v1,...,0n) = Y SNO V1, ... Vg, =
oES,

_ _ -1
= ) SgNOV, g Vgt = Y, 5800t g Vg
eSS, oesSy,

ja que sgno = sgn(oc—1). Ora, quando ¢ percorre §,, é claro que o~ ! também percorre
Sn. Concluimos, entdo, que

dety(vy,...,0n) = Z SNT Vigy - - - Unoyy, = 2 SNV, 1 « - - Voyn,s
oeSy oeSy,

0 que, no caso de matrizes, significard que o determinante de toda matriz quadrada é
igual ao de sua transposta.

Exercicio 17.25 Mostre que det,(eq, ..., e,) = 1.

Exercicio 17.26 Defina, em R", a norma do vetor v = (v1,...,vy), |v|, por

ol = yoi+ -+

Mostre que, para quaisquer vetores uy, ..., u, em R", vale

|dety (uq, ... up)| < |uq|---|unl

SEstamos usando a seguinte notagdo: o vetor v; tem por coordenadas (vlj, ceey vnj)
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17.6 O determinante de transformacao linear

Examinemos agora o espaco das n-formas lineares alternadas num espago V de
dimensdo n, que serd notado A,(V). Se w € A,(V), entdo w é determinada por
seu valor em (vy, ..., vy), onde {vy,...,v,} é base de V (isto segue da Observacao 1,
pagina 140). Assim, A,(V) tem dimenséo 1, isto é, se w, 1 € A,(V), w # 0, entdo
existe A € R tal que 7 = Aw (ou seja, a menos de fixagdo da unidade de medida, s6
existe uma forma de medir coisas de dimensao n em V).

Proposigao 1: Se o espaco vetorial V, real ou complexo, tem dimensao 1, entdo o espaco
vetorial A,, das formas n-lineares alternadas em V tem dimensao 1.

Demonstracado: Ja demonstramos a existéncia de um elemento niao nulo em A, (o determinante,
que notamos det,). Seja w outro elemento de A,; faga « = w(ey,...,e,). Dos lemas 1 e 2 da
se¢do anterior, segue que, como w e adet, coincidem em (e1,...,en), entdo sdo iguais. |

Seja agora T : V — V linear. Para cada w € A,(V), seja wr € A, (V) dada por
wr(v1,...,00) = w(Tovy,..., To,).

A aplicagdo w — wr é claramente uma transformacédo linear de A, (V) em A, (V).
Sendo A, (V) de dimenséo 1, existe um tinico escalar detT tal que

w(Tvy,...,To,) = detT w(vy,...,v,)Vw € A, (V) .

Defini¢ao: O numero detT, definido acima, é chamado determinante de T.
Proposicao 2: Se T, T, : V — V sdo lineares, entdo,

det(Tsz) = detT;.detT, .

Demonstragdo: Suponhamos Ty, T> : V — V lineares. Entédo, para qualquer w em A, (V), temos
det(Tsz)aJ(vl, e ,Un) = w(Tszvl, ey Tszvn) =
= wr, (Tovy, ..., Tov,) = detThw(Thvy, ..., Thov,) =
= detTy.detTr.w(vy,...,v,) Y(v1,...,04) €V",

[
17.7 Determinante de matriz
Dada a matriz n X n [aij}, temos, pelo menos, trés maneiras naturais para definir

det [ai]-] .
1. usando a definicdo de det,, como forma linear, fazemos

det [b‘li]‘] = det,(ay, .. -/an)/

sendo 4; 0 j-ésimo vetor coluna de [a;;];
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2. mesma coisa, usando os vetores linha;

3. consideramos a transformacdo linear A definida por [ai]}, na base canonica, e
fazemos det [a;;] = detA.

Curiosamente, as trés ddo o mesmo ntimero. H4, ainda, uma possibilidade (infinitas,
na verdade, uma para cada possivel base):

4. Fixamos uma base p e consideramos a transformacao linear T definida por [ai]-} ,
na base 8, e fazemos det [a;;] = detT.

Lema: As quatro definicbes de determinante de matriz propostas acima sdo
equivalentes.

Demonstra¢do: Comecemos provando que 1 e 3 ddo o mesmo ntimero. Como det, é uma forma
n-linear alternada, temos det, (Aey, ..., Ae,) = detAdet,(e, ..., e,) = detA. A equivaléncia
entre 3 e 4 segue do fato de que a transformagdo T definida em 4 é dada por B~'AB,
sendo B a transformagdo que leva, na ordem, os vetores de  nos da base candnica. Assim,
detT = det(B~1AB) = det(B—1)detAdetB = detA (ja que B~'B = I, e det] = 1). Resta provar
que 1 e 2 também fornecem o mesmo resultado. Usaremos a férmula, correspondente a 1:

det [a;j] = Y sgno arp,a20, . . . dne,.
oeS,

Observemos que cada parcela consiste em multiplicar o sinal de ¢ pelo produto dos niimeros
4y, com i em {1,...,n}. Podemos, é claro, alterar a ordem dos fatores, reescrevendo cada
parcela como

sgno a -4

, a, . .. _ .
(o 1)117((7_1)1 (o 1)2‘7(n—1)2 ‘7"1)‘7(0—1)”

Como 0(,-1), = j para todo j (€ pura notagdo), segue

det [Lll']‘] = Z sgno (1(071)1161(071)22 .. .a(gnq)n.

oEeSy,

Como sgno = sgn(c—!) para todo o em S, e, quando ¢ percorre S,,, 0! faz 0 mesmo, o termo
a direita corresponde, exatamente, a expressdo que obtemos de 2. u

Escolhendo uma das defini¢des equivalentes acima, podemos definir o determinante
de uma matriz e dar por provadas umas tantas coisas.

Defini¢ao: O determinante da matriz n x n [ai]}, real ou complexa, é o nimero
det [a;;], também notado por |a;j|, e definido por

det [a;j] = ZS: SYNT A1, A2, - - - Ay
7ES,

Teorema: O determinante da matriz n x 1 [a;j], real ou complexa, é uma forma n-linear
alternada dos vetores coluna de [a;;] e satisfaz as seguintes propriedades:

1. det [I] =1, sendo [I] a matriz identidade;
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2. det ([A] [B]) = det [A] det [B], para quaisquer matrizes n x n [A] e [B]

3. det [A]T = det [A], para qualquer matriz n X n [A].

Demonstracao: n
Os resultados a seguir merecem um certo destaque.
Proposigdo 1: A matriz n X n [a;;] tem inversa se, e somente se, det [a;;] # 0.
Demonstragdo: Se [4;j] tem inversa, entdo

det [a;;] det ([ai]-] _1> = det ([ai]-] [aij] _1> =det[l]=1;
logo, det [ajj] # 0. Reciprocamente, dizer que det [a;;] # 0 é o mesmo que dizer que
dety(ay,...,a,) # 0, sendo a; o j-ésimo vetor coluna de [ai]-]. Mas isso sé ocorre se 0s vetores

coluna de [a;j] sdo linearmente independentes, o que significa que [a;;] tem inversa. u

Proposi¢do 2 (Regra de Cramer): Se o vetor coluna [x;] é solugdo do sistema n X n
[a,-]-} [x;] = [bi], ou seja,

ann - A X1 by

Ayl - Aun Xn by

entdo, paracadai =1,...,n, vale x; det [a;;] = det [d;j], sendo [d;;] a matriz n x n que
se obtém substituindo a j-ésima coluna de [a;;] por [b;]. Em particular se det [a;] # 0
entdo a solugdo [x;] é tinica e, se representamos por 4; os vetores coluna de [a;;] e por b
o vetor correspondente a [b;], é dada por

dety(aq, .. L aj-1,b,ai41,. . ., an)
x]- =
dety(ay, ..., a,)

Demonstracdo: Basta escrever b = x1a1 + ... + x4, e substituir em

dety(ay,...,aj-1,b,a;41,...,a,).

Falta uma férmula de célculo “efetiva”. A férmula que define o determinante de matriz
n X n nao é muito alentadora: prevé a soma de n! parcelas, cada uma com (n — 1)
multiplica¢des (sem contar o calculo do sinal da permutagdo). Mesmo para n bem
pequeno, relativamente as matrizes que aparecem em problemas reais, esse niimero
de operacdes exige, mesmo com os mais modernos processadores, tempo que nenhum
ser humano tem para esperar.® Modestamente, ndo vamos aqui discutir algoritmos

®Podemos atuar nas trés frentes: melhorar o algoritmo, fabricar processadores mais répidos e
aumentar o tempo de vida. Matemaéticos podem se engajar em qualquer uma das trés
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mais eficientes; apenas apresentaremos um método tradicional, que reduz o célculo de
um determinante (1 + 1) x (n + 1), essencialmente, ao de n + 1 determinantes n x n.

O ponto de partida é a observacdo, simples, de que, no cédlculo do determinante de
a;j], a entrada a;; s6 multiplica entradas da matriz que se obtém riscando a linha i e
a coluna j. Logo vemos que, com um pouco de sorte, a;; deve multiplicar, talvez a
menos do sinal, o determinante dessa matriz um pouco menor. O resultado preciso é
a chamada férmula dos cofatores.

Proposicdo 3: Seja [a;;] matriz n x n (n > 1). Fixada a coluna j, o determinante de [a;;]
é dado pela férmula dos cofatores:

n

det [a;] = Y (=1)"a;My;,
i=1

sendo M;j o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) [;] obtida de [a;j] riscando a
linha i e a coluna j.” Equivalentemente, fixada a linha i, temos

n . .
det [[11']'] = Z(—l)lJr]aZ’]'Ml’]'.
j=1

Demonstracdo: Vamos provar apenas a primeira férmula, j4 que para a segunda, basta tomar a
transposta da matriz. Para simplificar, come¢amos com j = 1. Chamando, como de hébito, os
vetores coluna de 4y, . .., a, e recorrendo a nossa definicao de det,,, temos

n n
det [a;j] = det,()_anei,az,...,a,) =Y _ andety(ej,az,...,ay).
i=1 i=1

Vejamos, agora, o que nos dd, para i fixo, det,(e;, a2, . ..,a,). Usando a notagdo de barras para
o determinante, trata-se de

0 a a 0 a a 10 0
12 .- in 12 .- g
. 0 aip ... Qin
1 ap ... a, | =1 0 ... 0 | = (=D 5 .
. . . . . . O alz aln
0 {/'lnz oo ann 0 anz SN ann
0 ap ... au

(os chapéus sobre as entradas da i-ésima linha indicam que essa linha foi suprimida). O tltimo
determinante faz aparecer, se riscarmos a primeira linha e a primeira coluna, a matriz [;]. Se
definirmos a aplicagdo que, a cada matriz (n — 1) x (n — 1) [b;;], associa 0 ntimero

1 0 0
0 bl] . e bl(Vl—l)
0 D12 -+ blu-nym-1)

70 ntimero (—1)it] Mij é chamado cofator de a;j; M;; € dito determinante menor associado a 4;;
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teremos uma forma (n — 1)-linear e alternada nas colunas de [bij] que, além disso, assumird o
valor 1 quando [bij] for a matriz identidade. Ora, s6 ha uma fun¢ido com tais caracteristicas: o
determinante. Logo, se tomarmos [b;j] = [d;j], teremos M;;. Isto nos da

detﬂ<ei/ az, .. -/ﬂn) = <_1)i_1Mij = (_1)i+1Mijl

Nossa férmula estd provada, para j = 1. Para j qualquer, basta notar que, trazendo para a
extrema esquerda a coluna j, estaremos efetuando j — 1 transposi¢des, de modo que

a ... ... Q1 Ellj al ... Qin
‘ ) = (=1V7 Y 4. a .
aip eee oo ay | = (=1) aj g ... Qi
Ayl -+« .. Qun Lln]' Ayl ... Oun

Aplicando ao termo da direita a férmula dos cofatores para a primeira coluna, ja demonstrada,
obtemos a férmula geral. u

17.8 Orientacao

Defini¢dao: Diremos que duas bases ordenadas

o = (uy,...,uy) e
B = (v1,...,0n)
de R" tém a mesma orientagdo se existem fungdes fi, ..., fu : [0,1] — V tais que:

(i)fi écontinuaVi=1...n;
() fi(0) =u;, fi(1) =v;Vi=1...m;
(i) f1(t), ..., fu(t) sdo linearmente independentes vt € [0, 1].

Observacao: O leitor, provavelmente, ha de se perguntar o que significa dizer que
determinada fungdo g : I — R" é continua. Para feitos de consumo imediato, diremos
que g é continua se, escrevendo g(t) = (g1(t),...,gn(t)), cadaumadasg; : I — R ¢é
continua.

Exercicio 17.27 Fixe em R" o produto interno candnico,
P
n
(u,v) = Zu]-v]-,
j=1

e defina a norma de u por |u| = /(u,u). Mostre que g : I — R" é continua em t, se, e somente se,

lim [g(t) — g(t)| = 0.

t—t,

Exercicio 17.28 Mostre que “ter a mesma orientagdo”é uma relagio de equivaléncia no conjunto das
bases de R".



17.8: Orientagao 147

Exercicio 17.29 Seja my : R? x R* — R como definida hd pouco. Seja w, : R? x R*> — R dada
por wy(u,v) = 0 se u e v sdo linearmente dependentes, wy(u,v) = my(u,v) se (u,v) tem a mesma
orientacdo que (eq,e2) e wy(u,v) = —my(u,v) se (u,v) ndo tem a mesma orientagio que (e1,e).
Mostre que

(i) wa(u,v) =0 se, esomente se, u e v sdo linearmente dependentes
(ii) wy(u,v) = —wa(v,u), Yu,v
(iii) wa(Au+w,v) = Awy(u,v) + wa(w,v) YA, u,w,v

Exercicio 17.30 Seja w uma forma (n + 1)-linear alternada em R"'. Suponha que w nio é
identicamente nula. Mostre que duas bases ordenadas

(01,..., 0, U,0i41,...,04) € (V1,...,0;, W, Viy1,...,0n)
tém a mesma orientagao se e somente se
w(vy,...,0,U,0i41,...,04) € W(V1,...,0,W,0Vit1,...,Vn)

tém o mesmo sinal.

Proposigdo: Seja w uma forma (n + 1)-linear alternada em R"*!, ndo identicamente
nula. Entdo duas bases ordenadas (u1, ..., U,11) € (01, ...,0us1) de R*1 tém a mesma
orientagdo se e somente se w(uy, ..., Uy 1) e w(vy,...,0,,1) tém o mesmo sinal.

Demonstracdo: Supondo que as duas bases tenham a mesma orientacdo, considere as fungdes
continuas fi,..., fu+1 ¢ [0,1] — R""! que transformam uma na outra e faga « : [0,1] —
R, a(t) = w(fi(t),..., fur1(t)). A fungdo « é continua e ndo pode se anular (pois, nesse caso,
w seria identicamente nula - ver a Observagdo 1, pagina 140). O resultado segue do Teorema
do Valor Intermedidrio.

Para a reciproca, comecemos observando que o processo de ortonormalizacdo de Gram-
Schmidt nos fornece uma deformacgao de (u1, . .., u,11) em uma base ortonormal com a mesma
orientacdo, mantendo o sinal de w. O mesmo acontece com (vy,...,0,41). Assim, podemos
supor que as duas bases sdo ortonormais e que w(uy, ..., Uy1) € W(V1,...,Vy41) €M 0 mesmo
sinal. Vamos agora, passo a passo, deformar cada u; em cada v;.

Se u; = vy ou u; = —v1, nada fazemos; caso contrario, tomamos 0 tal que cos = < uy,v; >,
fazemos e; = uy, 77 = v1— < v1,u1 > uy, e = (1/]01|)01 e, para t € [0,1], consideramos
a transformacdo T; de V em V dada por Tie; = cos(tf)e; + sin(t0)er, Tiep = —sin(t0)eq +

cos(t6)ep, mantendo fixos os vetores ortogonais ao espago gerado por e; e e;. Assim, como
T; preserva a ortonormalidade, a antiga base (u1,...,u,1) se deforma em uma nova (que
continuaremos a chamar de (uy, ..., u,+1)), com o novo u; igual a v;. Fazemos o mesmo com
uy (note que, agora, como u; = v, que é ortogonal a v, e ao novo uy, 11 ndo serd alterado).
Prosseguimos da mesma forma, até u,, observando que os passos posteriores ao k-ésimo
ndo alteram mais uy,...,u, . Teremos, no fim, uma nova base ortonormal, que continuamos
chamando (uy,...,u,y41), em que u; = v; ou u; = —v;, i = 1,...,n. Dai decorre que também
temos U, 11 = Up41 OU Uy 41 = —Uy41. Durante todo o processo, o sinal de w(uy, ..., U,+1) ndo
se alterou, continuando igual ao de w(vy, ..., v,+1). Logo, o nimero de indices i para os quais
u; = —v; é par; 2k, digamos. Mas, se u; = —v; e u; = —v;, podemos fazer, no espaco W gerado
por u; e uj, uma rotagao de 180°, deixando parados os vetores de w. Com k rotacdes como
essa, transformamos finalmente uma base na outra. |

Corolério: Duas bases ordenadas (u1, ..., ;1) € (01, ...,0,41) de R"*! tém a mesma
orientagdo se e somente se det(uy,...,u, 1) edet(vy,...,v,41) tEm o0 mesmo sinal.
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179 A dimensao do espaco das formas p-lineares
alternadas

Dedicaremos os préximos pardgrafos a provar que, se V é espago vetorial de dimensdo
n, real ou complexo, entdo

dim A, (V) = (p) .

Admitiremos fixada uma base de V, cujos elementos designaremos por ey, ..., ey, €
identificaremos V com K" (K = R ou K =) por meio de v = vje1 + ... + vyey.

Recordamos que as p-listas sdo elementos de {1,...,n}". Uma p-lista serd designada
por ], sendo | = (Ji,...,]p). Também trabalharemos com as p-listas crescentes, que
estdo em J definido por

T={Je{,...n} |h<h<...<]Jp}.

Seja, para cada p-lista ], 71; a projecdo de K" (ou V) sobre K?, dada por:
7T](V) = (Z)h, .. .,Z)]p).

Observemos agora que, se vy,...,Vp sdo elementos de V, faz sentido calcular o
determinante det, nos p vetores de K? obtidos aplicando 71; a vy,...,vp. O lema 2
nos permite definir as formas elementares dxj, para as p-listas J.

Definicdo: As formas alternadas elementares dxj sdo definidas, para cada p-lista J,
por

dx](vl,. . .,Vp) = detp(n](vl),. cey 7T](Vp)).

Para cada p-lista ], definiremos ey € V¥ por e; = (ey,, ..., ej,).

Exercicio 17.31 Note que dxj é identicamente nula se | tem indices repetidos (jd que, nesse caso,
mj(v1), ..., j(vp) sdo linearmente dependentes). Note, também, que, se os indices sdo todos diferentes,
dxj(ey) = 1. Em particular, se ] € J, dxj(ey) = 1.

Exercicio 17.32 Suponha que I e | sdo tais que {Iy,...,I,} # {J1,..., ], }. Mostre que dx;(ey) = 0.

Exercicio 17.33 Suponha que I e | sdo tais que {L,...,I,} = {J,...,],}. Seja T € S, tal que
(I, Ip) = (n,---,Jr,). Mostre que, para toda forma p-linear alternada w e para quaisquer
Vi,...,Vpem V,vale w(vy, .. .,VIP) = sgntw(vy,, .. .,V]P).

Finalmente podemos demonstrar nosso resultado principal. ~Embora ndo seja
necessdario, vamos explicitar V= R" ou V =C".
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Proposi¢do: Seja V.= R" ou V =(". Entdo {dxj, ] € J} é uma base para o espago

das formas p-lineares alternadas em V. Consequentemente, a dimensdo de AP(V) é
dada por

dim Ay (V) = ().

Demonstracao: Comecemos observando que {dxj, ] € J} é um conjunto linearmente
independente. De fato, se

Z LZ]dX] = 0,

JeJ
entdo, paratodo I € J,

ar = Z a]dx](el) =0.

Jeg

Por outro lado, dada w em A,(V), seja w, dada por
wo =Y w(ey)dx).
Jeg

E imediato que w,(ej) = w(ey) para todo ] em J. A igualdade desejada (w = w,) estd, entdo,
garantida pela Observacao 1 da pagina 140. u



150 Capitulo 17: O determinante, de novo



Indice Remissivo

area
com sinal, 68

algebrizacdo

da Geometria, 29
angulo, 2, 9, 48
animacao, 33
AP(V), 136
area, 63

com sinal, 65
Argand, 77
Ars Magna, 69

Bézier

curva de, 123
base, 26, 39, 41

canoOnica, 32

dual, 123

ortogonal, 53, 60

ortonormal, 53, 60
Bernoulli, 34
Bernstein

polinémios de, 124
bola

de centro y e raio r, 109
bordo, 112
braquistdcrona, 34
Brouwer

Teorema de, 108

para poligonos convexos, 108

Célculo

Infinitesimal, 29
Cardano, 69, 73
Cauchy, 73
ciclos, 136

disjuntos, 137
cisalhamento, 89, 117
cofatores

férmula, 145

colchete de Lie, 94
colunas

de matriz, 104

combinacdo linear, 6, 37
complemento

ortogonal, 55

conjunto

convexo, 12, 61
limitado, 13

convexo

conjunto, 12, 61
ponto interno, 13
vértice, 13

poligono, 16

coordenadas, 26, 39

sistema canonico, 5
sistema de, 7

corpo

dos escalares, 36

Cramer, 73

férmula de, 73
regra de, 144

curva

de Bézier, 123

deformacao, 74
Descartes, 29
desigualdade

de Cauchy-Schwarz-Buniacévski, 49
triangular, 50

determinante, 64, 68, 82

de n vetores, 141

de matriz, 71, 143

de transformacao linear, 142
do sistema, 73

menor, 71, 145

dimensao, 43
distancia, 19

151

de ponto a conjunto, 112



152

dual
base, 123
espaco, 123

Encolhimento
Lema do, 109
equagoes
paramétricas, 8
espaco, 3
I>(R), 46, 51
dual, 123
gerado, 41
propriedades geométricas, 4
vetorial, 27, 32, 35
base de, 39, 41
dimensao de, 43
exemplos, 33
real, 36
estado, 35
de um sistema, 22

face, 113
recorrente, 113
flechinha, 1
flechinhas, 88
forma
alternada, 135
elementar, 148
de medir volumes, 135
multilinear, 135
alternada, 136
trilinear, 69
alternada, 69
trilinear alternada, 69
fotogratia, 56
Fourier, 33

Galois, 35
Gauss, 77
Geometria
Euclidiana, 48
Geometria Euclidiana, 45
geometrizacao
da Algebra, 29
gerar, 26
Gram-Schmidt
processo de, 55, 62

Hamilton, 34, 77

Capitulo 17: O determinante, de novo

homomorfismo, 94

identidade, 94
imagem

de transformacao linear, 129
inversao, 138
inversa

de transformagéo linear, 94
isometria, 96
isomorfismo, 7, 94

Lagrange, 69, 73
polindmios de, 122
Leibniz, 34, 73
Lema
do Encolhimento, 109
Fundamental, 42
p-listas, 139, 148

média aritmética, 31
MacLaurin, 73
Markov, 22
matriz de, 106, 109, 111
convergeéncia, 112
matrizes de, 105
matriz, 97
antissimétrica, 102
coluna de, 102
colunas de, 104
de Markov, 105, 106
convergéncia, 112
de mudanca de base, 119

de transformacao linear, 97, 101, 103

de transicao, 106
entradas de, 102
identidade, 72, 102
inversa, 102
linha de, 102
ortogonal, 119, 120
produto por vetor, 101
simétrica, 102
transposta, 118, 119
conjugada, 120
Mecéanica
Quantica, 35
Mourey, 77

Newton, 34



17.9: A dimensdo do espaco das formas p-lineares alternadas

norma, 2,9, 20, 32, 48, 141, 146
ntcleo

de transformacdo linear, 129
numeros

complexos, 77

operador
de derivacao, 93
shift, 93
orientacdo, 64, 74, 146, 147
mesma, 64
positiva, 76
origem, 3
ortogonal
grupo, 119

permutacao, 136
poesia, 30
poligono
convexo, 16
poliedro, 16
convexo, 13
polinémios, 35
de Bernstein, 124
de Lagrange, 122
probabilidades
vetor de, 106
produtério, 122
produto
de conjunto por escalar, 109
de matrizes, 72
de permutagoes, 136
de transformacgdes lineares, 94
escalar, 9,19, 31, 45,47,78
canodnico, 32
candnico de R3, 56
interno, 45, 47
misto, 82
por escalar, 3, 36
vetorial, 78
projecao, 10, 19
ortogonal, 54, 55, 59, 117
sobre convexo, 61

quatérnion
conjugado de, 83
quatérnions, 77

reflexdo, 118

resolucdo, 56
reta

equacOes parameétricas, 7
rotagdo, 115

Santissima Trindade, 7
segmento
aberto, 12
de reta, 11
fechado, 12
semiaberto, 12
Seki Kowa, 73
semiespaco, 12
sinal
de permutacdo, 138
de permutacéo, 139
soma
de conjuntos, 109
de transformacoes lineares, 94
de vetor a ponto, 6
de vetores, 2
direta, 129
subconjunto
aberto, 61
fechado, 61
subespaco
afim, 126
gerado, 37, 41
vetorial, 36

Teorema
da projecdo, 62
de Brouwer, 108
para poligonos convexos, 108

de Convergéncia para matrizes de

Markov, 112
de Gram-Schmidt, 62
de Pitagoras, 19, 49
do Ntcleo e da Imagem, 128
Fundamental do Célculo, 93
transformacgao
isométrica, 96
linear, 88, 92
imagem de, 125, 129
nucleo de, 126, 129
transformacéo linear, 92

Vandermonde



154 Capitulo 17: O determinante, de novo

matriz de, 121
vértice, 13
vetor, 1, 78
coluna, 102
coordenadas de, 4
de probabilidades, 106
flechinha, 35
linha, 102
multiplos de, 5
norma de, 2,9, 20, 32, 48, 141, 146
nulo, 2
posigdo, 4
unitario, 48
vetores
angulo entre, 2, 48
do espaco, 3
linearmente dependentes, 26, 41
linearmente independentes, 6, 26, 41
ortogonais, 9, 32
soma de, 2
volume, 68, 82

Wessel, 77



	Prefácio
	Vetores
	Segmentos orientados e vetores
	Coordenadas
	Vetores e combinações lineares
	Retas e planos
	O mistério da Santíssima Trindade

	O produto escalar
	Definição
	Equação do plano
	Segmentos e conjuntos convexos

	Três problemas exemplares
	Amendoim torradinho
	Medindo o papel
	Com quem está o anel?

	O que é uma base?
	Espaços vetoriais
	O IRn
	Outros espaços
	Espaços vetoriais

	Bases e dimensão
	Bases
	Dimensão

	Produto escalar, de novo
	Distâncias e ângulos

	Bases ortogonais
	Bases ortogonais com vetores flechinhas
	Construindo bases ortonormais
	Projeções e complemento ortogonais
	Bases ortonormais e projeções
	O processo de Gram-Schmidt

	O determinante
	Áreas
	Orientação
	Áreas com sinal
	Volumes com sinal
	A fórmula
	Orientação

	Quatérnions e produto vetorial
	Os quatérnions
	O produto escalar e o produto vetorial
	Interpretação geométrica do produto vetorial
	Determinantes e volume, de novo
	O módulo
	Quatérnions e rotações

	Transformações lineares
	Em três dimensões
	O trepa-trepa catalão
	Transformações lineares
	Um pouquinho de Álgebra
	Isometrias

	A matriz de uma transformação linear
	No plano
	Matriz de uma transformação linear
	O caso geral

	Matrizes de Markov
	Probabilidades de um processo de transição
	Geometria
	Convergência

	Mudanças de base
	Um exemplo
	Outros exemplos em IR3
	Matrizes ortogonais
	O caso geral

	Outro exemplo: Polinômios
	Questão 1: achar polinômio dados seus valores em n pontos
	Polinômios de Lagrange, uma nova base para Pn
	Questão 2: toda curva polinomial é de Bézier?
	Polinômios de Bernstein, uma nova base para Pn

	O Teorema do Núcleo e da Imagem
	O Teorema do Núcleo e da Imagem em IR3
	O caso geral

	O determinante, de novo
	Determinante de transformação linear em IR3
	Formas trilineares alternadas
	Formas de medir volumes
	Permutações
	O determinante como forma de volume
	O determinante de transformação linear
	Determinante de matriz
	Orientação
	A dimensão do espaço das formas p-lineares alternadas

	Índice remissivo

