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Preficio

O quarto e dltimo livro do Calculo Vetorial e Geometria Analitica era, na versdo
original, o terceiro. Como este livro foi concebido para alunos de primeiro periodo,
muitas vezes fui obrigado, em sala de aula, a trocar a ordem, para esperar que os
alunos fossem apresentados aos conceitos fundamentais do Célculo. De fato, s6 agora
aparece, finalmente, a justificativa para a palavra Célculo do titulo (afinal, hoje, Célculo
se tornou quase sindnimo de Caculo Infinitesimal): aqui vamos lidar com curvas
parametrizadas, fazendo uso intensivo da derivada e da integral.

O texto se desenvolve em torno de dois assuntos: Mecénica (Cinemaética) da particula
e Geometria Diferencial de curvas. Velocidade, aceleracdo, curvatura e torcao sdo
personagens centrais da trama. As equagdes diferenciais aparecem e sdo tratadas:
discutimos um pouco a ideia de método numérico e resolvemos diretamente as
equagdes lineares a coeficientes constantes (como os ntmeros complexos foram
encarados de frente no livro 1, ndo hd motivo para deles fugirmos nas atuais
circunstancias). A deducédo das leis de Kepler a partir das de Newton (incluindo a
da gravitagdo) e, reciprocamente, a dedugdo da lei da gravitacdo a partir das leis de
Kepler foram convertidas em duas sequéncias de exercicios que, esperamos, o leitor
saberd enfrentar (um suplemento, também em forma de lista de exercicios, apresenta
a conversdo das 6rbitas do oscilador harmoénico em 6rbitas do problema dos dois
corpos). O livro todo, de certa forma, é uma imensa lista de exercicios de Célculo
Infinitesimal de uma varidvel. Para garantir sua independéncia em relacdo ao livro 3,
a secdo referente a conicas em coordenadas polares, crucial para a apresentagdo das
leis de Kepler e sua deducdo a partir das de Newton, aparece em ambos (mas, mesmo
assim, a dedugdo de que as Orbitas do oscilador harmonico sdo elipticas depende de
resultados do livro 3).

Um desvio topoldgico é o tratamento relativamente “sério”dado ao ntimero de voltas
(indice) de uma curva em torno de um ponto, inicialmente feito para curvas C! mas
depois estendido ao caso contino. Embora exista um tratamento mais elementar (ver
o livro do Fulton, Algebraic Topology), escolhi o caminho da aproximagao por curvas
C!, que se generaliza para a forma de angulo sélido. O assunto acabou ocupando 5
capitulos, boa parte deles dedicada a piruetas técnicas. Espero que possa servir de
referéncia, ou de trampolim, para mergulhos topolégicos mais profundos.

Os videos das aulas podem ser acessados a partir da pagina da disciplina CVGA,

https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/cvga2019,


https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/cvga2019

da minha pagina, onde ha mais opg¢des,
https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker,

ou no meu canal,
https://www.youtube.com/c/FelipeAcker.

Agradeco mais uma vez ao colega Dinamérico Pereira Pombo Jr. pela revisdo do
texto (e, mais uma vez, assumo os erros que introduzi, alterando posteriormente o
que ja parecia fechado), e a Bernardo Freitas Paulo da Costa, Carlos Farina de Souza,
Fabio Antonio Tavares Ramos, Marcus Venicius Cougo Pinto, Monique Robalo Moura
Carmona, Orestes Piermatei Filho, Ricardo Martins da Silva Rosa, Waldecir Bianchini
(que criou os applets e também ajudou na revisdo) e Umberto Leone Hryniewicz, pelas
diversas ajudas. A maior parte das figuras foi feita a mdo com lapiseiras Caran d’Ache
e convertida em arquivos digitais por Jodo Paulo Pinto Siqueira, que foi também um
grande parceiro na edicdo de videos.

Santa Teresa, dezembro de 2019
Felipe Acker


https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker
https://www.youtube.com/c/FelipeAcker

Capitulo 1

Movimentos

Pensaremos uma curva ndo apenas como um conjunto de pontos (do plano ou
do espaco), mas como o movimento de uma particula. O nome técnico é curva

parametrizada.

Figura 1.1: curva parametrizada

Defini¢ao: Uma curva parametrizada é uma fungao
c: I — R?o0uR3,
t— c(t)

sendo [ um intervalo ndo trivial (ou seja, com infinitos pontos). Assim, c serd dada
por duas ou trés fungdes,

x:I— R
y:I— R
z:I — R,
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de forma que, conforme o caso, c(t) = (x(f),y(t)) ou c(t) = (x(¢),y(t),z(t)).
Reservaremos, em geral, o termo movimento para curvas parametrizadas com, pelo
menos, derivada segunda, para que faca sentido falarmos em velocidade e aceleracao.

O que nos interessa, em principio, ndo sdo os graficos das fungdes x, y e z, mas sim o
traco de ¢, que é a imagem de c em R? ou R? (e que é, na verdade, a curva propriamente
dita).

Definigdo: Dada a curvac: I — R? ou R3, o trago de c é {c(t), t € I}.

Para visualisarmos o trago de ¢, fazemos variar t e marcamos os pontos (x(t),y(t)) (ou
(x(t),y(t),z(t))). A medida em que t varia, o ponto c(t) vai desenhando o traco de c.
O traco de c é, frequentemente, chamado de trajetéria da particula. Procuraremos
reservar, porém, o termo trajetéria para um conceito que, embora independa do
movimento, como o trago, ainda estd associado ao sentido em que o movimento é
descrito. Uma defini¢do mais precisa serd dada na péagina 17.

Destacaremos, a seguir, alguns exemplos.

1.1 Circulos

E natural descrevermos os pontos do circulo de centro na origem e raio R por meio
—

do angulo 6 que o vetor OP faz com ¢7. Assim, a medida em que variamos ¢, temos o
angulo 0(t), de forma que

(x(t),y(t)) = (RcosO(t), Rsin(t)).

Rsenf P

¢ Rcosf

Figura 1.2: circulo de centro na origem

Se 6 é derivavel, sua derivada é chamada de velocidade angular. Note que ndo ha
motivo para supor que a velocidade angular seja constante.
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Exercicio 1.1 Observe que o circulo é descrito no sentido trigonométrico, quando 6 é crescente, e no
sentido hordrio, quando 0 é decrescente. Pense também em outras possibilidades, como 0(t) = Asint
(para que valores de A, neste caso, o trago de c cobrird, de fato, todo o circulo?).

Para descrever um circulo de centro no ponto P, = (x,,1,), basta que consideremos
um sistema de coordenadas de centro em P,, no qual ¢ serd descrito por
R(cos(t),sinf(t)), e somemos (X,, Y, ):

c(t) = (x0,Y0) + R(cos6(t),sin6(t)).

/ "
Yo :

Zo

Figura 1.3: circulo de centro em P,

1.2 Circulos em movimento

Suponhamos agora que, a medida em que variamos ¢ e tomamos o ponto
R(cos6(t),sinf(t)),
o centro do circulo sai andando, sendo seu movimento dado por

Po(t) = (x0(£), yo(t))-

Nosso ponto P(t), visto de P, (t), tem coordenadas R(cos0(t),sin6(t)) e descreve um
circulo. Visto da origem O, porém, estard orbitando em torno de P,, com movimento
dado por

(x0(£),yo(t)) + R(cos O(t),sin6(t)).

Um caso particular é dado pela cicloide.

Imagine um ponto marcado sobre a lateral de uma das rodas de um carro em
movimento. Mais abstratamente, consideremos a situa¢do em que o centro do circulo
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Py(t)

Yo(t) J

o i) (t)

Figura 1.4: circulo de centro em P, (t)

se desloca na horizontal, de forma que sua segunda coordenada seja sempre y,(f) = R.
Se o circulo roda de um angulo 6(t) (no sentido horario), seu deslocamento se da para
a direita, de forma que x,(f) = RO(t).

No sistema de coordenadas com origem em (R6(t),R), o ponto P(t) que estamos
considerando terd coordenadas (—rsin6(t), —rcos6(t)) (note que o angulo de P(t) —
P(t,) com €7 serd dado por —71/2 — 6(t)). Nossa cicloide é entdo parametrizada por

c(t) = (RO(t) —rsin@(t), R —rcosf(t)).

Usualmente, quando R = r, ¢ é chamada apenas de cicloide (ou cicloide comum);
quando R > r, de cicloide encurtada; quando R < r, de cicloide alongada. Se, no
lugar de de rolar sobre uma reta, a roda rola por dentro de um circulo, temos uma
hipocicloide; se rola por fora de um circulo, temos uma epicicloide.

1.3 Sistema de coordenadas em movimento

Podemos considerar a situagdo mais geral em que nosso ponto, P(t), tem coordenadas
(x1(t),y1(t)) em um referencial dado pela origem P, e pela base {1, €>}, de forma que,
no sistema candnico, tenhamos

P(t) =P, + xl(t)é’l + yl(t)gz.

Suponhamos, porém, que o referencial é mével, de forma que

P, = Py(t), &1 = 1(t), & = B(t)

variam com {. Suponhamos conhecidas as coordenadas de P,(t), €1(t) e €»(t), dadas
por
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Po(t)

Figura 1.5: cicloide

Po(t) = (x0(t), yo(t)); E1(t) = (a11(t), a21(t)); €2(t) = (a12(t), a22(t)).

As coordenadas de P(t), (x(t),y(t)), serdo dadas,sem problemas, por

(x(t),y(t)) = (xo(t), yo(t)) + x1(t)(a11(t), a21(t)) + ya(£)(a12(t), a22(t)).

Estas consideracdes se estendem, obviamente, a curvas em R3. Vale notar, também,
que ndo ha razdo para supor, em geral, que & e € sejam unitdrios, ou mesmo
ortogonais.

Como exemplo, estudemos a hipocicloide.

O circulo maior tem raio R; o menor tem raio r e roda, no sentido horério, de
6(t). O ponto P, para simplificar, estd sobre o circulo menor.. Note que o dngulo
a(t) = C,0C(t), formado pelo ponto de contacto inicial C,, a origem O e o ponto de
contacto C(t), é dado por

P, tem coordenadas dadas por

P,(t) = (R—r)(sina(t), — cosa(t)).
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e2(t) 810

CUQ(t)

Figura 1.6: referencial mével

A base (€1(t),€2(t)) é a base candnica rodada de «(t):

(cosa(t),sina(t));

1(f) = ;
( ) = (—sina(t),cosa(t)).

No sistema definido por P,(t), €1(t), €(t), o ponto P(y) tem coordenadas dadas por
(x1(£),y1(t)) = (—sinb(t), — cosO(t)). Juntando tudo, temos P(t) = (x(t),y(t)), com

%(£) = (R — r) sin (@) ~ rsind(t) cos (@) 4 rcos6(t) sin (@) ,

y(t) = (r — R) cos (@) — rsin6(t) sin (#) —rcos6(t) cos (@) :

Exercicio 1.2 Considere um primeiro circulo, c,, de centro na origem, de raio R,. Por dentro deste rola
outro circulo, c1, de raio Ry, rodando de um dngulo 6 (t) no sentido hordrio. Por dentro de c1 rola ¢y, de
raio Ry, rodando 0 (t), e assim sucessivamente, até c,, de raio R,,, que roda de 6, (), sempre no sentido
hordrio. Suponha que o ponto P(t) estd sobre c, e que, no instante inicial, os circulos estdo como na
figura. Descreva P(t).

Exercicio 1.3 Faga um programa que receba sistemas de coordenadas encaixados, como os do exercicio
anterior, e gere as correspondentes animagoes.
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Figura 1.7: hipocicloide

1.4 Outros exemplos

Uma espiral no plano pode ser pensada como um circulo cujo raio varia:
(x(t),y(t)) = R(t) (cosO(t),sinb(t)).

Uma elipse, de focos F; = (—c¢,0) e F, = (c,0) e tal que, para cada um de seus pontos
P = (x,y), vale

PF, + PF, = 2a,
é caracterizada pela equacao
S+ =1 b=+Va> -2
Uma parametrizacdo bastante simples é
(x(t),y(t)) = (acost,bsint).

Uma hélice é uma curva (em R?) descrita por

(x(),y(t),z(t)) = (Rcos(at), Rsin(at), bt).
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P(0)

Figura 1.8: exercicio

Os parametros R, a e b tém fungdes distintas: a hélice caminha sobre a superficie
cilindrica de eixo Oz e raio R; a razdo b/Ra nos d4 a medida de qudo ingreme ¢ a
subida.

Podemos, em geral, chutar as func¢des coordenadas x(t), y(t) e z(t). Neste caso, o
problema se inverte: até agora, partimos das propriedades da curva para obtermos as
equagdes; se partimos das equagdes, o problema passa a ser descobrir as propriedades
da curva.

SITES: Existem sites interessantes mostrando variadas curvas. Um (francés) muito
bom é

http://www.mathcurve.com/

Outro (italiano), com méquinas que geram curvas:
http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/_alfabetico.htm

1.5 Imagem de curva por transformacao

Suponha dada uma curvac: I — R?,

c(t) = (x(#),y(t))-

Se F : R?> — R? é uma funcio tal que podemos escrever


http://www.mathcurve.com/
http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/_alfabetico.htm

1.5: Imagem de curva por transformacao 9

F(x,y) = (u(x,y),0(x,y)),

a imagem de c por f serd a curva

Foc:I— R?

dada por

b (u(x(8),y(t)), v(x(t), y(t))) -

Figura 1.9: imagem por transformacao

Exemplo: A parametrizacdo

(x(t),y(t)) = (acost,bsint)

da elipse pode ser vista da seguinte forma:

A transformagio linear T : R> — R? dada por

()= (9)6)

leva o circulo de equacdo x> + y? = 1 na elipse de equagéao

transformando a parametrizacdio f +~— (cost,sinf) do circulo unitdrio na
parametrizagdo f — (acost,asint) da elipse.
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(0,1) c(t) (0,b) Toclt
(a,o)/ (a,0)
(170) K
c(t) = (cost, sent) (0, )
T o ¢(t) = (acost, bsent)
t

| | |
| | |
' 27

Figura 1.10: elipse como imagem por transformacao linear

Exercicio 1.4 Considere a transformagio de coordenadas polares para cartesianas: F(r,0) = (x,y),
dada por

x =rcost, y=rsinb.

Mostre que, se ¢ é uma reta no plano (r,0), sua imagem por F, no plano (x,y), serd uma reta passando
pela origem, se 6 = constante, um circulo, se r = constante (um ponto, se a constante for 0), ou uma
espiral, no caso geral.

Nao é preciso, é claro, que nos limitemos a F : R> — R?. Podemos considerar
F:R*— R3 F:R*>— R’ oumesmo F : R — R

Exercicio 1.5 Considere um plano nio horizontal a em R> e um ponto P, tal que P, ¢ «, P, =
(X0, Yo,20), com z, # 0. Suponha fixado em « um sistema de coordenadas de base ortonormal. Seja
F : R*> — R? a transformagdo dada por F(x,y) = (u,v), sendo (u,v) as coordenadas em a do ponto
obtido pela intersegiio entre « e a reta por P, e (x,y,0) (isto é, F corresponde i vista em perspectiva,
tendo como ponto de vista o ponto P, e a como plano de projecio). Suponha que os pontos (x,y) da curva
7y sejam caracterizados pela equagdo do segundo grau

ax® +bxy +cy* +dx +ey+ f = 0.

Determine uma equacio que caracterize os pontos (u,v) da curva F o 7.

1.6 Familias de curvas
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Com frequéncia, consideramos familias de curvas definidas por um segundo
pardmetro. Os circulos de centro na origem constituem uma familia, parametrizada
por r, dada por

c(t) = (rcost,rsint).

Podemos, também considerar qua a familia é parametrizada por t: para cada t fixo,
temos, parametrizada por r em R, uma reta passando pela origem.

Obviamente, ndo h4 razdo para nos limitarmos a um sé pardmetro. Se quisermos
descrever todos os circulos do plano, precisamos de trés parametros: r para o raio e
(x0,Y0) para o centro.

Se quisermos fazer uma animagdo, em que uma curva vai se mover no plano (ou
mesmo no espago), geraremos uma familia de curvas. Uma familia de curvas no espago
pode ser visualizada, em geral, como uma superficie.

Exercicio 1.6 Considere a curva ¢ : [a,b] — R2, dada por c(t) = (x(t),y(t)). Para cada 6 em
R, seja cg : [a,b] — R? obtida pela rotagio de c, em torno da origem, de um dngulo 6. Obtenha as
parametrizagoes de cy.

Uma curva tangente a todas as curvas de uma certa familia é dita uma envoltéria da
familia

Exercicio 1.7 Seja c : [a,b] — R? uma curva fechada e estritamente convexa.

Figura 1.11: envoltéria

Seja R > 0. Para cada s € [a,b] trace um circulo de raio R e centro c(s). Seja D a regido exterior a
c coberta pelos circulos, isto é, D estd compreendida entre ¢ e uma envoltéria da familia de circulos de
centro em c e raio R. Mostre que a drea de D é LR + 7tR?, onde L é o comprimento de c. Mostre que o
mesmo resultado vale se c é apenas convexa e tem “bicos”. Sugestdo: comece com o caso em que ¢ é uma
poligonal convexa.
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Capitulo 2
Velocidade

2.1 Vetor velocidade

Seja I um intervalo ndo trivial em R. Considere a curva
parametrizada ¢ : I — R" (n = 2 oun = 3), definida por

c(t) = (x(t),y(t),z(t)).! A velocidade médiade centretet-+ Até 1)
o vetor

1 e(t)
= (et + a0 = (1)),

dado, em coordenadas, por

(x(t + A —x(t) y(t+ A —y(t) z(t+ At) — z(t))
At ! At ’ At '

A velocidade de c no tempo t, v(t), é definida por 2

o(t) = e(t) = Jim - (c(t+ A1) — c(1),

o que, em coordenadas, nos d4

ou seja,

¢(t) = ( lim x(t+ At) — x(t)’ i Y+ DY) —y(t)/ o 2 AN —2())
At—0 At At—0 At At—0 At

1Se n = 2, apenas por c(t) = (x(t),y(t))
2Seguindo a tradigdo em Mecanica, usaremos a notacdo do ponto (em cima), para designar as
derivadas em relacdo ao tempo

13
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Observacado: O leitor talvez esteja habituado a lidar com f : R — R e a falar em
limy_,, f(x). Talvez soe estranho pensarem P : R — R3 (ou R?) e falar em lim;_,, P(t).
Notemos, inicialmente, que a ideia intuitiva é a mesma:

lim P(t) = P,
P =5

significa que a distancia de P(t) a P, tende a zero quando a de t a t, tende a zero. Ora,
se P(t) = (x(t),y(t),z(t)) e P, = (X0, Y0, 20), iss0O quer dizer que

IP(t) = Pof = 1/ (x() = x0)2 + (y() — o) + (2(8) — 20)> =5 0.

Mas, como |P(t) = Po| > [x(t) — x|, |P(t) = Po| > [y(t) —yol € [P(t) = Po| = [2(t) — zo],
temos que |P(t) — Py| — 0 implica em

|x(t) — x0| = 0, |y(t) —yo| = 0, |2(t) — z,| — O.
Reciprocamente, se, quando t tende a t,, temos
x() = xo| = 0, [y(t) = yol = 0, |2(t) — 20| = 0,
entao
lim [P(t) — Fo| =0,
pois
P(t) = P(to)| < V3 max {|x(t) — x(to)|, [y(t) — y(to)|, |2(t) — z(t,)} -

Assim, dizer que existe

ot) = ¢(t) = Jim L (clt+ Bt) — c(t)) = (21(£) 02(1), 05(1))

equivale a dizer que

x(t+ At) — x(t) _

or(t) = lim, At x(t),

O vetor velocidade, que acabamos de definir, vem, é claro, carregado de significados,
fisicos e geométricos.
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A direcdo de ¢(f), caso este seja ndo nulo, é a da reta tangente a
curva ¢ no ponto t. O sentido de ¢(f) é o sentido em que a curva
estd sendo percorrida. Jd a norma de ¢(t), |¢(t)|, mede a rapidez (ou
velocidade escalar) do movimento.

Cabem aqui algumas consideragdes de carater filosofico:

1. Quando nos referimos a reta tangente a curva ¢ no ponto c(t), ndo
estamos, na verdade, lancando mao de um conceito previamente
definido.

De fato, defini¢des de reta tangente tais como reta que toca c em um sé
ponto, deixando todos os outros de um mesmo lado, ndo resistem a figura
ao lado: a reta r toca c em um s6 ponto, mas nao é tangente; ja t toca
c em quatro pontos, ndo deixa os demais de um mesmo lado, mas é
tangente a c em c(t). A prépria diferenga (em termos matematicos)
entre cortar e tocar, de que poderiamos ser tentados a lancar mao, .
também precisaria ser esclarecida.

2. Quando falamos no sentido em que a curva esta sendo percorrida,
estamos trazendo de volta a diferenca entre a funcao

c: 1 — R* (R®),
que caracteriza uma curva parametrizada, e o trago de ¢, que é o conjunto definido por
{c(t), t €I} C R* (R®)

(que é a curva propriamente dita). Diferentes parametrizagdes da curva podem ser dadas,
mantendo-se 0 mesmo traco.

3. No que diz respeito a velocidade escalar, esta pode ser vista como dada pelo seguinte
limite:

I As

A0 AF
sendo As o comprimento, medido sobre a curva,
percorrido entre t e t 4+ At. Aqui, mais uma vez,
estamos recorrendo a um conceito, comprimento, que
ndo foi previamente definido. O comprimento de uma
linha curva ndo pode, em geral, ser medido diretamente
(mesmo usando um barbante). Ainda mais grave, nossa
defini¢do de ¢(t) nos permite apenas afirmar que a velocidade escalar (definida como
|¢(t)]) é dada por

lc(t 4+ At) — c(t)]

lim At
imAt — 0 \At]

Mesmo se nos restringirmos a At positivo, devemos considerar a seguinte dificuldade:
lc(t + At) — c(t)| é a medida do segmento de reta ligando c¢(f) a c(t + At), enquanto
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As é a medida do arco da curva entre c(t) e c(t + At). Ora, mesmo se, neste momento,
ainda ndo apresentamos uma defini¢do (e, muito menos, uma forma de calculo) para
As, temos certeza de que As > |c(t + At) — c(t)| e, em geral, As > |c(t+ At) — c(t)].

Antes de passarmos a definicdo de reta tangente e a outras consideragdes relacionadas
ao vetor velocidade®, seria conveniente termos claras as ideias sobre alguns pontos,
que trataremos a seguir sob forma de exercicios.

Exercicio 2.1 Sejac: R — R?a curva dada por c(t) = (x(t),y(t)), x(t) = t,

x*sinl , t#£0
— t 7 7
y(t) { 0 , =0,
Calcule ¢(0) diretamente pela definigio (e obtenha ¢(0) = (1,0)). Conclua que a reta tangente a ¢ em
c(0) = (0,0) é o eixo dos x. Note que nio sé o traco de c e a tangente em c(0) se cortam infinitas vezes,
mas que se cortam infinitas vezes em qualquer vizinhanga de ¢(0).

Exercicio 2.2 Sejac : R — R? dada por x(t) = t e y(t) = |t|. Note que ¢(0) ndo existe (como bem
sabemos, o trago de c tem um bico, em forma de dngulo reto, em (0,0)).

Exercicio 2.3 Sejac: R — R? dada por x(t) = 3 e y(t) = |t|>. Note que o trago desta curva é igual
ao da anterior (temos, pois, um bico em (0,0)). Faga as contas e conclua que ¢(0) existe. E agora, c tem
ou ndo tangente em (0,0)?

Exercicio 2.4 Sejac: 1 — R3dadaporc(t) = (x(t),y(t),z(t)) e suponhamos que x,y e z sdo funcdes
derivdveis em I.

Seja | um outro intervalo ndo trivial e suponha que o : | — 1
seja derivdvel. Considere a curva vy : | — R3, dada por
y(t) = (cowa)(t) = c(a(t)). Usando a regra da cadeia,
calcule (t). Note que o trago de vy estd, pelo menos, contido no
de ¢ e que o vetor velocidade de v no ponto y(t,) = c(a(t,))
é miiltiplo do vetor velocidade de ¢ no ponto c(«(t,)). v é dita / ™
uma reparametrizagdo de c. ¢

Exercicio 2.5 Use o método do exercicio anterior para criar exemplos. N@ se I =la,b[ e
J =] —b,—al, coma : ] — Idada por a(t) = —t, entdo -y ser@iglalzinha a c,mas pércorrida
no sentido contrdrio. Note que a curva v : R — R2, dada por x(t) = £ e y(t) = |t|°, é uma
reparametrizagdo de ¢ : R — R?, dada por x(t) = t e y(t) = |t|. Entenda bem e explique por que
¥ = ¢ o a pode ter velocidade em c(u(t,)) sem que c¢ tenha velocidade no mesmo ponto.

Usaremos, as vezes, o termo trajetéria como sindnimo de traco. Uma defini¢do
distinguindo trajetérias de tragcos pode ter como ponto de partida a ideia de que a
trajetoria é o traco mais um sentido de percurso, entendido que o sentido nao leva em
consideragdo eventuais diferencas de rapidez. Como matematicos, somos levados a
recorrer a uma relacdo de equivaléncia.

Exercicio 2.6 Sejam ¢; : I — R & c; : ] — R® dois movimentos (isto é: duas curvas
parametrizadas, com, pelo menos, derivada segunda). Diremos que ci e c descrevem a mesma
trajetéria se existe bijecio « : | — 1, crescente, tal que ca(s) = c1(a(s)), para todo s em ] (atengio:
ndo estamos supondo que « seja derivdvel - veja exercicio logo depois da definicio de trajetéria). Use a
notagio c1 = cp para cy e co descrevem a mesma trajetéria e prove que descrever a mesma trajetoria é
uma relagcdo de equivaléncia:

3Trataremos do comprimento de arco mais a frente
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1. ¢ =c, para todo movimento c;
2. 1= =0 =y

3. c1=¢y, 0 =03 =01 Zcs.

Definicdo: Uma trajetéria é uma classe de equivaléncia pela relagdo ter a mesma
trajetéria, acima definida. Mais claramente: se C é o conjunto de todos os movimentos
em R3, isto é, C é o conjunto de todas as curvas parametrizadas ¢ : I — R®, com
dominio em algum intervalo I (ndo trivial, mas que pode variar, de curva para curva)
e com, pelo menos, derivada segunda, a trajetéria descrita por c é o conjunto de todos
0s movimentos que tém a mesma trajetéria que c.

Exercicio 2.7 Suponha que ¢; : I — R® & ¢y : | — R® descrevem a mesma trajetéria, com
c2(s) = c1(a(s)), para todo s em J. Suponha, também, que a(s,) = t,, com Lca(so) e Sei(to),
ambos, ndo nulos. Mostre que « tem derivada em s, e que a’(s,) > 0.

2.2 Reta tangente

Diremos que a curva parametrizada c, tal que v = ¢(t,) é ndo nulo, tem por reta
tangente, no ponto P, = c(t,), a reta definida por

{P,+tv, t € R}.

Observacao: Em virtude das consideracdes contidas nos exercicios do final da segdo
anterior, temos:

1. Se v = ¢ oa é uma reparametrizagdo de c tal que a(s,) = f, e a’(sp) # 0, entdo
o vetor velocidade de 7y em s, é também ndo nulo e, como ndo poderia deixar de
ser, obtemos a igualdade entre a reta tangente a y em y(s,) e a reta tangente a ¢
em c(to).

2. Sey = couw étal que a(s,) = t, e &’(sp) = 0, entdo o vetor velocidade de
em s, é nulo. Isto ndo significa que y ndo tem tangente em y(s,) = c(t,) (na
verdade, posto que ¢(t,) # 0, podemos afirmar que y tem tangente em y(s,)).
Apenas, olhando s6 para a parametriza¢do dada por 7, ndo temos como garantir

que tenha.
3. Da mesma forma, como ja vimos, se, para um certo f;, temos ¢(t;) = 0, ndo
é impossivel que, para alguma reparametriza¢do ¢y = coa, com a(s;) = ty,

tenhamos y(sq) # 0.
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Definigdo: Sejam ¢ : I — R3 (ou ¢ : I — R?) uma curva parametrizada e t, um ponto

de I. Seja P, = c(t,). Diremos que a reta definida parametricamente por

{P, +tv, t € R}

é tangente a c em P se existe a : | — I diferencidvel, com «(s,) = t,, tal que o vetor
velocidade v = §(s,) de v = coa em s, é ndo nulo.



Capitulo 3

Aceleracao

3.1 Defini¢oOes

A velocidade nos informa se, como e de quanto varia a posi¢do. A acelera¢do nos
diz se, como e de quanto varia a a velocidade: é a velocidade da velocidade. Se
a curva c¢ é dada por c(t) = (x(t),y(t),z(t)), sua velocidade é a curva dada por
¢(t) = (%(t),y(t),2(t)). Assim, se x, y e z sdo duas vezes derivaveis em ¢, a acelera¢do
de ¢ no tempo t é definida por

Assim

como o vetor velocidade, o vetor aceleracdo
merece ser analisado, tanto do ponto de
vista da Mecanica como do da Geometria.
Comecamos decompondo a aceleracdo em
aceleracdo tangencial e aceleracdao normal. A
aceleragdo tangencial é a componente de A
na direcdo de v; a aceleracdo normal é o que as
sobra. Para que facam sentido, é preciso que a
velocidade v seja ndo nula. Mais precisamente,
definimos a acelerac¢ao tangencial por

ay

e a aceleracao normal por
an(t) = a(t) —ar(t).

Exercicio 3.1 Certifique-se de que entendeu. A aceleragdo tangencial, at, foi obtida tomando o unitdrio

u(t) = |o(t)|to(t) e fazendo ar(t) = (a(t), u(t)) u(t).

19
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Exercicio 3.2 Seja u(t) = |v(t)|~'o(t). Mostre que

an(t) = u(t) ® (a(t) @ u(t)).

Entenda geometricamente. Sugestdo: comece provando que, se e é um vetor unitdrio e normal a w, entio
w =e® (w R e); use, em seguida, o fato de que a(t) = an(t) + ar(t), com ar(tf) @ u(t) = 0.

Utilizaremos, eventualmente, os termos aceleracao tangencial (escalar) e aceleracao
normal (escalar) para designar, respectivamente, os ntimeros

(alt), Jo()|"o(t)) e lan(®)].

Note que a aceleragdo normal (escalar) serd sempre positiva, mas a aceleracdo
tangencial (escalar) terd um sinal, indicando se atua a favor ou contra o movimento.

Exemplo: Consideremos uma particula em movimento circular. Sendo R o raio do
circulo, podemos, fixando um sistema de coordenadas com origem no centro do
circulo, descrever o movimento por

c(t) = (rcosf(t), Rsinf(t)).

Se 0 é duas vezes derivavel, temos

v =¢(t) = (—ROsin6, RO cosb) c(t)
(note que (¢(t),c(t)) = 0 Vt).

Derivando de novo ( e, de novo, omitindo t),
temos

a = ¢(t) = —Ré*(cos B,sin B) + RH(— sin B, cos B),

o que ja nos d4, de graga, a decomposigdo

an(t) = —Ré%*(cos6,sinh),
ar(t) = RO(—sin6,cosf).

Dai segue, imediatamente, que, em um movimento circular, uniforme ou néao, a
aceleragdo normal, a velocidade e o raio do circulo estdo relacionados por

v 2
()] = 2y

Esta relacdo ndo decorre de qualquer lei da Fisica; é uma imposicdo da Geometria
a Mecanica: para que uma particula descreva um movimento circular é necessario
que sua aceleracdo normal seja, independentemente de qualquer outra consideragdo,
dirigida no sentido do centro do circulo e com norma igual ao quadrado da velocidade
escalar dividido pelo raio.
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Exercicio 3.3 Vale a reciproca? Isto é, se existe um niimero positivo R tal que

v 2
jan(t)| = 20

entdo a curva c anda sobre um circulo de raio R? Mostre que, com a hipétese de que ¢ é uma curva plana
(e que v, claro, ndo se anula), a resposta é sim. Mostre que, em R, a resposta é nito.

Vt,

3.2 Significado das aceleracdes tangencial e normal

Uma boa compreensdo do significado das acelera¢des tangencial e normal passa pela
investigacdo das respostas as seguintes questdes, que parecem corresponder a intuigdo
fisica:

1. Sera a aceleracdo tangencial responsavel pela variagdo da velocidade escalar? Isto
é, na auséncia de aceleragdo tangencial, teriamos |v(t)| constante?

2. Serd a aceleragdo normal responsavel pela mudanca de direcdo do vetor
velocidade? Isto é, na auséncia de aceleracdo normal, seriam os vetores v(f) todos
multiplos de um mesmo vetor, o que significaria movimento retilineo, mas nado
necessariamente uniforme?

As respostas as questdes acima ndo envolvem qualquer conhecimento de Fisica. Trata-
se, nem mais nem menos, de dois exercicios.

Exercicio 1: Seja ¢ uma curva parametrizada por c(t) = (x(t),y(t),z(t)). Expresse,
em termos das fungdes x, y e z, (e suas derivadas primeiras e segundas), os vetores
v(t), a(t), ar(t) e an(t). Calcule

Zlo(t)]
Resposta:

o)1 = (at0) (0] o).

Exercicio 2: Considere um vetor unitério fixo w = (a1, 4ap,43). Para medir a variagdo
da direcdo de v, considere u(t) = |v(t)| "v(t) e faca f(t) = (u(t),w) = cos6(t), sendo
6(t) o angulo entre a diregdo de v(t) e a de w. Calcule

d
T (1).

Resposta:




22 Capitulo 3: Aceleragao

Assim, a variagdo da direcdo do vetor velocidade depende apenas da aceleragdo
normal e da velocidade escalar (questdo: o que significa a presenca da velocidade
escalar no denominador?). Em particular, se o0 movimento se dd sem aceleracdo
normal, entdo 6(+) ndo varia.

Exercicio 3.4 Vocé é capaz de concluir, dai, que, se ndo hd aceleragio normal, entdo o movimento é
retilineo? Note que, para falarmos em aceleragio tangencial e em aceleragdo normal, devemos supor que
a velocidade ndo se anula.



Capitulo 4

Mecanica e Geometria

4.1 Uma imposicao da Geometria a Mecanica

Nosso estudo da aceleracao normal revelou, no caso de movimento sobre um circulo de
raio R, uma relacdo ndo muito evidente entre a aceleracdo normal (ay) e a velocidade

(v):

jan| = xlol?,
sendo x o nimero dado por
. 1
==

Ou seja, existe uma constante, x, de cardter geométrico (ja que s6 depende das
propriedades geométricas do circulo e ndo de como nos movemos sobre ele) que
relaciona, em um movimento circular, a aceleracdo normal e o0 quadrado da velocidade.

A experiéncia fisica parece indicar a existéncia de relagdo do mesmo tipo para qualquer
movimento, circular ou ndo: sabemos que é mais dificil fazer uma curva a alta
velocidade do que a baixa velocidade; o grau de dificuldade é tanto maior quanto mais
fechada é a curva e, para uma dada curva, aumenta quando a velocidade aumenta.
Tentando ser um pouco mais precisos, podemos dizer que o grau de dificuldade é dado
pelo tamanho (norma) da aceleragdo normal necesséria para podermos fazer a curva
(mudar a direcao da velocidade).

Trata-se de uma rela¢do entre grandezas fisicas, aceleracdo normal e velocidade, que
dependem da forma como a curva esta sendo percorrida (ou seja, da parametrizacdo).
Para curvas diferentes, essa relagao é diferente: uma curva mais fechada exige, para uma
mesma velocidade, mais aceleracdo normal do que para uma curva menos fechada. Ora,
ser mais ou menos fechada é uma propriedade geométrica da curva, ndo da forma como
estd sendo percorrida.

Sejamos um pouco mais técnicos. Consideremos uma curva parametrizada c : [ — R®
(ou, eventualmente, ¢ : I — R?) e estudemos a relacdo entre ay e v. Suporemos, é
claro, que v ndo se anula (ficando entendido, também, que as fun¢des envolvidas na
parametrizacdo tém, ao menos, duas derivadas). Assim, ¢ é dada por

23
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e temos:

Temos ainda que, se

entao

omo queremos investigar se a relacdo entre e v é, de fato, determinada pela
C t 1 tre ay e v é, de fato, det d 1

geometria da curva, devemos considerar os efeitos, sobre v e ay, de mudangas de
parametrizagao.

Consideremos, pois, uma nova
parametrizacdo da mesma curva, ¢y : | — R3

(de forma que o trago de c¢; coincida com o de

c). Vamos, na verdade, supor que c; é uma e
reparametrizacdo de c. Isto significa que c; é

dada por

sendo & : | — I uma funcdo duas vezes derivavel.! Calculando as novas velocidade e
aceleracdo no ponto c(t) = c(a(s)) = c1(s), teremos, ja que

Esta ndo é, na verdade, uma restricio: qualquer curva cy, de classe C!, com c¢1(s,) = c(t,) e ¢1(s0)
ndo nula, é, em uma vizinhanga de s,, reparametrizacdo de ¢
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= i(s)? (#(a(s)), §(a(s)), £(a(s))) + i(s) (x(a(s)), y(a(s)), 2(a(s))) =

= &(s)%¢(t) + i(s)e(t) = i(s)?a+ i(s)v.

Assim, ao reparametrizarmos c¢ por meio da fungdo «, a velocidade com que passamos
pelo ponto c(t) = c(a(s)) é multiplicada por &(s); ja a aceleracdo sofre um efeito mais
complicado: a nova aceleragdo é a antiga multiplicada por &(s)?> mais um termo na
direcdo tangencial (&(s)v).

Figura 4.1: variagdo da aceleracdo normal

Ora, por ser tangencial, o termo & (s)v ndo contribui em nada para a aceleragdo normal.

Exercicio 4.1 Certifique-se de ter entendido esta iiltima afirmagdo.

Assim, a nova aceleragdo normal é a antiga multiplicada por &(s)?.
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De fato, o célculo da aceleracdo tangencial, ar;, referente a ¢ nos da:

i(s)2ai ' ;
on = E5or = G (o +

= i(s)%ar + i&(s)v.

Segue que a aceleragdo normal, ay, referente a c; é:
a1 = a1 —ary = (&(s)?a+a(s)v) — (= &(s)%ar + i(s)v) =

= &(s)?(a —ar) = i(s)%ay.
Assim,

1 _ 1 . 5 -
PN T a(e)op ) N = N

Isso significa que, sendo P = ¢(t), o vetor

R(P) = ﬁaw)

é independente da parametrizacdo da curva.

Trata-se, pois, de uma imposicdo da Geometria & Mecénica: fixada a curva c e fixado
sobre ela um ponto P, existe um vetor,

k(P),

tal que, qualquer que seja o movimento percorrendo ¢ e passando por P com
velocidade ndo nula v, a correspondente aceleragdo normal é dada por

ay = |v|*%(P).

O vetor ¥(P) é chamado vetor curvatura de c em P. A curvatura de c em P, x(P), é,

—

simplesmente, a norma de «(P). Do ponto de vista de nossa experiéncia sensorial, é
razoavel que x(P) seja tdo maior quanto mais fechada (ou seja, quanto mais curva) seja
cem P.

Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema: Seja ¢ : I — R3 uma curva parametrizada duas vezes derivavel e seja t,
um ponto de I tal que c(t,) = Pe¢(t,) # 0. Sea : ] — I é uma fungdo duas
vezes derivavel, com a(s,) = t,, sejac; : ] — R> dada por c¢1(s) = c(a(s)). Sejam
v, U1, 4, 41, AN, AN1, respectivamente, os vetores velocidade, aceleragdo e aceleracdo
normal de c em £, e de ¢ em s,. Entdo, se A = &(s, ), temos

(i) v1 = Av;
(11) aN1 — )thZN.

Exercicio 4.2 Certifique-se de que entendeu.
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Traduzindo: tixada uma curva

¢ (que pensaremos como um subconjunto do P

espago e sem autointerse¢des nem bicos) e ¢
fixado um ponto P, de c, estdo determinados

pela geometria de ¢ (e independem, portanto,

da forma como nos movemos sobre c), para

qualquer movimento de uma particula sobre

c:

(i)a direcdo do vetor velocidade v no ponto P;
(ii)a direcdo e o sentido do vetor aceleracdo normal ay em P;?
(iii)um namero «(P), chamado curvatura de ¢ em P, tal que

jan| = x(P) o,

Exercicio 4.3 Mostre que, se ¢ é um circulo de raio R, entdo, para qualquer P em c, tem-se k(P) = R™L.

Exercicio 4.4 Note que, mesmo que a curvatura seja nio nula, teremos, quando a velocidade em P for
nula, aceleracio normal em P também nula.

4.2 A curvatura como funcao quadratica

Pelo que acabamos de ver, a curvatura em P, definida como a intensidade do vetor
curvatura em P, nos d4 uma certa medida de o quao curva é nossa curva em P. Assim,
pensando a curva ¢ como um objeto geométrico, independente de parametrizacao,
podemos dizer que a curvatura é uma fungdo que, a cada ponto P de ¢, associa um
numero x(P).

Ja o vetor ¥(P), serve para que, fixada a curva c, calculemos, em funcdo da velocidade,
a aceleracdo normal necesséria para, passando por P, permanegamos sobre c. Ou seja,
fixada a curva e fixado o ponto P, temos uma fungao

kp: v — kp(0),
que, a cada vetor v tangente a curva em P, associa a correspondente aceleragdo normal

kp(0).

E claro, pelo que acabamos de ver, que

mas é possivel dar uma férmula para kp sem explicitar o vetor ¥(P). Consideremos
uma parametrizacdo qualquer, ¢ : I — R3, de nossa curva, com c(t,) = P e ¢(t,) # 0.
Temos, entdo, que nossa aceleragdo normal, ay(t,), serd dada por

2a menos que a aceleragdo normal em P seja, sempre, nula
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sendo

u(ty) = —— (k).

[¢(to)]

Isto corresponde a dizer que, se ¢(t,) = v, entdo a correspondente aceleragdo normal é

kp(v) =0v® (w®0),

com

1
= P )

Ora, pelo que aprendemos sobre «p, sabemos que, se v1 = Av é o vetor tangente em P
P 1
que corresponde a outra parametrizagdo, entdo

xp(v1) = Axp(v) = A0 @ (W) = (A0) ® (W@ (Av)) = 01 ® (W@ v1).



Capitulo 5

Regras de Calculo

Talvez valha a pena fazermos uma pequena digressdo. Estamos trabalhando com
derivadas de objetos, e ndo apenas ntimeros, que variam com o tempo. Tais
objetos sdo, basicamente, pontos em R3 (que, como sabemos, podem ser vistos como
vetores, ou como ternos ordenados). Mas nada impede que consideremos, também,
transformacdes (lineares, geralmente, dadas por matrizes) que variam com o tempo.
Nossos objetos podem ser somados e estdo sujeitos a diferentes tipos de multiplicagdo:
produto por escalar, produto escalar, produto vetorial, produto de matriz por vetor,
produto de matrizes, produto de quatérnions...opera¢des definidas via coordenadas.
Nossas velocidades e aceleragdes, portanto, sdo calculadas por meio das coordenadas,
o que leva a contas enormes.

Vamos, neste capitulo, estabelecer algumas regras, analogas as que vigem no caso de
fungdes a valores reais, para as derivadas envolvendo opera¢des com nossas fungdes
vetoriais. Algumas delas ja apareceram quando definimos velocidade, mas nao custa
nada voltar ao assunto em um espago exclusivo. Vamos enunciar e provar nossos
resultados em R>, mas é claro que os resultados analogos valem, quando couber, em

R?, com as mesmas demonstracdes. As mesmas demonstracdes valem também, sem
problemas, em R", paran > 3, em todos os casos que ndo envolvem o produto vetorial.

5.1 Desigualdades

Vamos utilizar algumas desigualdades béasicas, que consideraremos provadas a partir
de propriedades geométricas (supostamente evidentes).

1. A desigualdade triangular:

la+b| <|a|+|b|Vab € RE

2. A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévski:

| (a,b) | < |a||b|Va,b € R>.

29
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a+b

Figura 5.1: desigualdade triangular

A maneira ingénua de provar esta desigualdade, no contexto R3, é partir de (a,b) =
|a||b| cos 8, sendo 6 o angulo entre a e b, e usar | cosf| < 1. Mas CSB é mais do que
isso; vale em qualquer espaco vetorial com produto interno.

3. A desigualdade do produto vetorial:

la®b| < |a||b| Ya,b € R,
Aqui, também, admitindo que vale, “geometricamente”, |a ® b| = |a||b|sin®, o
resultado segue de |sinf| < 1.

Exercicio 5.1 Demonstre as desigualdades CSB e do produto vetorial a partir das definicdes: se
a = (ay,ay,a3) eb = (by, by, b3), entdo
<El, b> =a1b1 +axby +azb;; a®b= (612173 —azby, azb; — a1bs, a1b, — (lzbl).

Sugestio: mostre, primeiro, que

| (a,b) >+ la @ b|* = af*|b]*.

Exercicio 5.2 Use CSB para demonstrar a desigualdade triangular.
Sugestio: faga |a + b|*> = (a+b,a +b).

Exercicio 5.3 Se vocé ja trabalhou com a nogio geral de espago vetorial com produto interno, demonstre,
usando apenas as propriedades bdsicas do produto interno, a desigualdade CSB. Note que, neste caso, o
exercicio anterior permite demonstrar a desigualdade triangular sem recorrer a argumentos geométricos.
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5.2 Limites

Defini¢do: Sejam I um intervalo ndo trivial em R, t, um elementode I eu : I\ {t,} —
R3 uma funcio vetorial. Diremos que o vetor u, é o limite, quando t tende a t,, de 1,
com a notagao

tlgg u(t) = uy,

se

lim |u(t) — uo| = 0.

t—to

Se u esta definida em f, e u(t,) = u,, diremos que u é continua em f,.

Proposicao: Sejam I um intervalo ndo trivialem R, u : [ — R3 uma funcdo vetorial,
dada por u(t) = (uy(t),ux(t), us(t)), t, um elemento de I e u, = (ay,az,a3) um
elemento de R3. Entdo u, é o limite, quando t tende a t,, de u se, e somente se,

li = li = li = as.
t1_>rrtl ul(t) = aq, tl_g}) up(t) =aze t1_>rrt}] usz(t) = as

Demonstragdo: O resultado segue, aplicando resultados basicos sobre limites de fungdes reais,
de

lui(t) — a;)* < |u(t) — uo* = (u1(t) —a1)® + (uz(t) — az)® + (uz(t) —az)?, Vi=1,2,3.

O resultado acima nos traz de volta a ideia, mais simples, de que podemos trabalhar
com coordenadas. A definicdo sem referéncia direta as coordenadas tem uma certa
elegancia, mas a razdo de lhe termos dado preferéncia é que, no caso de espacgos de
dimens&o infinita, trabalhar com coordenadas pode ser problemaético.

Uma outra situagdo interessante é a de uma transformacdo linear que varia com o
tempo. Usar coordenadas, neste caso, significa passar da transformacado a matriz que a
representa.

Definicdo: Sejam I um intervalo ndo trivial em R, t, um elemento de I e (a;;)
I\ {to} = Mmux, uma fungdo que, a cada t, associa a matriz m x n (a;j;)). Diremos
que a matriz (a;;) € o limite, quando ¢ tende a t,, de (a;j(t)), com a notagdo

lim (a;;)(t) = (aij),

Yim (a;;)() = ()
se

lim a;;(t) = a;; V(i,j) € {1,...,m} x {1,...,n}.

t—to
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Se (a;j) estiver definida em t, e (a;;)(t,) = («;j), entdo (a;;) é dita continua em t,.

Lema:Seu: I\ {t;} = R%, v:I\{tc} = R, a: I\ {to} = R, (a;) : I\ {tc} = Muxn
sdo tais que
lim u(t) = uo, lim o(t) = 0o, lim a(t) = ao, lim (a;)(t) = (&),

entao:
Dlimy_s, (2 (F)u(t) + v(t)) = aott + vo;
(i)limy s, (1(t), 0(8)) = (10, 00);
(iti)lim; ¢, u(t) @ v(t) = 1y @ v;
(v)limy s, (a;) () (E) = () ho.

Demonstragdo: Fazendo t = t, + At, u = u(t) = u,+ Au, v = v(t) = v, + Av, &« = a(t) =
a, + Ax, temos:

@) (Ja(t)u(t) +o(t)) — (aotto + )| = |Aau, + aAu + Av + AaAu| < |Aaf|uo| + |a||Aul +
|Av| + |Awa||Au|, e todas as parcelas tendem a zero;

(i)] (u(t), v(t)) — (uo,vo) | = [(Au,v0) + (1o, Av) + (Au, Av) | < |Aul[vo| + |uo||Av| +
|Au||Av|, e todas as parcelas tendem a zero;

IN

|Au||Av|, idem;

|Au||vo| + |uo]|Av| +

(iv)cada entrada de (a;;)(t)u(t) é o produto escalar de uma linha de (a;;)(t) por u(t); logo,
o resultado segue de (ii). ]

Exercicio 5.4 Note que (i) (com v(t) = 0), (ii), (iii) e (iv), no fundo, dizem a mesma coisa e, é claro,
tém, no fundo, a mesma demonstragio.

5.3 Derivadas

Definigdo: Seja [ um intervalo ndo trivial de R. Uma funcdo u : I — R3 é dita derivavel
no ponto t, de I se existe

(u(t) = u(to))-

)1
t(to) = lim -—

Exercicio 5.5 Mostre que Ll(to) ¢ derivada de u em t, se, e somente se, podemos escrever, para
At=t—t, tel,
u(to + At) = u(to) + Atu(to) + Ate(At),
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com

lim e(At) = 0.
At—0
Sugestdo: faca €(0) = 0 e, para At # 0,
(M) = 1 (ulto + Af) — u(ty)) — ).

Exercicio 5.6 Mostre que u(t) = (u1(t), ua(t), us(t)) é derivivel em t, se, e somente se, sio deriviveis
em t, as fungdes coordenadas e que, neste caso,

u(tO) = (ul(tt))r u2(t0)ru3(t0))-

Definigao: Uma fungao matricial (a;;) : I — M, tem derivada (a;i(t,)) em t, € I se
cada a;; tiver, em t,, derivada igual a zii]-(to).

Proposicao: Consideremos intervalos néo triviais I, | em R, t, ponto de I, s, ponto de
] e funcgoes,

u:I—=R3, v:1—=R3 (a5):1—= Muxn

Al =R, a:]—1

com u, v, (a;;) e A derivaveis em t,, a derivdvel em s, e a(s,) = t,. Entdo u, v, (a;;) e A
sdo continuas em {, e:

(i) & (1 +0)(to) = 1i(to) + 0(to)

(ii) & (Au) (to) = A(to)u(to) + A(to)ti(to)

(iif) 4 (u,0) (to) = (11(to),0(to)) + (u(to), 9(to))

(i) & (u@v)(to) = ii(te) @ v(to) + u(te) @ V(to)

(0) i (@ip)u) (ko) = () (to)u(to) + (ai7) (t0)i (ko)

(i) A(to) # 0 = i (Fu)(to) = 37y (A(to)ik(to) = Alto)u(to))
(vid) gy (1t 0 @) (s0) = &' (50 )i (to)

(viii)ov(ty) # 0 = %’m(to) _ (o(to)0(to))

0]
Demonstracdo: A continuidade de u (e, analogamente, a de v) vem de

1
li to+ At) —u(t,)| = lim |Au| = lim |At||—Au| = 0]u(t,)| =0.
lim fu(to + At) —u(to)| = lim [Au| = lim |At|] = Au| = 0[u(t,)] =0
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A continuidade de A é andloga; a de (a;;) é tratada coordenada a coordenada.

Quanto as regras de derivagdo, (i) é trivial, (vi) segue de (ii), (v) segue de (iii); (ii), (iii) e
(iv) tém, essencialmente, a mesma demonstragdo. Provemos (iv), chamando u(f,) de u, e
u(ty + At) — u(t,) de Au, o mesmo para v:

L(u@0)(t) = limar—0 27 [(o + Att) @ (Vo + AV) — 1y ® V,] =

= limp; 0 A% [ty @ AV 4+ Au ® v, + Au @ Av] =

= limas0 [0 ® A AV+ LAUR v, + Au® AV] =

=u(ty) ®0(to) + u(t)v(ty) + 0@ 0(ty) = u(ty) @ v(ty) + 1i(ts)v(ty)-

Resta demonstrar (vii), ja que (viii) segue de (iii), fazendo |v| = (v, v)l/ 2 Para provar (vii), note
que

u(ty + At) — u(ty) = Ati(t,) + Ate(At),

com €(0) = 0 e, para At # 0,

e(AF) = i(u(to AR —u(ty)) — (k).

Temos, entdo, fazendo At = a(s, + As) — t,,
L (u(also +85) — u(a(s0))) = & (ulto + AD) — u(ty)) =
L (Atu(t,) + Ate(At)) = (RLu(t,) + Ae(At)).

Passando ao limite, obtemos:

%u o 6 (s9) = & (s0)i(to) + &' (50)0 = & (o)1 (ko).

Exercicio 5.7 Mostre que, se u,v,w : I — R® sdo derivdveis em t,, entdo d : I — R, dada por
d(t) = det(u(t),v(t),w(t)), é derivivel em t, e

d'(ty) = det(1i(to), v(ty), w(to)) + det (u(ty), 0(to), w(ts)) + det (1(ts), v(ts ), W(to))-

Sugestio: faca det(u(t), v(t), w(t)) = (u(t), v(t) @ w(t)).
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54 A exponencial complexa

Esta secdo é dedicada a generalizagdo da funcdo exponencial para os ntmeros
complexos. Mais que uma simples curiosidade, trata-se de conhecimento 1til: teremos
a oportunidade de lancar mao da exponencial complexa em problemas absolutamente
concretos.

Comecemos recordando as expressdes das séries de Taylor para as fungdes e, cosx e
sin x, com x real:

n=0
00 (_1)kx2k
cosx = ;
kgo (2k)!
00 (_1)kx2k+1
sinx = ;
kgo (2k+1)!

Se, por falta do que fazer, nos distrairmos substituindo o ndmero imagindario i como
varidvel na exponencial e acreditarmos que vale a troca na ordem da soma infinita
resultante, chegamos a curiosa identidade

e = cosf +isiné.
Exercicio 5.8 Aproveite para, fazendo 6 = 7, obter a famosa férmula
¢ +1=0,
que estabelece mdgica relacio entre o 1 da Aritmética, o v da Geometria, 0 i da Algebra e o e da Andlise.

Continuando nossa fantasia, suponhamos que, para um ntimero complexo qualquer,
x + iy, deva valer a relagdo

XY = e*elV,
Teremos, entdo,

et = ¢*(cosy + isiny).

Defini¢do: Sejam x e y dois nimeros reais. A exponencial' do ntiimero complexo x + iy
¢ o namero complexo

et = ¢¥(cosy +isiny).

e~ n., . . .
1A definigdo e* = Y5> %; €, certamente, mais honesta e mais elegante. Optamos, com tristeza, pela
mais barata, para chegarmos rapidamente aos resultados que nos serdo tteis mais a frente
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Mais precisamente, a fun¢do exponencial complexa é definida, usando a expressao
acima, para z = x + iy, por

exp:C —
z —> e* =¢é*(cosy+isiny).

Note que, se pensarmos um real como ntimero complexo, a nova defini¢do coincide
com a antiga. Os dois exercicios a seguir sdo cruciais.

Exercicio 5.9 Sejam z1 = x1 + iy1 e zo = X + iy» dois niimeros complexos. Mostre que

eZ1+Zz = %1%,

Exercicio 5.10 Seja z, = a + bi um niimero complexo fixo. Considere a fungio c : R —C = R?, dada
por

c(t) = et? = ™tV — o (cos(bt) + isin(bt)).
Mostre que

¢(t) = zoc(t) Vt € R,

ou seja:

—e% = z,e!%,

dt

Depois dessa pequena viagem, podemos nos dar conta de que fun¢des de varidvel
real, mas a valores complexos, podem ser pensadas como curvas planas. Esta forma
de pensar tem a vantagem de incorporar a riqueza das operagdes algébricas em C.
Alternativamente, podemos pensar curvas planas como fung¢des de variavel real a
valores em (€, e incorporar a estas curvas as operacdes de multiplicagdo e, quando
couber, de divisdo entre nimeros complexos. Mais claramente, suponhamos que as
curvas planas u : I — R?>e v : I — R? sejam dadas por u(t) = (x1(t),y1(t)), v(t) =
(x2(t),y2(t)). Podemos, entdo, definir as curvas uv e u/v (esta tltima apenas para o0s
valores de t para os quais v(t) # (0,0)) por

(o) (1) = (x1(H)x2(t) = ya(Dy2(8), x1(H)ya(t) + 22(H)y1 (1)),

1
Z(t) = xz(t)2+y2

BE (e () x2(8) + y1(D)y2(8), x2(H)y1 (£) — xa(H)ya(t))-

Exercicio 5.11 Reveja as defini¢des acima pensando em termos de u(t) = xq(t) +iy1(t) e v(t) =
xa(t) + iy2(t)

Observacao: Note que as expressdes para uv e para /v sdo obtidas por meio de somas,
diferencas, produtos e divisdes entre as fun¢des coordenadas de u e v. Desta forma, é
imediato que, se
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lim u(t) = (a1, b1), limo(t) = (a2, b2),

entao

lim (uv)(t) = (ayap — biby, a1by + axbq),

t—to
limu(t)— L (a1ap + byby, ayby — a1by)
i S 102 + b1by, a01 — a1b2),

a ultima assercdo valendo, com as reservas de costume, apenas se (a2, by) # (0,0).

E bem mais simples, claro, pensar o tempo todo em termos de nimeros complexos
(afinal R? eC sdo o mesmo conjunto!) e reescrever: suponhamos que u, = aj + ib; e
Vo, = ap + iby; entdo, se

1. t) = ’ 1 t) = 7
lim u(t) = u,, limo(t) =0,

temos

lim (uv)(t) = uyv,,

v
. u Uo
lim —(¢) = —,
t—to © Vo

a ultima assercdo valendo, com as reservas de costume, apenas se v, # 0.

As regras de deriva¢do guardam, também, as parecengas naturais com as de fungdes a
valores reais.

Proposicdo: Sejam [ um intervalo ndo trivial em R, u,v : I — C = R? funcoes
derivaveis no ponto t, de I. Entdo uv é derivavel em ¢, e

d . :
(1) (to) = 11(to)(to) + u(to)0(to)-

Se v(t,) # 0, entdo existe um intervalo |, contido em I e contendo f,, tal que u/v esta
definida em |, é derivdavel em ¢, e

du, . o(ty)ite) —u(to)o(t,)
dio\f) = o(t,)2 '

Demonstra¢do: Tomando At tal que t, + At esteja em [ e chamando u(f, + At) — u(t,) de Au,
v(t, + At) — v(t,) de Av, temos

(u+Au)(v+Av) —uv  ulAv  vAu n AulAv

At At + At At

e a conclusdo segue do resultado sobre limite do produto.
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Se v(t,) # 0, podemos, j& que a derivabilidade de v implica em sua continuidade, tomar um
intervalo ], contido em I e contendo t,, tal que, para t em ], vale |v(t) — v(t,)| < |v(t0)|/2, 0
que é suficiente para garantir que v ndo se anula em J. Temos, entdo, exatamente como no caso
de fungdes a valores reais,

utli _ o _ vAu—ubv _ vl — y Y
At At(v+ Av)o  v(v+ Av)’
e dai segue a segunda parte do resultado. u

Exercicio 5.12 Seja p(z) = anz" +a,_12" "' + - - - + a1z + ag um polindmio a coeficientes complexos.
Defina p' por p'(z) = nayz" ' + (n — 1)ay,_12" "2 + - - - + ay. Sejam z, um niimero complexo fixo e c
a curva plana dada, para t em R, por c(t) = p(tz,). Mostre que ¢(t) = z,p’(tz,), Vt € R.

Exercicio 5.13 Continue com p e p' como acima. Considere u : I — € derivivel no ponto t, de I.
Mostre que ¢ : I —C, definida por c(t) = p(u(t)), é derivivel em t, e que

¢(to) = p'(u(to))ii(to).

Sugestio: comece com o caso c(t) = (u(t))".

5.5 Voltando a derivada do produto

Ja destacamos que diversas regras de deriva¢do, envolvendo diferentes produtos, se
deduzem da mesma forma e dizem, essencialmente, a mesma coisa. Procuremos

2z

estabelecer um regra um pouco mais geral, que englobe os diversos casos que ja
tratamos e mais alguns outros. Vamos nos colocar em um contexto mais geral.

Definicdo: Seja E um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma aplica¢do

||: E — R,
v — ||

tal que:
()|v| >0Vv € E;
(i)|tv| = |t||[v| Vv €E, VI € R;
(ii)|u +v| < |u|+ |v| V u, v € E (desigualdade triangular);
(iv)|[v] =0=0v=0.
Um espago vetorial munido de uma norma é dito um espaco vetorial normado.

Exemplos:
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1.Se E tem produto interno, |v| = (v, v)l/ 2 define uma norma (note que a desigualdade
triangular segue da de Cauchy-Schwarz-Buniacévski). Exercicio: reveja CSB, no caso
geral.

2.Suponha que Ei,...,E, sdo espagos vetoriais normados, com normas dadas,
respectivamente, por | |1,...,| |». Entdo o espago vetorial E = Ej X --- X E, (com
as operacdes naturais) é normado, com qualquer uma das normas:

(i)H(U1,...,Un)H1 - ‘01’1 +--+ ’Un‘n/'

@) (21, o)l = /1013 + -+ + ouls

i) (v1, .-+, 9n) || = max {|v1]1, ..., |On|n}-
Exercicio 5.14 Mostre que as trés normas apresentadas no exemplo 2 sio, de fato, normas.

Exercicio 5.15 Note que, para qualquer v em E, temos

[olleo < [l0]]2 < J[oll1 < n[0]]e-

Defini¢do: Sejam E um espago vetorial normado, I um intervalo ndo trivial em R, £,
um ponto de I e v um funcao a valores em E, definida em todos os pontos de I, exceto
possivelmente em t,. Diremos que o limite, quando f tende a ¢,, de v é o elemento v,
de E, com notagado

lim v(t) = v,,
ren (t) =2,
quando
lim |v(t) —v,| = 0.
lim [o(£) |
Diremos que v : I — E é continua em t, se v estd definidaem ¢, e

}LIIt}) v(t) = v(ty).

Exemplo: Considere os espacos E1 = My, xny,---, Ex = My xn,- Mm,xn; € 0 espago
vetorial das matrizes reais m; por n;, com a norma

Note que isto equivale a ver M, x,, como R™*". Suponha que tenhamos k fungées
continuas, com valores matriciais,

Ai:I—>Ei,i=1,...,k
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eque,paracadai =1,...,k—1,valhan; = m;;q. Seja E = Eq X - - - X E, com qualquer
uma das trés normas propostas no exemplo 2 acima. Entdo a aplicagdo A : I — E,
dada por A(t) = (A1(t),..., Ax(t)), é continua (é facil provar, se usarmos a norma
|| ||2). Mais interessante é observar que a fungéo, a valores matriciais,

P: I — My xn,
b P(t) = A1 (t)Aa(t) - - Ax(t)

também é continua. De fato, ndo é dificil ver que, nossas fungdes matriciais sdo
continuas se, e somente se, as fungoes correspondentes as entradas da matriz sdo
continuas.

Exercicio 5.16 Note que, tratando nossos espagos de matrizes My, x, como R™", isto é o mesmo que
dizer que as fungdes correspondentes ds coordenadas sdo continuas.

Ora, as coordenadas de P(t) tém que ser continuas, ja que sdo somas de produtos de
coordenadas das A;.

Definicdo: Se E é um espago vetorial normado e I é um intervalo nao trivial em R, uma
fungdo u : I — E é dita derivavel no ponto t, de I, com derivada u(t,), se

. 1
lim
t*}to t - to

(u(t) —u(to)) —ult,)| = 0.

Exercicio 5.17 Seja E = M, x,, um espago de matrizes como os que utilizamos acima. Seja

A: I — Myxn.
t o A(t) = (a;j(t))

Mostre que A ¢é derivdvel em t, se, e somente se, cada uma das a;; é derivdvel em t,.
Exercicio 5.18 Mostre que, se u : I — E é derivivel em t,, entdo u é continua em t,,.
Vejamos, agora, uma generalizagdo da ideia de produto.
Definicdo: Se Ej, ..., E; sdo espagos vetoriais, uma aplicagdo P : E; x - - X E; é dita
k-linear se, para quaisquer u; em Ej,...,u; em Ej, v; em E;, A em R, temos

P(uy, ..., uj+Avj, ... ug) =Pluy, ..., uj, ..., ug) +AP(uy, ..., 05, ..., ug).
Como estamos evitando falar em limites para fungdes outras que as de variavel real,
adotaremos a defini¢do de continuidade a seguir.
Definicdo: Se E, Ey, . . ., Ex sdo espagos vetoriais normados, e P : E; X --- X Ex — E é

uma aplicacdo k-linear, P serd dita continua em (X, ..., Xx) se, para qualquer intervalo
I ndo trivial em R e para quaisquer u; : I — Eq,...,uy : I — Ei, continuas em t, e tais
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que (u1(to), ..., ux(to)) = (x1,...,xx), for continua em ¢, a aplicagdo u : I — E dada
por

u(t) = P(uy(1), ..., ux(t)).

Diremos que P é continua, se for continua em todos os pontos de Ey X - - - X Ej.

Exemplo 1: Se E; é o espago das matrizes reais m x n, E; = R" e E = R", entdo
P: Ey x E; — E, dada por P(A,v) = Av, é bilinear (ou seja, 2-linear) e continua. Para
provar, note que cada coordenada de Av é soma de produtos de coordenadas de A por
coordenadas de v.

Exemplo 2: Considere os espacos Ey = My xny,---, Ex = My xn,, sendo My, xp; 0
espaco vetorial das matrizes reais m; por n;, com a norma

O produto de matrizes (supondo que, para cadai = 1,...,k — 1, valha n; = m;;),
dado por

P: Eq,..., Ex — Mmlxnk/

é uma aplicacdo k-linear continua.
Exercicio 5.19 Sejam E,Eq, ..., Ey sio espagos vetoriais normados, e P : Ey X --- X Ex — E uma
aplicagdo k-linear. "Suponha que existe uma constante C, tal que

|P(Ul,...,0k)’ < C|01’ |Uk|, VU1 S E1,...,Uk S Ek.

Mostre que P é continua. Conclua que os produtos, por escalar, escalar e vetorial sdo aplicagoes bilineares
continuas.

Exercicio 5.20 Mostre que o determinante, em R", como funcdo que a cada n vetores associa o volume
com sinal do paralelotopo por eles formado, é n-linear e continua.

Proposic¢ao: Sejam E, Ey, ..., Ex espagos vetoriais normados, I um intervalo real ndo
trivial e u; : I — E; func¢des derivaveis no ponto f, de I. Se P : Ey X --- X Ex — E é
uma aplicagdo k-linear continua, entdo a aplicacdo

u:t—u(t) = Pur(t),..., uk(t))

é derivavel em t, e
u(ty) = P(uq(to), ua(to), ..., ux(to)) + P(ui(to), ia(to), ..., ux(ts))+
+oo+ Plug(te), - ui(to), . ux(to)) + ...+

+P(ul(t0)/- s ukfl(to)/ uk(to)) + P(”l(to)/ s /ukfl(to)r uk(to))'
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Demonstragdo: Seja At tal que t, + At € I. Chamaremos, como de hébito, u;(t,) de u; e
ui(t, + At) — u;(t,) de Au;. Temos, entdo:

A (u(to + At) —u(to)) = a7 [P(ur + Auq, up + Aus, ... ug + Auy) — P(ug, uz + ... ug)] =
= P(%Aul,uz,...,uk) + ... —i—P(ul,...,ﬁAui,...,uk) + ...—|—P(u1,...,uk_1,§Auk)—|—
+r(At).

O termo r(At) é uma soma de parcelas do tipo P(vy, . . ., v;), sendo pelo menos dois dos termos
v; da forma Au; e, os demais, da forma u;. Por exemplo:

1 1
EP(Aul, Aup,uz, ... ux) = P(EAul, Aup,uz, ..., ug).

Neste caso, temos us, . . ., uy fixos, Au, tendendo a zero e iAul tendendo a 14 (f,). Logo,

1
lim —P(Auq, A .. = P(u .. =0.
Jim. = (Auq, Aup, us, ..., ug) (111(t0),0,u3,...,u) =0

O mesmo raciocinio se aplica a todas as outras parcelas, de forma que

.1 _
/Bgno Er(At) =0.

Sobram as parcelas do tipo

que tendem a P(uy, ..., 1;(t,),. .., ug). [ |



Capitulo 6

Leis de Newton

6.1 Asleis

O século XVII é o tempo de uma verdadeira revolu¢do na Matemdtica. Uma série de
fatores vai levar a incorporagdo, aos métodos de célculo, de uma nova operagao: a
passagem ao limite. Paralelamente, ocorre um esforco para a formulagdo de leis que
expliquem o movimento dos corpos. As contribui¢des de varios homens concorrem
para a elaboracdo de um novo corpo de ideias matemaéticas e para o lancamento das
bases do que hoje entendemos como Fisica. A derivada, a integral, as séries infinitas e
as chamadas Leis de Newton, origindrias daquele tempo, sdo as ferramentas bdsicas,
ainda hoje, para boa parte do que conseguimos fazer com sucesso em ciéncia e em
tecnologia.!

Nao vamos aqui, propriamente, discutir as origens, o significado e as bases
experimentais das leis de Newton. Limitamo-nos a formuléd-las em linguagem
matemadtica e a delas extrair algumas consequéncias. Faremos algumas hipéteses de
carater puramente teérico: consideraremos corpos reduzidos a um ponto (particulas),
auséncia de atrito, sistemas isolados e outras abstragdes que devem ser tomadas como
tentativas ingénuas de explicar a realidade e prever o futuro. As préprias leis (ou
mesmo a hipétese de existéncia de leis) devem ser tomadas com a reserva devida a
qualquer obra de ficgao.

Imaginemos, pois, um universo correspondente ao R>. Todos os corpos (e seres, e tudo
mais) sdo dados por suas coordenadas, que se modificam (ou ndo) ao longo do tempo.
Assim, cada particula evolui segundo uma funcdo

c: I —s RS,

sendo o intervalo I a fragdo da eternidade durante a qual a particula existe (o zero dos
tempos pode ser 0:00 do dia do nascimento de Cristo, 13:45 de ontem, ou qualquer
momento arbitrariamente escolhido). Os corpos (e particulas) sdo dotados de uma

1Tudo isso se passa na Europa. Nao ha registro de participagdo significativa de mulheres neste
processo, que, na maioria dos paises do continente europeu, tiveram que aguardar mais trés séculos
pela cidadania plena

43
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caracteristica chamada massa, dada, para cada um, por um ntimero positivo. Sobre
eles atuam misteriosas entidades, chamadas forgas, dadas por vetores (em cada ponto
do espago, e a cada instante, estdo definidas forcas que agem sobre a particula que
ocupa aquela posi¢do, naquele instante). As leis de Newton dizem respeito as forgas.

Primeira Lei(lei da inércia)

Na auséncia de forgas que sobre ela atuem, uma particula permanece em repouso ou se move,
em linha reta, com velocidade constante.

Segunda Lei (defini¢do de forca)

Se uma particula de massa m (que pode variar com o tempo) ocupa, em cada instante, uma certa
posicdo, descrita pela curva parametrizada c, a soma (vetorial) das forcas que sobre ela atuam a
cada instante, designada por F, é tal que

Terceira Lei (lei de acdo e reacgdo)

As particulas exercem for¢as umas sobre as outras da sequinte forma: se, num instante dado, a
particula A exerce sobre a particula B a forca F, entdo, no mesmo instante, a particula B exerce
sobre A a forca -F.

A primeira lei é devida a Galileu; a segunda

é uma versdo mais acabada de ideias ja D
e ) . . 2

utilizadas, também, por Galileu; a terceira

foi formulada por Newton. Seguindo,

provavelmente, uma dica de Hooke, Newton

formulou a lei da gravitagao.

Py
Lei da Gravitacao

Existe uma constante G tal que, se uma particula de massa my ocupa a posigio Py e outra,
de massa my, ocupa a posigio P», entdo a primeira exerce sobre a sequnda uma forca (dita
gravitacional), F, dada por

Gmymy

F— 2
|Py — Py?

(P — D).

6.2 Sistemas de particulas, momentum e centro de massa
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Se uma particula de massa M tem seu movimento descrito pela curva parametrizada c,
define-se sua quantidade de movimento (também chamada momentum) no instante

t, p(t), por
p(t) = me(t).
Note que a segunda lei de Newton equivale a

F=p.

Assim, na auséncia de forgas (ou se a soma das forcas é nula), p é constante. No caso
de uma particula, supondo m constante, isso é 0 mesmo que dizer que ¢ é constante. O
caso de um sistema de particulas, a coisa é mais interessante.

Consideremos um sistema de n particulas, de massas mj, ..., m; e posi¢des descritas
por ci, ..., cy. Suponhamos que o sistema esté isolado, isto é: ndo sofre agdo de forcas
externas. Ou seja, as Uinicas forgas presentes sdo as exercidas por cada particula do
sistema sobre as demais; pela lei de acdo e reacdo, a soma de tais forcas é nula. Temos,
entao, se

pi=mic;, i=1,...,n,

e definirmos a quantidade de movimento do sistema por

p= ZP:‘/
i=1

que

n
p=Y pi=0
i=1
(j& que a soma das forcas é nula).

Ou seja: em um sistema isolado, com particulas que podem se mover a velocidades
diferentes, é verdade que a soma de todas as forgas agindo no sistema é nula, mas ndo
se pode falar em conservacdo da velocidade (nem mesmo das velocidades) do sistema.
No entanto, a quantidade de movimento do sistema é conservada.

Neste caso é possivel, também, tirar uma consequéncia interessante sobre o movimento
do centro de massa do sistema. O centro de massa é o ponto que corresponde a média
ponderada das posi¢des das particulas do sistema (a ponderacdo é dada pelas massas
das particulas). Assim, como as particulas se movem, o centro de massa tem sua
posicdo dada, em funcdo do tempo ¢, por

comm =) ; m;. Assim, a velocidade do centro de massa é
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SES
™=

N
I
—_

(=1 [% émiciu)] -

e, portanto, a aceleracdo é

d 1 &
¥ [mici(t)] = E;Pi(t)r

(1) = - Y Pt =0

Ou seja, vale uma versdo da lei da inércia para sistemas isolados: o centro de massa
de um sistema isolado faz, sempre, um movimento retilineo uniforme (o que inclui, é
claro, a possibilidade de que permaneca em repouso).

O conceito de centro de massa é interessante também no caso em que o sistema nao
estd isolado. Se F é a soma de todas as forcas atuando sobre as diversas particulas do
sistema, podemos dizer, como

que faz o maior sentido imaginar uma particula, de massa m = Y’ ; m;, ocupando
exatamente a posi¢do do centro de massa. A quantidade de movimento de tal particula
seria dada por

ple) = me(t) = m L T = Lot

de forma que

L me(t)) = p(t) = Y. pi(t) = F.

Assim, 0 movimento do centro de massa corresponde ao de uma particula que tivesse
a massa total do sistema e sofresse a acdo de uma forca igual a soma de todas as forcas
que agem sobre as diversas particulas do sistema. Como ja vimos, pode ser mais facil
determinar diretamente, a partir desta observacdo, o movimento do centro de massa
do que o de cada uma das particulas do sistema.

Questio: Suponhamos que uma segunda particula, de massa m igual a massa total do
sistema se mova sob a acdo, em cada instante, da mesma resultante, F, da soma das
forcas que atuam sobre o sistema. Suponhamos também que, em um dado instante
t, essa particula ocupe a mesma posicdo e tenha a mesma velocidade que o centro de
massa do sistema. Serd, entdo, verdade que seu movimento coincide, para qualquer
tempo t, com o do centro de massa?
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Equacdes diferenciais

7.1 Exemplos iniciais

Exemplo 1

Dentro do panorama tedrico definido pelas leis de Newton (incluindo a da gravitagdo),
considere o seguinte problema: estudar a evolugdo de um sistema de dois corpos (que
suporemos particulas), de massas conhecidas, dadas suas posi¢des e velocidades em
um certo instante. De forma ainda mais simplificada, suponhamos que o sistema esteja
isolado e que a tnica interacdo entre as particulas se dé pela forca da gravidade.

Assim, temos duas particulas, de massas m; e my, cujos movimentos,

c1,c: I — R3,

queremos determinar. Conhecemos, para um certo f, em I, as posig¢des, ¢1(f,) = Pj e
c2(tp,) = Py, e as velocidades, ¢1(ty) = v1 e ¢2(ty) = vp. E, o principal, sabemos, da lei
da gravitagdo, que, para todo t em I,

- Gmlmz

mi(c1)(t) = |C1_—C2|3(02 —c1),
- Gmlmz

ma(c2)(t) = |c1——c2|3(61 —c2).

O problema mudou completamente! Até agora, estivemos procurando entender um
movimento para a qual tinhamos como calcular diretamente a posi¢do, c(t), em
qualquer instante t - a curva c era dada por fungdes conhecidas. No presente caso,
temos, antes de mais nada, que descobrir como obter c(t) para t # t,. Observe que, se
escrevermos c¢1(t) = (x1(t),y1(t),z1(t)) e ca(t) = (x2(t), y2(t),z2(t)), podemos contar
meia dazia de fungdes a determinar. Delas, conhecemos os valores em t, e os valores
em t, de suas derivadas. No mais, temos um sistema de seis equag¢des que nos ddo,
cada uma, a segunda derivada de uma das seis em funcdo dela mesma e das outras
cinco. Para x1 (), por exemplo, temos

47
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f1(t) = Gz 573 (a(t) = x1(1)).

(Ca(t) = xa(6)* + 11 (6) — y2(6)) + (21 (1) — 2a(1))?]

As outras cinco equagdes sdo andlogas.

Em geral, uma equacdo envolvendo uma funcao e suas derivadas é dita uma equagao
diferencial. Um sistema de equagdes, como o que temos, envolvendo diversas fun¢des
e suas derivadas é dito um sistema de equacdes diferenciais.

Exemplo 2

m

Figura 7.1: sistema massa-mola

Em um sistema massa-mola, como o da figura, supomos que um corpo de massa m se
desloca sobre uma reta. O esticamento, no instante ¢, é representado pelo ntiimero real
x(t): positivo, se estamos do lado direito, negativo, se do esquerdo (em relagdo a posicgao
de repouso). As forgas em acdo sdo: a forca eldstica exercida pela mola (que puxa para
o ponto de repouso), que suporemos dada por —k*x(t) (lei de Hooke); e a forga de
atrito (contrdria a0 movimento), que suporemos dada por —u?%(t). Suporemos que k
e J sdo constantes.

Nossa equacéo é:

mi(t) = —k2x(t) — u?x(t).

O fato de que, nos dois exemplos acima, aparecam derivadas segundas (e outras,
de ordem inferior) ndo é, claro, um acaso. Equacgdes diferenciais tendem a aparecer
sempre que sejam postas em evidéncia as forgas que atuam em um sistema. A segunda
lei de Newton nos leva a igualar a forca resultante a massa vezes aceleracdo, o que,
imediatamente, faz surgir uma derivada segunda.

Exemplo 3
Em diversas situagdes (capital a juros, crescimento populacional, decaimento

radioativo), temos uma grandeza, x(f), cuja taxa de variagdo, x(t), é proporcional a
x(t). A correspondente equagao diferencial é
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x(t) = ax(t).

cz

Com a hipétese de que a é uma constante conhecida, pode-se, roubando um pouco (ja
que ndo se garante, a priori, que x(t) # 0), fazer

Integrando dos dois lados, vem

Inx(t) = at+C,

o que resulta, fazendo e = 8, em

x(t) = Be™.

Se conhecemos o valor x, de x(t) em um certo t = t,, podemos determinar .

Exercicio 7.1 Determine, nas condigdes acima, o valor de .

Exercicio 7.2 Chegue a mesma solugio, sem roubar:

x(t) = ax(t) = e *x(t) —ae Yx(t) =0 = jt(e_‘"tx(t)) =0, efc.

Desta vez, conseguimos. Mas nem sempre é tdo f4cil, e geralmente é impossivel,
encontrar uma solucdo explicita (em termos de fungdes catalogadas) de uma
equacao diferencial que nos interessa resolver. Dois caminhos sdo particularmente
interessantes, neste caso: o primeiro é fazer uma andlise qualitativa da solucdo, de
forma a obter informacdes sobre esta sem calcula-la explicitamente; a segunda é obter
uma sequéncia de solu¢des aproximadas que, de alguma forma, convirja para a solugao
exata.!

7.2 O método numérico mais obvio

Para termos uma ideia (e uma, aqui, é apenas uma das possiveis ideias) de como lidar
com uma equacdo diferencial, imaginemos um caso simples: queremos conhecer o
movimento ¢(t) de uma particula, dadas sua posicao, c(t,) = Py, no instante inicial t,, e
a equagao

1Uma questdo preliminar é obter garantias de que, nas hipéteses em questdo, a equagio tenha, de
fato, uma solugdo (tinica, de preferéncia), pelo menos durante um certo intervalo de tempo
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que nos fornece a velocidade em funcado da posicdo. Para simplificar, suporemos que o
movimento se faz no plano.

Mais precisamente, suporemos dado um campo de velocidades, v : R? — R? (isto é,
se nossa particula estd no ponto P, entdo sua velocidade serd, obrigatoriamente, v(P).
Esperamos, a partir dai, conseguir definir c em um intervalo contendo £,.

Podemos comecar com uma ideia
absolutamente 6bvia: a defini¢do de derivada.
Se At é pequeno, uma boa aproximagdo para
c(t + At) é dada por c(t) + Até(t). Ou seja, o(Py) = v(clto)) = élto)

comegamos aproximando c(t, + At) por /

c(to) + Atc(to) = Py + Ato(Dy). c(to) = Py

Usando essa ideia, temos um procedimento
para obter a posi¢do (aproximada) no tempo
t.

Comegamos dividindo o intervalo [t,,f] em
n subintervalos (n é um inteiro positivo que
podemos escolher na hora de implementar o método). Fazemos

_t_to
oo

At

e criamos, recursivamente, os pontos P;, P, ..., P,, fazendo

P, =P 4 +AtU(P1‘_1), i=1,...,n.

Sob hipéteses razodveis (se bem entendemos o significado do vetor velocidade),
P, deve ser uma boa aproximacdo para c(t) (se n for suficientemente grande, e,
consequentemente, At for bem pequeno). De quebra, ligando por segmentos de reta
ospontos P;_1e P, i =1,...,n, obtemos um desenho aproximado da curva c, entre os
tempos t, e t. Este método é conhecido como método de Euler

Exercicio 7.3 Programe a ideia acima no computador. Considere a curva ¢ : R — R2, dada por
c(t) = (t,t?). Considere v : R*> — R? dada por v(x,y) = (1,2x). Note que c satisfaz a
c(0) = (0,0) ea ¢(t) = v(c(t)), para todo t em R. Escolha um tempo T razodvel, um n razodvel,
faca At = T /n, determine e marque na tela os pontos P; = P;_1 + At v(P;_1) i =1,...,n, e compare
a curva aproximada com a exata, no intervalo [0, T]. A partir de que valor de n a diferenga entre a curva
aproximada e a exata deixa de ser visivel? E se vocé der um zoom?

2Fisicamente, é mais usual ter uma equagdo que nos d4 a aceleragio em funcio da posigao; pedimos
desculpas ao leitor: o caso apresentado aqui tem a vantagem de ser mais simples e pode servir como
ponto de partida para saltos mais ousados, em outro momento
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7.3 Um método similar para equacdes de segunda ordem

Passemos ao caso de uma equacdo de segunda ordem. J4 temos dois exemplos
interessantes: o sistema massa-mola, em que buscamos uma fungdo, x(f), a valores
reais; e o sistema gravitacional com n particulas, descrito por n movimentos em
R3, c1(t) = (x1(t),y1(t),z1(t)), ..., cn(t) = (xn(t),yn(t),za(t)), 0 que equivale a um
movimento, c(t) = (x1(t),y1(t),z1(t), ..., xu(t), yu(t),zn(t)), em R3"3

Consideremos, pois, que queremos calcular (aproximadamente, pelo menos) c(t),
conhecendo a posigdo inicial, P, = c(t,), e a velocidade inicial, v, = ¢(t,); suponhamos,
também, que sabemos determinar a aceleragio, ¢(t), em func¢do da posigéo, c(t), e da
velocidade, ¢(f). Mais especificamente, queremos determinar ¢ : I — R”", sendo
I = [t,,tjoul = [t t,], conforme t > t, ou t, > t (vamos, em geral, supor t > t,);
suporemos conhecida uma certa fungdo, a : R" x R" — R", que nos d4 a aceleragdo
em funcdo da posigdo e da velocidade (poderia, a rigor, depender também do instante),
e dados dois elmentos, P, e v,, de R". O problema, portanto, é determinar c : I — R"
tal que:

C(to) =P,
¢(to) = v,

E(t) = a(e(t),c(t), t € L.
Exercicio 7.4 Explicite a fungdo a : R" x R" — R", no caso do sistema massa-mola e no caso do
problema dos n-corpos.

A ideia é a mesma do caso de primeira ordem. Fixamos ¢ e um certo inteiro positivo n,
e dividimos o intervalo [t,, t| em n pedacinhos, fazendo

t—t .
At = - °, tj=t,+iAt.

A tnica novidade é que, agora, precisamos gerar uma nova velocidade a cada passo. Vamos
criar as posicdesPy, ..., P, (que aproximardo c(t1),...,c(t,)) e as velocidades v, ..., vy,
(que aproximardo ¢(t1),...,¢(tn)).

Facamos, pois, o 6bvio: parai =1,...,n, sejam

P; = P 1 + Atv;_q,

V; =01+ Ata(Pi,l, Uifl)-

30s dois casos podem nos conduzir por caminhos que se embrenham por espagos outros que 0s
tradicionais R, R?, R3: o sistema gravitacional é naturalmente descrito por uma curva parametrizada
em R3" - determinar tal movimento corresponde ao que usualmente é chamado de problema dos 7
corpos; ja no massa-mola, temos que combinar que ndo é natural imaginar que a trajetéria fique presa
em uma linha reta, mas sim que se dé em um plano - o que é menos evidente é que, neste caso, as coisas
ficam mais simples se trabalharmos com uma curva a valores em € (que é o R?, mas tem uma riqueza
maior)
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Exercicio 7.5 Programe o método acima. Considere a fungdo x(t) = sint. Note que x(0) = 0, x(0) =
le %(t) = —x(t) Vt € R. Fixe um At positivo e vd calculando os x; = xj_1 + At v;_q, v; =
vi—1 + At(—x;_1). Note que, chamando % de v, os pontos (x(t),v(t)) percorrem o circulo de centro na
origem e raio 1. Fazendo t; = iAt, plote os pontos (x(t;),v(t;)) e os correspondentes (x;,v;). O que
acontece? Qual a explicagdo?

Exercicio 7.6 Repita o exercicio acima, mas cometa o sequinte erro, ao programar (usando o simbolo
=: para atualizar o valor de uma varidvel): crie as varidveis X e V, com valores iniciais 0 e 1 e, para
atualizd-las, faca (chamando At de H)

X =:X+HYV,
V=V -HX.
O que acontece? Qual a explicagdo?

Uma andlise um pouco mais cuidadosa do método numérico acima permite uma
pequena, mas substancial, melhora.

7.4 As aproximacdes da derivada

O ponto de partida de nossos métodos numéricos foi a seguinte observacgdo, que
chamamos, inclusive, de 6bvia: para t fixo e h pequeno, é razodvel a aproximagao

c(t+h) = c(t) +hc(t).
A partir dai, chamando ¢t de t; e t + h de t;; 1, obtemos

c(tiv1) ~c(ti) +h é(t).

Comecemos de novo, observando que chamar t de t; e t + h de t;,1 parece deixar
implicito que h é positivo. Explicitemos: para ¢t fixo, e h positivo e pequeno, é razoavel
a aproximagao

c(t+h)~c(t)+hc(t).

Simetrizemos: para t fixo, e h positivo e pequeno, é razodvel a aproximagao (olhando
para trds)

c(t—h) =~c(t)—he(t).

Agora parece razodvel chamar t de t; et — h de t;_1, on que nos da

c(ti-1) = co(ti) —hé(t).

Ora, chamando i — 1 de i, isso é 0 mesmo que

c(t;) = c(tiv1) —hé(tiv),
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ou seja,

c(tiv1) ~ c(ti) +h é(titr).

Exercicio 7.7 Observe que toda essa conversa se resume a: se os niimeros (distintos) x e y estdo
proximos, é razodvel pensar

fy) = f(x)
y—x

como uma boa aproximagio de f'(x), independentemente de ser y > x ou x > y.

Exercicio 7.8 Suponha que conhecemos os valores da fungio c(t) nos pontos t;, i inteiro, tais que os
valores ti 1 — t; sdo, todos, iguais a h. Qual é a melhor aproximagio para ¢(t;):

Heltin) — ()2 ou 2 (c(t) — c(ti-1))?

E claro que, fixado h positivo, e dados os pontos t; —h = t;_1, t;et; +h = t;;1,ndo ha,
sem outros dados, como decidir, entre

Dye(ty) = 1 (e(tin) —e(t)) 0w Doc(t) = 3 (c(t) — c(ti-1)),

qual a melhor aproximagéo para ¢(#;). Suponhamos, pois, que (como vimos fazendo),
nossa escolha recaia sobre D_. Passemos a segunda derivada (supondo que temos os
pontos tj, j =i—2,i—1,i,i+1,i+2). Aproximando ¢é(t;) por Dy D, c(t;), obtemos

T (eltia) — 2e(ti) + c(t))

Exercicio 7.9 Confira. Observe que a opgdo D_D_ daria

%(C(tzez) = 2c(ti1) +c(t)).

Exercicio 7.10 E se optissemos por D, D_, ou porD_D_,?

O defeito é evidente. As op¢des olhar sempre para a direita ou olhar sempre para a esquerda
nos levam, na aproximagdo da segunda derivada em tl, a considerar, respectivamente,
os valores de c nos pontos t;,t;1,ti+2 ou ti_o,t;_1,t;. As opgdes DyD_ e D_D_ nos
dao, ambas,

%(C(ti—i) —2c(t;) +c(tis1))-

Parece mais razoavel (se olhamos a direita na primeira derivada, olharemos a esquerda na
segunda): afinal, neste caso, estaremos utilizando pontos mais préximos de t;. Fagamos
uma avaliagdo um pouco mais rigorosa, comparando as trés opc¢des (como DD e
D_D_ sao equivalentes, compararemos apenas D D_ contra D D). A andlise pode
ser feita usando o polindmio de Taylor:
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C(t+h) = c(t) + (O + o (P + (O (O + (R,
com
lim () = 0
h—0 h" -

(note que c e r sdo fungdes a valores vetoriais; trabalhando coordenada a coordenada, é
tacil deduzir esta versdo vetorial do polindmio de Taylor). Para simplificar o raciocinio,
podemos dizer que o que queremos é decidir qual a melhor aproximacgao para ¢’ (t),
quando & é pequeno:

' (t) o 1 [e(t4+20) — 2(t 4+ )+ (1),

ou

(1) ~ % (C(t+h) — 2¢(t) + c(t — h)]?

Supondo que c tem derivada terceira em t e usando as expansdes em polindmio de
Taylor, temos:

c(t+2h) = c(t) + 2he (£) + 22" (£) + §h3c”’(t) +r(2n),

c(t+ ) = c(t) + he(£) + h;c”(t) + %h%”’(t) +r(h),
! h2 " 1 3.m
c(t—h) =c(t) —h'(t) + ¢ (t) — gh c"'(t) +r(=h),

o que nos leva a

1 [c(t +2h) —2c(t+h) +c(t)] = " (t) + h"' (t) + S [r(2h) — 2r(h)],

h2 h?
et ) —26(t) + et — )] = ¢ (6) + 2 (k) + r(—h)],
}lligé ﬁr(h) = 0.

Assim, quando © — 0, ambas as expressdes convergem a c”(¢). No entanto, se
chamarmos de r1 () o erro cometido com a adogdo da primeira, teremos
1
r1(h) = hd”' (t) + 2 [r(2h) — 2r(h)],
de modo que
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lim %rl(h) = lim {C"'(t) + % (r(2h) — 2r(h)]} — ().

J& o erro cometido com a adogdo da segunda, rp(h), é tal que

.1 .1
%51(1) Em(h) = ]1135 B [r(h) +r(—h)] = 0.

Isso decide a parada em favor de

(1) ~ % (c(t+h) — 2¢(t) +c(t— h)].

7.5 De volta ao método numérico

Voltando a nosso esquema numérico: consideramos os tempos to, t1,...,ty, com t; —
tiy = h, para todoi = 1,...,n, e as correspondentes posi¢des, P,, Py,...,P,, e
velocidades, v,,vy,...,v,. A posicdo e a velocidade iniciais, P, e v,, sdo dadas; as
demais devem ser aproximadas a partir da expressdao da aceleragdo, que é dada em
fungdo da posigdo e da velocidade: a aceleracdo no tempo t;, ao qual atribuimos a
posi¢do P; e a velocidade v;, serd aproximada por a; = a(P;, v;), sendo a uma fungdo
conhecida (a aproximag¢do vem do fato de que, mesmo sendo a fungdo a dada por uma
lei na qual tenhamos fé absoluta, os valores de P; e de v; sdo aproximados).

Pelo que acabamos de discutir, na se¢do anterior, vamos aproximar a velocidade
olhando para a direita (isto é, usando o operador de derivagdo aproximada D), mas,
para a aceleracdo, olharemos para a esquerda (ou seja, usaremos D_). Assim, faremos

1
vi=g [Piy1 — D,
1

a; = 2 [7)1' - vi—l] .

Vejamos o que isto nos d&, no célculo de P; e de v;:

1
UO:E[Pl_Po]iplzpo—'—hvo,

1
alzﬁ[vl—vo]:>01200+ha1.

Note que P; é dado explicitamente, a partir dos valores, conhecidos, de P, e v,. O
caso de v1 ndo é tao simples, ja que a; = a(P;,v1). Neste caso, para o calculo de v,
teremos que resolver a equagdo v = v, + h a(Py,v1), sendo conhecidos v, (dado), P
(ja calculado) e a fungdo a. Mais geralmente, teremos

Pi1=P+hv,
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Viy1 = 0 +ha(Piyq,0i41),

0 que nos obriga, a cada passo, a resolver uma equacdo, para obter o novo valor da
velocidade. Ou, escrevendo tudo a partir da aproximacado da aceleragao:

1

1 .
ﬁ [Pi—H — 2Pl‘ + Pi—l] =a; = a(Pi,vi) = El(Pi, E [Pi—i—l - Pi]), 1=1,2,...,n.

Neste caso, pode ser interessante trocar o operador D_D_ por D D_. Teriamos, entdo,

1
vi =g [P; — P;_4],

1
a; = E [vi—H - Ui] .

Ja no célculo de P; e vy, fica claro que temos que inverter as linhas do programa:
precisamos de v; para o cdlculo de P;. Temos, entdo, que comegar atualizando a
velocidade (olhando para a direita) e, em seguida, a posigdo:

v =0, +ha, =v,+ha(P,,v,),

P1 — P0+]’l01 - PO—I_hUO—l_hZ a(Po,Uo).

Observe que, agora, magicamente, os novos valores sdo obtidos de forma explicita.
Mais geralmente, teremos

Vi1 =it ha;=v;+ha(P,0;),
Piy1 =P+ hviyq = P+ hoi+ h* a(P,v;).

Alternativamente, escrevendo tudo a partir da aproximacado da aceleragao:

1

1 .
ﬁ [Pz'—H —2P; + P,'_l] =a; = a(Pi,vi) = a(Pi, E [Pi — Pi—l])/ 1=1,2,...,n.

Questao: Partimos da igualdade D_D; = D D_, mas chegamos a duas férmulas de
recorréncia diferentes. As dedugdes estdo corretas? Se estdo, temos meios de decidir
qual das duas aproximacgdes serd melhor?

No caso em que a aceleracdo ndo depende da velocidade (¢(t) = a(c(t))), as duas
abordagens conduzem a férmulas de recorréncia explicitas:

Piyy = Pi+hwv,
Vip1 = Ui +ha(Pyq);

ou
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Oiy1 = 0; + h a(Pi),
Pi1 =P +hvi.

Exercicio 7.11 Faga uma simulagdo, no computador, para um sistema de n + 1 particulas, de massas
my, my, . .., My conhecidas, com posicdes e velocidades iniciais também dadas (suponha o sistema isolado,
sendo a tinica interagdo entre as particulas dada pela lei da gravidade - assim, as aceleragdes dependem
apenas das posicoes). Uma boa ideia pode ser supor n = 8 e considerar o caso em que m, é muito maior
do que as demais massas; melhor ainda seria usar dados reais do sistema solar e até, quem sabe, incluir
a Lua e outros satélites. O programa deve apresentar os movimentos das particulas, com a opgio de
se fixar a origem em qualquer uma delas, de forma a podermos comparar o modelo geocéntrico com o
heliocéntrico.

Exercicio 7.12 Por que, na simulagio, os planetas nio escapam para longe do sol?

Exercicio 7.13 Retorne ao sistema massa-mola, com %(t) = —x(t). Faga y = X, de modo que
(x(t),y(t)) = (y(t),—x(t)). Conclua que x(t)*> + y(t)> é constante. Faca simulacoes numéricas,
a partir de uma posicio e uma velocidade dadas, para diversos valores de h. Compare as aproximagoes
obtidas com o movimento exato.
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Capitulo 8

Comprimento de curva

Até agora temos, em nosso estudo de curvas, lancado mao da derivada. Para medir
comprimentos, precisaremos também da integral.

A questdo que se nos coloca é a seguinte: dada uma curva (parametrizada) ¢, como
definir (e calcular) seu comprimento? Se paramos um pouco para pensar, vemos que a
resposta ndo é exatamente simples.

Se os pontos A e B sdo ligados pela curva ¢, sabemos medir o comprimento do
segmento AB (na verdade, como os pontos sdo, para nés, pares, ou ternos, ordenados,
definimos o comprimento do segmento AB por

AB = \/(bl —a1)?+ (bp —a2)? + (b3 — a3)?,

sendo A = (aj,a2,a3) e B = (b1, b, b3)). Quanto ao comprimento do arco ligando
A a B, o melhor que podemos fazer é aproximar o arco por uma poligonal e concluir
que seu comprimento deve ser maior ou igual do que o comprimento da poligonal. Se
tizermos tender a zero a distancia entre os vértices adjacentes da poligonal, e tivermos
sorte, o comprimento desta deve tender para o do arco.

Se a curva é dada por ¢ : [a,b] — R? ou R3, com c(a) = A e c(b) = B, uma poligonal,
com vértices em ¢, ligando A a B, serd dada por uma parti¢io P = {t,,t1,...,t,} de
[a,b],coma =t, <t <...<t, =b. Ocomprimento da poligonal serd, entdo, dado

por

n

I(P) = le(t1) — c(to)| 4+ +[e(tn) — c(ta—1)| = }_ I tia)l-

i=1

Assim postas as coisas, ja podemos sentir no ar o cheiro da integral. Para explicita-la,
observemos que podemos escrever

1) = et — b)) = LI )

e que, quando os t; — t;_1 sdo pequenos, temos

59
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Figura 8.1: comprimento

le(ti) —c(ti)| _ .,
b—tin ()
Assim, podemos trabalhar com uma dupla aproximacdo: o comprimento do trecho da
curva que vai de A = ¢(a) a B = c¢(b) é aproximado pelo da poligonal , dado por I(P);
este, por sua vez, é aproximado por

n
1(P) = ) [e(t:)|(ti — tia).
i=1
A expectativa é que, quando os t; — t;_1 forem bem pequenos, as aproximagdes sejam
muito boas, de forma que, no limite, tanto /(P) como sua aproximacdo tendam ao
comprimento do arco. Mais explicitamente: se s é o comprimento do arco, e |P| =
max {t; —t;_1,i =1,...,n}, esperamos que

n
li (B — £ q) = s.
|P1r30i_21|6(1)|(1 i-1) =S

Ora, supondo que |¢| seja integravel, o limite acima é, precisamente, a integral de |¢|
de a a b; ou seja:

b
s:/u e|(8)dt.

Discutiremos em uma segdo a parte a demonstragdo de que, com hip6teses adequadas,
tudo da certo. O fato é que, se ¢ é continua, as coisas correm bem: o limite, quando os
t; — t;_1 tendem a zero, de I(P) existe e é igual a integral de |¢| entre a e b.

Suponhamos, pois, que temos uma curva c : I — R3 (ou R?), tal que ¢ é continua (como
estamos, em geral, supondo que a aceleragdo estd definida, a existéncia da segunda



8.1: Comprimento de arco 61

derivada, ¢, fica implicita, o que ja garante a continuidade de ¢). Fixemos um ponto
to de I. O comprimento de arco de ¢, medido a partir de ¢, (ou de c(¢,)), é a funcdo
s : I —+ R dada por

Figura 8.2: comprimento de arco

E importante observar que, se ndo supusermos que ¢ ndo de anula, 0 mesmo trecho de
c pode ser percorrido mais de uma vez (numa espécie de vai-e-vem).

Exercicio 8.1 Examine a curva ¢ : R — R? dada por c(t) = (t,t?). Agora estude c1 : R — R? dada
por c1(t) = (sint,sin®t).

Na verdade, mesmo quando ¢ ndo se anula, podemos ter o mesmo trecho percorrido

diversas vezes (como, por exemplo, em c(t) = (cost,sint), t € R). Assim, o
verdadeiro sentido da funcédo s,

()= [ ko),

é medir o espago percorrido pelo ponto ¢(7), quando T varia de f, a t.

8.1 Comprimento de arco

Facamos uma breve discussdo sobre o problema de definir o comprimento de
arco. Consideraremos uma curva parametrizada ¢ : [4,b] — R® (que suporemos
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diferenciavel). A cada particdo P = {t,,...,t,} de [a,b], dadapora = t, < 1 <
... < t, = b, associamos

n
e, P) =) le(ti) —c(tiz1)|-
i=1
A norma da particdo P, designada por |P|, é o maior dos numeros t; — f,,t) —
t1,...,tn —ty—1. O comprimento de c é, por definicdo,

I(c) = lim I(c,P),
(c) Hm (c,P)

caso o limite exista. Nesse caso, a curva c é dita retificivel. Mais precisamente, o
comprimento de ¢ é I(c) se

Ve>036>0||P|<d=|l(c,P)—1I(c)] <e
Nosso objetivo é provar que, sendo ¢ continua, tem-se

I(c) = /ub 16 (8|t

Vamos precisar de dois resultados preliminares.

Proposigao: (desigualdade do valor médio) Se ¢ : [x, 8] — R3 é continua em [a, B] e
derivavel em |a, B, entdo existe ¢ em |a, B] tal que

[c(B) —c(@)]| < (B —a)[c(&)]-
Demonstragdo: Considere f : [¢, f] — R dada por
f(t) = {e(t) —cla), c(p) —c(a)) -

Note que f’ é dada por

Pelo Teorema do valor médio, existe ¢ em |a, B[ tal que f(B) — f(«) = f'(&)(B — a), ou seja:
(c(B) —c(w),c(B) —c(a)) = (¢(8), c(B) —c(a)) (B — ).

Como, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévski, temos (¢(¢),c(B) —c(a)) <
|¢(&)]|c(B) — c(a)|, o resultado segue. u

Definicao: Uma funcdo f : I — R" é dita uniformemente continua se para todo ¢
positivo existe é positivo tal que
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[x =yl <é=I1fy) - fx)] <e

Exercicio 8.2 Entenda a diferenga entre continuidade e continuidade uniforme: uma fungio continua
em I é tal que, para todo € positivo, existe, para cada x em I, um & positivo (que depende de x) tal que

y—x[<é=|fly) - f¥)] <&

no caso de fungdo uniformemente continua, é possivel obter um delta que sirva para todos os x. Dé
exemplos de fungoes continuas que ndo sejam uniformemente continuas. Vocé consegue um tal exemplo
com I fechado e limitado?

Exercicio 8.3 Estenda a definicio de continuidade uniforme para funcoes definidas em subconjuntos de
R". Mostre que toda aplicagdo linear T : R" — R™ é uniformemente continua.

Teorema: (Teorema de continuidade uniforme) Se c : [a,b] — R> é continua, entdo c é
uniformemente continua.

Demonstracdo: Nado faremos. A demonstragdo pode ser encontrada em qualquer livro de
Anélise na Reta, ou mesmo em alguns livros de Calculo, como o Apostol e o Spivak. u

Observacdao: O teorema de continuidade uniforme ¢é ingrediente essencial na
demonstra¢do do seguinte resultado, cuja demonstracdo o leitor é convidado a fazer:
se f : [a,b] — R é continua, entdo f é integravel em [a, ).

Agora estamos preparados para provar o resultado que anunciamos.

Exercicio 8.4 Vamos usar, virias vezes, as desiqualdades: |u +v| < |u| + |v| e ||u] — |v|| < |u — v,
com u e v vetores. Certifique-se de que as compreende bem.

Teorema: Se c : [a,b] — R tem derivada continua, entdo c é retificavel e
b
I(c) = / 6 (8)|dt.
a

Demonstragdo: Comecemos observando que |¢| : [2,b] — R é continua, ja que ¢ é continua.
Assim, definindo, para cada parti¢do P = {t,,...,tn} de [a,b], a aproximagao

S(|¢l, P) = Z| tioq|(t —ticq),

temos

lim S(|¢|,P) = /\ )dt,
|P|—0

ou seja:

b
(*)Ve>036 >0 |P| <6 = ‘5(|c|,p) —/ |c'(t)\dt’ <e.
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Queremos, porém, provar que

b
Ve>036>0||P|<é= ‘l(c,P)—/ ]c’(t)]dt‘ <e
a

(o que provaré que I(c, P) — fb |¢(t)|dt; como sabemos que I(c, P) — I(c) e o limite é tnico,

a

isso provara que I(c) = f: |¢(t)]|dt).

Observemos, preliminarmente, que

‘Z(C,P)—/ab ]c’(t)]dt‘ _ l(c,P)—S(|c'|,P)+S(|c‘|,P)—/Hb|c'(t)|dt' <

b
< l(c, P) — S(|¢|, P)| + 's(;q,p) . / ]c’(t)]dt‘ .

Fixemos, pois, um ntmero positivo €. De (x), podemos tomar d; > 0 tal que

b
P| < 6 = 'S(]c‘],P) —/ ]c‘(t)|dt‘ <:

Vamos, agora, provar que existe 6, > 0 tal que

IP| < 8, = |i(c, P) — S(|¢, P)| < g

De fato,

< i le(t;) —c(tio1) — (ti —tim1)e(ti)] -

i=1
Vamos, agora, lancar mao da desigualdade do valor médio para cada uma das fungdes c;(t) =

c(t) —c(ti—1) — (t — ti—1)¢(t;). Como ¢;(t) = ¢(t) — ¢(t;), podemos, usando a desigualdade no
intervalo [t;_1, t;], concluir que existe, paracadai=1,...,n, um¢; €]t;_1, t;[, tal que

lci(ti) — ci(tiza) | < [6(8) (8 — tima);
consequentemente,

le(ti) — c(tizn) — (ti — tica)e(ti)| < [e(8i) — (k)| (ti — tiza)-
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Dai vem:
1(c, P) = S([¢|, P)| <
n

<Y Jelt) — eltin) — (t— tin)e(t)] < 3 16(E) — (k)| — ).

i=1 i=1

Logo, se |P| < dy, cada um dos {; satisfaz |¢; — tj_1| < Jp; dai resulta que

n

n
&
1(e,P) = S(1¢], P)l < Y (E) = e(8) (1~ ti-1) < ) 5ot = ti) = 5.

i=1 =1

~.

Assim, tomando 6 = min {01, 6,}, temos

b
|P| <6 = ’l(c,P) —/ \c’(t)\dt’ < €.
a
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Capitulo 9

Reparametrizacao por comprimento de
arco

Consideremos uma curva ¢ : I — R? (ou R3), tal que ¢ ndo se anule em I, e fixemos
um ponto t, do intervalo I. Sejas : I — R a funcdo dada por

Figura 9.1: espaco percorrido

O significado de s deve estar claro: é como se o traco de c fosse uma estrada;
escolhemos um ponto, c(f,), como marco zero e, a partir dai, medimos o espago
(positivo, para a frente, negativo, para trds); sobre uma reta vamos marcando, para cada
t, o ponto correspondente ao espago de c(t,) a c(t) - a isto se chama retificar a curva.

Como estamos supondo que ¢ ndo se anula e temos, pelo Teorema Fundamental do
Calculo,

= =let)] >0,

a funcdo s é crescente e continua e, portanto, leva o intervalo I, bijetivamente, sobre
um intervalo J.

Podemos, entdo, inverter s. Por abuso de notagdo, chamaremos de s um ponto genérico
de J e por t designaremos os elementos de I, escrevendo s = s(t) e t = t(s) (assim,
temos que a funcdot: | =+ [ éainversades: [ — J).

67
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1

Figura 9.2: grafico de s

Uma forma natural de reparametrizar c é, entdo, dada porc; = cot: | — R? (ou R3),

s — c1(s) = c(t(s)).

Figura 9.3: reparametrizagdo por comprimento de arco

A curva cq, claramente, estd construida de forma que o espago percorrido entre s = s;
e s = s seja exatamente s; — s1. De fato, arguindo que o célculo pode ser feito com
a parametrizagdo original, tomamos t; = t(s1) e tp = f(s) e calculamos o espago
percorrido entre t; e t;, usando a parametrizagdo c:

/tt2 |e(t)|dt = /t:l ¢(t)|dt = /tz c(H)|dt = sp — s1.

1 to

Mas, como matematicos cautelosos, vamos conferir. Pela defini¢do, o que queremos é
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Ora,

() = Ser(s) = o (elt(s))) = 5 ()e(t(s).

Precisamos, entdo, da derivada de t. Como t é a inversa de s, usaremos o Teorema da
Funcdo Inversa. De

)= [ le(olar,

temos

ds )
2 = el

Como ¢, por hipétese, nunca se anula, temos

dt . [ ds L
3 = (dt<t<s>>) MECO)
Logo,

o que confirma

52
/ |ci(s)|ds = sp — s1.

51

Assim, usando o teorema Fundamental do Calculo e o Teorema da Funcdo Inversa,
acabamos de provar a proposigdo a seguir.

Proposigdo: Se I é um intervalo ndo trivial e c : I — R? (ou R>) é tal que ¢ é continua e
ndo se anula em I, entdo existem um intervalo néo trivial | e uma fungdo diferenciavel

t: ] — 1
s — (s)
tais que, sendo
a1 ] — R?(ouR®

s — c1(s) = c(t(s)),

se tem

d
‘%cl(s) =1Vse].
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A funcdo t pode ser obtida por inversdo da fungdo comprimento de arco de c a partir
de um ponto (qualquer) ¢, fixado em I. A curva c; é dita uma reparametrizacao de c
por comprimento de arco.

Em geral, sempre que o vetor velocidade de uma curva c¢ é unitario para todos os
valores do pardmetro, dizemos que c estd parametrizada por comprimento de arco
(neste caso, é usual a letra s para designar o parametro e ndo se utiliza o ponto para as
derivadas c/(s), c”(s), etc.).



Capitulo 10

Coordenadas polares e variacao de
angulo

E usual, em muitas situagdes, a representacdo dos pontos do plano por meio de
coordenadas polares: fixando-se a origem O e uma semirreta s (usualmente tomada
como o semieixo positivo da primeira coordenada em R?),

Figura 10.1: coordenadas polares

as coordenadas polares de um ponto P, tal que P # O, sdo (r,0), sendo r a distancia
H

de P a O e § a medida de um adngulo entre a semirreta OP es. Se P = O, usa-ser =0e
E—g

0 qualquer. O angulo 0 é medido positivamente, de s para OP, se andamos no sentido
trigonométrico e negativamente, se andamos no sentido horério.

Uma definicdo mais rigorosa pode ser dada (sem mencdo a geometria), considerando
que, para nés, o ponto P é um elemento (x,y) de R?. Diremos, entdo, que (r,0) sdo
coordenadas polares de (x,y) se

(x,y) =r(cos@,sinf®) = (rcosB,rsinf).

Esta definicdo tem a vantagem de deixar claro que o angulo 6 ndo esta univocamente
definido (a rigor, » também ndo, se ndo exigirmos r > 0).! Supondo r > 0 (e, é

N30 é usual, mas, as vezes, é ttil trabalhar com r negativo

71
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claro, deixando de fora o ponto O), as coordenadas polares podem ser vistas como

%
a representac¢do dos vetores do plano (menos () por meio de um vetor unitdrio u e um
numero positivo r:

Figura 10.2: coordenadas polares, versao vetorial

se v #8, temos v = ru, com r = |v| e u = r~1v. Escolhida a semirreta s, encaramos o
circulo unitédrio C (onde vivem os 1) como um circulo trigonométrico; neste sentido, a
coordenada angular 6 pode ser vista como uma representagdo numérica do vetor u (de
forma que, se 8 é o angulo medido a partir de s N C, o ponto de C determinado por u
corresponde a 6).

10.1 Conicas em coordenadas polares

Pode, em alguns casos, ser mais simples, ou mais conveniente, expressar o raio r como
funcdo de 6 do que descrever, diretamente, as coordenadas x e y. Pode, também, ser
divertido: assim como, dada uma func¢do f : R — R, nos aplicamos em esbogar a
curva descrita, em coordenadas cartesianas, por y = f(x), podemos, também, passar
instantes agraddveis esbocando, dada uma func¢do p : R — R, a curva descrita, em

coordenadas polares, por r = p(6).
Exercicio 10.1 Desenhe as curvas dadas pelas equagdes a sequir (a é um niimero positivo, fixo):

1. r = asin(26)
2. r=asin(0/2)
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3. 12 = a®cos(20)

Para expressar a equac¢do de uma conica em coordenadas polares, usaremos a definigdo
baseada em foco e diretriz.

Definic¢ao: Fixados um ponto F, uma reta s ( tais que F ndo esteja sobre s) e um niimero
positivo e, a conica de foco F, diretriz s e excentricidade e é o lugar geométrico dos
pontos P do plano definido por F e s que, sendo PF a distancia de P a F e Ps a distancia
de P a s, satisfazem a

PF = ePs.

Quando e < 1, a conica é dita uma elipse; quando e = 1, uma pardbola; quandoe > 1,
uma hipérbole.

Procuremos expressar uma conica em coordenadas polares. Suporemos que o foco esta
na origem e que a diretriz, s, ¢ uma reta qualquer, de forma que a semirreta = 0 ndo
esteja, necessariamente, sobre um eixo de simetria.

Chamaremos de ¢ o angulo entre o eixo principal da conica (perpendicular a s) e a
horizontal; d sera a distancia entre s e O. Se P é um ponto da conica, temos

OP =r,

Ps = |d +rcos(6 — ¢)|.

Figura 10.3: conica em coordenadas polares
De OP = ePs, obtemos r = e|d + rcos(6 — ¢)|.

Vamos ver o que pode ser feito para eliminar as barras de médulo sem elevar ao
quadrado. Ora, para que d + r cos(6 — @) seja negativo, é preciso que

r > |r(cos(6 — ¢)| > —r(cos(8 — @) —d = |d +rcos(6 — ¢)|,
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o que s6 pode ocorrer se e > 1.

Assim, se r < 1, estamos tranquilos com

r=e(d+rcos(6 — @),

o que nos dé

ed

"= 1—ecos(6 —¢)

Note que: se e < 1 (elipse), o denominador nédo se anula e temos um valor de r para
cada 6; se e = 1 (pardbola), temos denominador nulo se 8 = ¢ + 2k7, k € Z, o que
corresponde a dizer que ndo hd ponto na semirreta sobre o eixo principal, partindo do
foco na direcdo oposta a da diretriz.

Observagao: E usual, também, utilizar o angulo 6, = ¢ + 7, correspondente a
semirreta normal a s que parte de O e caminha para s. Neste caso, nossa equagao, em
termos de 6 — 6, ¢, tendo em conta que cos(6 — 6,) = cos(6 — ¢ — 1) = —cos(0 — @),

. ed
~ 1+ecos(f—06,)

Vejamos, agora, o caso da hipérbole.

assintota

assintota

Figura 10.4: hipérbole em coordenadas polares
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Na figura, a regido sombreada, compreendida entre as duas semirretas que partem
de O, e sdo paralelas a cada uma das assintotas (sem inteceptar a outra assintota),
corresponde aos valores de 6 para os quais ndo hé r (ndo negativo) tal que (r, 0) sejam
as coordenadas polares de um ponto da curva. Para cada um dos demais valores de 0,
podemos calcular o r correspondente (um ou dois valores, conforme o caso).

Partindo de

r=celd+rcos(0 — @),
obtemos, conforme |d + rcos(6 — ¢)| = £(d + rcos(6 — ¢)),

ed —ed

N —ecos(0— ¢)’ 2= 1+ecos(6 — @)

Considerando que queremos r positivo, observamos que rq vigora se cos(f — ¢) < 1/e,
enquanto r, vigora quando 6 é tal que cos(6 — ¢) < —1/e. Associando os angulos
f a pontos de um circulo, temos a seguinte figura para o ntimero de valores de r
correspondentes a 6, conforme a regido em que se encontra 6.

cos(0 — p) = —% cos(0 — ¢) =

ol

U

[

Numero valores de r por regido

Figura 10.5:

Os valores do tipo r; correspondem ao ramo da hipérbole situado, em relacdo a
diretriz, no mesmo semiplano em que se encontra o foco O; os valores do tipo r
correspondem ao outro ramo (basta observar que, nos valores de § em que ambos
estdo definidos, ou seja, quando cos(f — ¢) < —1/e, temos rp > r1). Assim, podemos
concluir que o primeiro ramo é parametrizado por

B ed
~ 1—ecos(6— @)

Q| =

r1(0) , cos(f—¢) <

7

o segundo é parametrizado por
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—ed

r2(6) = 1+ecos(6 — ¢)’

cos(f — @) < —%.

Uma alternativa, para
o segundo ramo, é usar a regido
correspondente a cos(6 — ¢) > 1/e,
observando que 0 +— 6+ 7 é
uma bijecdo entre essa regido e a
definida por cos(0 — ¢) < —1/e,
mantendo os valores absolutos dos
cossenos, mas invertendo-lhes os
sinais. Lang¢ando mao de valores
negativos para 7, 0 mesmo ramo

pode ser descrito por

(_T’ 9)

B ed
~ 1—-ecos(8— @)

Q| =

r2(0) , cos(f0—¢) >

Como a nova versdo para r, nos da a mesma foérmula que ja usdvamos para rq,
podemos junté-las em uma s6, parametrizando a hipérbole (os dois ramos incluidos)

por

B ed
~ 1—ecos(f—¢

r(6) 5, cos(0— ) # %;

10.2 Variacao de angulo

Exercicio 10.2 Seja P o ponto de coordenadas cartesianas (1,+/3). Determine todos os pares (r, ) tais
que P = (rcos 0, rsin@). Ndo esquega os valores negativos de r.

Exercicio 10.3 Seja ¢ : R — R? dada por c(t) = (cost,sint). Note que, para cada par (x,y) com
x* +y* =1, ¢ passa infinitas vezes por (x,y). Fixe, para cada (x,y) tal que x* + y* =1, um 0 tal que
(x,y) = (cos®,sinf) e chame-o de O(x,y). Defina : R — R por

0(t) = O(cost,sint).
Tente definir os 0 de forma que a funcio 6 assim obtida seja continua. Nao consiga.

O fato que gostariamos de ressaltar, com essa conversa toda dos exercicios acima, é
que temos duas situagdes bem distintas relacionando as coordenadas cartesianas (x, )
e polares (r,0) de um mesmo ponto P (suporemos r > 0):
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(i) dados r e 8, obtemos x e y diretamente e de )
maneira perfeitamente determinada, por

x =rcosb,

x = rcos(0)
(0]

Yy =rsinb;
(ii) se, por outro lado, tentamos obter r e 6 de r
x ey (comr > 0), temos y = rsen(6)

mas € tem infinitos valores possiveis (e

formulas como 0 = arctan(y/x), 6 = arcsin(y/+/x* + y?) ou 6 = arccos(x/+/x* + y?)

levam sempre a imprecisoes).

Mesmo se convencionarmos 6 € [0,27], ou 6 € | — 7, 7|, que sdo op¢des naturais,
resta o problema do salto: se andamos sobre uma curva fechada que dd uma volta em
torno de O, em algum momento (ao passarmos pelo eixo dos x), 6 dard um salto de 27t.
Isso significa que, se quisermos definir uma fungdo

0:R>\{(0,0} — R

que corresponda ao dngulo em coordenadas polares, estaremos obrigados a lidar com
um certo grau de imperfeigio.

=0
O| ponto em / 6 = um pouquinho
que 0 salta menos do que 2w

Figura 10.6: salto na func¢do angulo

Por outro lado, dada uma curva c : I — R?, c(t) = (x(t),y(t)), tal que c ndo passa pela
origem, o problema de definir fun¢ées 7,6 : I — R, tais que
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x(t) =r(t) cosb,
y(t) = r(t)sin,

tem mais chances de ser resolvido sem saltos, mesmo quando ¢ d4 vérias voltas em
torno da origem.

Py = c(t1)
G(tl) =0y + 27

Py = c(to) =\c(t2)
9(t2) = 9() 47

bo

Figura 10.7: variacdo de dngulo ao longo de uma curva

Partindo de P, = c(t,), escolhemos 60, adequado para ser 6(t,). A partir dai, no
caso de nossa figura, 6 vai aumentando até que, em t;, tenhamos 6(t;) = 6, + 27.
Continuamos avangando até que, em um tempo f,, voltemos a P, (c(t;) = P,), mas
agora com 0(ty) = 6, + 47t.

Exercicio 10.4 Entenda isso muito bem!

Assim, ao que tudo indica, dada uma curva parametrizada c : [ — R?\ {(0,0)}, dada
por

c(t) = (x(8), y(t)),
podemos encontrar fung¢des 7,0 : I — R, com r estritamente positiva, tais que
c(t) =r(t)(cosO(t),sinf(t)) Vit el

(e isso, é claro, de forma que, sendo x e y continuas, tenhamos r e 6 continuas). Com
relagdo a r, ndo ha duvidas: r(t) = /x(t)> + y(t)?. Resta definir 6(t), com precisio,
em funcdo de x(t) e y(t).



Capitulo 11

Variacao de angulo ao longo de uma
curva

Consideremos o seguinte problema: dada uma curva parametrizada c : I — R?, tal
que c(t) # (0,0) para todo t em I, encontrar 6 : I — R tal que

c(t) = |c(t)|(cosO(t),sinf(t)) Vel

Vamos supor que c(t) = (x(f),y(t)) é tal que x e y sdo derivaveis, com derivadas
continuas, e exigir que nossa fungéo 0 seja, também, derivavel.!

Comecemos supondo o problema resolvido. Teriamos, entdo, uma fun¢do 6 : I — R
tal que

(x(t),y(t)) =r(t)(cosO(t),sinf(t)) Vit eI,

sendo r(t) = v/x(#)? + y(t)%. Omitindo a variavel t, podemos escrever x = rcosf, y =
rsin 0. Derivando em relagdo a t, temos

X = icosf — rfsinb,

= #sin6 + r6 cos 0.
Multiplicando x por — sin 8, y por cos 6 e somando, obtemos
1 cosf — xsin @ = rf(cos? f + sin? ) = rf.

Substituindo r = (x? +y?)!/2,cos§ = x/re € § = y/r, segue

—Xxsinf +ycost  —yx+xy

0= :
r x2 42

Conseguimos, assim, obter, sendo para 6, pelo menos uma expressao para 6.
Exercicio 11.1 Observe que nossas hipoteses garantem que

LA derivabilidade de 6 pode, na verdade, ser deduzida das de x e de y; ndo é um exercicio muito
dificil
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—YxX + xy
xZ + yZ

é uma fungdo continua.

Para construir uma candidata a 6, comecemos fixando t, em I e observemos que, como

( x(t) )Z( yt) )2_1,
(et + ()] \ (02 + w(to)?)

podemos escolher um 6, tal que

NI—=
Nl—

x(to)
(x(t0)? +y(to)?)

y(to)
(x(t0)? +y(to)?)

= cos6,, = sin6,.

N—
N|—

Fazendo 0(t,) = 6, e sendo 6 continua, obtemos, do Teorema Fundamental do Calculo,
t .
6(t) =0(t,) + | 6(t)dr.

to

Assim, nossa fungéo 6, com 6(t,) fixado em 6,, serd dada por

_ F—y(0)x(7) + x(1)y(7)
0(t) =6, + g (7] 1 (T2 ar.

Bem, ao que tudo indica, o problema estd resolvido: encontramos uma expressdo
para 6 (que, em casos concretos, pode s6 ser calculdvel por meio de aproximagdes
numéricas). Mas, na verdade, ainda ndo provamos que a fun¢do 6 dada por nossa
térmula é, de fato, uma solugdo. Realmente, a expressdo de 0 foi deduzida a partir de
x = rcosf ey = rsin6, mas ndo é imediato que possamos fazer o caminho de volta.
Encaremos o desafio.

Teorema: Sejam I C R um intervalo ndo trivial e ¢ : I — R? uma curva dada por
c(t) = (x(t),y(t)), sendo x e y derivaveis, com derivadas continuas. Se ¢ ndo passa
pela origem (ou seja, c(t) # (0,0) para todo t), entdo existe uma fungdo 6 : I — R,
derivavel e com derivada continua, tal que

c(t) =r(t)(cosO(t),sinb(t)) Vt €1,

sendo r(t) = \/x(t)% + y(t)2. Além disso,

iy = OO0

Demonstracao: Como acabamos de ver, se existe uma tal 6, entdo, forcosamente, teremos
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o [ @D + (@)
e A R

Vamos, agora, provar que uma tal 6, de fato, exista. Comecemos pelo caso mais simples:
suponhamos que ¢ é tal que |c(t)| = 1, ou seja, x(t)?> + y(t)> = 1Vt € I. Fixemos um ft,
em [ e tomemos um 6, tais que x(t,) = cosb, e y(t,) = sinf,. A funcdo 6, a partir dai, é
definida por

t

0(t) = 6 + [ [~y(0)(x) + x(1)y(0)] d.

to

Nosso objetivo é provar que x(t) = cos6(t) ey(t) = sin6(t), para todo t. Usaremos a estratégia
de provar que a fungdo

F(#) = [x(t) — cos O(t)) + [y(t) — sin6(1)]?
¢é identicamente nula.

E imediato que f(t,) = 0. Assim, basta demonstrar que f’ é identicamente nula. Facamos as
contas (omitindo a variavel t). Comecamos com

f'=2[(x—cos)(x+0sind) + (y —sinb) () — 6 cos 0)]
e, observando que xx + yy = 0 (ja que x> + y> = 1) e que § = —y% + x1J, obtemos
f'=2[-yxi+ (x* —1)y]sinf+ 2 [(y* — 1)% — xyy] cos b.

Ou seja,

f=2(xx+yy) [—ysind — xcos 6] = 0.

Provado o caso particular, suponhamos agora que ¢, ndo necessariamente, satisfaz a x2 + y> =

1. Consideremos a curva
x(t t
NN EGRON
r(#) " r(t)
Como c; se enquadra no caso ja demonstrado, podemos garantir a existéncia de uma fungdo 6
tal que c; = (cos 6, sinf), o que nos da
c(t) =r(t)e1(t) = r(t)(cosO(t),sinf(t)) Vt € I,

com

vy _ —y®)x() + x(0)y(t)
?) = ey b

Existem outras maneiras de chegar a férmula de 0. Apresentaremos, a seguir, uma que
nos parece bastante instrutiva.
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O angulo 0 pode ser medido pelo c(t)
movimento da projegao,
&
u(t) = et
le(B)] 10 c(to)
do ponto c(t) sobre o circulo unitario S'. fo
O vetor u é uma espécie de ponteiro que 0

marca o angulo 6. De fato, a variagdo
de 6 é dada pelo comprimento do arco
varrido, sobre S!, pela projegdo de c.
Assim, basta escrever

sty — (E0 ¥(0

r(t)” r(t)
e calcular 1. O problema é que o comprimento de arco sempre aumenta; o que
queremos, porém, é que € aumente quando u se move no sentido trigonométrico e
diminua quando u anda no sentido horario.Vamos lan¢ar mao de um pequeno artificio:

girando u(t) de um angulo reto, no sentido trigonométrico, temos o vetor u(t)L, que
tem a direcdo de 1(t), é unitdrio e aponta no bom sentido. Isto quer dizer que

. i\ |lt(t)|, se @ estd crescendo,
<u(t),u(t) > a { —|u(t)|, se O estd decrescendo.

Assim, no lugar de fazer 6 = |ii|, que seria, trocando em mitidos, nosso primeiro chute,

faremos
0(t) = <u(t),u(f)L> = <”(t)' (—rﬁ)ﬂ%) >

. 1 1 1 —Yx + xy —yx + xy
Y S N A R N A N _ Y y_—Y y
9—<u,u >—<rc,u >—<r(x,y),r( y,x)> 2 o

Exercicio 11.2 Dada uma curva c(t) = (x(t),y(t)), considere, onde fizerem sentido, as fungées

y

Y
01 = arctg=; 0, = arccos ; 03 = arcsen .
P )t (412}

Calcule 61, 05 e 65.
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Exercicio 11.3 Sejam, para t em [0,27t], x(t) = 1+ 2cost, y(t) = 1+ 2sint. Calcule, sem fazer
contas,

271-_ . .
/ yzx—HZCydt
0 xX-+vy

Exercicio 11.4 Parat €] — 00,0, faca x(t) = t, y(t) = t*. Calcule

O . .
—yx + xy
/—oo x2 -+ yZ at
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Capitulo 12

O numero de voltas

12.1 O ndmero de voltas

No Livro 1, introduzimos o ntimero de voltas que uma curva fechada dd em torno de
um ponto P do plano e admitimos um certo principio fundamental. Vamos retomar
o trabalho. Mas agora vamos dar uma defini¢do para o niimero de voltas e vamos
demonstrar o principio fundamental.

Sec: [a,b] — R?é uma curva fechada (isto &, se c(a) = c(b)) que nao passa pelo ponto
O = (0,0), notaremos por 7n(c, P) o namero de voltas que ¢ dd em torno da origem
O. Tal nimero (também chamado de indice de ¢ em relagdo a O e notado i(c,O)) é
um inteiro, positivo de ¢ gira no sentido trigonométrico, negativo se gira no horério. A
definigdo precisa que daremos agora se restringe a curvas fechadas de classe C! (isto
é, com primeira derivada continua.

Definicdo: Se c : [a,b] — R?\ {(0,0)} é uma curva parametrizada fechada de classe
C!, dadapor c(t) = (x(t),y(t)) o nimero de voltas de c em torno da origem ¢é definido

por

n(c) — Tl(C,O) 1 /ab —y(t)i(t) + x(t)y(t) dt.

Y x(H2 +y()?2

Se P = (x,,1,) € um ponto qualquer e ¢ ndo passa por P, isto é, se c(t) # (xo,Yo) para
todo t em [a, b], entdo o niimero de voltas de ¢ em torno de P é definido por n(c, P) =
n(c — P,0), sendo ¢ — P a curva definida em [a, b] por (¢ — P)(t) = c(t) — (%0, Yo )-

Note que o nimero de voltas depende da parametrizacdo. Note, também, que teremos
que provar que, de fato, o ntimero de voltas, agora definido por uma integral, é um
numero inteiro. Se bem entendemos o significado da integral que nos da a variagdo de
angulo, é razodvel acreditar na integridade do nimero de voltas, mas isto ndo dispensa
uma prova formal.

Exercicio 12.1 Considere, para cada n inteiro (positivo,negativo ou nulo), a curva c,, : [0,27] — R?
dada por ¢, (t) = (cos(nt),sin(nt)). Note que o trago de c, (isto é, 0 subconjunto de R?* formado pelos
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pontos (cos(nt),sin(nt)), com t em [0,27t]) é o circulo de equagio x> + y* = 1 (para qualquer n, desde
que n # 0). Qual é o niimero de voltas de ¢, em torno da origem? E de P = (v/2/2,—+/2/2)? E de
P = (1,2)? Considere, também, o caso n = 0.

Proposigdo: Se ¢ : [a,b] — R? é uma curva parametrizada fechada de classe C!, dada
por c(t) = (x(t),y(t)), entdo, se c ndo passa pela origem, o nimero de voltas de c em
torno da origem, definido por

n(c) =n(c,0) = 2171 /b _y(i)(f)(i)++y)z£)tzy(t)dt.

é um numero inteiro. O mesmo acontece com o ntimero de voltas de ¢ em torno de
qualquer ponto P, caso ¢ ndo passe por P.

Demonstracao: Como vimos no capitulo anterior, se c ndo passa pela origem, podemos escrever,
para todo t em [a, D],

c(t) = r(t)(cos(6(t)),sin(0(t))),

sendo r e 0 definidas em [a, b] por

T x(0)y(a)
Ty

P(t) = +/x(D)2 + / y

T.
)
Como ¢ é fechada, temos r(b) = r(a) e cos(b),sin(b)) = (cos( a),sin(a)), o que nos garante que

L o) —0(a) e z.

n(c,0) = oy

12.2 Curvas e Homotopias

No Livro 1, fizemos farto uso do que chamamos de

Principio Fundamental: se a curva c e o ponto P se movem (continuamente no plano
sem se cruzarem (isto é, de forma que P nunca esteja sobre o trago de c), entdo n(c, P),
o numero de voltas de ¢ em torno de P, ndo varia.

Para enuncia-lo de forma um pouco mais precisa, e demonstra-lo, vamos a algumas
defini¢oes.

Defini¢do: Uma curva fechada é uma fung¢do continua c : [a,b] — X, tal que ¢(b) =
c(a). Salvo mengéo em contrério, suporemos X = R2. Quando nos aprofundarmos um
pouco mais no assunto, exigiremos um pouco mais (tipicamente, que ¢ tenha derivada
continua).

Defini¢do: Dadas duas curvas (fechadas ou néo), ¢, e ¢y, continuas, ¢1, ¢, : [a,b] — R?,
a distancia entre c; e ¢, € o nimero real
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d(cy,co) = max{|c1(t) —co(t)|, t € [a,b]}.

Ou seja: a distancia entre c; e ¢, é a maior das distadncias entre os correspondentes
pontos ¢1 () e ¢, (t), com t no intervalo (comum) de defini¢do das curvas.

Para dizer que uma curva se movimenta da posicdo ¢, até a posigdo c; (cada posicdo,
neste caso, € uma curva) criamos uma func¢do que a cada valor de um parametro s,
variando de 0 a 1, associa uma curva fechada c¢;. Embora possa parecer um pouco
assustador, o fato é que c¢; se move no conjunto C das curvas fechadas no plano.
Deixaremos implicito que, nesse caso, todas as curvas estdo definidas no mesmo
intervalo, [a, b].

Defini¢do: Dadas as curvas fechadas ¢,, c; : [a,b] — X, uma homotopia de caminhos
fechados entre ¢, e c; em X é uma fungdo continua que a cada s em um certo intervalo
[a, B] associa uma curva fechada ¢s : [a,b] — X, com ¢y = ¢, € cg = c1. A continuidade

da aplicacdo s — c¢s no valor s, do parametro, deve ser entendida, caso precisemos
de uma definig¢do rigorosa, por:

a fungdo h : [a, f] — M, que a cada s em [«, B] associa uma curva h(s) = ¢s em M,
satisfaz

Ve>036>0]|s—s| <d= d(cs,¢cs,) <&,

sendo M = {c : [a,b] — X | ¢ continua, c(a) = c(b)}. Para os efeitos de nossas
homotopias, podemos supor que X é um subconjunto do plano.

Observacao: Tipicamente, uma homotopia de caminhos fechados é dada por uma
funcéo
H:[a, B] X [a,b] = X,
continua e tal que:
(Q)H(s,a) = H(s,b), para todo s em [«, f];
({)H(a,t) = co(t) e H(B,t) = c1(t) para todo t em [a, b].
Neste caso, fazemos, claro, c;(f) = H(s, t), para todo s em |[«, B] e para todo t em |[a, b].

Exercicio 12.2 Note que hd uma sutil diferenga entre a definicdo de homotopia e a existéncia de uma
H como acima. Provar que uma tal H nos fornece uma homotopia de caminhos fechados tem uma
dificuldade técnica: provar que cs varia continuamente com s.

Exercicio 12.3 Mostre que podemos sempre supor, na defini¢ido de homotopia, que s varia no intervalo
[0,1], fazendo s’ = (s — ) /(B — a).
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12.3 O principio fundamental

Principio Fundamental do Ndmero de Voltas: Sejam c,,c1 : [a,b] — R?\ {O} curvas
fechadas. Se existe homotopia de caminhos fechados em R?\ {O} entre c, e ¢y, entdo
n(cy,0) = n(c,, 0).

Podemos dar ainda uma versao forte:

Principio Fundamental do Ndimero de Voltas, versio forte: Sejam ¢,,c1 : [a,b] — R?
curvas fechadas. Se P : [0,1] — R? é continua e existe homotopia de caminhos
fechados em s — ¢ entre ¢, e ¢1, com s € [0,1] e tal que P(s) ndo estd no trago de
cs, qualquer que seja s em [, B, entdo n(c1, P(1)) = n(co, P(0)).

Exercicio 12.4 Mostre que o principio forte pode ser reduzido ao anterior (em que o ponto P permanece
fixo): a ideia é que, se ¢ é uma curva fechada e P é um ponto, ambos no plano, entio n(c, P) = n(¢,O),
sendo O a origem e ¢(t) = c(t) — O.

Exercicio 12.5 Compreenda que o principio forte significa, exatamente, que: se a curva c e o ponto P
se movem (continuamente no plano sem se cruzarem (isto é, de forma que P nunca esteja sobre o trago
de ¢), entio n(c, P), o niimero de voltas de c em torno de P, nio varia.

H4 uma dificuldade evidente a ser enfrentada: enunciamos o principio fundamental
em termos de homotopias que s6 pressupdem continuidade, enquanto que sé
definimos ntimero de voltas para curvas de classe C!. Enfrentar tal dificuldade vai
exigir algumas piruetas técnicas! Faz sentido, entdo, comecarmos pelo caso em que
nossas curvas sdo de classe C.

12.4 O caso C!

Defini¢do: Dadas as curvas, ¢,,c1 : [a,b] — X, de classe C! uma homotopia C! entre
o e c; em X é uma funcdo h, continua, que a cada s em um certo intervalo [zx, [3] associa
uma curva ¢s : [a,b] — X, de classe Cl comec, = ¢, e cg=rc1. A continuidade da
aplicacdo s — cs no valor s, do parametro, deve ser entendida, neste caso por:

afungdo i : [, B] — M, que a cada s em [«, ] associa a curva h(s) = cs em M, satisfaz

Ve>036>0]|s—s0 <= d(cs,cs,) +d(¢s,¢,) <e,

sendo M = {c : [a,b] — X | c de classe C'}. Para os efeitos de nossas homotopias,
podemos supor que X é um subconjunto do plano. Se, além disso, tivermos cs(a) =

cs(b) para todo s em [, B], nossa homotopia serd dita uma homotopia C! de caminhos
fechados.

O crucial, aqui, é que a variacdo de angulo de uma curva ¢ depende de c e de sua
derivada. Podemos, entdo, provar um resultado técnico mas importante.
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Lema: Se a fungdo h : [a,f] — M é uma homotopia C! entre ¢, e c1, sendo
M = {c: [a,b] — R2\ (0,0) | c de classe C'}, entdo a fungéo g : [, 8] — R, dada

por

b 5 .
—ys(£)%s(t) + xs(£)ys(t)
S) = dt,
50 = |
é continua em [«, B (aqui h(s) = c5, com cs(t) = (xs(t), ys(t))).
Demonstracgdo: Fixemos s, em [«,f] e um certo ¢, positivo. Os resultados sobre somas,

diferencas, produtos e quocientes de limites nos garantem que existe um certo J;, positivo,
tal que, se

x5 (8) = x5, (B)| <01, |25(8) = %, (B)| < 01, [ys(£) =y, ()] < 61, [9s(£) =y, (£)] < 1,

entao

—ys(t)%s(t) + x5(t)ys(t) . — Vs, (1) %s, (t) + x5, (£)7s, (£) < €

xs(£)? +ys(t)? X5, (1) + ys, (£)? b—a

Tomemos, entdo, respaldados pela definigdo de homotopia C!, um 4, positivo, tal que

|s —so| <6 = d(cs,¢cs,) +d(¢s,¢s,) < 1.

Isto nos garante (basta olhar para cada coordenada) que, para |s —s,| < J, valem

xa(8) — %6, ()] < 81, [35(8) — s, ()] < 81, [ys(b) — o ()] < 81, [9s(8) — b, (£)] < 6.

Dai segue que, se |s — s,| < ¢, entdo

dt < e.

—ys(t )+ xs()ys(t)  —ys, (£)ks, (£) + x5, (£)ys, (£)
8¢ 5”</‘ R
||

Agora ficou moleza.

Principio Fundamental do Ntimero de Voltas, caso C': Sejam ¢,, c1 : [2,b] — R?\ {O}
curvas fechadas de classe C!. Se existe homotopia C! de caminhos fechados em
R?\ {O} entre ¢, e ¢y, entdo n(cy,0) = n(c,, O).

Demonstracdo: O ntimero de voltas de uma curva fechada c, de classe C?, é inteiro e foi definido
pela férmula

_ 1ty + x(B)y(t)
n(c) = E/a AT (7 dt.

Pelo lema acima se h(s) = ¢, define uma homotopia de curvas fechadas entre ¢, e ¢1, entdo
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n(es) = — /ﬂb —ys (1) (1) + x5 ()5 (1)

S 27 x5 ()% + ys(t)?
é continua. Ora, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, se uma fungdo g é continua em um
intervalo e s6 assume valores inteiros, entdo g é constante. Logo, n(c1) = n(c,). ®
Na verdade, estamos em condi¢des de provar a reciproca: se n(c,) = n(c1), entdo

existe homotopia C! entre ¢, e c; em R?\ {(0,0)}. Acrescentando um pouco de
nomenclatura, caso exista, em X, homotopia C! de caminhos fechados entre as curvas
fechadas ¢, e ¢, ambas de classe C!, diremos que ¢, e 1 sdo Cl-homot()picas em X.

C1
Co

Teorema: Sejam ¢,,¢1 : [4,b] — R?\ {O} curvas fechadas de classe Cl. Entdo ¢, e c;
sdo Cl-homotépicas em R?\ {(0,0)} se, e somente se, n(c1,0) = n(c,, O).

Demonstragdo: Ja provamos que curvas C! homotépicas tém o mesmo indice. Vejamos agora
a reciproca. Suponhamos n(c1,0) = n(c,,O) e vamos construir a homotopia. E muito
simples, se usarmos coordenadas polares. Ecrevendo ci(t) = ri(t)(cosbq(t),sinb(t)) e
Co(t) = 1o(t)(cos By(t),sinb,(t)), com

ri(t) = \/xi(t)* +yi(t)*, 6i(t) = 6;(a) + ab

ri(a) = ri(b)

01(a)

8,(b)

ro(a) = ro(b) |

6,(a)

temos, como nenhuma das duas curvas passa por (0,0), que 7; e 0; sdo C!. Além disso, como
ro(a) =ro(b) eri(a) = r1(b), temos, para todo s, rs(a) = rs(b).Fagamos, entdo, para s em [0, 1],

cs(t) = rs(t)(cosBs(t),sinbs(t)),
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com

rs(t) = (1 —s)ro(t) +sri(t), 6s(f) = (1 —5)0,(f) + s01(t).

E imediato que 7; e 65 sdo de classe C!, rs nunca se anula (o que significa que ¢; nunca passa
pela origem) e que, sendo n = n(cp, O) = n(cy, 0),

05(b) — 05(a) = 2nnV s € [0,1].

Isto significa que as ¢ sdo todas, além de C!, fechadas, o que prova que ¢, e ¢; sdo C!-
homotépicas em R?\ {(0,0)}. u
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Capitulo 13

Aproximacgdes por curvas suaves

Defini¢ao: Uma curva c : I — R", sendo [ um intervalo, é dita de classe ck de

c tem derivadas continuas até ordem k. Isto significa, no caso de extremidades de
I pertencerem a I, a existéncia e continuidade, também, das derivadas laterais nas
extremidades. Uma curva é dita de classe C* se é de classe C* para todo k.

Temos um problema: estamos pensando em termos de curvas continuas, mas sé
definimos a variacdo de dngulo e o nimero de voltas para curvas que tenham derivada
continua. Vamos lidar com a situagdo sacando do bolso um surpreendente teorema:
dada uma curva continua,

c:lab] — R",

podemos aproxima-la, tdio bem quanto quisermos, por uma curva suave (isto é: de
classe C®),

c1:[a,b] — R".

O resultado basico é o Teorema a seguir.

Teorema: Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua, entdo, para todo real estritamente
positivo ¢, existe uma fungéo f; : [a,b] — R, de classe C*, tal que

|fe(x) — f(x)| < eVxelab].

Além disso, se f(a) = f(b), podemos tomar f; tais que os valores de f;, e os de todas
as suas derivadas, calculadas em a, coincidam com os correspondentes valores de f, e
os de todas as suas derivadas, calculadas em b.

A ideia da demonstracdo é substituir o valor de f em cada ponto, x, pela média
dos valores de f em uma pequena vizinhanca de x, ponderada por uma fungdo,
p; : R — R, bastante suave.

Nossa ps tera as seguintes caracteristicas:

1. ps(x) >0VxeR

93
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2. x| > 6= ps(x)=0

3. f_t:o o5(x) dx =1

4. ps é de classe C*

]+OO ps(x) de = [_:5 ps(x) de =1

—00

Ps

Para definir a fungdo f,, comecamos estendendo a fung¢do f a todos os reais, mantendo
a continuidade em a e em b. A nova versdo de f serd entdo f : R — R, definida por

f(x) = f(x),sex € [ab],e:

o f(x)=f(a), Vx<aef(x)=f(b), Vx>b,caso f(a) # f(b);
 f(x+b—a)=f(x)VxeR,caso f(a) = f(b).

Nossa f: serd entdo definida por
x4+ _
filx) = [ FW)pstx =y,

A relagdo entre ¢ e 6 (que é apenas, por ora, um niimero positivo) serd negociada mais
a frente. Note que, se ndo tivéssemos estendido f a f, nossa f, s6 estaria definida para
xem [a+6,b— 0.

Exercicio 13.1 Note que f; estd definida para todo x em R e que:

e se f(a) # f(b), entido f. é constante em | — oo,a — &[ eem |b+ 6, c0];

e se f(a) = f(b), entdo f, é periddica; mais precisamente, fo(x +b —a) = fe(x), para todo x em
R.

Vamos demonstrar nosso Teorema em duas partes principais:
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1. para J suficientemente pequeno, temos

[fe(x) = f(x)|, eV x & [a,b];
2. fc. édeclasse C™.

Como ja fizemos antes, vamos lancar mdo de um Teorema cuja demonstra¢do ndo
faremos.

Teorema: (Teorema de continuidade uniforme) Se f : [a,b] — R é continua, entdo f é
uniformemente continua.

O significado de f é uniformemente continua é:

Ve>030>0]|xg —x2| <= |f(x1) — f(x2)| <e.

13.1 A aproximacdo uniforme

Suponhamos fixado um ¢ estritamente positivo. O objetivo é simples: queremos provar
que, se 6 > 0 é suficientemente pequeno, entdo

fe(x) = f(x)] <,

com
x+5
felx) = [ Fwestx = y)ay.

Comecemos fazendo, na integral que define f;, a mudanga de varidvel x — y = z, que
nos da

+6 _

fS(x) = 5 f(x - Z)pg(z)dz.

Aproveitando que

+6
/ ps(z)dz =1,

-4
escrevemaos

+0 +6
f(x) = f(x) / 5 ps(z)dz = y £(x)ps(2)dz.
Como, para x em [a, b], temos f(x) = f(x), podemos escrever

+4
—J

e @I =1 [ Fx—apetaia— [ Fopsteiiel < [ 1fe-2) o) lpstede
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Como, para z entre —d e +J, temos |(x —z) — x| = |z| < ¢, basta tomar J; > 0 (cuja
existéncia é garantida pelo Teorema da Continuidade Uniforme) tal que, para x; e x,
em[a—1,b+1]

lx1 — 22| < 01 = |f(x1) — f(x2)| <e.

Tomamos, agora, 6 = min {61,1}. As§im, sex € [a,b], teremos, dentro da integral,
(x —z) € [a—1,b+1], de forma que |f(x —z) — f(x)| < & 0 que garante

+6

= F@I < [ 1F =2 = Flps(alaz < [ epsz)iz = e

13.2 A infinita diferenciabilidade das f,

Fixemos um J, positivo. Se tentarmos derivar f,, obtemos, usando a definicao,

x+h+d _

fi(x) = lim fg(Hh,z_fs(x) = lim - U f(y)p(s(erh—y)dy—/xi:(sf(y)p(s(x—y)dy :

h—0 h—0h +h—6

Temos um pequeno problema: os intervalos de integracdo sdo diferentes. Mas, como
Os integrandos se anulam fora deles, podemos estendé-los a vontade. Assim, como h
vai tender a zero, podemos trabalhar com /| < ¢ e fazer as integrais de x — 24 a x + 2J.
Basta, entdo, olhar para

x+20 _

lim U:H(Sf(y))pa(ﬁh—y)dy—/x fy))ps(x —y)dy| .

h—oh 25 —-25

Juntando tudo em uma s6 integral, chegamos a

im [ f P =) —ps(x—y)

dy,
h—0Jx—26 h Y

o que torna inevitdvel conjecturar, passando ao limite dentro da integral, que

fi = [ fed -y = [ Fwed - yay

—26

(note que ps’(x — y) se anula para y fora de [x — J, x + J]).

H4 um porém: passar ao limite dentro da integral exige algumas precaugdes. Vamos
ter que demonstrar, diretamente, que

lim U:jf(y)m(”h_y;)l_pé(x_y)dy— /xt?f(y)p(s’(x—y)dy = 0.
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Como f é limitada, podemos fixar M tal que |f(x)| < M para todo x em R e escrever

x+20 X — — X — x+20 _

)
<M
x—20

ps(x +h—y) —ps(x —y) —ps' (x —y)h‘ P
I Y

Vamos estimar o que vai dentro desta dltima integral. Usaremos o Teorema do Valor
Médio, aplicado a fungdo

8(t) = ps(x +t—y) —ps(x —y) —ps' (x —y)t,
para t no intervalo [0, i (ou [k, 0], se h for negativo):
ps(x +h—y) —ps(x —y) —ps'(x —y)h = g(h) —g(0) =

=g (@h=[p'(x—y+8&) —ps'(x—y)] h,

para um certo ¢ entre 0 e h. Agora basta observar que, pelo Teorema da Continuidade
Uniforme, podemos, dado um « qualquer, positivo, tomar H > 0 tal que

_ (x1) — 04 &
’xl x2| < H = |p(5 (‘xl) p(5 (x2)| < 45M

Desta forma, se 0 < || < H, teremos, para todo x em R,

flet h;)l ) /xxjf (y)ps' (x —y)dy| <.

Isto prova a diferenciabilidade de f.. Observemos que, na demonstracdo, usamos
apenas que ps é de classe C® e que |x| > 6 = ps(x) = 0. Ora, todas as derivadas
de ps tém, também, tais propriedades. Logo, aplicando reiteradamente o raciocinio
acima, concluimos que f, tem derivada de n-ésima ordem, para todo natural n, dada

por

x+25 x+0 _
£ (x) = /x _Zj F)es” (x = y)dy = /x _: F)es” (x - y)dy.

Se, na udltima integral, fizermos a substitui¢cdo x — y = z, teremos
!/ +o al /
flw = [ e - i)

Dai decorre, imediatamente, que a periodicidade de f implica na de f; (com 0 mesmo
periodo), o que implica na periodicidade de todas as derivadas. Nosso teorema estd
demonstrado.
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13.3 Aproximacdao de curva continua por sequéncia de
curvas suaves

Esta curta se¢do é apenas para a entrega de dois coroldrios do teorema que acabamos
de demonstrar.

Corolario 1: Se ¢ : [a,b] — R" é uma curva continua, entdo existe uma sequéncia
(¢n)nen de curvas C®, ¢y, : [a,b] — R", convergindo uniformemente para c, isto é:

Ve>03n, € N|n>n,=|ca(t)—c(t) <eVtelab].

Além disso, se ¢ é fechada, isto é, c(a) = ¢(b), entdo podemos tomar a sequéncia
(¢n)nenN de forma que os valores de ¢, e de todas suas derivadas, quando calculados
em b, coincidam com os respectivos valores, quando calculados em a.

Demonstracdo: Aplique o Teorema a cada uma das coordenadas de c e conlua que
Vn e N e, : [a,b] = R" | |cu(t) — c(t)] < 1/nVt € [a,b]. |

Podemos fazer um pouco melhor, modificando a forma como estendemos nossas
funcdes.

Exercicio 13.2 Seja f : [a,b] — R continua. Estenda f a f : R — R, continua, em duas etapas.
Comece definindo f em [2a — b,2b — a] por

. 2f(a) — f(2a —x), x € [2a — b, a]
fx) =4 fx), x € [a,b]
2f(b) — f(2b— x), x € [b,2b — a

Em sequida, estenda f a R sequndo as regras anteriores (mantenha o nome f) e defina fs : R — R por

folx) = [ ij (W) (x —y)dy.

1. Mostre que, com a definigdo acima, f é continua em [2a — b,2b — a|.

2. Mostre que, se s € [0,b —a, entdo f(a) — f(a—s) = f(a+s)— f(a) e f(b+s)— f(b) =
f(b) = f(b—s).

3. Mostre que, para 0 < 6 < b —a, vale f5(a) = f(a) e fs(b) = f(b)

4. Suponha que f tem derivada continua em [a,b]. Mostre que f tem derivada continua em

2a — b,2b — a|. Mostre, também, que FI converge uni ormemente, guando & tende a 0, para f’,
que Js 8 q p
em [a, b].

Corolario 2: Se ¢ : [a,b] — R" é uma curva continua, entdo existe uma sequéncia
(¢n)nenN de curvas C*, ¢, : [a,b] — R", com c¢,(a) = c(a) e c,(b) = ¢(b) para todo n,
convergindo uniformemente para c.
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Curvas continuas em coordenadas
polares

Seja ¢ : [a,b] — R?\ {(0,0)} uma curva continua. Apenas continua, sem qualquer
hipétese de diferenciabilidade (e, lembre-se, pode havé-las bem estranhas). Suporemos
c(t) dada por (x(t),y(t)), com x,y : [a,b] — R continuas. Definimos r : [a,b] — [0, o0

por
r(t) = /x(t)2 +y(t)2

O desafio é provar a existéncia de uma fung¢do 6 : [a,b] — R, continua, tal que
c(t) = (x(t),y(t)) = r(t)(cosb(t),sinb(t)) ¥Vt € [a,b].

Nossa estratégia passa pelas curvas de classe C!: sabemos aproximar curvas continuas
por curvas de classe C! e sabemos definir 6 para curvas de classe C!. Essencialmente,
entdo, o que temos a fazer é:

1. tomamos uma sequéncia (cy)yen de curvas de classe Cl, com ¢, — ¢
uniformemente em |[a, b|;

2. escrevemos cada ¢, em coordenadas polares, ¢, (t) = r,(t)(cos0,(t),sin6,(t));

3. definimos 6 por (t) = limy, e O (f).
Ha4, claro, alguns problemas técnicos a superar:

1. precisamos impedir que os 6, escolham livremente 6,,(a), para ndo virar bagunga
(este é facil, j& que temos como fixar 6(a));

2. é preciso provar que lim,_, 0, (t), de fato, existe, para todo t;

3. ha ainda que garantir, em existindo o limite, que este independe da sequéncia
(cn) escolhida;

99
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4. tudo dando certo, a continuidade de 6 também precisa ser demonstrada.

Vamos resolver logo o primeiro problema técnico, alterando a defini¢do de 6. Nossa
curva ¢ tem um ponto inicial, c(a) = (x(a),y(a)). Fixemos, entdo, 0, tal que

x(a)
r(a)’

Agora, criamos 6 : [a,b] — R da seguinte forma:

y(a)

sinf, = ——~

r(a)’

cosf, =

1. tomamos uma sequéncia (cy)yen de curvas de classe Cl, com ¢, — ¢
uniformemente em |[a, b|;

2. escrevemos cada ¢, em coordenadas polares, ¢, (t) = 1, (t)(cos 0,(t),sin6,(t));

3. definimos 6 por 0(t) = 6, + limy, 0 (05 (t) — On(a)).

Exercicio 14.1 Certifique-se de que entendeu a definicio de 6,.

Exercicio 14.2 Certifique-se de que entendeu o significado e a necessidade desta mudanga na construgio
de 6.

Vejamos, agora, o segundo problema técnico: provar a existéncia do limite, agora
reformulado para

0(t) = 0, + Lim (8,(t) — 0,(a)).

n—o0

Vamos ter que lancar mao do essencialmente tnico critério que assegura a existéncia
de limites de sequéncias: o critério de Cauchy, cuja demonstragdo ndo faremos aqui.

Critério de Cauchy: Uma sequéncia (a,),cn de nimeros reais é convergente se, e
somente se, é de Cauchy, isto é,

Ve>03n, € N|mmn>n,=la,—ay| <e

14.1 Alguns resultados técnicos

O primeiro é um leminha técnico, que nos servird para estimar a variacdo de dngulo
em um segmento de reta.

Lema1: Sec: [a,b] — R?\ {(0,0)}, c(t) = (x(t),y(t)), é de classe C! e |c(t)| > R para
todo t em [a, b], entdo
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/b —yx + xy
o X2+ y?

sendo L o comprimento de ¢, dado por L = | : |¢].

<L
Rl

Demonstracdo: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniacévsqui, temos

| =i+ xy] = [{(—y, %), (5 9))| < (P + 222 (52 +52)2 = [c]|e].

cllé 1/b. L
< < — = —
_/a _/ﬂ c\2<Ra|C| =

Logo,

—Yx + xy
x2 4 y?

/b —yx + xy
o X242
[

Suponhamos, agora, dada uma curva continua c : [2,b] — R?\ {O}. Nosso segundo
resultado servird para garantir que, se ¢; e ¢, sdo curvas de classe C! suficientemente
préximas de ¢, entdo poderemos deformar uma na outra em R?\ {O}, por meio de
uma homotopia C!. [a,b] e ndo
se anula, existe R, estritamente positivo, tal que |c(f)| > 2R para todo t em [a, b].

Lema 2: Seja ¢ : [a,b] — R?\ {(0,0)}, c(t) = (x(t),y(t)), de classe C’ e R > 0 tal
que|c(t)| > 2R para todo t em [a,b]. Se ¢y, c; : [a,b] — R? sdo tais que, para todo t em
[a,b], vale

ler(8) —c(t)| <R, Jea(t) —c(t)] <R,
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entdo toda a regido D entre c; e cp, definida por

D ={(1—s)c1(t) +sca(t), s € [0,1], t € [a,b]}

esta no exterior do disco de centro O e raio R, isto é:
(x,y) € D = x* +y* > R>.

Demonstragdo: Seja P um ponto de D. Escrevendo P = (1 — s)c1(t) + sc2(f) para um certo par
(s,t) em [0,1] X [a, b], temos

(T =s)er(t) +sca(t) —e(t)| = [(1 =s)(cr(t) = c(t)) +s(ca(t) —c(b))] <

< (1=s)|er(t) —c(t)]| +slea(t) —c(t)] < (1 —s)R+sR =R.

Temos, entdo,

R > |c(t) = P| > |c(t)| — |P| > 2R — |P].
Logo, vale |P| > R, como querfamos demonstrar. [ |
Nossos préoximos resultados seguem de uma simples observagdo. Sabemos (ver a

Proposigdo da pégina 86) que, se ¢ : [a,b] — R>\ {O}, c(t) = (x(t),y(t)), é Cl e
fechada, entdao

1 [0 —yx+xy
n(eo)= o | e

é inteiro. Sabemos também (ver o Lema 1 da pégina 89) que, independente de ser ¢
tfechada, a variagdo de angulo, dada por

/b —yxX + Xy
o X2 +y?

varia continuamente se fazemos c variar por homotopia C'. As mesmas ideias valem
se substituirmos uma curva fechada por uma espécie de “circuito fechado”composto
por curvas de classe C!. Chamaremos um tal objeto de cadeia fechada.

Defini¢ao: Uma cadeia fechada de classe Ck em X é uma n-upla ¢ = (c1,...,¢n) de
curvas parametrizadas,

C;: [Eli, bz] — X,

de classe C¥, com
Ci+1(ai+1) = Ci(bi)/ i=1,...,n—1; Cn(bn) = cl(al).
Defini¢do: Se ¢ = (cy,...,c,) é uma cadeia fechada de classe C! em R?\ {(0,0)}, o

indice (niimero de voltas) de c em relacdo a origem, #(c), é a soma das variagdes de
angulo das c;, dividida por 27r.

!Nossa definicao de cadeia fechada ¢ uma variante da usual em Topologia
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Proposigdo 1: O indice de uma cadeia fechada C! em relagéo a origem é um ntimero
inteiro.

Demonstragao: Escrevendo ¢ = (¢, ...,c,) e cada uma das ¢; em coordenadas polres, (7;,6;),
teremos

1 n
= o Y [6:( a;)).
i=1
Ora, a condicdo de “emenda”,

civ1(aiv1) = ci(bi), i=1,...,n = 1; cu(bn) = c1(m),
garante que, paracadai = 1,...,n — 1, temos 91‘(171') —60;(aj11) = 2n;7, com njinteiro, e, além
disso, 0, (b,) — 61(a1) também é um multiplo inteiro de 27r.

Defini¢dao: Suponhamos que ¢ = (¢1,...,c,) e & = (&1,...,Cx), cOm

i, € : [ai, bi] = R*\ {(0,0)},
sejam cadeias fechadas de classe C! em R?\ {(0,0)}. Diremos que c e ¢ sdo C!-
homotépicas em R?\ {(0,0)} se existirrm homotopias C! h; entre c; e ¢;, de classe
Clem R?\ {(0,0)}, dadas por
S Cis, S € [, B,

tais que ¢s = (c1s, - - -, Cns) seja cadeia fechada C!, para todo s em [a, B].
Proposigdo 2: Sec = (c1,...,cn) e &= (¢q,...,Cn), com

¢, Ci: [Eli, bl] — R? \ {(0, 0)},
sdo cadeias fechadas C! homotopicas em R? \ {(0,0)}, entdo n(c) = n(¢).

Demonstragdo: Basta lembrar que, como as h; sdo homotopias C!, as variacdes de angulo
variam continuamente com s (ver o Lema 1 da pagina 89). Logo, o nimero de voltas (que
é a soma das variagdes de angulo dividida por 271) também varia continuamente. Como o
numero de voltas s6 assume valores inteiros, tem, pelo Teorema do Valor Intermediario, que se
manter constante. u

As vezes é 1itil inverter o sentido de uma curva.

Defini¢do: Se X é um conjunto e ¢ : [4,b] — X, definimos —¢; [—b, —a] — X por

Exercicio 14.3 Entenda a definigio. Mostre que, se ¢ = (x,y) é C', a variagio de dngulo de
—c = (x1,y1) é menos a de c, isto é:

/b —yih /b —yx + xy
e X34y o X4y
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14.2 A definicao de 6

Fixemos uma curva c : [a,b] — R?\ {(0,0)}, continua. J& definimos r : [a,b] —]0, co|
por r(t) = |c(t)]. O objetivo, agora, e definir

6:[a,bl = R,

continua e tal que c(t) = r(t)(cosf(t),sinb(t)), para todo t em [a,b]. De brinde,
queremos também provar que 0(b) — 6(a) varia continuamente, quando deformamos
¢ por uma homotopia C°.

Como a estratégia que vem guiando nossos passos nas tltimas 10 paginas é aproximar
¢ uniformemente por curvas de classe C!, precisamos garantir que, se c; e ¢, sdo curvas
C! suficientemente préximas de c, entdo suas variagdes de angulo estdo préximas. O
Lema a seguir junta os resultados da segdo anterior.

Lema: Seja c : [a,b] — R?\ {(0,0)}, continua. Fixemos R > 0 tal que |c(t|) > 2R para
todo t em [a, b] e tomemos um certo ¢ > 0,com e < Ree < 1. Sejam ¢y, ¢ : [a,b] — R?
de classe C!, dadas, em coordenadas polares, por (r1,61) e (r2,65). Se

R
) —e(B)] < i=12,

entdo, para todo t em [a, b], temos
|(62(F) — 62(a)) — (61(t) — 01(a))| <&

Demonstracdo: A ideia é ligar c1 e cp pelas pontas, criando uma cadeia fechada que, com as
hipéteses do Lema, terd que dar 0 voltas em torno da origem. Vamos 14!

Suponhamos que c1,¢2 : [a,b] — R? satisfazem as hip6teses do Lema, Podemos ligar as
extremidades por f; e hy, sendo hy : [0,1] — R? dada por hi(t) = (1 — t)c1(b) + tea(b) e
hy : [0,1] — R2? dada por hy(t) = (1 —t)ci(a) + tca(a). Seja, entdo, di a cadeia fechada
dada por (¢, h1, —c2, —hy). fazendo —c; andar até —cj, podemos criar uma homotopia de
cadeias fechadas entre d; e d,, sendo d, dada por (c1, by, —c1,4,), com b, : [0,1] — R? dada por
by = c1(b) ea, : [0,1] — R? dada por , = c1(a).
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Exercicio 14.4 Construa a homotopia e mostre que nio passa pela origem Depois do exercicio, temos
que n(dy) = n(d,) = 0. Mas, note,

Tl(dl) = Gl(b) — 9](&) —|—,Bl + 92(&) — Gz(b) — K1,

sendo & a variagdo de angulo de h; e By a variacdo de angulo de /1. Assim,

[(02(b) — 62(a)) — (61(D) — 01(a))| = [B1 — 1| < |Ba] + [aa].
Note, também, que o comprimento de h; € |c2(b) — c1(b)| e 0 de hy é |ca(a) — c1(a)|. Como,

pelas hipéteses do lema,

R
() —c(B)] < 5 i=12,

temos que sdo, ambos, inferiores a ££. Também ¢ claro que |h(t)| e |ha(t)| sdo, para qualquer ¢
em [0, 1], maiores do que R. Pelo Lema 1 da pagina 100, temos

1 <3 Pr<3x

Exercicio 14.5 F¢a o mesmo, com t qualquer, entre a e b, no lugar de b.
O Lema estd demonstrado. u

Teorema: Sejam I C R um intervalo ndo trivial e ¢ : I — R? uma curva dada
por c(t) = (x(t),y(t)), sendo x e y continuas. Se ¢ ndo passa pela origem (ou seja,
c(t) # (0,0) para todo t), entdo existe uma fungdo 6 : I — R, continua, tal que

c(t) =r(t)(cosO(t),sinf(t)) Vt € I,

sendo r(t) = \/x(t)? + y(t)2. Além disso,

1. 6(b) — 6(a) ndo depende da fungéo 0 escolhida, apenas de c.

2. Se c é fechada, entdo o ndmero de voltas, n(c) = n(c,0) = 5=[0(b) — 6(a)] é inteiro.

3. Se a funcdo h : [n,] — M é uma homotopia C° entre ¢, e ¢, sendo M =
{c : [a,b] = R2\ (0,0) | ¢ de classe C°}, entdo, sendo h(s) = c¢s dada por cs(t) =
15(t)(cosBs(t),sinbs(t)) a fungdo g : [¢, B] — R, dada por

8(s) = 65(b) — 65(a),
é continua em |[«, B].
Demonstracdo: Exercicio.
O leitor que chegou até aqui deve ser capaz de demonstrar o principio fundamental.

Principio Fundamental do Ndmero de Voltas: Sejam c,,c; : [a,b] — R?\ {O} curvas
fechadas (continuas). Se existe homotopia de caminhos fechados em R?\ {O} entre c,
e ¢1, entdo n(cy, O) = n(cy, O).
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Capitulo 15

Area varrida por uma curva

Consideremos dada uma curva ¢ : I — R? )
e encaremos o problema de calcular a drea A(t)
varrida pelo vetor posicdo de c entre os tempos t,
et.

Vamos, como de hdbito, resolver nosso problema
de maneiras diferentes. Considerando dois pontos
proximos, c¢(f) e c¢(t + At), podemos aproximar a c(to)
area varrida, entre c(t) e c(t + At), pela do tridngulo
de vértices D, c(t) e c(t + At).

Sendo c(t) = (x(t),y(t)) e c(t + At) = (x(t+ c(t)
At),y(t + At)), tal drea é a metade do valor
absoluto do determinante: e(to)

sa=sfe (36 3083 )l -

= % [x(B)y(t+ At) —x(t+ Aty (H)] = % [x(8)(y(t+At) —y(t)) —y(B) (x(t+ AL) — x(8))].
Assim, podemos chutar

dA .. 1 y(t+ At) —y(t) x(t+ At) — x(t)

G = Aim o x () At —y(t) At :

o que nos dé

6) = 3 1 (03(6) ~ y(Ox(0)]

Notando que o determinante é positivo quando c(t) gira para c(t + At) no sentido
trigonométrico, podemos arbitrar que a area varrida serd contada positivamente
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quando varremos no sentido trigonométrico e negativamente quando varremos no
sentido horario. Assim, podemos eliminar as barras de médulo e fazer

‘;_’? = % (x(B)y(t) —y(t)x(t)),

de modo que

Exercicio 15.1 Calcule, com (x(t),y(t)) = (cost,sint),
1 roém ) )
5 /o (—yx + xy)dt.

Exercicio 15.2 Calcule a drea total varrida pela curvac : R — R?,

e(t) = (tlitz>

Confira com

© 1

[l

—o I+ x

Por que a diferenga de sinal? OR
2

Uma outra forma de chegarmos a mesma oft + At)
conclusdo é a seguinte: aproximamos a 4rea o(t)

entre c(t) e c(t + At) pela do setor circular de
raio r(t) e angulo A6, com

r(t) = le(t)] = /x(6)* + y(t)%,

A6 sendo o dngulo entre c(t) e c(t + At). Entdo

A\ c(to)

e, portanto, chutamos

dA 1 ,, 1 , Hxy—yx 1 .
dt—zre—z(x +y)x2+y2—2(xy yx) .




O fato de termos admitido que ‘fi—‘? possa
ser negativo tem um efeito melhor do que a
encomenda, no caso de curvas fechadas.

Na figura ao lado, a drea varrida, quando
caminhamos de c¢(t;) até c(t;), no sentido
positivo, tem uma parte que é descontada
quando voltamos, no sentido negativo, de
c(tp) até c(t1), de forma que fica, como saldo,
a drea encerrada por c.

Nas figuras
a seguir, vemos algumas possibilidades para

b1
|5yt xiat,

comyx,y: [a,b] — R.

109

Figura 15.1: drea varrida

Nas duas figuras do alto e na de baixo, a
esquerda, a integral é positiva (ou seja, é igual

a area). Na de baixo, a direita, a integral é negativa, mas a drea sombreada é contada

(negativamente) duas vezes.
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15.1 O seno e o cosseno hiperbélicos

A tradicional parametrizacdo da elipse, t +~— (acost bsint), se origina na

parametrizacdo do circulo x* + y> = 1; podemos ver o pardmetro f como o

comprimento do arco percorrido por P sobre o circulo ou, alternativamente, como o
—

dobro da érea varrida por OP, de 0 a t, sendo P = (cost,sint) o ponto em questdo.
22—y’ =1

Existe

uma forma semelhante, bastante P = (cosh#, senhf)

engenhosa, de  parametrizar

a hipérbole. Comecemos com a

hipérbole equilatera, x> — y> = 1.

Em

analogia com o circulo x> + y? = 1,
vamos definir as func¢des cosseno
hiperbélico e seno hiperbélico. area 0

No circulo unitdrio, o ponto P =

(cosb,sinf) é tal

que a drea hachurada corresponde vyt =1
a 6. Por analogia, vamos definir P = (cosf, send)
o seno hiperbdlico de 6, sinh6,
e o cosseno hiperbdlico de 0,
cosh ), de forma que o ponto P =
(cosh,sinh ) seja tal que a drea
hachurada (na figura ao lado) seja
6. Teremos, entdo, a relacdo
fundamental

area 0

(cosh9)? — (sinh §)? = 1.

Para definir as fungées cosh e sinh, vamos comecar calculando a area 6. Escrevendo
= /1 + y?, queremos a drea varrida pela curva (v1+ #2,t), entret = —yet =y: 0
serd a area, com y = sinh 0 e x = cosh 6. Aplicando a férmula para a area varrida, com

x(t) = V1+t2ey(t) =t, teremos, supondo y > 0,

2/< -I—\/l-l-—tzl)dt /0 !

dt
V14t
Fazendo a substituticdo t = tana, dt = sec 2 xdn, obtemos

arctan y
0= / secxda = ]n(sec x -+ tan(x) lgrctanfx,
0

o que nos dé

6 =In <M+y) —In(x+y).
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Se y < 0, por analogia com o caso do circulo (com x > 0), fazemos 6 = —In(x —y), de
forma a termos a mesma area, mas com o sinal trocado. Na realidade, se y < 0, temos

y 1
—dt:—ln X — .
/—y 1+ 12 (x=)

Outra forma de chegar a mesma conclusdo é observar que

2

1=x*—y* = (x+y)(x—y),

de modo que
In(x+y)+In(x —y) =0.

Assim, em qualquer circunstancia, teremos

6 =In(x+y)
—0=In(x—y) ’
ou seja,
x+y=eél
x—y=e"9"’
o que nos da
x_eg—ke_" _39—6_9
I A A R
Assim, definimos, para 6 em R,
0, ,—6
coshf = ctre ,
2
0 _ ,—6
e’ —e
inh 0 =
sin >

Nossa hipérbole, x> — y? = 1, fica, pois, parametrizada por
(x(0),y(0)) = (cosh,sinh ), 6 € R
(para o ramo com x > 0). O ramo com x < 0, é claro, se parametriza por

(x(6),y(0)) = (— cosh@,sinh0), 6 € R.

Uma hipérbole de equagao
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é, analogamente ao caso da elipse, parametrizada por

(x(6),y(0)) = (acosh8,bsinh @), 6 € R (ramo x > 0),

(x(8),y(0)) = (cosh6,sinh6), 6 € R (ramo x < 0).

7z

Como no caso da elipse, essa hipérbole é a imagem da hipérbole equildtera pela
transformacdo linear T : R?> — R? dada por

()= G G)=(5)

Exercicio 15.3 Note que as fungdes sinh e cosh satisfazem, de fato, a (cosh 0)? — (sinh 6)? = 1, para
todo 6 em R. Observe que ganhamos, de brinde as formulas (cosh0)’ = sinh 0 e (sinh 6)" = cosh 6.



Capitulo 16

Campos centrais e conservacao do
momento angular

Suponhamos que uma particula de massa m se move de forma que a resultante das
forcas que sobre ela atuam estd, em cada instante, na direcdo que liga a posicdo da
particula a um certo ponto (fixo) O.

Mais precisamente, se 0 movimento é dado

por ¢(t) e a origem do sistema de coordenadas F

é posta em O, entdo a forca F atuando sobre a

particula no instante ¢ é tal que c(t)
F = A(t)c(t).

Dizemos, nesse caso, que o campo de forcas
é central.! Da segunda lei de Newton,
concluimos que o)

Exemplo: Uma versdo simplificada do sistema heliocéntrico se obtém supondo que o
Sol estd parado (na origem) e exerce, sobre cada planeta, segundo a lei da gravitacao,
uma forca de atracdo inversamente proporcional ao quadrado da distancia. Isto nos
d4, se c(t) é a posigdo do planeta,

(u € uma constante negativa).

Do ponto de vista estritamente matematico, podemos dispensar a massa e trabalhar
com hipéteses mais limpas: vamos supor apenas que I é um intervalo ndo trivial em
R e que temos uma fungédo ¢ : I — R3 tal que

LA expressdo campo central se usa, normalmente, de forma mais restrita, no caso em que, em cada
ponto x do espaco, se tem a forga dada por F(x) = f(|x|)x
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E(f) = A(t)c(t) Vt € L.

Suponhamos, também, que, em algum f, em I, a posicdo e a velocidade sejam
linearmente independentes, isto é:

c(to) ® ¢(to) = 1o # 0.

Afirmamos que, nesse caso, 0 movimento acontece em um plano que passa por O e é
normal a 11,. A observagao crucial é a seguinte: seja

n:lI — R
t— c(t)®e(t);

entao

%n:é®é+c®620+c®)\c:0.

Logo, n(t) é constante e igual a n(t,) = n,. Como c(t) é, para todo ¢, normal a n(t),
temos

(c(t),n,) =0Vtel,

como prometido. Em Mecénica, o vetor

c(t) ® p(t) = c(t) ® me(t)

é chamado de momento angular. Assim, se a particula se move sob acdo de um campo
de forcas central, seu momento angular se conserva (note que, para a conservacao do
momento angular, ndo é necessdrio supor que este ndo se anule).

Podemos deduzir, da observagdo acima, um resultado ainda mais curioso. Como o
movimento se faz em um plano, podemos supor

c(t) = (x(t),y(t),0) Vt € I,

o que da
c(t) ®e(t) = (0,0, —y(£)x(£) + x(£)y(t)).
Pelo que acabamos de ver, ¢(t) ® ¢(t) é constante. Logo, existe uma constante « tal que
—y()x(t) +x(H)y(t) =2aVt el

Assim, se A(t) é a drea varrida (no plano Oxy) por c(t), temos

dA

— 1(—J'C—Hc')zoc
it 2 ST =R
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O que prova a proposi¢ao a seguir.
Proposigdo: Seja ¢ : [ — R3, com derivada segunda, tal que:

(i)existe uma funcdo A : I — R tal que, para todo t em I, se tem

(ii)c(t,) ® ¢(t,) é ndo nulo para algum ¢, em I.
Entdo:

(i)existe um plano 71, passando pela origem,
tal que ¢(t) € 71, para todo t em I;

(ii)se t1, t1 + At, tr e tp + At estdo em I, a area
varrida (em 77) por c entre t; e t; + At éigual a
varrida entre t; e tp + At.

Vejamos agora o caso em que ¢(t) @ ¢(tf) = 0
para todo t. Se supusermos que c(t) nunca se
anula, podemos garantir que existe « : I — R
tal que

c(t) = a(t)e(t) vt € L.
Exercicio 16.1 Deduza, da continuidade de c e ¢, que a é continua.

Seja, entdo A : I — R tal que A = a. Podemos, entio, multiplicando por e~4(*),

concluir que
—(e=AWe(t)) = e A (1) —a(t)e(t)) =0Vt € L

Exercicio 16.2 Use, em cada coordenada, o Teorema do Valor Médio e conclua que existe um vetor u,
tal que

e AWe(t) = u, Vt € 1.

Concluimos, entao, que existe um certo vetor u, tal que

c(t) = e Dy, vt e 1.

Isso prova que, neste caso, 0 movimento se da sobre uma reta passando pela origem
(e, a fortiori, sobre um plano passando pela origem).

O caso em que c estd autorizada a passar pela origem é mais complicado.
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Exercicio 16.3 Defina c : [0,37] — R3 por

(sin*t)é}, t € [0, 7t];
c(t) =1{ (sin* t)ez € [m,2m];
(sin*t)es, t € [27,37).
Mostre que existe A : [0,37t] — R tal que ¢(t) = A(t)c(t) Vt € [0,37], embora ¢ nio seja uma curva
plana.

Exercicio 16.4 Suponha que, para um certo k fixo, ¢ : R — R® satisfaca ¢(t) = —k%c(t) Vt € R.
Mostre que c é uma curva plana.



Capitulo 17

O oscilador harmonico

17.1 O modelo

Retornemos ao sistema massa-mola mencionado como exemplo no capitulo 7.

_ 2 1 Ba

/ OI esticamento €T (It)

posicao de
repouso

Figura 17.1: sistema massa-mola

O sistema ¢, basicamente, regido pela Lei de Hooke. Se um corpo preso a mola ocupa
a posicdo x, medida a partir da posicdo de repouso, entdo a forca que sobre ele atua
aponta para a posi¢do de repouso e tem intensidade proporcional a x. Costuma-se
convencionar que o corpo é descrito por um ponto, que ocupa, no instante ¢ a posi¢ao
x(t), dada por um nuamero real. A posigdo de repouso corresponde ao zero, x sendo
positiva se puxamos e negativa se empurramos a mola. A forca exercida pela mola
sobre o corpo é, entdo, da forma F = —k%x, com k constante.

Posto desta forma, nosso modelo, praticamente, pressupde um movimento retilineo.
Mas podemos fazer uma pequena alteragdo. Suponhamos que nosso corpo é uma
pequena esfera presa, ndo a uma mola, mas a um eldstico. Nossa bolinha se move
sobre uma mesa lisa, sem atrito. No centro da mesa ha um pequeno furo, por onde
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passa o eldstico. O elastico é esticado, por baixo da mesa, e preso ao chdo, de forma
que a posi¢do de repouso da bolinha seja exatamente sobre o furo (que, podemos
convencionar, estd no ponto O). Se puxamos a bolinha até o ponto P, a forga exercida
pelo eléstico, supostamente, é proporcional ao esticamento e aponta para O, ou seja,

F = —k? (i; Se soltarmos a bolinha, é facil crer que esta passe a oscilar sobre o
segmento que liga P a seu simétrico em relacdo a O, que podemos chamar de —P. Mas,
neste modelo, é claro que podemos fazer algo diferente: podemos, ao soltar a bolinha,
dar-lhe um peteleco, de modo que a bolinha parta com uma velocidade inicial v. Mas,
ora, v ndo precisa apontar para O. Neste modelo, o que esperamos é que o movimento
seja uma curva plana.

Antes de partirmos para as contas, pensemos em um modelo um pouco mais abstrato.
Nossa bolinha, agora, é uma particula, de massa m, e se move em R3. Se c(t) é sua
posicéo, a forca que sobre ela atua é F = —k?c(t), de modo que c deve satisfazer

mé(t) = —k*c(t), Vt.

Suponhamos, também, que, no instante ¢,, tenhamos c(t,) ® ¢(t,) # 0. Como ja vimos,

neste caso, temos conserva¢do do momento angular, a trajetdria estd presa a um plano
—

que passa pela origem, e os raios vetores Oc(f) varrem areas iguais em intervalos de
tempo iguais. Podemos, mesmo, introduzir uma forca que atuard contra o movimento
(resisténcia do ar, ou, j4 que o movimento é plano, atrito da bolinha com a mesa).
Suponhamos que tal forca seja proporcional a velocidade, na forma —u?¢(t). Agora, o
movimento deve satisfazer

mé(t) = —k%c(t) — u?e(t), Vt.

Exercicio 17.1 Observe que, nestas condigdes, ja ndo temos a garantia de conservagio do momento
angular. Porém, com a hipétese de que ¢ : 1 — R satisfaca a c(t,) ® ¢(t,) # O para um certo t, no
intervalo I, podemos ainda garantir que existe um plano «, passando pela origem, tal que c(t) € « para
todo t em I.

Exercicio 17.2 Mostre que, se y = 0, temos conservagdo da energia, isto é: a fungio

m 2
B0 = 210+ S le(o)

¢ constante. Mostre que, se u # 0, entdo a energia decresce com t. O termo —u?c(t) costuma ser
chamado de termo de dissipagdo, ou dissipativo. Sistemas com termo de dissipagdo (na auséncia do
qual haveria conservagdo de energia) costumam ser chamados de dissipativos

Vamos, pois, supor que c¢(f) é uma curva plana. Podemos, inclusive, decidir pensar
c(t) como um ntimero complexo. Vamos, também, proceder a uma decisiva mudanga
de notacdo. Nossa equacgdo diferencial,

mé(t) + u?e(t) +k2c(t) =0,

pode ser reescrita, usando a letra D para o operador de derivagdo em relagdo a ¢, na
forma
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mD?c(t) + u?Dc(t) + k*c(t) = 0,

ou, ainda,

[sz +u?D + kz] c(t) =0.

17.2 Equacgoes lineares de segunda ordem

Sejamos um pouco mais abstratos. Suponhamos que z : I — € = R? ¢ uma curva
plana, satisfazendo a equagdo

aD?z(t) + bDz(t) + cz(t) =0,

ou, fazendo a = 1 (sempre podemos dividir por a),

D2 46D +c| z(t) = 0.

Mais uma observagdozinha: se r; e r, sdo as raizes da equacdo x> + bx +c = 0,
podemos escrever
X2 4bx4c=(x—r)(x—r).

Exercicio 17.3 Note que isso equivale a dizer que b = —(r1 +12) e ¢ = rirp.

Interpretando as multiplicagdes da maneira natural, observe que, da mesma forma,
podemos dizer que

D?z(t) 4+ bDz(t) + cz(t) =

= [DZ +bD + c} z(t) =
=(D—r1)(D—rp)z(t) =
= (D —r1)(Dz(t) —rz(t)) =
= D?z(t) — D(rz(t)) — r1Dz(t) 4 rirpz(t) =
= D?z(t) — (rp 4 r1)Dz(t) + rirpz(t).

Exercicio 17.4 Para treinar: sendo x : R — R, resolva a equagio diferencial D?>x — 3Dx + 2x = 0,
reescrevendo como (D —1)(D —2)x = 0, fazendo (D —2)x =y, (D—-1)y = 0, Dy —y = 0,
y = arel, (D —2)x = are!, Dx —2x = ajel, x —2x = are!, e ?x — 2e7%x = aet,
D(e ?x) = aje~t, e 2

x = —aje~f +a, x(t) = —aret + aze?.
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Exercicio 17.5 Faga o mesmo para a equagdo D*x + bDx + cx = 0, sabendo que b = —(r1 + 12)
e c = riry, com ry e ry reais. Reescreva como (D — r1)(D — rp)x = 0 e mostre que a solugio é
x(t) = a1e"! + aze™!, caso vy # ry, ou x(t) = are™ + axte’, caso r; = r, = r. Note que as constantes
ay e ap podem ser determinadas se tivermos informagodes suplementares sobre a solugdo (as mais usuais
sio a posigdo x(t,) e a velocidade % (t,), em um certo tempo t,).

Exercicio 17.6 Repita o exercicio anterior, pensando em uma fungio z : R — @, satisfazendo

Z+bz4+cz=0,

comb = —(r1 +1r2) e c = r1ra, e supondo, agora, que 11 e 1, sdo niimeros complexos. Lance mio da
exponencial complexa e mostre que, como no caso anterior, temos z(t) = are"t + aye™', caso ry # 1o,
ou z(t) = aye’t + ayte™, caso ri = r, = r. Note que, neste caso, as constantes ay e a sio nimeros
complexos.

Exercicio 17.7 Note que o mesmo procedimento funciona para a equagio

D"z+a, D" 'z+- -4+ @Dz 4 apz =0,

se conhecermos as raizes do polindomio x" + Ay X"V 4 4+ ajx +ag = 0: reescrevemos a equagao
como

(D—r1)---(D—ry)z=0,

e procedemos como no cason = 2.

Exercicio 17.8 Considere, agora, a equagdo ndo homogénea:

D'z+a, ;D" 'z+ - -4+ aDz+apz = f,

sendo f uma fungdo arbitrdria, fixa (no caso em que f é nula, a equagio é dita homogénea).

1. Sejam zi e zp solugdes da equagdo ndo homogénea. Mostre que z1 — zp é solugio da equagio
homogénea.

2. Seja z, uma solugdo da equacdo ndo homogénea. Mostre que toda solugdo da equagido ndio
homogeénea é da forma z, + z, sendo z solugdo da equacdo homogénea.

3. Sejam z1 & zp solugdes da equagio homogénea e A um niimero fixo. Mostre que z1 + Az é solugio
da equagio homogeénea.

4. Note que o resultado acima significa que o conjunto F das solugdes da equagdo homogénea é um
espago vetorial, com as operagdes usuais de produto por escalar e de soma de fungoes.

5. Deduza, da forma geral da solugdo da equagio

D"z4a,_ D" 'z+ - +a1Dz+apz =0,

que a dimensio de F é n.
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Vejamos o que acontece no caso em que queremos uma funcao x(t), a valores em R,
satisfazendo uma equacao do tipo

ai(t) + bx(t) 4 cx(t) =0,

sendo a, b & ¢ nameros reais. A ideia é bem simples: fazemos de conta que x é a
valores em € e obtemos nossa solugéao:

x(t) = are’ + ape’™,

sendo 77 e r; as solugdes de ar? + br + ¢ = 0. Como os coeficientes séo reais, o pior que
podemos ter é duas raizes complexas conjugadas, r1 = a +if3, r, = & — i. Podemos,
pois, reescrever a solugdo como

x(t) = €™ [(ay + a2) cos(Bt) +i(a; — az) sin(Bt)],
ou seja,

x(t) = e [c1 cos(Bt) + c sin(Bt)],

sendo c; e cp nimeros complexos arbitrdrios. Para que a solugdo seja real, basta que
tomemos cj e cp reais.

Exercicio 17.9 Verifique os detalhes.

Exercicio 17.10 Suponha que queremos ¢ : R — R tal que

mé(t) + u?e(t) +k*c(t) =0Vt € R,

com c(t,) e é(t,) dados em R3, mas linearmente dependentes. Digamos que sejam, ambos, miiltiplos do
vetor ndo nulo v = (vq,v2,v3). Escreva c(t) = (x(t),y(t),z(t)), resolva as equacdes correspondentes
as coordenadas e mostre que a solugdo anda sobre a reta que passa pela origem e tem a direcio de v.

17.3 De volta ao problema

Voltemos a nossa bolinha presa ao eldstico. Como ja vimos, o movimento se d4 em um
plano passando pela origem, que vamos representar porC. Comecando pelo caso sem
atrito, podemos dizer que o que queremos é encontrar uma func¢do z : I —C, com, pelo
menos, derivada segunda e satisfazendo a equacdo

i(t) = —kPz(t) Yt e I

(note que nos livramos da massa, reescrevendo o coeficiente de elasticidade como mk?
e dividindo tudo por m). Como estamos trabalhando em(, é importante salientar que
k é um ntiimero real, ndo nulo. Reescrevendo, temos
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0= [D?+ K]z = (D~ ki)(D +ki)z.

A ideia, agora, é fazer (D + ki)z = w e atacar a equagdo (D — ki)w = 0. Sejamos mais
explicitos. Sez : I — @ é a fungdo que buscamos, podemos chamar de w a fungdo
% + kiz (trata-se de uma funcido de I em(). Se z satisfaz a # + k’z = 0, entdo basta
substituir Z + kiz no lugar de w para verificar que w satisfaz a w — kiw = 0. Temos um
velho truque que permite determinar w: basta multiplicar a equacéo pela fungao e~ *,
obtendo

0 = e M (t) — kie Ftw(t) = % [e‘k”w(t)} :

Ora, se e’k’tw(t) é uma funcio, a valores em R?, cuja derivada é identicamente nula no

intervalo I, entdo suas duas coordenadas sdo funcdes a valores em R, com derivadas
identicamente nulas em I. O Teorema do Valor Médio nos garante, entdo, que sdo
ambas constantes. Isso significa que existe um namero complexo, 41, tal que

e Nitw(t) = 2kiay Yt € 1
(0 2ki na frente de a; é s6 para que o resultado final fique bonitinho). Logo,

w(t) = 2kiaret™.

Voltando a z, temos, agora,
2(t) + kiz(t) = (D + ki)z(t) = w = 2kia e,
Usando o0 ja tradicional truque de multiplicar por ", obtemos

%(ekitz(t)) = itz (1) + kie"tz(t) = 2kia e

Exercicio 17.11 Pense e*z(t) como uma funcio cuja derivada é 2kia e, Quem é a fungio?
Certamente conhecemos uma: aje**. Use o Teorema do Valor Médio, em cada fungio
coordenada, para mostrar que duas funcdes, a valores em R? (ou em R3, ou mesmo em R"),
cujas derivadas coincidem em todos os pontos de um intervalo I, diferem apenas por uma
constante (vetorial, claro!).

Assim, temos, para um certo nimero complexo ay,
ekltZ(t) — a1€2k1t + ay,

o que nos d&

z(t) = ayMt + ape kit = [a1 + ap] coskt + [i(a; — ap)] sin kt.
Como a; e a; podem ser quaisquer nimeros complexos, entdo &€ = a1 +ap e €&, =
i(ay + ap) também sdo dois nimeros complexos quaisquer, que representamos com as



17.3: De volta ao problema 123

flechinhas em cima para ressaltar que vamos, agora, pensa-los como vetores no plano.
Nossa solugdo, portanto, é da forma

z(t) = cos(kt)€1 + sin(kt)ey,

sendo €7 e €, dois vetores arbitrdrios (ou determinados pelos dados do sistema, como
posicdo e velocidade iniciais).

Exercicio 17.12 Basta substituir para ver que z(0) = €. Derivando em t, temos z(t) =
—ksin(kt )€1 + k cos(kt)€,. Assim, 2(0) = k€,. Conclua que, se conhecemos a posigio e a velocidade no
instante t = 0, entdo temos um movimento z(t) bem determinado e definido explicitamente, para todo t
em R. Note que o mesmo acontece se conhecermos a posi¢do e a velocidade em qualquer outro instante
to.

Com relagdo ao tipo de curva que corresponde a nossa trajetéria, veja s6: quando
t percorre os reais, o ponto definido por coskte] 4 sinkte; descreve, no plano, um
circulo unitdrio. Nossa solugdo, de sua parte, descreve a imagem desse circulo pela
transformacdo linear A tal que Aé} = € e Aé; = €. Ora, como sabemos, a imagem
de um circulo por transformagédo linear ndo degenerada é uma elipse (ver exercicio a
seguir, para uma demonstrac¢do). Escrevendo em coordenadas, temos, se

- a1 - a2
& = , &2 = 7
az1 az
entao

=(1) = cos(kt)fs + sin(kt)ey = cos(kt) ( £11 ) +sin(he) (72 ),
21 22

ou seja,
- a1 4aip COS(kt)
2(t) = ( Ay A ) ( sin(kt) ) '

Exercicio 17.13 Para uma demonstragio de que a imagem de um circulo em R? pela transformagdo
linear ndo degenerada A : R?> — RZ? ¢, de fato, uma elipse, vamos mostrar que existem duas
bases ortonormais de RZ, {ii1, 12} e {€1,€2}, e dois niimeros, a e b, com a > b > 0, tais que
Aﬁl = a?l, Aﬁz = bgz.l

1. Mostre que, se a afirmagdo acima for provada, entdo estard provado que a imagem de S' =
{(x1,x2) € R* | x} +x} =1} ¢, de fato, uma elipse. Sugestio: use a base {ify, iy} para o
dominio de A e a base {€1,€>} para o contradominio.

lEsta 6, essencialmente, uma versdo simplificada do que, em Algebra Linear, se chama
Decomposicao em Valores Singulares
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2. Observe que existe 8, tal que a fungdo n, definida por n(6) = (A(cos6,sin6), A(cos6,sinb)),
atinge seu mdximo. Note que, obrigatoriamente,
0=n'(6,) =2(A(cosb,,sinb,), A(—sin6,,cosb,)) .
3. Faga ily = (cos6,,sinb,) e il = (—sinb,, cosb,).
4. Facaa = |Ail,|, b = |Aily|, & = a Aily, & = b~ Ail,.

5. Escreva S' = {cos tii] + sin tily, t € [0,271]} e conclua.

Exercicio 17.14 Observe que nio é necessirio recorrer ds definigdes e proposigdes dos capitulos
anteriores para ver que o movimento dado por (cos kt, sin kt) varre dreas iguais em tempos iguais. Note,
também, que uma transformagdo linear é tal que a razdo entre a drea da imagem e a drea da figura
original independe da figura. Conclua dai, diretamente, que as Orbitas eliticas que obtivemos para o
oscilador harmonico tém, também, a propriedade de varrer dreas iguais em tempos iguais.

Se acrescentarmos a nosso modelo o termo dissipativo, —?¢, a equacdo se escreve
0=mi+pu*2+kz= [mD2+y2D+k2] z=m[D —r1|[D -]z

agora com

2= I i —

2m 2m

r =

Assim, as raizes, r1 e rp, terdo parte imagindria (responsavel pela oscilacdo) apenas se
a dissipagdo ndo for muito grande (u* < 4mk?). Neste caso, fazendo &« = —u?/2m e

B = \/4mk? — u*/2m, nossa solugdo sera

z2(t) = age @B 4 gyt — 0% [(gy + ay) cos(Bt) 4 i(ar — ap) sin(Bt)] .

Exercicio 17.15 Mostre que, se hi dissipagio, a solugio tende para o ponto de equilibrio quando t tende
a infinito (independentemente do sinal de u* — 4mk?). Mostre que, se u* < 4mk?, entdo a variacdo de
angulo (medida da origem) tende a infinito (+oo, conforme a orientagio); mas, se y* > 4mk?, entdo a
variagio de dngulo ndo passa de 7t (ou — 71, conforme a orientagdo).

Consideremos, agora, o caso ndo homogéneo: h4d uma forca externa em agdo, de modo

que nosso sistema é regido, com a hipétese de que a for¢a f(t) estd no plano do
movimento, por

f(£) = mz 4§22+ Kz = [mD? 4+ 12D + K| z = m [D — 1] [D — 3]

Costuma-se chamar a equagdo acima, no caso em que f é nula, de equagao homogeénea;
no caso em que f ndo é nula, a equacdo é dita ndo homogénea. Uma observacdo
simples mas importante, aqui, é a seguinte: a diferenga entre duas solu¢des da equagao



17.3: De volta ao problema 125

ndo homogeénea (com uma f fixada) é solu¢do da homogénea. Dai decorre que, se z,
€ uma solugao particular da equacdo ndo homogeénea, todas as demais solucdes dessa
equagdo se obtém somando a z, as solug¢des da equagdo homogénea.

Z

Um caso particularmente interessante é aquele em que a forca externa atua na
frequéncia natural do sistema. Suponhamos que nosso sistema é ndo dissipativo, de
forma que a equagdo ndo homogénea, para uma dada forca externa f, é

[D —ik] [D +ik]z = f.

Neste caso, a solugao da equagio homogeénea é da forma aje i + ayeki*. Suponhamos
que f seja da forma

f(t) = ce.

Neste caso, uma solu¢do para a equagdo ndo homogénea (que pode ser obtida
honestamente) é

zo(t) = itekit,

de modo que a solucdo geral seré

—kit kit C kit
z(t) = aqe a»e —te .
(t) 1 +ae 2ki

Ora, embora a forca externa possa ser bem pequena (o que s6 depende da escolha de
c), a correspondente solugdo satisfard, forcosamente, a

lim [z(#)] = co.

Diz-se, neste caso, que a forca atua em ressondncia com o sistema.
Exercicio 17.16 Mostre, sem recorrer a informagio que demos sobre a solugdo particular, que a solugio
geral é, de fato, da forma

. . c .
z(t) = aje ™ 4 apekit 4 —tekit,
(®) ! TmeT 2ki



126 Capitulo 17: O oscilador harmoénico



Capitulo 18

As leis de Kepler

As leis de Kepler, relativas aos movimentos dos planetas, constitutem um dos feitos
mais espetaculares da Ciéncia: a deducdo, a partir de dados experimentais acumulados
ao longo de décadas por Tycho Brahe, de um pequeno conjunto de afirmacdes,
puramente matematicas, sobre as 6rbitas dos planetas de nosso sistema solar.

Primeira lei: Os planetas do sistema solar descrevem oOrbitas eliticas, com o Sol
ocupando um dos focos.

H
Segunda lei: Se o Sol ocupa a posicdo O e o planeta a posi¢do P, a drea varrida por OP,

entre os tempos t; e t; + At, é igual a varrida entre os tempos t; e t; + At, quaisquer
que sejam os tempos t1, tr e At.

Terceira lei: Existe uma constante universal, k, tal que o quadrado do intervalo de
tempo, T, decorrido entre duas passagens sucessivas de um planeta por um ponto
qualquer de sua 6rbita e o cubo da medida do eixo maior da elipse descrita pelo
planeta, 4, satisfazem a T? = ka3

A outra face da moeda é a formulagdo tedrica de um conjunto de leis da mecénica que,
em conjunto com a lei da gravita¢do, podem ser usadas para deduzir matematicamente
as leis de Kepler. Kepler ja acreditava que o Sol exerce, sobre os planetas, uma forga que
os segura; Hooke conjecturou que tal forca deveria ser inversamente proporcional ao
quadrado da distancia. Mas foi Newton quem juntou tudo e empreendeu o gigantesco
trabalho. Mais ainda, o trabalho de Newton mostra, também, como deduzir, das leis
de Kepler, a prépria lei da gravitagdo.?

Este capitulo se propde a desenvolver, sob forma de exercicios propostos ao leitor a
deducdo matematica das leis de Kepler a partir das de Newton e, reciprocamente, a
das proprias leis de Newton a partir das de Kepler. A abordagem é fortemente calcada
nos conhecimentos desenvolvidos nos capitulos anteriores.

LA expressao constante universal, aqui, pode causar alguma confusdo. Como deduziremos mais a
frente, nossa constante depende da massa do Sol; assim é universal apenas no contexto do sistema solar

2Toda a dedugao pressupde as leis de Newton e considera os corpos como particulas, desprezando
qualquer outra forca que ndo a gravitacional exercida pelo Sol
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18.1 Newton = Kepler

O objetivo é, a partir das equagdes diferenciais para uma versdo matematica
do problema dos dois corpos, obtidas por meio das leis de Newton, deduzir
matematicamente as leis de Kepler. Suporemos que uma particula de massa M esta
parada na origem de R> e que uma outra, de massa 7, tem seu movimento em R>
descrito por ¢(t), de forma que

GMm
mé(t) = ————=c(t)
le(t)?
(G, assim como M e m, é uma constante). Suporemos também que c(t) estd definida
em um certo intervalo I e que, para um certo f, em I, temos c(f,) e ¢(t,) linearmente
independentes.

1. Mostre que a energia total se conserva, isto é, a funcao

E(t) = gle(t)

_ GMm
|c(t)]

é constante em I.

2. Mostre que o momento angular, dado pelo produto vetorial h(t) = c(t) ® mc(t), é
constante e ndo nulo. Sugestao: derive; observe que k(t,) é ndo nulo.

3. Mostre que ¢ é uma curva plana. Mais precisamente, mostre que existe um plano
a, passando pela origem, tal que ¢(f) € a V t € I. Mostre, também, que c(t) nunca
passa pela origem.

4. Deduza a segunda lei de Kepler.
Sendo ¢ uma curva plana, podemos escrever, em um sistema de coordenadas
candnico, c(t) = (x(t),y(t)). Admitamos provado que c(t) pode ser representada
em coordenadas polares, isto €, que existem fungées r e 6, com r(t) > 0 para todo
t em I, tais que
(x(t),y(t)) = (r(t)cosO(t),r(t)sinb(t))Vt e I
5. Calcule, em termos das fungdes r e 0, a velocidade (%, i) e a aceleracéo (X, if).

6. Retorne a conservacdo da energia. Mostre que existe uma constante E tal que

B GMm

"0 =EVtel

%m (FO +r(026(1?)

7. Retorne a conservagdo do momento angular. Mostre que existe uma constante
tal que
r(H)20(t) =hVtel
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8.

10.

11.

12.

13.
14.

Mostre que r satisfaz a equagdo diferencial

Admitamos que nosso movimento é tal que podemos escrever r(t) como r(6(t)),
de forma que

) = 20 (o).
Faca )
z(0) = m
Mostre que
oy — ZOW) 5
T(t) - _Z(Q(t))ze(t) = —hz (O(t))
e que

P(t) = —hz" (0(£))0(t) = —h2z(0(£))2%2" (0(t)).

Substitua os valores acima na equagdo (*) e mostre que a fungdo z(0) satisfaz a

equacdo diferencial

2(0) +2(6) — i_zzw

Faca
~GM

2
e mostre que w é solucdo da equacdo diferencial

w =2z

w" +w=0.

Admita provado que toda solugdo da equacdo diferencial acima é da forma
w = acosf® + bsinf. Observe que uma tal w pode ser, também, escrita como
w = Rcos(0 — 6,), com
b
R =+/a?+ b2, cosb, = %, sinf, = X
Conclua que z é dada por
GM
z(6) = Rcos(0 —6,) + 2

Mostre que o valor maximo de z é R + Gh—lz\/l, atingido em 6 = 0,.

Conclua que r, como funcao de 0, é dada por

ed Rh? 1
= ,e=——,d
1+ecos(6—6,)

r(0)

com valor minimo em 6 = 6,. Note que, se ¢ > 1, haverd uma limitagdo para os
valores de 6.

cM " T R
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15

16

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Conclua que vale a primeira lei de Kepler: a solu¢do descreve uma conica.

Seja t, tempo em que r é minimo. Note que, como 7(t,) = 0, a velocidade em ¢,
serd dada por
r0(—sin 6, cos ).

Chame r(t,) de r,. Multiplique por 72 a férmula da energia e mostre que

%hz — GMmr, = Er2.

Mostre que
ZEI’O
=1 .
¢ + GMm
Concluaquee <1,e=10ue >1,conforme E<0,E=00uE > 0.

Deduza, dai, que o movimento descreve uma elipse, se E < 0, uma parébola, se
E = 0, ou um ramo de hipérbole, se E > 0. No caso de trajetéria hiperbdlica, a
origem esta dentro ou fora do ramo descrito pela trajetoria?

Suponha que a energia é negativa, e que, portanto, a 6rbita é elitica. Prove que a
Orbita é periddica.

No caso de 6rbita elitica, observe que o periodo, T, é o tempo necessario para que
6 varie de 27t. Conclua que

0,+27 dt
T= = de.
A 516

Use o fato de que 1 = r20 é constante para concluir que

27tab

T:h.

Use as diversas relagdes obtidas acima, e alguns conhecimentos mais sobre
elipses, para obter a terceira lei de Kepler

2
L

T? = 43
GM"”

Vamos, agora, lidar com os pontos que deixamos em aberto

Suponha que a curva c(t) = (x(t),y(t)), t € I, é de classe C! e tal que c(t) #
(0,0) V t. Defina, para t em I, r(t) por

r(t) = \/x(t)2 +y(t)2
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Considere t, € I e tome 0, tal que

cosb, =
r

Defina, para t em I,

o(e) =, + [ YOI 2D

b (T2 +y(T)
Mostre que, para todo t em I, tem-se

c(t) = r(t) (cosb(t),sinb(t)).

25. Suponha que 0 ndo se anula em I. Use o Teorema da Fungdo Inversa para concluir
que t pode ser escrito como fungéo de 6 (de classe C!) e que, portanto, podemos
obter r como funcgdo de 6.

26. Note que, no nosso caso, como h = 20 nunca se anula, podemos, de fato, obter
r como fung¢do de 6. Observe que ndo resolvemos, explicitamente, as equagdes:
faltou obter uma expressao para 6, como funcdo de t. Vocé consegue fazer isso?

27. Mostre que toda solucdo da equagéo diferencial w” + w = 0 é da forma

w(0) = acosf + bsiné.

18.2 Kepler = Newton

Deduzir, da lei da gravitagdo, as leis de Kepler ja é um grande feito. Encaremos, agora,
uma espécie de reciproca: partir das leis de Kepler para obter a lei da gravitagao.

Comecemos fixando os limites do que vamos empreender: as leis de Kepler se referem,
apenas, as Orbitas dos planetas em torno do Sol; podemos tentar extrair-lhes uma lei
sobre a forca de atracdo que sobre aqueles exerce o astro rei, nada mais. A lei da
gravitacdo é muito mais ampla, ja que postula a existéncia de uma forga de atracdo
entre dois corpos quaisquer.

Vamos, de novo, nos colocar em um contexto abstrato: o Sol é tomado como uma
particula situada na origem do sistema de coordenadas; consideraremos um planeta,
também particular, que tem seu movimento dado por c(t). Como a primeira lei de
Kepler ja afirma que c(t) descreve uma elipse, suporemos, desde o inicio, que estamos
em um plano e que c(t), que ndo passa pela origem, é dada, em coordenadas polares,

por

c(t) =r(t)(cosO(t),sinb(t)) = r(cosh,sinb) = ru,
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com u = u(t) = (cosf(t),sinf(t)). Usaremos f’ para designar a derivada de f em

relagdo a 0 e f para designar a derivada em relagdo a .

1.

Note que u' = (—sinf,cosf) = ut é unitério e tal que, para todo 6, (u,uL) é
uma base ortonormal positivamente orientada. Note que (u*)" = —u.
. Escrevendo ¢ = ru, obtenha a seguinte expressao para a aceleracdo:

i = [(r” —r) 92+r’9} u+ [Zr’éz—i—r@} ut,

. Deduza, da segunda lei de Kepler, que existe uma constante, &, tal que 20 = h.

Conclua que 27'6% + 18 = 0 e que, portanto, a aceleragdo ¢ dada por
¢ = [(r” —7) 6% + r’@} u.
Nosso objetivo passa a ser, pois, mostrar que
(r" —7) 0% +7'6 = ’yrlz,

sendo y uma constante negativa.

. Usando a primeira lei de Kepler, escreva

ed
r(0) = 1+4ecos(6—6,)

sendo e a excentricidade (e < 1) e d a distancia entre o foco e a diretriz da elipse
correspondente a trajetoria.

. Calcule #’ e r"". Mostre que

M — 2(7’/)2 . ﬁ
r ed’
. Conclua que a aceleracdo é dada por
‘e h? 1
 edr?
Mostre, como na secdo anterior, que o periodo, T, é dado por
27mab
T = ,
h

sendo a e b, respectivamente, o semieixo maior e o semieixo menor da elipse.
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8. Mostre que b* = (1 — ¢?)a’ e que

- ed
11—

9. Note que a terceira lei de Kepler postula a existéncia de uma constante universal,

k, tal que
T2
Conclua que
W2 Am?
ed  k

é constante e independe do planeta considerado.

18.3 Um portal entre o problema dos dois corpos e o
oscilador harménico

O estudo do sistema massa-mola e o problema dos dois corpos tém algumas
caracteristicas comuns: em ambos temos campos centrais, em ambos a intensidade
da forca é proporcional a uma poténcia da distancia a origem (poténcia 1, no oscilador
harmonico; poténcia —2, no caso dos dois corpos), em ambos as solu¢des descrevem
Orbitas eliticas (com centro na origem, no caso do oscilador harménico; com um dos
focos na origem, no caso dos dois corpos). Vamos, aqui, destacar uma curiosa maneira
de transformar soluc¢des do oscilador harmoénico,

k2
w=——uw,
m
em solugdes do problema dos dois corpos,
Z= ——GMZ
I

O que obtemos, na realidade é uma alternativa, devida a K. Bohlin e bastante
divulgada por V. 1. Arnold, para o método de dedugdo das leis de Kepler que acabamos
de apresentar. As fun¢des w e z tém dominio em R e imagem em(. O resultado bésico
é o seguinte.

Proposi¢do: Suponha que w : R —C \ {0} é uma solugéo de

kZ
W= ——"u.
m
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Entdo a funcdo z : R —C \ {0}, definida por z(t) = w(t)?, é solugdo de

com f e T relacionados por

dt
) = (),

e GM = 4E, sendo E a energia correspondente a w,

1 k2
E= §(|w|2 + E|w|2)-

Comecemos mostrando que a transformacio, de€ em(, dada por z = w?, leva elipses
de centro na origem em elipses com um foco na origem.

Considere a seguinte transformacgdo (dita de Zucévsqui):

p: C\{0} — C
4 — z—{—%

1. Mostre que ¢ leva circulos de centro na origem em elipses com focos em —2 e 2.
Note que os circulos de raio R e R~! sdo levados na mesma elipse, e que o circulo
de raio 1 é levado na elipse degenerada no segmento [—2,2].

2. Mostre que ¢ leva retas passando pela origem (excluida, claro, a origem) em
hipérboles com focos em —2 e 2.

3. Seja ¢ um nimero complexo ndo nulo. Mostre que a transformagédo ¢, :C\ {0} —
€, dada por ¢.(z) = c¢(z), leva circulos de centro na origem em elipses com focos
em —2c e 2c.

4. Mostre que qualquer elipse de centro na origem é imagem de um circulo de
centro na origem por ¢, para algum complexo c.

Considere agora aplicagdo ¢ :C —C, dada por ¢(z) = z2.

5. Mostre que 1 o ¢ leva circulos de centro na origem em elipses com eixo principal
sobre a reta real e um dos focos na origem. Note que, quando o circulo é
percorrido uma vez, a correspondente elipse é percorrida duas vezes.

6. O que faz 1 o ¢ com as retas passando pela origem?

7. Mostre que a imagem por ¢ de qualquer elipse de centro na origem é uma elipse
com um dos focos na origem.

8. Mostre que toda elipse com foco na origem é imagem, por ¢, de uma elipse com
centro na origem.
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Vejamos, agora, de onde sai a nova varidvel 7. A ideia é a seguinte: a curva t w(t)
varre dreas iguais em tempos iguais, mas a correspondente t — z(t) = w(t)?, ndo.
Assim, o novo tempo, T, é introduzido para que z varra dreas iguais em tempos iguais.

Suponha que w : R —C \ {0} é uma solugédo de
W= —w.

1. Observe que, se (|w|,8) sdo as coordenadas polares correspondentes a curva w,
as da curva z = w? sdo (|w|?,20).

2. Note que a lei das dreas garante que |w(t)|?0(t) é constante.

3. Suponha que 7 é uma nova variavel, escolhida de forma que, se z(7) = z(#(7)),
entdo z, como fungdo de T, varre 4reas iguais em tempos iguais, ou seja: a 4rea
varrida por z(7) de T = a até T = a + h é a mesma varrida por z(7) de T = b até
T = b+ h. Mostre que

. dt

do

2
zZ|“2— =
225
deve ser constante.

4. Mostre que, ja que |w(t)|?6(t) é constante, é natural fazer

at_ 1

dt w2 ww’

5. Para t em R, defina T(t) por
! 2
() =7+ [ ()P4,

podendo £, e T, ser escolhidos arbitrariamente.
6. Note que o Teorema da fungdo inversa permite obter t como fung¢do de 7, com

dt 1 1

dt — |w(t(r)]2  wa

7. Certifique-se de que, com o novo tempo T, z varre, de fato, dreas iguais em tempos
iguais. Note que z(7) descreve uma elipse, com um dos focos na origem e varre
dreas iguais em tempos iguais.

8. Calcule
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9. Agora observe que a conservagdo da energia, no oscilador harmonico, garante a
existéncia de uma constante, E, tal que

1 2
(P + <o) = E

10. Conclua que

com « = 4E.

11. Mostre que isso estabelece um procedimento para obter uma solugdo para o
problema
d? GM
ﬁZ(T) = —WZ(T) :

definimos a fungdo (1), T € R, como a inversa de

t
Tt =+ [ [(@)Pd;
em seguida, substituimos f = #(T) na solugdo de

k2
W=—-—w,
m

com as seguintes condigdes:
(a) w(0)? = z(0);
(b) S5t = £2(0);

(© 2(|@w(0)2 + EJw(0)[?) = GM

Até agora provamos que nossa solugdo satisfaz duas das trés leis de Kepler. Falta a
dos periodos. O ponto de partida é simples: quando w completa uma volta, z = w?
completa duas. Mais: a linearidade faz com que w percorra meia elipse (de centro 0)
na metade de seu periodo; assim, o periodo de z = w? é a metade do de w.

Exercicio 18.1 Prove isso.

Vejamos a cara de nossa w:

w(t) = cos Bte] + sin Btey,

sendo €; e € dois vetores do plano determinados, por exemplo, pelas condigdes
w(0) = & ew(mw/2) = &) e B = k/+/m. Isto significa que w(t) descreve a elipse
imagem de u(t) = cos Bté + sin Btéy pela transformacao linear F que leva ¢ em €1 e &)
em &.
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Para facilitar um pouco as coisas, vamos usar a decomposi¢do em valores singulares:
existem uma base ortonormal (positivamente orientada), {i, 7} de R? e outra base,

ortogonal, {ZZ’,E}, de R?, tais que Fii = de FU = b. Para efeito de célculo do
periodo, ndo faz diferenca se usamos w(t) = w(t) = cos Pté; + sin te; ou w(t) =
cos Btd + sin Btb. O periodo é o mesmo, 27t/ B, a elipse descrita por w(t) é a mesma;
também sdo os mesmos a elipse descrita por z = w? e o correspondente periodo. O
que ganhamos?

1. Confira as afirmag¢des acima.

2. Mostre que a w original pode ser obtida da antiga, fazendo i = (cos ¢, sin¢), 7 =
(—sin ¢, cos ¢), de modo que a antiga expressdo corresponde a

w(t) = F(cos Bte1 + sin Btey),

enquanto a nova corresponde a uma defasagem:

w(t) =F(cos,8 (t-l—%)e'i-i—sinﬁ (t—l—%) e})

3. Mostre que a energia,

Lo
E(H) = 5 (o) + Ba(t)?),
¢ a mesma, tanto na antiga como na nova w.

4. Vamos convencionar que || = a e [b| = b. Mostre que ganhamos o seguinte:
com a nova expressao, temos

2 = 2P 2 o 2 in2
lw(t)|” = ‘cos Bta + sinﬁtb‘ = a“ cos” Bt + b~ sin” Bt.
5. Vamos, agora calcular o periodo de z, T, que é o correspondente a metade do de

w. Mostre que, como meio periodo de w corresponde a uma variagdo de 77/ em
t, temos

s g 2 2
T:/ﬁd—Tdt:/ﬁ]wlzdtzza 0
o dt 0 B 2

6. Mostre que o semieixo maior da elipse descrita por z = w?

é

a% + b?
A= .
2

7. Parece estranha a formula

7T
T=—A?
p

Mostre que  ndo é uma constante universal.
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8. Mais claramente, temos que a energia, E(f), por independer de ¢, pode ser
calculada por

E0) = 5 ([@(0) + Blw(0)2) = p2A.

N| =

9. Conclua que

10. Junte e deduza que



Capitulo 19

A curvatura

Como ja vimos, a Geometria imp0Oe certas restricdes a Mecanica. Dada uma curva
parametrizada ¢ : I — R3, com velocidade sempre ndo nula e aceleragio definida em
todos os pontos, o nimero

«_ lan(t)]
olto) "

é a curvatura de ¢ no ponto c(t,) (hd uma certa imprecisdo aqui, j4 que existe a
possibilidade de que exista t1, diferente de t,, tal que c(t1) = c(t,); neste caso, ndo
necessariamente os correspondentes valores de « coincidiriam).

A curvatura é uma caracteristica da curva (isto é, da trajetéria); ndo depende da
parametrizagéo (isto é, do movimento, da forma como a trajetéria é descrita).! Mais
precisamente, existe, para cada t, em I, um vetor X, tal que, se c; = coa é uma
reparametrizacdo qualquer de c (supomos que « tem derivada segunda), com «a(s,) =
to, entdo a aceleragdo normal, an(s,), e a velocidade, v(s,), de c; guardam a relagédo

an(so) = |v(so) .

O propésito deste capitulo é rediscutir o conceito de curvatura, investigando outras
possiveis defini¢des. Para tornar as coisas um pouco mais simples, vamos nos limitar
as curvas planas.

Coloquemos mais explicitamente a questdo, fixando algumas restri¢des. Suponhamos
dada uma curva parametrizada plana, ¢ : I — R?, c(t) = (x(t),y(t)) com, pelo menos,
derivada segunda, e tal que ¢(t) # (0,0) para todo t. Buscaremos respostas para: o
quio curva é ¢ no ponto c(t)??

19.1 A aceleracao normal

LA rigor, a curvatura ndo depende sequer do sentido do movimento
2Fica entendido que, caso existam diferentes tempos, t1,.. ., t, tais que c(t;) = - = c(t,) = P, ¢
tem o direito a uma curvatura diferente a cada passagem por P

139
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Como ja destacamos, uma primeira linha de investigacdo consiste em olhar para a
relagdo entre a aceleragdo normal e o quadrado da velocidade.

Resposta 1: A curvatura de ¢ é dada por

sendo ay a aceleracdo normal e v a velocidade. Para o calculo de xq, consideremos,
como o vetor velocidade ¢ = (%,1) é ndo nulo, a dire¢do normal dada por (—y, x), de
modo que

((£,9), (=5,%))

anN = + 2 +y2 (—y, X)
Assim,
el
(32 +2)3

19.2 A aproximacdo por um circulo

Nossa segunda linha de investigacdo serd puramente geométrica. Comegamos com os
circulos e observamos que, quanto menor o raio, mais curvo é o circulo.

Figura 19.1: circulos passando por P, raios decrescentes

Podemos, assim, definir a curvatura de um circulo como o inverso de seu raio (a reta,
vista como circulo de raio infinito, terd curvatura igual a zero).

Dada, agora, uma curva qualquer, ¢, e fixado um ponto P, = c(t,), podemos tentar
achar o circulo que melhor aproxime ¢ em P, e definir a curvatura de ¢, em P, = c(¢,),
como o inverso do raio desse circulo.?

Resposta 2: A curvatura de c é dada por

30 circulo que melhor aproxima a curva ¢ no ponto P é chamado de circulo osculador de c em P
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1
KZZE/

sendo R o raio do circulo que melhor aproxima c (no ponto considerado).

Mais explicitamente, se P; e P, sdo pontos préximos de P, e R(P,, P;,P,) € o raio do
circulo passando por P,, P; e P,, entao

Figura 19.2: circulos passando por P, P; e P>

1
2 Pl,l}zmﬁpo R(POIPIIPZ)

Para o calculo de x, vamos ter um pouco de trabalho, mesmo sendo ¢ uma curva
plana: é preciso fixar P, = c(t,) e calcular, para P, = c(t, + h) e P, = c(t, + k), o raio
do circulo passando por P,, P; e P»; em seguida, temos que passar ao limite quando h
e k tendem a zero. Vamos, para simplificar um pouco, supor que P; e P; estdo em lados
opostos, em relagdo a P, (faremos h < 0 e k > 0). Mdos a obra!

mediatriz de PyPy

Py = (21,y1)

A mediatriz de P, P; passa por 3 (P, + P;) e é normal
a P,P;, sendo descrita por

_l’_
(xo-é—m,yozyl) —|—1’(]/O —VY1,X —xo), r € R.

Analogamente, a mediatriz de P, P, é dada por

o ot
(%,y—zyﬁ +5(Yo — Y2, %2 — %), ¥ € R,
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A interse¢do das mediatrizes se dd no ponto O,
centro do circulo por P,, P; e P».

Queremos o limite de OF,, quando P; e P, tendem a
P,,isto é: quando & e k tendem a zero.

Notemos que basta calcular o limite de OP, com
P= %(Po + Py), ja que, como o tridangulo OPP, é retdngulo, temos OPO2 — op” + ﬁz,
e P, P vai para zero quando & tende a zero. Assim, obtendo O pela resolucao de

(xo—;xllyo;yl)+r(yo_y1,x1_xo): (xo—;leyo‘;?/z)+S(yo_y2’x2_xo),

e observando que

P Xo+X1 Yo+ V1
2 72 !

0 que queremos €

kp = lim L = lim 1 1 -
h— 0 (Yo — Y1, X1 — Xo)| h— 0 7| ((yo_y1)2+(xl_x0)2)z
k— 07" k— 0"

Fazendo as contas, temos

1_ 2(]/0 —y1)(x2 — %0) + (%1 — X0) (Y2 — Vo)
ro (= x)(x2 = X0) + (Y2 = y1) (Y2 — ¥o)
Para a passagem ao limite, devemos notar que (x,,v,) = (x(t,),y(t0)), (x1,y1) =

(x(to+h),y(to+h)) e (x2,y2) = (x(to +k),y(t, + k) ). Portanto,

Tim - ((e1,1) = (o, 0)) = (£(t0),9(00) = (2,1,

Jim - (2,92) = (Y0, 0)) = ((t0), 9(0)) = (5,3,

Como I < 0 < k, podemos garantir que*

4Se supusermos apenas que & < k (o que significa admitir que P; e P, possam estar do mesmo lado
em relagdo a P,, podemos ainda, usando o Teorema do Valor Médio, garantir a existéncia de ¢ e 77 em
|to + h,t, + k[ tais que
x(ty +K) — x(ty + 1) = 2(€) (k— h),

y(to +k) = y(to + 1) = y(7) (k = h).

Como x e i sdo continuas (j4 que ¢ tem aceleragdo), a mesma conclusdo se impde
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_ 1 .
lim (x2 —x1,¥2 — 1) = (%, 7).

h—0- k=h
k— 0"

Vamos, agora, examinar o limite

lim 2[(yo —y1) (%2 — %) + (%1 — %0) (Y2 — Yo)]

h— 0 [(x2—x1)(x2— %) + (y2 = y1) (2 — ¥o)] v/ (x1 — %)% + (Y1 — Yo)?
k— 0t

7

olhando, separadamente, para o numerador e o denominador.

Para o denominador, temos, claramente,

po [0 = x) (= x0) + (2 = y) (92— 90)] VO — 3+ (=) _
s 0- hk(k = 1)

k— 0t

:(x2+y'2)%.

Exercicio 19.1 Confira!

Para o numerador, usamos o polindmio de Taylor:
h? ’
y1=Y(to +h) = Yo+ hy + S +e(h)h7;

kZ
vo=y(to+ k) =yo +ky+ 737 + ¢(k)k?;

2

h
x1 =x(to+h) =x,+hx+ Ex +n(h)h?;

2

k
xp = x(to +k) = xo + kx + ?56 + n(k)K?;

com

lime(t) =0 = limn(t).

t—0 t—0
Dai vem:

2[(¥o —y1)(x2 — %) + (x1 — %) (Y2 — Yo)] =
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R 2 oLk 2
=2|- hy+3y+s(h)h kx+5x+17(k)k +
2

+(hv+%&+nao#>(hr+§y+dmkﬁ}:

=th—m0ﬁ¥+ﬁD+WkLQdm<x+gk+ﬂ%ﬁ)+

+zq(h)<y4—§y—rs@jk>}-+k%z[—2n(k)(y+—§y>-+2ak)(x4—gx)}.

Agora basta notar que, como 1 < 0 < k, temos |k —h| = k—h > k = |k| e
|k —h| =k —h > |h|, de modo que

k2h
hk(k — h)

Wk

huk—m’<1e

' <1
Como os termos entre colchetes, na expressdo acima, tendem a zero com & e k, temos

lim 2[(Yo —y1)(x2 — x0) + (x1 — %0) (Y2 — Yo)]
h— 0" hk(k — h)
k— 0t

= — i + 7.

Assim,

2[(yo —y1)(x2 — %) + (x1 — %) (y2 — ¥o)]

lim =
h— 0" [(x2—x1) (%2 —x0) + (2 = y1) (v2 — ¥o)] /(31 — %0)2 + (¥1 — Yo)?
k— 0t
ke
(XZ +y2)%’
o que nos dé
N e LS
2 — 3
()‘(2 +y2)§

E impressionante, mas é verdade: xp; = ;!



19.3: A variag¢do angular da normal 145

19.3 A variacao angular da normal

Vamos, ainda, conduzir os trabalhos de busca de uma boa definicdo de curvatura em
uma terceira dire¢do: olharemos para a variacdo angular do vetor normal unitario (ou,
o que dd no mesmo, para a variacdo angular do vetor velocidade).’

Resposta 3: A curvatura de ¢ é dada pela razdo infinitesimal entre a varia¢do do dngulo
do vetor normal e o comprimento de arco:

K i A6
= 11m —.
3 As—0 As

A ideia é considerarmos, em cada ponto c¢(t) =
(x(t),y(t)), o correspondente vetor normal unitério,
n(t) (para ter uma definicdo clara, n(t) serd o
unitdrio de (—y(t),x(t))). Quanto mais curva é
¢, maior a variacdo angular de n (em relagdo
variacdo do comprimento de c).

fov g

Assim, se As é a medida do arco de c entre c(t) e
c(t + At), dada, ja sabemos, por

(0,1)

AL
As :/ |¢(T)]dT, )
t n(t +|at)
e AP é a medida do angulo entre n(t) e n(t + At) R
(que é igual a medida do angulo entre ¢(t) e ¢(t + \6(t) (1,0)
At)), temos nossa terceira defini¢do.

K3 = lim A_@
37 As0 As

Passemos ao calculo de 3.

Como A6 ¢é a variagdo angular do vetor velocidade, (%, 1), temos
AD — /H-At —yx + xy
t 24y

Para passar ao limite, basta notar que, como ¢(t) # 0, podemos ter certeza de que
As # 0 (para At suficientemente pequeno) e

AB B AB At At—0 —yX + X7 1
As  AtAs T R+ oy eayd

SA preferéncia pelo vetor normal unitério ndo ¢ inocente: na definigao de curvatura de superficies,
ndo temos como falar em vetor velocidade, mas podemos, ainda, olhar para a variagdo do vetor normal
unitdrio (que indica, também, a variagdo do plano tangente)
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Como estamos pensando em termos de valor absoluto, temos
.y

N

()‘(2 + y2) 2

Magnifico! k3 = xp = k;. Jd podemos definir, formalmente, a curvatura.

19.4 A curvatura de uma curva plana

Ja que nossas trés linhas de investigacdo conduziram ao mesmo resultado, podemos
adotéd-lo como definicdo. Faremos apenas uma pequena mudancga, permitindo que
a curvatura tenha um sinal (que muda apenas com a mudanga de sentido no
movimento). Assim, no caso de curvas planas com velocidades ndo nulas, a curvatura
depende apenas da trajetéria.

)), tem velocidade ndo nula em f e

Definicdo: Se ¢ : [ — R?, dada por c(t) = (x(t),y(t
t), notada por «(t), é definida por

é tal que ¢(t) esta definida, a curvatura de ¢ em ¢(
YRR
()‘(2 + YZ)%

(~3.) (@9)

Para uma interpretacdo geométrica do sinal de «,
basta notar que

(—y,%)
é o) vetor velocidade

rodado (no sentido trigonométrico) de um angulo
reto e que

—yE+ iy = ((%,7), (=9, %)),

de modo que o sinal positivo da curvatura indica que c estd se curvando para a esquerda.
Em termos mais eruditos, podemos dizer que (¢, ¢) é, caso a curvatura seja positiva,
uma base positivamente orientada, j4 que —yX + Xij é o determinante det(¢, ¢).

Exercicio 19.2 Note que o sinal de x depende da parametrizagido (mais precisamente, do sentido de
percurso), mas que ||, ndo. Mostre que, se c :]a,b[— R? é dada e definimos —c :] — b, —a[— R? por
(=c)(t) = —(c(t)), entdo a curvatura de —c em c(—t) tem valor absoluto igual, mas sinal oposto, ao
da curvatura de c em c(t).

Exercicio 19.3 Suponha que duas curvas planas descrevem a mesma trajetéria. Mostre que tém, em
pontos correspondentes, a mesma curvatura.
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Observacao: Como ¢ pode ter autointerse¢des (isto
é, pode haver t] e t em I, com t; # t) e c(f) =
c(tp)) falar em curvatura de c em c(t) tem uma certa
imprecisdo. A rigor, deveriamos falar curvatura de
c em t, mas isto eclipsaria um pouco o significado
geométrico (independente de parametrizacdo) do

conceito. (o) X e(ty)

Exercicio 19.4 Seja f : [a,b] — R uma fungdo duas vezes derivivel em [a,b]. Seja, para t em I,
c(t) = (t, f(t)). Calcule a curvatura de c(t); chame-a de x(t).

Suponha que f'(a) = tana, f'(b) = tanB, comwe Bem | — 7w/2,7/2[ e que f" é continua.

1. Calcule fubK(t)dt.

2. Reparametrize ¢ por comprimento de arco (a partir de a), obtendo a curva c1(s), com a
correspondente curvatura , que vamos chamar de x(s).

3. Sendo L o comprimento total de c e supondo f" continua, calcule fOL K(s)ds.

4. Pare, pense, e conclua que o resultado do item anterior é 6bvio a partir da nossa terceira definigdo
de K.
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Capitulo 20

O plano osculador

Voltemos as curvas no espaco. Fixemos uma curva

c: I — R

b (x(),y(t),2(1),

com x, y, e z duas vezes derivaveis.
Questdo: O que faz c deixar de ser plana?

Para comegar, observemos que o plano natural de c
serd dado, se olharmos o estado das coisas em um
instante ¢, pelo ponto c(t) e pelos vetores ¢(t) e ¢(t)
(caso ¢(t) e ¢(t) sejam linearmente independentes).

Proposigdo: Sec : I — R tem derivada segunda em
t, com ¢(t) e ¢(t) linearmente independentes, entdo:

(i)para h e k suficientemente pequenos, com h <

0 < k, os pontos c(t + h), c(t) e c(t + k) sdo ndo
colineares;

(ii)quando h e k tendem a zero, com h < 0 < k,
o plano passando por c(t + &), c(t) e c(t + k) tende

ao plano « passando pelo ponto c(t) e paralelo aos
vetores ¢(t) e &(t),

o = {c(t) + x16(t) + x28(t), x1,x2 € R} .

O plano a é chamado plano osculador de c em c(t).

Demonstragdo: Usaremos a seguinte ideia: c(t + h), c(t)

e c(t + k) serdo ndo colineares se, e s6 se, o produto vetorial

149
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[c(t+h) —c(t)] @ [c(t+k) —c(t)]
for ndo nulo. Na realidade, por razdes que ficardo claras a seguir, trabalharemos com

2
n(h, k) = k=T [c(t+h) —c(t)] @ [c(t+k) —c(t)].
A razdo para o estranho fator m estd na aproximagdo pelo polindmio de Taylor:

c(t+ At) = c(t) + Ate(t) + Aztz'c‘(t) + At?e(At),

com

lim e(At) =0
At—0

(note que ¢(At) € R® e que essa aproximacdo se obtém escrevendo

c(t) = (x(t), y(t),2(1))

e olhando para as aproximagdes por polindmios de Taylor de x, y e z). Temos, entao,
[c(t+h)—c(t)] @ [c(t+k) —c(t)] =

[hc‘(t) - h;(:'(t) + hzs(h)} ® [ké(t) + kzzé(t) - kzs(k)] =

— hk(kz_ ") ¢(t) ®E(H)+

+h2ke(h) ® [é(t) + I;C'(t) +ke(h)] + Kh [c’(t) + Zc’:’(t)] ®e(k).

Consideremos, parah < 0ek >0,comt+het+kem],

2

n(h, k) = k=T [c(

t+h) —c(t)] @[c(t+k)—c(t)] =

+k2_hh€(h) ® [C’(t) + I;if(t) +ks(h)} + [c’(t) + Zé(t)} ®e(k) =

c(t) @eé(t) +r(h, k).

Note que, como h < 0 < k, temos ‘%‘ <2e ‘%‘ < 2. Assim, como ¢(At) tende a zero com
At, temos

lim  r(h,k) =0,
h— 0"
k— 0t
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o que demonstra que n(h, k) tende a ¢(t) @ ¢(f).

Como, por hipétese, este tltimo é ndo nulo, concluimos que, para & e k pequenos (com
h < 0 < k), ovetor n(h, k) é ndo nulo. Agora podemos afirmar que, para & e k pequenos
(com h < 0 < k), os pontos c(t + h), c(t) e ¢(t + k) sdo ndo colineares e que o plano
passando por eles, que é definido pelo ponto ¢(t) e pelo vetor normal n(h, k), tende ao
plano osculador &, passando por ¢(f) enormal a ¢(f) ® ¢(t). =

Problema: Considere c nas condi¢des da Proposicdo e seja, para & e k suficientemente
pequenos, com h < 0 < k, o circulo C(h, k), passando por c(t + 1) c(t) e c(t + k). Mostre
que, quando h — 0~ e k — 07, C(h, k) tende a um circulo C, do plano osculador,
passando por c(t), cujo centro estd na semirreta que sai de c(t) e tem a diregdo (e
o sentido) do vetor normal, e cujo raio é o inverso da curvatura de c em c(t). C é
chamado circulo osculador de ¢ em c(t).
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Capitulo 21

O que faz uma curva deixar de ser
plana?

O capitulo anterior colocou a pergunta, mas ndo trouxe sua resposta. Comecemos,
pois, mais atrds: curvas parametrizadas podem se limitar a andar sobre um ponto (se
c(t) é constante), podem andar sobre uma reta, podem ser planas e, finalmente, podem
ndo ser planas. Tratemos, entdo, uma de cada vez, as trés questdes correspondentes.

21.1 O que faz uma curva deixar de ser um ponto?

Resposta: Velocidade ndo nula.

Esta foi s6 para um aquecimento. Vejamos a préxima.

21.2 O que faz uma curva deixar de ser reta?

Resposta: Curvatura ndo nula.
Vamos trabalhar um pouco mais nas respostas.

Para que ¢ : I — R® ndo se reduza a um ponto, olhamos para ¢. Basta que ¢ ndo se
anule em algum t de I para que c deixe de ser um ponto.

Se queremos um critério para ¢ ndo seja reta, olhamos para ¢ e ¢. Se, para algum ¢
em I, tivermos ¢(t) e ¢(t) ndo nulos, ainda ndo da para garantir (¢ poderia ter apenas
a componente tangencial). Precisamos de aceleracdo normal. Isto pode ser dito da
seguinte maneira: para que ¢ ndo seja reta, basta que ¢(t) e ¢(t) sejam linearmente
independentes, para algum t em I (isto foi tratado no capitulo anterior).

E interessante notar que a reciproca ndo é verdadeira: ¢ pode nao ser reta, ainda que
¢(t) e &(t) sejam linearmente dependentes para todo t.

Exercicio 21.1 Seja ¢ : R — R dada por c(t) = (2, [t]*). Mostre que ¢(t) e &(t) sio linearmente
dependentes, para todo t em R.

153
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P2

Em compensagdo, se ¢(f) é ndo nula para todo t e ¢(t) & ¢(t) sdo linearmente
dependentes para todo t, ai sim, podemos afirmar que c é reta.

Exercicio 21.2 Suponhamos que ¢ : I — R> é tal que ¢(t) & &é(t) sio linearmente dependentes, com
¢(t) ndo nula, para todo t em I. Reparametrize ¢ por comprimento de arco, obtendo c1(s), s € J. Mostre
que (c|(s),c{(s)) = 0, para todo s em J. Mostre que, como ¢ e ¢ sdo linearmente dependentes, c| e ¢}
também sio. Conclua que c{ = 0 em ] e que, portanto, c é constante. Conclua que o trago de ¢y, que é
igual ao de c, estd sobre uma reta.

Podemos, agora, voltar a nossa questdo inicial.

21.3 O que faz uma curva deixar de ser plana?

Ao que tudo indica, devemos olhar para a terceira derivada. Esta deve ter uma
componente que puxe a curva para fora do plano definido pelo ponto c(t) e pelos
vetores ¢(t) & &(t).

Proposigdo: Seja ¢ : I — R>® uma curva parametrizada com derivada terceira. Se,
para todo t em I, ¢(t) & &(t) sdo linearmente independentes e ¢(t), ¢(t) & ¢ (t) sdo
linearmente dependentes, entdo ¢ é uma curva plana.

Demonstragdo: Nossas hipéteses significam que ¢ (t) é combinacdo linear de ¢(t) & ¢&(t).
Assim, existem fungdes a(t) e B(t) tais que

c(t) =a(t)c(t) +p)é(t) Ve L

O candidato natural a plano da curva é definido, em cada ¢, pelo ponto c(t) e pelos vetores ¢(t)
& ¢(t), ou seja: é normal a ¢(t) ® ¢(t). Precisamos, entdo (e vamos!) provar que a dire¢do de
¢(t) ® é(t) ndo varia.

Suponhamos, inicialmente, que c esteja parametrizada por comprimento de arco, de modo que,
para todo tem I, |¢(t)| = 1. Nessas condi¢des, temos ¢ normal a ¢ e k = |¢| (de modo que, como
¢(t) & ¢(t) sdo linearmente independentes, k é ndo nula). Seja, entdo,

n(t) =¢(t) ® <]C’(1t)|6(t)> = K(lt)c'(t) ®E(t), t el

Note que, como ¢(t) & ¢(t) sdo ortogonais, n(t) é, para todo t, unitdrio. Logo, 71(t) é normal a
n(t) (ou, o que dd no mesmo, é normal a ¢(t) ® ¢(t)). Fazendo as contas, obtemos:

() = el @(t) + th)ea) @ E(t) + K(lt)c'(t)® (8.
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Mas 71(t) é normal a ¢(t) ® ¢(f). Logo, 7(t) é identicamente nulo. Podemos, entdo, escrever
n(t) = n, e observar que, fixado um ponto qualquer, c(t,), de ¢, temos

d
¥ (c(t) —c(to),no) = (c(t),n(t)) = <c‘(t), —¢(H) ® c(t)> =0Vtel
Isso prova que (c(t) — c(t,), n,) é constante. Fazendo t = t,, vemos que a constante é 0, o que

mostra que, para todo t em I, c(t) estd no plano que passa por c(f,) e é normal a 1,.

Vejamos, agora, o caso geral (isto é: ¢ ndo necessariamente parametrizada por comprimento
de arco). Entre nossas hipéteses, consta a ndo nulidade de ¢. Podemos, pois, reparametrizar ¢
por comprimento de arco e aplicar a curva c1, assim obtida, o raciocinio acima. Mas, atengao:
mudando a parametrizagdo, mudam as derivadas, o que significa que ndo podemos concluir,
imediatamente, de

¢ (8) = a(t)e(t) + B(1)E(E) V i,
que existam a1 (s) e B1(s) tais que
"(s) = a1 (s)ci(s) + Bi(s)cf (s) Vs.

No entanto, é mais ou menos 6bvio, da regra da cadeia, que ¢{’(s) é combinagdo linear de

¢(t(s)), ¢(t(s)) & c (t(s)). Facamos as contas. Vamos usar, sem pudores, t = t(s) e s = s(t)
para passar de c a ¢ e de ¢1 a ¢ (entendido que s(£(s)) = s e t(s(t)) = t).

Exercicio 21.3 Faca, vocé mesmo(a), as contas.
Derivando c(t) = c1(s(t)), obtemos:

d’s

2
(1) ) = Fek(s(t), el = Gaci(s(o) + (5 ) chls(o).

Por outro lado, derivando c1(s) = c(t(s)), obtemos:

2
ci(5) = §ees)), €l(s) = Gaets)) +

3 2
(42) €s) = Geae(1(5)) + 355 Geet(e) +

3 3
— [gséJr <Z;> tx(t(S))] ¢(t(s)) +

2 3
%;Z+(i)ﬁw@4dm»

Substituindo em (xx) os resultados de (x), obtemos

com
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_ds d>t <dt

3
wi(s) = S (H6) [dss<5>+ H6)) ae)| +

d? Pt d it \°
+d—t§(t(s)) [3ds§(s)d;(s>+ (d;(s)> 5(t(s))] ,

s 2 2 3
pis) = (5 06) lsfki@)j;(s) +(50) ﬁ(t(S))] .

Assim, ¢1 é uma curva plana. Como c1 e c tém o mesmo trago, concluimos que c é plana. u

As consideragdes acima indicam que nossa resposta deve ser procurada na
componente normal de ¢ (isto é, na projecdo de ¢ na direcdo de ¢ ® ¢). Esta serd ndo
nula se, e s6 se, for ndo nulo o produto misto

(¢®¢,C) =det(¢¢7).
Exercicio 21.4 Seja ci(s) = c(a(s)) uma reparametrizacio de c(t) (temos, portanto, c|(s) =
o' (s)é(a(s))). Mostre que

det (c}(s),c](s),cl"(s)) = &/ (s)® det (¢(a(s)), &(a(s)), ¢ (a(s))).



Capitulo 22

A torcao

Agora que ja sabemos para onde olhar, procuremos estabelecer uma medida de o
quanto a curva deixa de ser plana (a exemplo da curvatura, que mede o quanto a curva
deixa de ser reta).

Comecemos estabelecendo um
sistema de coordenadas adequado. Suponhamos
dada ¢ : I — R3tal que ¢(t) & &(t) sdo linearmente
independentes. Podemos, entdo, formar uma base
ortonormal com o unitario da velocidade, o unitario
da aceleracdo normal e o produto vetorial desses
dois. Tal base é conhecida como triedro de Frenet.

O unitdrio tangente, u(t) (usualmente notado por t,
0 que evitaremos, pela quase certa confusdo com a
variavel t), é dado por

0= oY
O normal principal, n(t), é dado por
n(t) = ——an (b
" Jan(B)T

com an(t) = () — (&(£), u(t)) u(t).

O binormal, b(t), é dado por

Exercicio 22.1 Note que
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Os vetores u, n & b constituem, pois, uma base ortonormal positivamente orientada
para R3, conhecida como triedro de Frenet (note que o triedro de Frenet varia com ¢, e
que s0 existe na hipétese de que ¢ e ¢ sejam linearmente independentes). O vetor b(t) é,
além de unitario, normal ao plano osculador (lembre que o plano osculador, no instante
t, é definido pelo ponto c(t) e pelos vetores ¢(f) e ¢(t)). Uma forma normalizada de
medir o quanto ¢ deixa de ser plana pode, entdo, ser obtida se reparametrizarmos c
por comprimento de arco e olharmos para a derivada, b'(s), de b em relagdo ao novo
parametro.

Exercicio 22.2 Note que, como b é unitdrio, b’ é, forcosamente, normal a b. Note, também, que o dngulo
entre b(s) e b(s + As) é também o dngulo entre os planos osculadores correspondentes a s e a s + As.

22.1 A definicao

Para simplificar, suponhamos, desde o comeco, ¢ parametrizada por comprimento de
arco, e chamemos de s o parametro. Nessas condi¢des, sabemos que a velocidade é
unitdria, o que nos da u(s) = ¢(s), que ndo ha aceleracdo tangencial, o que nos da
an(s) = ¢(s), e que, sendo x(s) a curvatura, temos x(s) = |an(s)|. Assim,

u(s) =cd(s), n(s)=—=c"(s), b(s)= %c’(s) ® " (s).

Vejamos, agora, o que nos dd b'(s):

b’(s) _ % [C”(S) ®CU(S) —}—C’(S) ®CW(S)] _ :’(S) C/(S) ®C”(S) _

Assim, V' (s) é normal a ¢/(s) = u(s). Por outro lado, como b(s) tem norma constante,
temos (b'(s),b(s)) = 0. Logo, a tnica componente de b'(s), em relagdo ao triedro de
Frenet, é na direcdo de n(s), ou seja:

Usando a expressdo acima obtida para b'(s) e substituindo n(s) = (1/x(s))c”(s),
obtemos
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Defini¢dao: O namero 7(s), dado por

é chamado torgdo de ¢ (no ponto c(s)).

Exercicio 22.3 Reflita profundamente sobre o significado fisico e geométrico da tor¢do. Serd que a torgio
tem mesmo a ver com o fato de a curva estar sendo torcida?

Exercicio 22.4 Observe que, como {(c"(s),c'(s)) = 0, ¢’ (s) é normal a velocidade, ou seja, a diregio
em que a curva estd se movendo.

Exercicio 22.5 Observe que a componente de ¢’ (s) na direcio de n(s) (ou seja, na de c"(s)) nio
contribui para mudar o plano da curva (o plano osculador).

Exercicio 22.6 Resta a componente de ¢"'(s) na diregdo normal a velocidade e a aceleragdo. Podemos
dizer que esta tenta, modificando ¢ (s), fazer com que o plano osculador gire em torno do eixo dado pela

velocidade?

Exercicio 22.7 E razodvel que a taxa de variacdo angular seja, entdo, dada pela norma da componente
de c""(s) na direcio de b(s), dividida pela norma de ¢ (s)? E essa a definicdo de tor¢io?

22.2 Calculo da torcao

Para o célculo de 7, quando c ndo estd parametrizada por comprimento de arco,

reparametrizamos c, de forma a obter ¢1(s) = c(t(s)), com % = |¢(t)|. Temos, entdo,
set =1t(s),
dt
() = L),
A dt
i) = (§5) e+ et
dr\? .. dt d*t 3t
mesy — [ 4t wr s Z 0
c (s) = (ds) c (1) +3ds dszc(t) + ds3c(t),
com
a1
ds et

Isto nos déa
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ou seja:

2(s(1)) = K(s(t))lz\c'(t)|6 (e(t) ® E(1), € (1))

Ainda ndo terminamos. Note que
x(s(t))|e(t)]* = lan(#)].
Além disso, ay(t) é a componente de ¢(f) normal a ¢(t). Logo,
k(s(8))?[e(1)1° = lan (B)Ple(t) > = |e(t) @ é(t)[*,
ou, finalmente (chamando, de forma um pouco abusada, 7(s(t)) de T(f):

() — <c c(t)>
0= Ziye <> GEEO




Capitulo 23

As equacoes de Serret-Frenet

23.1 As equacoes

Podemos ter um quadro resumido de nossos
estudos considerando uma curva

c: 1 = R3,

parametrizada por comprimento
de arco, e trabalhando com o triedro de Frenet:

A curvatura, k(s), e a tor¢do, 7(s), satisfazem, como ja vimos, a

u'(s) = x(s)n(s),
b'(s) = —7(s)n(s).

Se deduzirmos, para #’(s), uma férmula envolvendo apenas u, b, k e T, teremos um
sistema de equagdes diferenciais que nos permitird, dadas a curvatura e a tor¢do, obter
u, neb, apartir de seus dados iniciais. Ora, podemos partir de n = b ® u e derivar:

n'(s) =b'(s) @u(s) +b(s) @u'(s),

ou seja,

161
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n'(s) = —7(s)n(s) @u(s) + x(s)b(s) @ n(s) = t(s)b(s) — x(s)u(s).

Observacao: Uma dedugdo alternativa (mais trabalhosa), sem usar o produto vetorial
comega por observar que, como |n(s)| = 1 para todo s, temos

(n'(s),n(s)) =0Vs eI,

o que nos d&

W (s) = a(s)uls) + B(s)b(s),
(s) = ((s), u(s))
B(s) = ((5),5(5))
Mas, como,
(n(s), u(s)) = 05 € 1,
(n(5),b(s)) = 0¥s € 1,
temos
0= 2 {n(s), u(s)) = (n(s), ' (5)) + ((5),uls)) =
= (n(s),K()n(5)(s)) + (' (5),u(s)) = x(s) + (1 (5) u(s))
0= 2 4n(s),b(s) = (n(s), V() + ((5),b(s)) =
= (n(s), ~T()n(s)(5)) + (1 (5),b(s)) = ~(s) + (s, b(5))
Assim,

n'(s) = —x(s)u(s) + t(s)b(s).
Definigao: As equagoes diferenciais
u =xn,
n' = —xu + tb,
b= —1n,

sdo conhecidas como equagdes, ou férmulas, de Serret-Frenet (foram obtidas por
Serret e Frenet, independentemente, por volta de 1850).
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Exercicio 23.1 Uma terceira forma de deduzir n' é a sequinte:
(i) de (n,n)y =1, conclua que n’ = au + Bb;
(ii) derive (u,n) = 0 e obtenha ;
(iii) derive (b,n) = 0 e obtenha p.

23.2 Obtendo a curva a partir das equacdes

As equacgoes de Serret-Frenet nos mostram um caminho para a resposta a seguinte
questdo: suponhamos dadas duas fungdes continuas, definidas em um mesmo
intervalo I,

k:I— R, 7:1—R,

que suporemos serem, respectivamente, a curvatura e a tor¢do de uma curvac : [ —
R3, parametrizada por comprimento de arco, a determinar (podemos, claro, supor
nao negativa); é possivel obter c com a curvatura e a tor¢do dadas? caso a resposta seja
positiva, a curva assim obtida é tinica?

A resposta a segunda parte da questdo é, obviamente, negativa: se transladarmos ou
rodarmos uma curva, sua curvatura e sua tor¢do ndo mudardo (uma alternativa seria
considerarmos iguais curvas que se obtém umas das outras por meio de movimentos
rigidos). Deixando de lado essa pequena objecdo, concentremo-nos na primeira parte.
Admitamos, também, provado que o sistema de equacgdes de Serret-Frenet tem solugdo
Unica, isto é: fixado um certo s, em I e dados u,, 1, e b, (tais que u,, n, e b, constituem
base ortonormal positivamente orientada), existem

u:I1—-R3 n:I1—-R3 b:1— R3

que satisfazem, em I, as equagdes de Serret-Frenet:

/

u' = xn,
n' = —xu 4+ tb,
b = —tn.

A partir dai, podemos construir nossa curva: dado um ponto P,, que tomaremos como
c(s,), fazemos

c(s) =Py + /S u(o)do.

Resta, porém, uma objecdo: tudo funciona bem, se tivermos a garantia de que as
solugdes, u(s), n(s) e b(s), do sistema de equacdes de Serret-Frenet formam, para cada s
em I, uma base ortonormal para R®. Ora, o problema é que, quando partimos da curva
¢ e definimos u, n e b, a ortonormalidade do triedro de Frenet decorre das defini¢des.
Agora, porém, os vetores 1u(s), n(s) e b(s) sdo, apenas, solugdes do sistema. Devemos,
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portanto, deduzir, diretamente das equagdes de Serret-Frenet, que as solu¢des formam
base ortonormal. Vamos encarar essa questdo, admitindo a veracidade do teorema a
seguir.

Teorema: Sejam | um intervalo ndo trivial na reta real e suponhamos dada uma
aplicagdo continua

A:IHMnxn,

que a cada t em I associa a matriz n x n A(t) = (a;;(t)) (entendido que a continuidade
de A significa a continuidade de cada uma das aplica¢des 4;; : [ — R). Entdo, fixados
to em I e x, em R", existe uma tnica solucdo x : [ — R" de

{ x(t) = A(t)x(t), t e,

x(to) = Xo.

Demonstracao: Nao faremos. u

No caso das equagdes de Serret-Frenet, nosso sistema é em R’ (ja que cada uma das
fungdes a deteminar tem 3 coordenadas), dado por

1 0 0 0 x O 0O 00O i
iy 0O 0 0 O x 0 00O Uy
13 0O 0 0 O O x 00O u3
m -x 0 0 O O 0 T 0O m
i, |l=]1 0 —x 0 0 0 0 0O 1y
13 0 0 —x 0 0 0 00 7 13
by 0O 0 0 -t 0 0 00O by
by o 0 0 0O -7t 0 00O by
b3 0O 0 0 0 O -7t 000 bs

Exercicio 23.2 Note que a matriz do nosso sistema é antissimétrica.

Como ja destacamos, o teorema de existéncia e unicidade acima nos garante a
existéncia de u = (uq,up,uz), n = (ny,np,n3) e b = (by, by, b3), satisfazendo as
equacgdes de Serret-Frenet. Nosso propésito, porém, é demonstrar que u(s), n(s) e b(s)
formam, para cada s, uma base ortonormal para R3. Ora, renomeando, de forma que
u=c¢1,n=¢eeb=e3 0que queremos é provar que, para (i,j) € {1,2,3} x {1,2,3},
temos

xi]'(S) = <€i(S),€]‘(S)> = 0ij,

com

_JLi=]
%_{Qi#j
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Ora, o vetor (em R?, mas, como Xij = Xji, podemos diminuir para R6) de coordenadas
x;j(s) satisfaz x;;(0) = J;; e as equagdes

d
%xi]- = <€/i’€j> + <€1‘,8;~> .

Exercicio 23.3 Usando as equagdes de Serret-Frenet, explicite o sistema de equagoes diferenciais lineares
a que estdo sujeitas as fungoes x;i(s). Por exemplo:

d
= (—xe1 + Te3, €2) + (€2, —keq + Te3),

ou seja,

d
%XZZ = —KX12 + TX320 — KXp1 + TX23 = 2TX23 — 2KX12.

Observe que o sistema obtido estd dentro das hipéteses do Teorema e tem, portanto, uma tinica solugio.
Mostre que

yij(s) = &y

satisfaz o sistema de equagdes e as condicdes iniciais (note que, por serem constantes, os y;j(s) tém todas
as derivadas nulas). Conclua, da unicidade da solugdo, que xi]-(s) = Jjj

Exercicio 23.4 Note que, como u(s), n(s) e b(s) formam base ortonormal e variam continuamente, o
sinal de det(u(s), n(s),b(s)) ndo pode mudar. Conclua que, se os dados iniciais u,, n, e b, formam base
positivamente orientada, entdo u(s), n(s) e b(s) formam, para todo s, base positivamente orientada.

Exercicio 23.5 Suponha dadas x,T : I — R, continuas, com x(s) > 0 para todo s em I. Suponha,
também, dada uma base ortonormal, u,, n, e by, = u, ® n,. Sejam u(s), n(s) e b(s) as correspondentes
solugdes das equagdes de Serret-Frenet. Fixe s, em I e P, em R3 e definac : I — R por

c(s) =P, + /su(a)da.

Mostre que a curvatura de c é dada por x e a torgio, por T. Suponha dada uma outra base ortonormal,
u1, ny e by = uy ® ny. Considere a transformagio linear A dada por Au, = w1, An, = ny, Ab, = by.
Mostre que Au(s), An(s) e Ab(s) sio as solugdes das equagdes de Serret-Frenet com dados iniciais uq,
nye bl.

Exercicio 23.6 Suponha que c1,co : 1 — R3 sdo duas curvas, parametrizadas por comprimento de
arco, com mesma curvatura e mesma tor¢io. Mostre que existem um vetor w e uma rotagio R tais que
c2(s) = w+ Rey(s), para todo s em 1.

Exercicio 23.7 Suponha dadas x,T : I — R, continuas, com x(s) > 0 para todo s em I. Suponha,
também, dada uma base ortonormal, u,, n, e b, = u, ® n,. Encontre um bom método numeérico para
aproximar as solugdes, u(s), n(s) e b(s), de
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u = xn,
n' = —xu + tb,
b = —1n,

com u(so) = u,, n(s,) = n, e b(sy) = by, para um certo s, fixado em I. Note que a aproximagio

{ u(s + As)
n(s + As)
b(s + As)

u(s) + Asx(s)n(s)
n(s) + As(—xu(s) + t(s)b(s))
b(s) + As(—(s)n(s))

tem o defeito de niio manter as relagbes |u| = |n| = |b| = 1e (u,n) = (n,b) = (b,u) = 0.
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