Contas com infinitesimais...

Anélise nao-standard (“NSA”) — ultrafiltros, complicada
(bem conhecida)

Anidlise semi-standard (“SSA”) — filtros, mais simples

(?)

Contas em SSA podem ser traduzidas para contas standard

O processo inverso dessa tradugao (em standard «— SSA «—... —
quem é o “..”7) nos leva a uma linguagem muito interessante, em
que temos uma espécie de isomorfismo de Curry-Howard.

Curry-Howard — categorias: essa linguagem da uma notacao
bastante boa pra topoi;

Outras semanticas: parece que essa linguagem com infinitesimais
corresponde a um fragmento de Logica Linear.
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Introdugao rapidissima a Andlise Nao-Standard (NSA)

Um dos objetivos da NSA é nos permitir falar de infinitesimais.

Como?

Idéia ingénua: infinitesimais vao ser representados por seqiiéncias
de reais tendendo a zero.

Universo standard: Set. Universo nao-standard: Set".

Cada cara o de Set pode ser levado numa seqiiéncia constante
(o, a, .. ).

Existe uma cépia do universo standard dentro do universo nao-
standard. Os caras da cépia também sao chamados de standard.

Correcao da idéia ingénua: queremos identificar certas seqiiéncias.
Duas seqiiéncias (v, g,...) e (81, 02,...) sao identificadas se
) Y ) )
elas coincidem em “quase todo ponto”. Melhor: num “conjunto
grande” de pontos, onde os “conjuntos grandes” sao, por defini¢ao,
os que pertencem ao “conjunto dos conjuntos grandes”, F.
Se sabemos F sabemos a relagao de equivaléncia.

Para que “(ay,) ~ (8n) < (an) e (B,) coincidem num conjunto
grande” seja realmente uma relacao de equivaléncia precisamos que
F seja um filtro:

e um conjunto maior que um conjunto grande também é grande,

e a intersecao de dois conjuntos grandes é grande,

e 0 “tudo” (N) é grande.

E para que a relacao de equivaléncia nao identifique todo mundo,
queremos:

¢

e 0 “vazio” nao é grande.

Defini¢oes: um conjunto é pequeno se ele o complemento dele é
grande; um conjunto é médio se ele nao ¢ nem pequeno nem grande.
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Um exemplo: os subconjuntos finitos de N sao pequenos. Os
cofinitos sao grandes. Os outros (exemplo, o conjunto dos pares)
sao médios. Vamos chamar esse filtro de N.

Tome € = (1,1/2,1/3,...).

Interprete ¢ < 1/3: d4 uma seqiiéncia de valores de verdade,
(4,4, 4, T, T, T,T,...), que estd na mesma classe de equivaléncia
que o T,ie,0 (T, T, T,T,...); e < 1/3 é “verdade” sob o ponto
de vista desse filtro: (e < 1/3)n = T.

(e#0)n=T

(lef <r)ar=T para qualquer r real standard maior que zero.

Oba.

Problema: em (Set™) y (que vamos chamar de Set™) temos mais
de dois valores de verdade: (T,d,T,4,...) nao é equivalente nem a
(T, T,T,...)nem a (4,4, 4,...), j& que s6 coincide com cada um
deles num conjunto médio.

Uma conserto pra isso: ao invés de usar N use um filtro que
obedeca as condig¢oes acima e divida todo mundo em grandes e pe-
quenos, sem médios. (Um filtro sem médios é chamado de “ultrafil-
tro”).

Generalizacao:

Ao invés de N como conjunto-indice, I (qualquer).

F um filtro sobre I.

U ultrafiltro sobre I.

Abuso de linguagem: vamos continuar usando a terminologia e a
notagao de seqiiéncias mesmo quando ao invés de N tivermos um [
qualquer.

Nomes:
Set” ¢ um (ou “0”) universo semi-standard.

(1P

Set” é um (ou “o”) universo nao-standard.
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Ultrafiltros sao esquisitos e anti-intuitivos; nao da pra pegar ex-
plicitamente um ultrafiltro nao-trivial, i.e., em que Set¥ tenha mais
gente que Set. Argh.

Truque: podermos fazer contas com infinitesimais em Set” .

Em Set” temos o teorema da transferéncia, em Set” temos algo
mais fraco...

Set Set™
0 (0,0,0,...)
T (m,m,m,...)
sen (sen, sen, sen, ...)
¢ (1,1/2,1/3,...)
f (flaf27f37"')
f(z,y) (fi(x1, v1), fo(22,92), )
T (T,T,T,...)
E (4,4,4,...)
le|]<1/10 | (|1|<1/10,|1/2|<1/10,|1/3|<1/10,...)

D4 pra “transferir” as duas sentencas abaixo:
VreR |senz| <1

Ve,y,z,n €N (z,y,2 > 1) A (n>2) = (2" +y" # ")

Expressoes sem varidveis livres, com todos os quantificadores lim-
itados, com todas as constantes standard, retornando um valor de
verdade...

sao verdadeiras em Set" se e s6 se elas sdao verdadeiras em Set!

Em Set” os quantificadores quantificam sobre muito mais gente.

Problema: a sentenca que diz que a uniao de quaisquer dois con-
juntos A e B existe,

VA VB 3C Vx € C & (r € A)V (z € B),

néo estd numa forma em que possamos mostrar que ela vale em Set"
aplicando o teorema da transferéncia nela em Set. Ela é verdade
em Set” por outros motivos. Mais sobre isso no final.
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SSA, NSA e continuidade

Em toda essa pagina f, xg sao standard, f: X — Y, 25 € X.
“p.i.p.” = “ponto infinitamente préximo”.

Outro exemplo de filtro: T =R, F = vizinhancas do 0.
Outro: as “vizinhancas furadas” do 0 em R.

Teorema chave:

(i) f continua em z;

& (i) f leva todo p.i.p. de zp num p.i.p. de f(zg) (VI, VF)
& (iii) f leva o p.i.p. de zp natural, x1, num p.i.p. de f(xg)
=

iv) f leva todo p.i.p. de xy num p.ip. de f(zo) (VI, VU,

versao NSA do (ii))

Definicoes:

x1 estd infitamente préximo de xg

& VYV viz standard de xp temos (z; € V)7 = T.

x1 € o p.i.p. de x( natural

< 11 é aidentidade I — X, I = X, F é o filtro das vizinhancas

de Xg.

Obs: (x1 € V), = T para toda vizinhanga standard V' de x...

Demonstracao do teorema chave:

(i) = (ii):

f(x1) é um p.i.p. de f(xo)

& VV vizinhanca standard de f(xo) temos (f(z1) € V)7 =T
mas f(z;) € V é verdadeiro exatamente na imagem inversa de V'

por f, que é uma vizinhanca de xg ja que f é continua.

(i) = (iii): caso particular de (i) = (ii).
(i) = —(iii):
Se f nao é continua entao existe uma vizinhanca V' de f(xg) cuja

imagem inversa por f, f~'(V), ndo é uma vizinhanca de z.

f(x1) € V é verdade exatamente em f~'(V), que ndo é uma

vizinhanca de zg, e portanto (f(z1) € V), z # T.

—(i) = —(ii): use o p.i.p. natural como contra-exemplo (recicle

=(1) = —(iii))
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Limites:

lim, .., f(x) =a

< f leva o p.i.p. natural de zy (agora usando vizinhangas fu-
radas) num p.i.p. de a.

Exemplo: queremos ver que lim, (1 + )" = e.

Troque n porw = (1,2,3,...) e veja que a diferenca entre (14-Z)“
e €” ¢ um infinitesimal.

Obs: w é um “ponto infinitamente proximo do infinito” em N
com as defini¢oes adequadas (I =N, F = { A € N | A cofinito })

log(1+ 2)* = w log(1+ 2)
=w (logl+ ((log'l) +0y) £)
=w (04 (1+o0y) f)
= W (]_ + 01) %

:(1+01)£L‘

(1+ &)= e((1+o1) z)

_ €($+01$)

— plzto2)

=e’ + 03.

Vw pip. cocem N do; p.ip. 0 em R...
Vo; p.i.p. Oem R doy p.ip. 0 em R...
Yoy p.i.p. Oem R dos p.ip. 0 em R...

Passagem para standard:
w=w(i) (identidade)
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y=a(z)
a f(z,y)dy, versao 1 (grande e feia)
dx =0
y=a(z)
F(z) = [z, y)dy
y=0
y=a(w+e)
Flx+e = flx+ey)dy
y=0
y=a(z) y=a(a+o)
= f(w+6,y)dy+/ flx+ey)dy
y=0 y=a(x)
y=a(z)
= f(x,y) + (fo(z,y) + 01(y))e dy
y=0

y=a(z+e)
4 / £z, a(x)) + 0a(y) dy

=a(2)

y:a(r) y:a(m)
= flz,y)dy + / fo(z,y)dy +o03 | €
Yy

y=0

y=a(x)

Fl(z) = Ofx(w,y) dy + d'(z) f(x,a(x)) + 06
y:
y=a(z)

F(z) = fo(z,y) dy + d'(2) f (z, a(x))

y=0

d [v=o@)
e f(z,y) dy, versao 2 (maior e mais feia)
x
Mesma coisa, s6 que com €, 01, 0y, 03, 04, O5 € 0g dependendo
também de 1 (repare que 0; e 0y ja dependem de y)

y=0
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d Yy=ao

— f(z,y) dy, versao 3 (bem mais curta)

dr J,—o
F(x)
Fy
F'(x)
F'(x)
Dicionéario:
To =2
1= +€
fo= f(l’(hy)
fi= f(l’hy)

f:}cO = fx(x07y)
fxl = fz(iUlyy)
ag = a(xg)

a; = a(z)

azo = a'(xg)
a1 = a'(xy)

y=ao
flz,y) dy
y=0
y=a1
fidy
y=0
y=ao y=a1
Jidy + fidy
y=0 y=ao
y=ao
fo+ (fzo +01)e dy
y=0
Yy=a1
+ f(z,a0) + o0y dy
Yy=ao
y=ao y=ao
fody+( fxody—i‘os)ﬁ
y=0 y=0

+ (az0 + 04)(f (2, a0) + 05)€

y=ao y=ao
Jo dy + ( fz0 dy
y=0

y=0

+agof(z, ao)) € + 0g€

y:a}xo dy + axOf(x7 aO) + Og
y=0
Fo(2,9) dy + d'(2) (2, ()

y=0

e =¢(i)

0; = 0y(y, 1)
09 = 09 (y, Il)
03 = 03(1:1)
04 = 04(1)
05 = 05(1)
Og = Oﬁ(ﬁ)
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Idéia (!): na maior parte dos problemas que queremos resolver
com infinitesimais ha muito poucos objetos naturais de cada “tipo”.

Muitas das defini¢oes do dicionario sao ébvias.

Deve ser possivel formalizar uma linguagem em que as contas
curtas fazem sentido e as defini¢oes do dicionario aparecem auto-
maticamente.

Exemplo: temos uma funcao f: X - Y eumag:Y — Z; X é
o “espacgo dos z”7, E,, Y é o “espaco dos ys”, etc; f é uma funcao
que leva ‘x’zes em ‘y’s, ie., f é de tipo x — y; f é um ponto do
espago de funcoes E,_.,,.

o e x1 sao pontos de E,.

Pense em xy standard e x; infinitamente préximo de xy.

7y w0 f

Yo y—2z  flxo) g

2 9(f(20))
0oy 0 f

Y1 y—z  flx) g

21 g9(f(x1))

E mais: dx := xy — xg, ou x1 := x¢ + dx; idem para y e z.

Agora % faz sentido (se dxr # 0 em quase todo 1).

Se f é derivédvel, Z—i =y, +0 = fl(xg) +o (y. = f'(x0) é
standard)
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Exemplo sério 1: “calculo até uma certa precisao”.

Fixe um infinitesimal e.

Um (0)z é uma soma xy + o, onde xy é um standard e o é um
infinitesimal.

Um (4)x é uma soma xg + z1€ + 226 + 36 + (2* 4 0)€*, onde os
x; sdo standard e o o é um infinitesimal.

Nem todo hiperreal é um (4)z (contra-exemplos fdceis: /e e
w=(1,2,3,...)) mas os que sao tem decomposi¢ao tnica em xg +
r1€ + 1€ + w36 + (2% + 0)el.

Se  — y é suave o suficiente (C%),

(D x—y
(4)y

e nao precisamos escrever as formula explicitas que dao os y; a partir
dos x; e das derivadas ¥, Yiz, Yozz, -
(4)x e (4)y podem ser tomados como classes de equivaléncia.
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Exemplo sério 2: teorema da funcgao inversa.
Tyg T —Y
y—x

Dois corolarios: forma local das imersoes (t — x,y é a imersao,
e t — x é inversivel), e o teorema da fungao implicita (z,y — f, e
queremos a x — y que se mantenha sobre a curva de nivel f = fy,

onde fo = f(xmyo))-

t—x\y
t  tox zAy cAy—f TNy TAYy—f
ot TFI sz Y 7 F—(1—) TFI
Tr—y r—y
As duas deducgoes acima em forma normal:
[t]' t—zAy
TAY
S
t t—x
]2 T TFI
t t—x Ay
TAY
Y
r—yY
[2]* [y]!
TAY xA\y—f
TAY f
Ny xAy—f oy y—/f TF
f f—y
Y
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Exemplo sério 3: derivadas

Regras:

T —y To T—Y
L= Yz Yz0

Como obter z a partir de x, x—y e x,y—z:

r =y
x Y T,y — 2
z

Dois jeitos de derivar esse z com relagao a x:

T r—y
[z]! y T,y — 2
z
T —z
T T — 2
302 Za

[« y T,y — 2
z
r — Zz
X T — Zp
d . .
%Z. Zr

4 9, usando semi-descargas:
dx 0z’

() v —y
((2)")? y Ty — 2
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Notas:

As paginas anteriores sdo exatamente (médulo corre¢oes minimas) as transparéncias
que eu usei na minha apresentacao no encontro de légica da UFF, em 24 de
fevereiro de 2000; esta pagina é uma espécie de “README” para quem sé tiver
acesso as transparéncias, e foram escritas alguns dias depois.

Resuminho da apresentagao: eu introduzo rapidamente a analise nao-standard
(“NSA”) e uma versao dela com filtros no lugar de ultrafiltros (“andlise semi-
standard”, ou “SSA”). A SSA tem uma légica menos familiar que a NSA (mais
de dois valores de verdade) e ndo tem um teorema de transferéncia tdo bom
quanto o da NSA, mas SSA nao sé ¢é suficiente para fazer contas com infinitesi-
mais como contas em SSA admitem uma traduc¢do bem facil para standard.

Nessa tradugdo SSA—standard todos os objetos ndo-standard passam a ser
fungbes de uma varidvel que varia sobre o conjunto-indice. Se tentamos ir na
direcao contraria e ao invés de deixar explicitas dependéncias em varidveis novas
nés omitimos todas as dependéncias “6bvias” nds chegamos a uma linguagem
curta bem interessante, que sugere um sistema de dedugao natural para in-
finitesimais.

Coisas que eu menciono rapidamente mas que ainda nao tenho nenhuma
boa versao escrita: notagao curta para categorias, em especial para topoi; outra
interpretacao para os tipos e as regras que aparecem nas arvores da dedugao
natural com infinitesimais, inspirada na “Geometry of Interaction” do Girard,
que é uma semantica para légica linear em espacos de Banach.

Observagoes: 1) as contas das pédginas 6, 7 e 8 foram usadas sé pra fazer
umas mimicas rapidas sobre como os infinitesimais viram funcoes na tradugao
para standard; 2) quando eu digo que “NSA é complicada” e “SSA é simples”,
por exemplo na pagina 1, é no sentido de que se sabemos que algo é verdade
em NSA (i.e., num Set]l/u) s6 sabemos que esse algo é verdade num conjunto
grande de indices, e nao temos muita intuigdo sobre o que isso queira dizer;
em SSA podemos ter intui¢gdes melhores. Por exemplo, se usamos o filtro dos
cofinitos sobre os naturais entao algo que é verdade é verdade para todo indice
i suficientemente grande em qualquer representante do hipervalor de verdade.
3) No fim da pégina 4 eu digo que Set” tem unides de conjuntos por “outros
motivos” que eu iria contar no final mas acabei nao contando; pra mim o grande
motivo (ndo o mais elementar, mas o mais interessante) é que os Set’, Set" e
Set” sdo topoi quando sdo definidos da forma certa.

Eduardo Ochs, 27 de fevereiro de 2000.
edrx@inx.com.br
http://angg.twu.net/
http://www.mat.puc-rio.br/~edrx/
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