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Oh, don’t you know that anyone can join
And they come and they call and they fall on the floor
Don’t you see when you’re looking at me
That I'll never end?

Transcend, transcend

Ain’t it strange

Do you go to the temple tonight?

Oh no, I don’t think so

Do you not go to the palace of answers with me Marie?
Oh no, I don’t think so, no

See when they offer me book of gold,

I know soon still that platinum is coming
And when I look inside of your temple

It looks just like the inside of the brain of anyone man,
And when he beckons his finger to me,

Well, I *MOVE* in another direction,

I *MOVE* in another dimension

I spin, I spiral, and I splatter

Hand of God, I feel the finger,

Hand of God, and I start to whirl

And I whirl, and I whirl,

Don’t get dizzy, do not fall now,

Turn, God, God — strange

Go, go on, Go,

Like a dervish,

Turn, God, — strange — make a move

Turn, Lord, — strange — I don’t get nervous
Oh I just move in another dimension

Come, move in another dimension

Strange, strange

Ain’t it strange

Patti Smith/Ivan Kral: “Ain’t it strange”
de Radio Ethiopia, 1976
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Resumo:

A andlise ndo-standard permite falar de infinitesimais e assim admite para al-
guns teoremas demonstragdes mais simples do que as da andlise classica. Sempre
é possivel traduzir uma demonstragao nao-standard para uma standard, talvez
bem mais longa e complicada que a original.

Uma certa classe de demonstracoes admite uma traducao simples e que
preserva a estrutura da prova original; essa traducao é feita trocando o ul-
trafiltro por um filtro adequado e os infinitesimais por constantes com certas
propriedades universais.

Quando trocamos o quociente por um ultrafiltro por um quociente por um
filtro a légica que o sistema obedece fica mais fraca; ela continua sendo booleana,
mas passa a ter mais de dois valores de verdade. O modelo montado com o filtro
é um topos booleano, e para entendé-lo melhor introduzimos A-cédlculo, dedugao

natural, categorias e topoi em geral.

Abstract:

Some theorems of classical analysis admit shorter proofs in non-standard
analysis, as in NSA we can formalize easily arguments involving infinitesimals.
It is always possible to find a standard counterpart of a non-standard proof,
but it may be much longer and much more complex. Hovewer, there’s a class of
proofs in NSA that admit a simple translation that preserves proof structure,
done by replacing the ultrafilter by a filter and infinitesimals by certain constants
with universal properties.

When we take the quotient with a filter we get a system with a weaker
logic, still boolean but with more than two truth-values. This system is a
boolean topos, and to understand how it works we introduce A-calculus, natural

deduction, categories and topoi in general.
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Chapter 1

Introducao

Em geral uma prova de um teorema nao é sé6 uma seqiiéncia formal de simbolos;
uma prova é também a expressao da idéia que temos de como mostrar que
aquele teorema ¢é verdade, e nesse sentido podemos falar de provas que estao
mais proximas da nossa idéia da prova, e provas que estdo mais distantes. Claro
que nao da pra dizer que cada prova tem uma idéia por tras, e que essa uma idéia
precisa ser deformada até se tornar aceitavel matematicamente e depois “desde-
formada”, no sentido de que uma vez que a idéia tenha sido formalizada podemos
construir uma ponte entre a versao formal e a intuitiva, e outros matemaéticos
podem ter acesso a exatamente a mesma idéia intuitiva que nés. Nao sé a
intuigao de cada matematico é diferente, como no processo de formalizagao a
prépria idéia original vai se transformando, possivelmente para se tornar mais
compativel com as outras idéias que ja temos e com a nossa linguagem.

Se a nossa linguagem for restritiva demais e forcarmos todas as idéias a se
encaixarem nela muito rdpido muitas idéias vao ser formalizadas as pressas, vao
perder a ligacdo com a idéia intuitiva e vao se tornar aridas; outras vao ser
simplesmente descartadas, para abrir espago para outras idéias que possam ser
formalizadas mais facilmente. Num caso extremo disso acabarfamos fazendo s6
“matemadtica morta” — algo como o estilo Bourbaki, mas certamente sem tanto
brilho.

Uma area em que ¢é especialmente dificil encontrar o meio-termo certo entre
as idéias intuitivas e a formalidade é a Anaélise, e ela tem um problema espe-
cialmente interessante: muitos dos argumentos mais intuitivos sao em termos

de “infinitesimais”, ou pelo menos de “quantidades suficientemente pequenas”,
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que podem ser formalizados tanto em termos de ‘e’s, ‘6’s e limites — o modo
classico, que todo mundo aceita, mas as vezes é preciso transformar bastante
uma idéia com infinitesimais para po-la nesta forma — quanto usando anélise
nao-standard, que permite infinitesimais mas que é pouco conhecida e que nao
estd bem no caminho entre as idéias intuitivas e a anélise cléssica: ela é bastante
dificil, cheia de idiossincrasias préprias, e nao ha uma boa tradugao de provas
nao-standard para provas classicas.

O grande tema deste trabalho é uma linguagem que se pretende a ser um
meio-termo entre certos tipos de argumentos intuitivos, a andlise classica e a
analise nao-standard. Essa linguagem ¢é inspirada nos rabiscos que a gente faz
num canto de papel enquanto estd tentando entender certos tipos de problemas
de Calculo e Anélise; os rabiscos s@o como o esqueleto da solucdo, e é possivel
preencher aos poucos os detalhes que faltam até chegarmos a uma solucao sufi-
cientemente formal. Na nossa linguagem intermediaria é possivel dar uma boa
interpretacao para infinitesimais, e construcoes feitas nela podem ser traduzidas
facilmente para a analise classica, ao contrario de demonstragoes arbitrarias em
andlise nao-standard.

Essa linguagem intermediaria é mais fraca que a linguagem das “andlises” em
dois sentidos: 1) ela é capaz de expressar menos coisas, e 2) ela tem mais mod-
elos, isto é, pode ser interpretada de mais formas. Algumas dessas formas nos
levam a bons modos de expor as préprias fundagoes logicas dessa linguagem:
como estamos mais interessados em demonstracoes do que s6 em verdades é
mais natural pensar em termos de teoria da prova, o que nos remete ao intu-
icionismo, que é um sistema légico com uma teoria da prova muito mais bem
comportada que a da légica classica; um dos melhores modos de entender o in-
tuicionismo é comegar pelo isomorfismo de Curry-Howard, que estabelece uma
correspondéncia entre construgoes (vistas como termos de A-célculo) e deducao
natural intuicionista. O isomorfismo de Curry-Howard vai ser tao onipresente
ao longo do texto que vamos ter muito poucas oportunidades de nos referir a
ele pelo nome.

Depois que sabemos um pouco de intuicionismo e A-cdlculo um passo natural
é ver o que sao topoi, que dao um modo de interpretar a andlise e a teoria dos
conjuntos com uma légica mais fraca, intuicionista ao invés de cléssica. O nosso

modelo intermediario entre as duas andlises, com infinitesimais, pode ser visto
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como um topos. A légica que ele obedece esté entre a cldssica e a intuicionista,
é booleana mas tem mais de dois valores de verdade.

O modelo intermediério para as “andlises” é muito simples e pode ser enten-
dido sem grandes pré-requisitos; ele estd descrito na segao 7.5. Os dois tltimos
capitulos do texto sao capitulos de notas: o peniltimo é uma introducao réapida
a topoi (que sé aparecem explicitamente 14), e o tltimo é um amontoado de
esbocos sobre aplicagoes desse modelo e de outras técnicas relacionadas. Nos
vamos nos concentrar em dar boas introdugoes aos tépicos mais bésicos e vamos
fingir que topoi, o modelo intermediario e as suas aplicagoes sao s6 curiosidades

secundarias, ou objetivos que nao foram atingidos.

1.1 Um primeiro problema

Vamos tomar como primeiro exemplo o problema basico de cédlculo de variagoes,
s6 porque ele gera um diagrama suficientemente interessante (fig. 1). Considere
uma fungéo suave do intervalo [a, b] (o espago dos ‘2’) em R (o espago dos ‘y’);
essa funcao ao invés de ganhar um nome especial vai ser referida sé pelo seu
“tipo”, x — y. A partir dessa fungao x — y podemos construir uma outra fungao
de [a,b] em R, a sua derivada, z — y’; juntando a fungdo identidade x — x e
as fungdes z — y e * — 3y’ podemos formar uma funcio de [a,b] em R3, = —
(z,y,y'). Usando j como abreviatura para (z,y,y’) esse processo transforma
uma funcao r — y suave em uma funcao r — j, e podemos considera-lo como
uma fungao indo do espago dos ‘z — y’s, que vamos definir como sendo o
conjunto das fungoes suaves de [a,b] em R, no espago das ‘c — j’; o “tipo” da
fungdo correspondente a esse processo seria (r — y) — (x — j), e, de novo,
vamos usar o nome do tipo como nome para a funcdo. Nao é claro como o
espago das ‘z — j’ deva ser definido: podemos aceitar como pontos dele todas
as fungdes suaves de [a,b] em R? ou impor condigoes nas © — j para que elas
sejam a imagem por (z — y) — (x — j) de alguma funcio x — y, mas
felizmente isso nao vai nos importar: para completar a formulagao do problema
s6 precisamos agora de uma funcéo j — L que dé a “densidade de energia” para
a curva x — y; obtendo o x — j correspondente ao x — y e compondo-o com a
j — L obtemos uma funcao x — L, que deve poder ser integrada no intervalo
[a,b] para dar um valor que vamos chamar de I e que diz a energia total da

curva z — y. O problema bésico de cédlculo de variagoes é analisar quais curvas
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x — y sao minimos locais de I, para certas j — L e para certas definigoes de
quem € o espago das z — y validas; por exemplo, podemos sé estar interessados
nas x — y com comprimento de arco igual a uma constante, ou seja, as com
f:\/l + ¢/ (x)? dz = A.

O diagrama para esse problema é o que aparece abaixo. A varidvel s e a seta
s — (x — y) sdo introduzidas para permitir que deformemos a curva x — y
variando o parametro s, e em algum momento (na verdade sé nos capitulos de
notas) vamos aprender como derivar formalmente I com relagdo a s, e exam-
inando a derivagao formal vamos encontrar condigoes que fazem com que essa

derivacao formal valha de verdade.

y j—L

A

X

Figura 1.

Esse diagrama deixa bem visivel como certos objetos podem ser construidos,
ou deduzidos, a partir de outros: por exemplo, a partir de z e x — y obtemos
um y, ou “se eu sei x e x — y entao sei y”; sé que ele estd numa forma econdémica
demais, em que nao hé setas ou letras repetidas: a seta entre x e y sé aparece
uma vez, ao invés de aparecer uma no lado direito de s — (z — y), outra por
si 86 e outra no lado esquerdo de de (x — y) — (x — 7). Inicialmente a forma

abaixo (“em drvore”) vai ser bem mais util.

s s—(x—y)

T—y (z—y) = (@ —J)
r—] j—L
x— L (x—L)—1
1
Figura 2.

Veja que essa arvore pode ser lida de dois modos: numa interpretagao fun-
cional as barras dizem coisas como “se eu tenho um ponto « e uma fungao
a — 3 entao eu tenho um ponto 3”7 e “se eu tenho uma funcao @ — (3 e uma
B — v eu posso formar a composta a« — (”; numa interpretacao Iogica interpre-

tamos cada tipo como uma proposi¢ao e lemos as barras como “se « é verdade

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br
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e « implica § entao (§ é verdade” e “se a implica 3 e B implica v entao, por

transitividade, o implica v”.

Vamos esquecer por um momento que conhecemos a arvore da figura 2 e
pensar que sé temos as fungoes s — (x — y), (x — y) — (x — j), j — L
e (x — L) — I. Se nds tivermos técnicas que mostrem facilmente que existe
exatamente uma construcao natural para a funcao s — I — talvez passando
para a interpretacao légica e mostrando que “existe uma demonstragao, essen-
cialmente tunica, de s — I a partir das hipdteses” — entao podemos falar da
funcao s — I sem dar explicitamente a sua construcao, e sem risco de ambigu-
idade. Isso pode nos levar a um célculo diferencial formal bem poderoso, em que
seria permitido usar derivadas como I, sem precisarmos definir explicitamente
a funcao s — I, e sem precisarmos expandir imediatamente I; numa expressao

enorme escrita em termos de derivadas mais familiares.

1.2 Setas naturais

/TN
a<e—2a‘b=—>b

Digamos que Egap seja o espago dos pares ordenados formados por um a
e um b, ou seja, Egnp = E, X Ep. Entao existe uma fungao natural indo de
Eunp em E, (ou: “uma fungao levando cada a A b num a”), que é a projecao
na primeira coordenada, e uma indo de E, 5, em E;, a projecao na segunda
coordenada.

Digamos que temos uma fungao f que leva cada ¢ num a (i.e., esse a é tomado
como sendo f(c)) e uma outra fungéo, g, que leva cada ¢ num b (b := g(c)).
Temos um jeito natural de construir uma fungdo ¢ — a A b a partir delas: basta
tomar para cada ¢ o par ordenado formado pelo a e pelo b correspondentes.

A coisa curiosa é que o diagrama montado com f, g e essas fungbes naturais
comuta, i.e., os dois jeitos naturais de obter uma fungao ¢ — a a partir do
diagrama — tomar a prépria f ou tomar a composta ¢ — a Ab — a — dao o
mesmo resultado, e idem para ¢ — b. Claro que nao podemos esperar que todo
diagrama comute desde que algumas das suas setas tenham sido escolhidas do

modo natural, mas em um nimero surpreendentemente grande de casos praticos
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basta checar que um diagrama obedece umas poucas condicoes — faceis de
verificar — para ver que ele comuta. Essas condigoes vao ser abordadas no
capitulo 4, e essa idéia de objetos naturais, junto com uma notagao inspirada
em considerar Set como a categoria principal, vai nos permitir introduzir varios
conceitos basicos de categorias rapidamente.

Além disso muitos desses diagramas vao poder ser interpretados tanto fun-
cionalmente quanto logicamente, como as arvores da secao anterior. Repare que
construimos uma funcao ¢ — a A b a partir de uma ¢ — a e de uma ¢ — b, mas
poderiamos ter feito o contrario: a partir de uma ¢ — a A b é possivel obter a
¢ — a e ac— b correspondentes compondo a ¢ — a Ab com as projecoes. Essas
operagoes sdo0 a inversa uma da outra, e dao uma bijegao (também chamada de
“natural”) entre as ‘c — aAb’s e os pares formados por uma ¢ — a e uma ¢ — b.
Na interpretagao logica podemos considerar que uma seta a — 3 existe se e s
se a implica § em algum sentido, por exemplo, se § é demonstravel a partir de
a; entdo as setas a Ab — a e a Ab — b sempre existem (se temos uma nocao
decente de demonstrabilidade, é claro), e a seta ¢ — a A b existe se e s6 se tanto

a ¢ — a quanto a ¢ — b existirem, e temos de novo uma bijecao.

1.3 Tipos

Vamos usar a letra A para denotar o conjunto dos tipos atémicos de um sistema,
junto com os seus espagos associados. Formalmente, A = (A, E), onde A é o
conjunto dos nomes de tipos atémicos e F é uma funcao que leva cada membro
de A no seu espago associado; para a € A costumamos escrever E, ao invés de
E(a), como fizemos na segdo sobre o problema variacional.

Em geral vamos usar as letras mintsculas romanas a,b,... ,z,n,r e z como
nomes de tipos atomicos, e vamos convencionar que E, = N, E,. =R e E, =
Z. Como essas letras s@o usadas como nomes de tipos, nao como variaveis de
tipos, duas letras diferentes denotam tipos diferentes; consideramos x e y tipos
diferentes mesmo que E, = E,,.

Defini¢ao: um ponto do tipo « é um ponto de E,. As vezes vamos chamar
um ponto de tipo « simplesmente de “um «”.

Quando falarmos s6 de “um ponto”, ou “um ponto de Set 4”7, onde Set 4
é o “universo dos pontos tipados”, que vamos definir daqui a pouco, em geral

vamos querer que esse ponto carregue a informagao de qual é o seu tipo; nesse

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br
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sentido se E; = E, = R entdo o 2 pertencente ao espaco dos xzes é diferente
do 2 pertencente ao espaco dos ys, e para indicar isso vamos escrevé-los como
2% e 2Y (“constantes tipadas”). 2%, 2¢¥ 2T e 2™ sdo pontos diferentes, ji que
sao constantes tipadas e tém tipos diferentes; o fato de que temos uma fungao
do espago de xzes no espago de ys que é essencialmente a identidade costuma
ser deixado de lado. Pode parecer estranho trabalhar desse jeito, mas estamos
procurando propriedades sintaticas.

Alguns exemplos de constantes tipadas que vao ser usadas no texto:

om, 17, 27, ..,

e I | R L

", \/Er, v

OV S 70 L

(_|_)1n—>(1n—>1n)7 (_|_)1r—>(1r—>1r)’ (_)z—>(z—>z)7 o

Os exemplos das trés primeiras linhas sao 6bvios. Na quarta linha, (\[ ymor
é a fun¢ao que leva cada natural na sua raiz quadrada (real), e (/)" " leva cada
real na sua raiz ctubica. Na quinta linha o primeiro (4) é a soma habitual, mas
ao invés de a considermos como uma funcao de N x N em N nos a consideramos
como uma funcao que quando recebe um natural retorna uma funcgao, e essa
outra fungdo quando receber um outro natural retorna o resultado da soma
dos dois. Pra tornar mais claro: (4)(2) é uma funcdo (de tipo n — mn), e
((+)(2))(3) = 5. O (—) é a mesma coisa, mas com a subtragio, e sobre os
inteiros; ((—)(6))(2) = 4. Repare que nés estamos omitindo a anotagdo de
tipo sempre que ela é clara a partir do contexto. Vamos fazer isso sempre que

possivel.

Regras de formacao de tipos

Vamos comegar com o caso que nos interessa mais e depois formalizar o caso
geral. Temos trés regras bindrias de formacao de tipos, —, A e V, e uma 0-
aria, L; definimos A~"V>1 como sendo o conjunto dos tipos gerados por A
e por essas regras, ou seja, o menor conjunto de tipos que contém os tipos
de A, é fechado por essas regras (i.e., L é um tipo de ANV e se a e 3
sdo tipos de A=Vt entdo @ — B, a A B e a V 3 sdo tipos de A7™NVoL) e
que € livre, isto é, nao obedece nenhuma igualdade desnecesséria; ou seja, cada

tipo de A=Y+ ou é atdémico ou pode ser expresso como R(aq, ... ,aq,) de

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br
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exatamente uma forma, onde R é uma regra n-aria e oy, ..., o, sao tipos de
A=Yk Além disso cada tipo pode ser expresso de exatamente um modo
em termos s6 de regras de formagao e de tipos atomicos, e essa expressao (que
dizemos que é o nome por extenso daquele tipo) tem comprimento finito. Por
exemplo, o que chamamos de a — b A L é na verdade uma notagao mais curta
para — (a,A(b, L())) (que é o modo “oficial” de escrever a — b A L em termos
de regras de formacao e tipos atoémicos).

Para podermos usar essa notagao mais curta temos que estabelecer qual é a
precedéncia dos conectivos —, V e A, e vamos convencionar que ela é a seguinte:
o A “gruda mais rapido” nos seus vizinhos que o V, e o V gruda mais rdpido que
0 —. Por exemplo, a — b A ¢V d é pra ser interpretado como a — (b A c¢) V d,
que é pra ser interpretado como a — ((bAc¢) V d).

Ainda nao definimos quem é o espaco associado a um tipo nao atémico.
Queremos que cada tipo de A~"V+L esteja associado a um espaco, como em

A, e pra isso vamos estipular o seguinte: para a e 3 tipos de A7Vt

, com 08
espacos associados E, e Eg,

E._3 ¢é o conjunto de todas as fungoes indo do conjunto E, no conjunto
Eg.

Eong ¢ Ey x Eg, ie., Eong é 0 conjunto dos pares ordenados em que o
primeiro membro ¢ um ponto de E, e o segundo é um ponto de Eg.

E.vs é a unido disjunta E, II Eg, onde para nés a operacao Il vai ter um
significado muito preciso: temos dois simbolos especiais, fixos, £ e R (de “left” e
“right”), e AT B vai ser definida como sendo { (£,a) | a € AJU{(R,b) |be A };
ou seja, cada ponto de AIIB indica claramente se ele veio do conjunto & esquerda
do IT ou do conjunto a direita.

Além disso, E | ¢ definido como sendo o conjunto vazio.

Note que nao estamos dizendo como interpretar aAbAc, aVbVcoua — b — c.
Pelas definigoes que estamos usando — e que nao vao ser estendidas para cuidar
desses casos — os conectivos binarios nao sao nem comutativos nem associativos,
e isso até se reflete nos espagos associados: um ponto de Eqapac) ¢ da forma
(a,(b,c)), enquanto um ponto de E(uapac ¢ da forma ((a,b),c). Nos capitulos
2 e 3 vamos ver que, por exemplo, a Ab — b A a nao é um axioma do nosso
sistema légico, e sim um teorema; relendo a demonstragao desse teorema usando

a interpretagao funcional encontramos exatamente a fungao indo de E ., para

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxOmat.puc-rio.br
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Eyra que recebe um par ordenado e retorna o par com os membros do par
original na ordem trocada.

Agora o caso geral. Digamos que Ry,..., R, sejam regras de formagao de
tipos, onde cada R; é uma regra k;-aria e estd associada a um procedimento
que gera O esSpago ERi(al,--.,ak,,) a partir de Eq,,... ,Eq, . Entao definimos
Af1-Bn de modo correspondente a como definimos A~V

Quando for claro a partir do contexto quais sdo as regras de formagao de
tipos nés vamos escrever A* ao invés de AFofin,

Em geral ndo vamos nem dizer explicitamente nem quem é o A nem quais
sao as regras de formacao de tipos, mas as regras em principio vao sempre incluir
as regras —, A, V e | ja mencionadas e mais uma, T, 0-aria, com E+ definido
como sendo um conjunto com um ponto sé; esse ponto vai ser chamado de T
ou TT. Um tipo formado por uma regra que nunca foi mencionada nio vai se
comportar de forma muito diferente de um tipo atomico que tenha um nome
estranho, e por isso podemos imaginar que A* ji vem com todas as regras de
formacao de tipos que vao nos interessar. Nés sé vamos estar interessados em
umas poucas regras especificas, ndo em regras arbitrarias, e ndo vamos nunca
precisar de defini¢gées como “A* é fechado pela aplicacdo de todas as regras de
formacao de tipos do conjunto tal, que tem enumerdveis regras de cada aridade
finita”.

)

Vamos passar a nos referir a A* como Sety. A notagdo “Sety” é para
enfatizar que estamos numa “categoria de conjuntos tipados”, mas isso s6 vai

importar a partir do capitulo 4.

1.4 Arvores

A defini¢ao tradicional diz que uma arvore é um grafo aciclico conexo, mas nao
é essa que queremos usar. Para nds o diagrama com barras horizontais na segao
1.1 é o que queremos chamar de uma “arvore de dedugao”, e o diagrama abaixo
(que aparece em duas versoes, uma com as regras explicitas e outra com as

regras omitidas) é a “drvore de formagao” para o tipo a — b A L.

b Ii b1
a bANL a bAL
=N - @
a— (bA L) a— (bAL)
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CHAPTER 1. INTRODUCAO 10

Como essa nogao de arvore costuma causar uma certa confusao nés vamos
dar uma defini¢ao formal para ela.

Definicao: uma lista é um par (n,(a,...,a,)), onde n € N e (ay,...,a,)
é uma n-upla. Usamos a notacao [a1, ... ,a,] para denotar uma lista (no caso
com n elementos).

Uma drvore é uma tripla em que o primeiro membro é o conjunto (finito)
das posi¢oes, ou nds, da arvore, o segundo é uma funcao que associa a cada
posicao o seu conteudo, e o terceiro é um conjunto em que cada elemento é uma
descri¢ao de uma das barras da arvore; cada descricao dessas é ou um par da
forma (né abaixo da barra, lista dos nés acima da barra) ou uma tripla da forma
(né abaixo, lista dos nds acima, anotagao); essa anotagao costuma ser escrita
a direita da barra na representacao gréfica, e em geral é usada para indicar
o nome da regra de dedugao ou de formagao a que a barra corresponde. Nos
vamos impor as seguintes condigoes sobre o conjunto das descrigoes de barras:

1) Todo né da drvore estd acima de exatamente uma barra, exceto por um
né que nao estd acima de barra nenhuma, e que é chamado de raiz da arvore.

2) A drvore nao tem ciclos, i.e., ndo ha uma seqiiéncia a1, as, ... ,a, (n > 2)
de nés tais que cada no a; esteja acima do né a;41 e o n6 a,, esteja acima do a;.

3) Nenhuma barra tem ndés repetidos acima dela.

Uma conseqiiéncia bem conhecida dessas condigoes é que para cada né de
uma arvore vai existir exatamente um caminho desse né para a raiz e descendo
uma barra em cada passo.

Os nés que nao tém ninguém acima deles sao chamados de folhas da arvore.

Um exemplo:

ni

IS
SR

n2 N3

c b a Ny ns  Ng

c ny
a arvore a esquerda na figura acima tem a seguinte representagao formal, se
os nés sao nomeados como na arvore a direita, acima:
({n1, n2,n3, n4, ns, ng, n7},
{(n1,a), (n2,a), (ns,b), (n4, ¢), (ns,b), (ne, a), (n7,c)},
{(ns, [n1], R),

(714, [ng,ng}%

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br
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(Tle, Hv R'),
(n77 [n47 ns, nﬁ])} .

Vamos definir a altura de um né de uma arvore indutivamente da seguinte
forma: se ele é uma folha ou se ele vem logo abaixo de uma barra que nao tem
ninguém acima, a altura dele é 1; senao a altura dele é o maximo da altura dos
nés acima dele, mais 1. A altura de uma arvore é considerada como sendo a
altura da sua raiz. A drvore da figura acima tem altura 4.

A altura de um tipo é definida como sendo a altura da drvore de formagao
daquele tipo, e também vai ser conveniente definir indutivamente o comprimento
de um tipo, do seguinte modo: tipos atomicos e tipos formados pela aplicacao
de uma regra 0-dria tém comprimento 1; um tipo da forma R(«q,... ,ay,), onde
n > 1, tem comprimento compr(a;)+. ..+compr(a,)+1. Em termos de drvores
o comprimento de um tipo é o nimero de nds na arvore de formagao daquele
tipo. Por exemplo, a A (a — L) tem comprimento 5. Repare que os parénteses

nao sao contados.

Observagoes:

1) Mais tarde o conceito de drvore vai sofrer algumas extensoes simples: os
noés vao poder ter certos tipos de anotagoes e algumas barras vao poder ser
barras duplas. Noés nao vamos definir como modificar a representagao formal
para acomodar essas modificagoes; alids, nés nunca mais vamos descer a tantos
detalhes.

2) Nesta se¢ao nds usamos “acima” e “abaixo” no sentido de “imediatamente
acima” e “imediatamente abaixo”.

3) A representacao formal de uma drvore nao vai mais nos importar, e duas
arvores que sao iguais modulo mudanca de nomes de nds vao ser consideradas
iguais. Se duas arvores s6 diferirem no conteido dos seus nds e nas anotagoes
nas barras nés vamos dizer que elas tém “a mesma estrutura”, ou que sao
“paralelas”.

4) O significado de uma barra vai ser sempre que o objeto de baixo é obtido
a partir dos de cima; vamos dizer que o objeto abaixo da barra vem “depois”

dos objetos de cima.
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Um mapa dos assuntos

Nos vamos passar pelos nove assuntos do diagrama abaixo a esquerda. As linhas
indicam relagoes entre eles, e cada uma das relagoes vai ser explicada daqui a
pouco. Considere que os nove assuntos estao numerados como os nimeros de um
telefone de teclas, i.e., como na matriz abaixo a direita; um paragrafo comecgado
com, por exemplo, (45), vail estar dizendo a rela¢do entre os assuntos 4 e 5 —
DN (dedugao natural) e “3a.I” (a “terceira interpretagao”).

A ordem dos que assuntos que aparecem explicitamente (e tém capitulos
dedicados a eles) é A-cdlculo — dedugdo natural — categorias — andlise nao-
standard e anélise semi-standard — topoi; ou seja, 1 4 7 3 6. Set (na ver-
dade Set 4) aparece como o modelo mais natural para A-cdlculo tipado; a inter-
pretagao logica é a interpretacdo mais natural (tradicionalmente) para dedugéo
natural; a terceira interpretacao para deducao natural junta as duas outras
interpretacoes, a funcional (Set,) e a logica; NSA e SSA sdo “versdes nao
convencionais” para Set; intuicionismo é uma “versao nao convencional” para
l6gica, em que as dedugoes do sistema DN ainda valem; topoi sao versdes nao-

convencionais de teoria dos conjuntos em que a légica é pelo menos intuicionista.

lambda Set— NSA/SSA

N &~ =
co Ut N
O O W

Categs — Logica ——Intuic

(12) Set é um modelo para A-cdlculo tipado;

(14) arvores em DN podem ser interpretadas como A-termos tipados e vice-
versa (0 chamado “isomorfismo de Curry-Howard”);

(23) NSA é um “modelo ndo-standard” para Set;

(24) uma édrvore em DN pode ser interpretada como uma construgao de um
ponto a partir de outros em Set;

(25), (45), (58): a “terceira interpretacao”, descrita em Set no capitulo 3, é
um modo de juntar as duas interpretacées mais naturais de DN, a funcional e
a légica, numa so;

(26) Set é um topos;
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CHAPTER 1. INTRODUCAO 13

(27) Set inspira todas as nossas construgoes em categorias (e a notagao para
elas), e Set é uma categoria cartesiana (bi)fechada;

(34), (36) os modelos Set” para NSA e Set” para SSA sdo topoi bastante
bem comportados: os Set” sdo booleanos e subextensionais e os Set" sio, além
disso, topoi com légica 2-valuada. No capitulo de notas indicamos como usar
uma espécie de dedugao natural para fazer calculo diferencial com infinitesimais,
e a traducao de demonstracoes feitas dessa forma para demonstragoes cldssicas
passa por uma interpretacao em topoi, usando subpontos para “desfazer” o
quociente Set” — Set¥.

(47) o capitulo sobre o teorema da dedugao mostra como transformar arvores
do sistema DN para o sistema CCC (um sistema dedutivo em que as dedugoes
correspondem as construgdes em categorias cartesinas fechadas) e vice-versa;

(48), (49) a primeira interpretacao natural para DN é a em que os tipos
correspondem a sentengas légicas, e a légica intuicionista é a que considera
como teoremas as sentencas dedutiveis em DN;

(56), (59), (69) a terceira interpretagdo é a que motiva topoi, e usando ela
é que mostramos como interpretar sentencas de primeira ordem num topos e
mostramos que a logica de qualquer topos é pelo menos intuicionista;

(67) a definicio de topos é categdrica: um topos é uma categoria que tem
todos os limites finitos, tem todos os colimites finitos, tem exponenciais e tem
um objeto classificador.

(78) a definigao mais facil (mas ndo a mais a clara) para élgebras de valores
de verdade é categdrica; veja a segao sobre algebras de Heyting no capitulo 6.

(89) a interpretagao logica aceita modelos (i.e., dlgebras de valores de ver-
dade) que nao sdo nem sequer booleanos, sdo s6 intuicionistas. Veja a secdo
6.4.
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Chapter 2

Um pouco de A\-calculo

Quando o A-célculo comegou a ser desenvolvido, nas décadas de 1920 e 1930,
ainda havia dois conceitos de fungao: em um, que hoje em dia se tornou dom-
inante, uma fungdo é um conjunto de pares ordenados, e no outro, que foi
praticamente esmagado, uma funcao é alguma espécie de operacao sobre os seus
argumentos que produz um resultado. O segundo é o que vai nos interessar
mais, e o A-célculo é uma tentativa, bastante bem-sucedida, de formalizéa-lo.

Em A-cédlculo a operagao que recebe uma funcao f e um valor x e retorna
f(f(x)) pode ser expressa como um termo como Af.Ax.f(f x); esse termo estd
numa forma que é completamente independente do dominio e do contradominio
de f e do conjunto onde o z mora. Isso parece 6timo, parece que nos da generali-
dade a beca, mas também traz algumas complicagoes: é possivel expressar como
termos algumas operagoes que sao tremendamente dificeis de interpretar. Por
exemplo, Az.xx representa a operagdo que toma um z (uma fungéo?) e retorna
o resultado de aplica-lo a si mesmo. Nenhuma funcao, daquelas que sao con-
sideradas como conjuntos de pares ordenados, pode ser aplicada a si mesma';
se vamos tentar interpretar termos como fungoes no sentido de conjuntos de
pares é possivel que tenhamos ou que considera-los como fungoes parciais ou
que restringir cuidadosamente os seus dominios...

H&4 uma outra alternativa, que vai funcionar magicamente bem. Se nos
restringirmos a termos tipados nao sé os termos vao ser faceis de interpretar

(em Set 4) como também vamos ter um algoritmo que diz, para quaisquer dois

Ipor outro lado a operacdo “identidade”, que recebe um argumento e o retorna, pode ser
aplicada a si mesma, e o resultado é a prépria identidade...

14
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termos dados, se eles sao equivalentes ou nao. O A-cédlculo restrito a termos
tipados (“A-cdlculo tipado”) é sob muitos aspectos muito mais bem-comportado
que o A-calculo nao-tipado, e vamos nos concentrar na versao tipada, com umas
poucas escapadelas para comentar como as coisas funcionam diferente na versao
nao-tipada.

Agora a idéia mais importante. Os termos sdo entidadas sintdticas finitas
descrevendo operagoes, e as transformagoes que levam termos em outros ter-
mos equivalentes (e portanto descrigoes de operagoes em descrigdes de outras
operagdes equivalentes) sdo transformagoes sintdticas finitas entre expressoes
finitas; uma demonstracao de que duas operagoes sao equivalentes pode ser
dada por uma seqiiéncia dessas transformagoes (explicitamente!), da mesma
forma que uma demonstragdo de que uma sentencga é verdadeira em ZFC pode
ser dada por uma sequéncia finita de outras sentencas de ZFC que constitua
uma “prova” da sentenca original. Cada sentenga da seqiiéncia é finita e os
critérios que dizem se uma sentenca é conseqiiéncia légica imediata das anteri-
ores podem ser expressos de forma puramente sintatica; é uma situagao bastante
parecida com a dos termos equivalentes, s6 que ZFC é muito mais complicado
que A-calculo...

O que vamos fazer é usar o A-célculo como a fundagao para uma outra teoria
dos conjuntos, da qual ZFC é um modelo. Essa outra teoria é baseada em uma
outra logica, o intuicionismo, que é mais fraca que a légica clédssica, e o mel-
hor modo de introduzir o intuicionismo é através de uma certa conexao entre
ele e o A-cdlculo: o isomorfismo de Curry-Howard, que diz como interpretar
termos de A-célculo tipado como demonstracoes em célculo proposicional in-
tuicionista e vice-versa. Até o fim do capitulo 7 vamos sé entender como ver
0 nosso conhecido Set 4 sob a Otica dessas novas fundagGes; depois na segdao
(6.4) vamos ver rapidamente uma algebra de valores de verdade que é “estri-
tamente intuicionista” (ou, mais corretamente, “nao-booleana”), no sentido de
nao obedecer =—a — a. No capitulo 8 surgem modelos para essas fundagoes nos
quais podemos interpretar infinitesimais; esses modelos sao bastante simples e
podem ser entendidos sem precisar de muito material dos capitulos anteriores.
Nos capitulos de notas vamos introduzir os topoi, que sao modelos muito mais
gerais para as fundacoes novas; Set 4 e os modelos com infinitesimais, Set',

Set” e Set” sio topoi, e hd outros topoi mais complicados, por exemplo os
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Set?, em que a logica é nao-booleana.

O nosso primeiro modelo para A-célculo tipado se chama A 4 e é essencial-
mente Set 4 com um pouco de estrutura a mais. Na verdade nao temos um sé
A4 e sim vérios: um é o modelo canénico, em que as constantes de cada tipo
vao corresponder exatamente aos pontos daquele tipo em Set 4, e em que o con-
junto das constantes é disjunto do conjunto das varidveis; os outros sao modelos
nao-canonicos, e neles cada constante de tipo « vai estar associada a um ponto
do E,, mas a funcao que leva as constantes nos pontos associados a elas nao
precisa ser nem injetiva nem sobrejetiva; além disso um modelo nao-canénico
pode ter simbolos que representam ao mesmo tempo constantes e variaveis.

Um modelo A 4 é formado por um conjunto de termos, uma fungéo de inter-
pretacao (que na verdade é uma funcao parcial), e uma relagdo de equivaléncia
entre os termos, chamada de A\@n-equivaléncia, que é induzida por uma relagao
de reducgao entre termos. A interpretacao vai ser definida primeiro nos termos
atomicos, depois nos termos fechados (que vamos definir na segdo 2.3) e de-
pois nos outros termos. Quanto aos termos, eles vao ser formados a partir dos
termos atomicos (que sdo as constantes e as varidveis) por duas operagoes, a
aplicacao, que vai corresponder a aplicacao de uma funcao a um valor em Set 4
(por exemplo, (,/)
que é uma espécie de inversa da aplicagdo: néo s6 Az.(fz) vai ser equivalente

NN vai ser equivalente a 2 no modelo), e a abstracgao,

a f, como se ¢ é uma expressao (i.e., um termo) entdo (Ax.¢)a vai ser equiva-
lente a expressao obtida substituindo-se cada ocorréncia de x em ¢ por a; por

exemplo, (Az.((+)(x))(/(2)))(4), (H)(4))(/(4)), ((+)(4))(2) e 6 sio termos

equivalentes no modelo. Estamos enfatizando que algumas dessas equivaléncias

sao “no modelo” porque temos também a outra relagao de equivaléncia, a A\Gn-
equivaléncia, que é mais fraca que a equivaléncia no modelo e é puramente

sintatica, i.e., nao depende dos valores atribuidos as constantes.

2.1 Termos

O conjunto de termos é gerado a partir do conjunto de termos atdomicos e das
duas regras de formagao de um modo bem parecido com como geramos os tipos
de A* a partir dos tipos atomicos, mas os termos de A 4 vao ser todos tipados:

cada termo de A 4 tem exatamente um tipo, que é um tipo de A*; vamos definir
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T, como sendo o conjunto dos termos de tipo «, e o conjunto dos termos de A 4
T,.

Termos atéomicos. Para cada tipo a vamos ter um conjunto V,, infinito

vai ser (J, e 4+
enumeravel de varidveis de tipo «, e um conjunto C\,, possivelmente vazio, e nao
necessariamente disjunto de V,, de constantes de tipo a. A unido desses dois
conjuntos, A, = C,UV,, é o conjunto dos termos atémicos de tipo . Durante
este capitulo vamos chamar termos atomicos de simbolos. Simbolos que sao s6
variaveis sao chamados de varidveis puras, e simbolos que sao s6 constantes sao
chamados de constantes puras.

Toda vez que um simbolo aparecer com um superscrito, como em f&—%,
vamos estar querendo dizer que ele é do tipo indicado pelo superscrito. Esse
superscrito é chamado de anotacao de tipo, e muitas vezes vai ser omitido.
Vamos usar anotagoes de tipo também em termos.

Regras de formagao de termos. As regras de formacao sao as seguintes:
se a® é um termo de tipo a e p*~# é um termo de tipo o — 3, entdao p* o
é um termo de tipo 3; e se ¥” é um termo de tipo 3 e z é uma varidvel (ndo
um termo!) de tipo «, entdo A\z®.4)% é um termo de tipo o — f3.

A regra que vamos usar para omitir parénteses é que a aplicagdo sempre
comeca a partir da esquerda e nao precisa de parénteses quando s6 ha dois
termos envolvidos, i.e., abcd quer dizer ((ab)c)d e escrevemos fx ao invés de
f(z); além disso a abstracdo comega a partir da direita e “acontece depois
das aplicagoes”: Az.Ay.Az.abed é Ax.(Ay.(Az.((ab)c)d)). Para evitar maiores
complicacoes, quando um termo obtido por abstragao aparecer a direita numa
aplicagdo ele sempre vai aparecer entre parénteses; por exemplo, escrevemos
a(Az.w) ao invés de a A\z.w.

Vamos definir a drvore de formagao de um termo da mesma forma que defin-
imos a arvore de formagao de um tipo, e, como fizemos no caso das arvores de
formacao de tipos, vamos pular a definicao formal e dar s6 um exemplo. Se x tem
tipo a, f tem tipo a — b e g tem tipo b — ¢, a arvore de formagao de Az.g(f(x))
é a da esquerda na figura abaixo; nds vamos sempre por os tipos numa arvore
separada (no caso, a da direita) ao invés de grudar as anotacoes de tipos nos
termos (poderfamos ter escrito, por exemplo, z¢, f*~° g*=¢ (Az.g(f(z)))?~°).
Ao longo do texto as arvores de tipos vao se tornar cada vez mais importantes

que as de termos, e é por isso que escolhemos por os parametros a esquerda das
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fungoes nas barras de aplicagao: porque a arvore de tipos correspondente fica

com uma estrutura melhor.

z f a a—b

f@) g Y

9(f (@) c
Az.g(f(x)) a—c

Os termos que aparecem nos nds da arvore de formacao de um termo ¢ — e
que portanto correspondem a trechos de ¢ — sao chamados de subtermos de .
Um subtermo « de ¢ junto com o né em que ele aparece (e portanto o trecho a
que ele corresponde) é chamado de uma ocorréncia de « em . Cada ocorréncia
de um sfmbolo x em ¢ estd ou presa (e se estiver presa estd presa a um certo Az)
ou estd livre, e o processo para decidir isso é o seguinte: comece no né em que
esse x ocorre, e va descendo uma barra por vez. Se vocé atravessar uma barra
de abstracao cuja varidvel no A seja exatamente o x, pare; aquela ocorréncia do
x estd presa a esse A. Se isso nao acontecer até vocé chegar na raiz, entao aquela
ocorréncia do x estd livre. Um exemplo: em (Az.fz(Az.x)x)z, a primeira e a
terceira ocorréncias do x estao presas ao primeiro A; a segunda esta presa ao
segundo A e a quarta (e tltima, j& que os xzes nos Az nao sao considerados
ocorréncias do x!) estd livre.

E evidente que constantes puras nao podem estar presas.

2.2 Reducao

Termos limpos. Dizemos que ¢ é um termo limpo se cada variavel z abstraida
em @ s6 é abstraida uma vez, e se todas as ocorréncias de z em ¢ estao pre-
sas. Por exemplo, nem (Az.fx(Az.z)x)x nem f(Ax.a)(Az.b) e nem f(Az.a)x sdo
limpos, mas (Ay.fy(Az.2)y)z, f(Az.a)(Ay.b) e f(Ay.a)x sdo.

a-conversao. Se ¢ e ¥ sdo dois termos, dizemos que ¢ se a-converte a
em um passo se ¢ e 1 tém a mesma arvore de tipos e a seguinte coisa acontece:
existem varidveis = e y tais que Ax ocorre em @ e nem y nem Ay ocorrem
em ¢, e ¥ é obtido a partir de ¥ substituindo uma ocorréncia de Az por Ay
e cada ocorréncia de x que estava presa por aquele Ax por y. Por exemplo:
(Az.fx(Az.x)x)x se a-converte a (Ay.fy(Az.z)y)r em um passo; a(Az.b) se a-

converte a a(\y.b) em um passo.
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E facil ver que qualquer termo pode ser convertido num termo limpo através
de uma seqiiéncia de a-conversoes; além disso, qualquer subtermo de um termo
limpo também é limpo.

Uma relagao de reducao (ou de conversdao) em um passo induz uma relagéo
de reducao e uma de equivaléncia dos jeitos ébvios: um termo se reduz a outro
em n passos se existe uma seqiiéncia de n redugdes em um passo indo do primeiro
termo ao segundo; um termo se reduz a outro se se reduz em n passos, para
algum n € N (onde para nés N inclui 0); um termo é equivalente a outro se
existe uma seqiiéncia de termos indo de um ao outro em que entre cada dois
termos consecutivos da seqiiéncia ou um se reduz ao outro ou o outro se reduz
ao um.

b-reducgao. E muito trabalhoso definir a B-reducao em termos nao-limpos
(consulte [HS], p.7, para os detalhes), mas a definigdo que s6 se aplica a termos
limpos vai ser suficiente para nés. Se ¢ é um termo limpo e (Az.¢))x é um
subtermo de ¢, entao dizemos que ¢ se S-reduz a ¢’ em um passo se ¢’ é obtido
a partir de ¢ substituindo uma ocorréncia de (Az.1)x por ¥[z\x], onde ¥[z\x]
é simplesmente uma notacao formal para o termo obtido substituindo-se cada
ocorréncia de x em 1 por x; por exemplo, ((+)yy)[y\(,/4)] = (+)(,/4)(/4),
e (A\y.(+)yy)(,/4) se f-reduz em um passo a (+)(,/4)(,/4).

n-redugao. Se ¢ é um termo limpo, Az.yz é um subtermo de x e x nao
ocorre em 1), dizemos que ¢ se n-reduz a ¢’ se ¢’ é o termo obtido substituindo-se
uma ocorréncia de Ax.)xz em ¢ por .

ABn-reducao e \Gn-equivaléncia. Dizemos que um termo ¢ se Agn-reduz
a 1 em um passo se p se a-converte a ¢ em um passo, ou se [G-reduz em um
passo, ou se 7-reduz em um passo a . A partir da defini¢do de A@Bn-redugao em
um passo definimos do jeito natural o que é um termo se AGn-reduzir a outro e
o que ¢ dois termos serem Af3n-equivalentes. Como essas sao as relagoes que nos

interessam mais vamos ter notagoes especiais para elas: p—1) se ¢ se \Gn-reduz

a1, e p =1 se p é Afn-equivalente a 1.

2.3 Termos irredutiveis

Vamos dizer que um termo é irredutivel se ele é limpo e nao aceita nenhum passo
de (-reducao e nenhum passo de n-reducao; ou seja, um termo é irredutivel se é

limpo e ndo tem subtermos nem da forma (Az.¢)y nem da forma Az.§ x, onde o =
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nao ocorre em £. Por exemplo: 2, x, (+)((—)52)((—)52) e A\f.Ag. M. f(Ax.g(hx))
sao irredutiveis.

Sera que qualquer termo pode ser A\@n-reduzido a um termo irredutivel?
Serd que esse termo irredutivel é tnico (médulo a-conversido)? Para A-célculo
tipado a resposta para essas duas perguntas é “sim”; vamos dar s6 uma idéia
da prova, e o leitor interessado em mais detalhes pode consultar os capitulos
4 e 6 de [GLT] e o apéndice 2 de [HS]. Em primeiro lugar, vamos definir uma
sequéncia de redugoes comegando num termo g como uma seqiiéncia de termos
©o,¥1, - - -, finita ou infinita, em que na passagem de cada termo para o seguinte
ou damos um passo de #-redugao, ou damos um passo de n-redugao, ou passamos
de um termo nao-limpo para um termo limpo via uma a-conversao. 1) possivel
ver que para qualquer termo ¢y sempre existe uma seqiiéncia de redugoes finita
indo dele para um termo irredutivel ([GLT], cap. 4), e que também nao existem
seqiiéncias infinitas de redugoes comegando de um termo ([GLT], cap. 6); exceto
pela escolha dos nomes das varidveis nos passos de a-conversao ha apenas um
nimero finito de termos que podem seguir um certo termo de uma seqiiéncia
de reducoes, e portanto hd, médulo a-equivaléncia, apenas um numero finito
de termos acessiveis a partir de um termo ¢ por seqiiéncias de redugoes; idem
para seqiiéncias genéricas de ABn-redugoes.

Exemplo: (A.(+)z x)(Ay.(—)y 2)5. Cada seta do diagrama abaixo é um passo
de a-conversao ou de -redugdo. Note que como (+) e (—) sdo constantes ainda
nao temos regras que permitam reduzir (—)52 a 3 e (+)33 a 6; as regras desse

tipo vao vir da interpretagao no modelo.

(WX +xx)((\y.=y2)5)

X,
-
<
I
<
n
-«
=
<
I
<
n
o

Fato: a A@n-redugao obedece o que chamamos de propriedade do diamante
(ver [HS], apéndice 2): se um termo A se ABn-reduz a B e a C, entéo existe um

termo D tal que B—~D e C— D; veja a figura abaixo a esquerda. Isso é suficiente

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br



CHAPTER 2. UM POUCO DE A-CALCULO 21

para garantir que se dois termos ¢ e Y sao Afn-equivalentes entao existe um
termo y tal que p—»x e Y—x: por exemplo, na figura abaixo a direita temos um
caso em que A = G porque A« B—+C«D—»FE—F«(G, e para conseguirmos um
termo L tal que A—~L e G—L nés “completamos os diamantes” do diagrama

obtendo os termos intermediarios H, I, J e K, e, por fim, L.

/\/\
R \/\/\/
PN \/\/
B C J K
N, N7

Dai é imediato ver que para cada termo ¢ existe exatamente um termo
irredutivel (médulo a-equivaléncia), 1, ao qual ¢ se reduz: se Y—1)1 e P—»iq,
entao existe Y3 com 113 e Po—mYP3, e essas duas tultimas redugoes sao a-
conversoes; daf ¥ e o sao a-equivalentes.

Com isso ja temos um algoritmo que diz se dois termos sao Af3n-equivalentes:
encontre um termo irredutivel associado a cada um deles, por exemplo montando
seqiiéncias de redugoes comegando em cada um deles e estendendo-as até chegar
a termos irredutiveis; se os dois termos irredutiveis que obtivemos forem a-
equivalentes entao ¢ = 1, sendao nao. Uma conseqiiéncia trivial disso é que o
sistema é consistente: se ¢ e ¥ sao montados s com constantes e aplicagoes,
sem nenhuma abstracao, entao eles ja sao irredutiveis e sao Afn-equivalentes se
e s6 se forem iguais como termos; em particular, se ¢; e ¢y s@o duas constantes
temos ¢; = cg se e sO se tivermos ¢; = ¢s.

Se p—»1 e 1 é irredutivel entao dizemos que @ é a forma normal de ;
a forma normal de um termo é dnica médulo a-equivaléncia. O processo de
encontrar a forma normal é chamado de normalizagao.

Observacao: os resultados correspondentes em A-calculo nao-tipado s@o bem
mais fracos. é possivel provar um lema do diamante para A-cdlculo nao-tipado
e com isso a forma normal, se existir, vai ser inica mdédulo a-equivaléncia,
mas as vezes ela ndo existe: por exemplo, (Az.xzx)(A\y.yy)—(Ay.yy)(Ay.yy) por

B-reducao. Também podemos ter termos ¢ e ¥ nao a-equivalentes tais que
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p—1) e Y— e termos com seqliéncias de reducoes em que aparecem termos de
comprimento arbitrariamente grande.

Ja estamos quase em condigoes de entender a funcao de interpretagao. Pre-
cisamos de duas definigoes auxiliares:

Termos fechados e combinadores. Se todos os simbolos livres de um
termo sao constantes dizemos que ele é um termo fechado; por exemplo, se f
e g sado constantes (mesmo que sejam varidveis também) entdo Az.g(fz) é um
termo fechado. Um combinador é um termo que nao tem simbolos livres, ou
seja, em que todos os simbolos sdo varidveis e estao presos por algum A. Por
exemplo, A\f.Ag.\zx.fx(gx) é um combinador, e Azx.g(fx) ndo. A idéia é que
em Af.AgAx.fx(gz) o x, o f e 0 g estdo fazendo papel de varidveis, ndo de

constantes; vamos ver isso com detalhes em breve.

2.4 Combinadores ao invés de A\

Digamos que para quaisquer tipos «, 8 e 7y nds tenhamos constantes I~
Ko~ (F—a) ¢ §la—(F—7)—((e—=h)—(a—7))  Egsas constantes vao representar cer-
tos combinadores; vamos definir uma operagao ‘*’ sobre termos que substitui

cada ocorréncia delas pelo combinador correspondente. Quando passamos de ¢

para ¢,
cada o~ vira Azx%.x
cada Ko~ (B—a) vira Az P e

cada S(e=@B—=7)—=((a=B)—(a—=7))  vira )\faﬁ(ﬁ—w)_)\ga~6.)\xa.fx(gx).

Dizemos que um termo é um A-polinémio quando ele é formado a partir de
simbolos atomicos s6 por aplicagao, sem abstragoes. Se ¢ é um A-polinémio,
dizemos que ele é um SKI-polinémio sobre a1, ... ,a, quando todos os simbolos
atomicos que aparecem nele sao ‘S’s, ‘K’s ou ‘I’s ou estao na lista ay,... ,ay.

Vamos esquecer temporariamente a distingao entre as constantes S, K e I
e os combinadores que elas representam. Vamos dizer que dois termos ¢ e 1
sdo congruentes (notagdo: ¢ = 1) quando tivermos p* = *; até o fim desta
secao a relagao que vai nos importar é a congruéncia, nao a equivaléncia, porque
queremos entender isto aqui:

Teorema: qualquer termo é congruente a um SKI-polinomio sobre os seus

simbolos livres.
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Vamos descrever um algoritmo que encontra esse SKI-polinémio. Primeiro
é bom entender um pouco melhor como esses ‘S’s, ‘K’s e ‘I’s funcionam. Repare

que eles poderiam ter sido definidos pelas equagoes abaixo:

In ¢ « (“identidade”),
Key & z (“constante”),
Sfgx = fa(gx) (“split”).

Vamos direto para o passo mais dificil do algoritmo. Digamos que temos um
termo da forma Az.p, onde ¢ é um A-polindmio. Queremos uma operagao ‘’
sobre termos que “expulse” as ocorréncias de z em ¢: @ vai ser congruente a

¢z, e al vamos ter A\z.p = Az.¢'z = ¢’. Um exemplo:

(za)(bz) = ((va)(bz))'z

S(wa)'(bu)'s
= 8(S¢'a’)(SVa')a
S(ST(Ka))(S(Kb)T)x

12}

A operacao ¢’ pode ser definida de varios modos. Um deles é este: se p = x,
entdao ¢’ = I; se ¢ nao contém z, entao ¢’ = Ky; se ¢ nao cai em nenhum
desses dois casos entao ¢ é da forma @12, e al definimos ¢’ como S h.

Pra passar para o caso geral definimos para cada varidvel v a operacao [-],
que expulsa os vs de termos que sejam da forma Av.p, onde p é um A-polinémio:
[Az.p], é definida como ¢’, e as outras sao similares. Note que [Ax.¢], = Az.o.
Usando uma operagao dessas em cada abstragao de um termo obtemos o SKI-

polinémio que queriamos. Por exemplo,

Az f(fx) = Mz f(f2)]a]y
= [AfSKS)(SEKHD] s
= S(S(KS)(S(KK)I))(S(S(KS)(S(KK)I)(KI)) .
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O SKI-polinémio obtido por esse algoritmo em geral é horrivel, mas repare
o seguinte: em Set 4 temos, para quaisquer tipos «, § e 7y, pontos de E,_.q,
Ea_,(ﬂ_,a) e E(a_)(/g_,,y))_,((a_,ﬁ)_,(a_,,y)) que sao bons candidatos a serem os
valores de I¢~e, Ko~ (8—a) ¢ gla=(@B=7))=(a=B)=(@=7): para o I, a funcio
que espera um x e retorna o mesmo z (a identidade); para K, a fungdo que
recebe um z e retorna a funcao constante que espera um y e retorna o x que
tinha sido dado antes; e, para o S, a fungao que espera um f, depois um g e
depois um z, e retorna o resultado de fz(gz). Se um termo ¢ é fechado e cada
uma das suas constantes livres corresponde a um ponto de Set 4 (com o tipo
adequado) ent@o temos um ponto de Set 4 candidato a ser o valor de ¢: obtenha,
por esse algoritmo, um SKI-polindmio congruente a (; calcule o “valor” dele
interpretando cada aplicagdo entre termos nele como a aplicacao natural em
Set 4. Nao é nada 6bvio que esse modo de atribuir valores a termos seja bem-
comportado — seria preciso ver, por exemplo, que dois termos equivalentes sao
associados ao mesmo valor — mas esse argumento ja d4 uma indicagao, ainda
que vaga, de que todo termo fechado deve ser interpretavel. Na proxima segao

vamos ver um modo muito melhor de chegar & funcéo de interpretacao.

2.5 A interpretacao dos termos no modelo

Seja []" uma funcao qualquer que atribua valores com os tipos certos s con-
stantes de A4, ou seja, uma fungdo com dominio (J,c 4- Co que leve cada con-
stante ¢® € C, em um ponto [¢*]" € E,. Queremos estender essa [-]’ a uma
funcao parcial [-] que obedega as seguintes condigoes:

Condigao sobre os termos atémicos: [-] coincide com [-]" sobre os termos
atomicos, i.e., [co] = [ca) para toda constante ¢® e [v,] ndo estd definida se v®
é uma variavel que nao é uma constante;

Condigao sobre a aplicacio: se [a®] e [p®~F] estdo definidas entdo
[P a”] estd definida e vale [0®~P)([a®]);

Condicao sobre a abstracao: essa fica mais facil de definir se ¢ for ao
mesmo tempo uma varidvel e uma constante e se o conjunto das constantes
puras de tipo « contiver uma constante para cada ponto de E,; vamos supor
que cada constante dessas seja representada pelo préprio ponto correspondente
de E,. Nesse caso a condigo fica sendo a seguinte: se ¢ é um termo limpo e

[¢7] estd definido, entdo [Az.¢P] é a funcio f de E,_ s que leva cada a® € E,,
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(que, repare, também é uma constante de C,,) em [p? [z\a®]].

Condicao sobre a A\@n-equivaléncia: se ¢ e v forem dois termos ASGn-
equivalentes entao [p] = [¢], isto é, ou [p] e [¢)] sdo ambas definidas e tém o
mesmo valor ou sao ambas indefinidas.

Minimalidade: dentre todas as fungdes parciais [-] que obedecam as quatro

condigoes acima vamos tomar a que tenha o menor dominio possivel.

O fato é que para qualquer atribuigdo de valores para as constantes, [-], a
extensdo [-] existe e é tnica; além disso os termos interpretdveis por ela (i.e.,
os em que a fungdo parcial [-] estd definida) sdo exatamente os termos fecha-
dos. Nao vamos demonstrar nada disso, sé dar alguns exemplos esclarecedores.
Seja p = (A2 2™ f(fx))(Ay™.(+) y2). Podemos usar a condigdo sobre a
ABn-equivaléncia e normalizar ; com isso [p] = [Az™.(+) ((+)x2)2]. Sub-
stituindo 2™ por cada natural em (+) ((+)x2)2 e calculando [(+) ((+)02) 2],
[(+) ((+)12)2], etc (usando a condi¢do sobre a aplicagido) vemos que [p] é a
fungao que leva cada natural na soma dele com 4. Outro modo de obter [¢]
teria sido ver que [Ay™.(+)y2] é a funcdo n — n dada por y — y + 2, e apli-
cando essa fungao duas vezes a cada valor de x em [Az™.f(fz)] terfamos obtido
de novo que [¢] é  — x + 4. Por outro lado, se tivéssemos tentado interpretar
o =A™ f(f2)(Ay™.(+) yu™), onde v™ é uma varidvel pura, terfamos
sempre esbarrado em alguma situacao em que precisariamos ter um valor para
[v™] para obter o valor de [¢']; usando a condigdo de minimalidade é possivel

ver que [p'] tem que ser indefinida.

2.6 As reducgoes e a arvore dos tipos

Vamos retomar um exemplo que apareceu na se¢ao 2.1: a arvore de formagao

do termo Az.g(f ) e a sua drvore de tipos.

xz f a a—b

flx) g b b—c

9/ @) c
xeg(f(2)) P

Digamos que z, f e g sejam constantes; o xr tem que ser também uma
varidvel, mas o nosso sistema permite que simbolos sejam ao mesmo tempo

variaveis e constantes. O valor de fx é obtido a partir do valor de = e do de f
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por aplicacao, e dai, pelo menos a principio, o valor de f x depende dos valores
de z e de f. Da mesma forma, o valor de g(f x) é obtido a partir dos de g e
de fx, e depende desses valores; como o de fx é obtido a partir dos valores
de f e de z, podemos considerar que o valor de g(f ) depende dos de z, f e
g, e, alids, s6 depende desses valores, ja que a operacao de aplicagao esta fixa.
Assim, podemos interpretar a drvore de formacao de g(f x) como descrevendo
um procedimento que a partir dos valores de x, f e g obtém o valor de g(f z);
munidos de valores para x, f e g nds seguimos as instrugoes dadas pela arvore,
obtemos alguns valores intermediarios e no final obtemos o valor que queriamos,
alids, o valor que a arvore diz ser o valor de g(f x).

As barras que correspondem a aplicacoes sao bem faceis de interpretar, mas
as que correspondem a introducoes de ‘A’s s@ao bem piores. A barra acima do

<

Ax.f(gx), por exemplo, diz o seguinte: “...considere a &rvore acima do f(g )
como um procedimento que leva cada valor de  num valor de f(gz); vamos
supor que os valores de f e de g estejam fixos. Entao, por propriedades de Set 4,
sabemos que existe exatamente um ponto do espaco E, .. que corresponde a
uma funcdo que se comporta exatamente como esse procedimento; o valor de
Az.f (g x) vai ser exatamente esse ponto desse espaco de funcées.” E sem ditvida
uma operagao estranha, embora conveniente. Pra vermos a que ela corresponde
quando passamos para arvore dos tipos, veja primeiro o seguinte: o valor de
f(gx) depende do de x, mas o de Az.f(gz) ndo, j& que em Ax.f(gx) o z foi
transformado em varidvel?2. Antes o valor de um né dependia dos valores de
todas as folhas acima desse nd, mas agora algumas dessas folhas podem ser
descartadas, e s6 importam o valor das outras, a estrutura da arvore, e os tipos.
Vamos marcar essas folhas cujo valor deixa de importar com colchetes e com um
nimero associado & barra, como na figura abaixo; a idéia é que se estamos abaixo
da barra 1 as folhas [z]! foram “podadas” e nio indicam mais dependéncias,
mas acima da barra 1 cada folha [z]! conta como uma dependéncia, e a gente

ignora os colchetes.

20s xzes marcavam lugares onde entrava uma determinada constante, mas agora marcam
lugares por onde vao passar todos os valores possiveis de x. Compare com o que acontece no
capitulo 7, onde falamos sobre os infinitesimais universais.
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L) f ]! a—b
J@) 9 b b=e
o(f@) c
og(f(@) ! aoc!

Na arvore dos tipos os colchetes tém uma interpretacao muito interessante.
Lendo cada tipo como uma proposicao verdadeira, a arvore diz que se a é verdade
e a — b é verdade entao b é verdade, e se b é verdade e b — ¢ é verdade entao c é
verdade, ou seja, a partir de a, de @ — b e b — ¢ conseguimos deduzir ¢. Abaixo
da barra o a é descartado, e podemos ler o que sobra como “se a — b é verdade e
b — cé verdade, entdo a — ¢ é verdade”. Conseguimos uma regra que a partir de
uma dedugao de ay A A. . . i, = B nos dd uma dedugao de asA. .. ay, = (@ —
() que é s6 um passo maior que a deducdo anterior! E verdade que essa regra
soa artificial quando é vista em arvores, mas temos que nos lembrar que estamos
tentando carregar o tempo todo a estrutura das demonstracoes, nao apenas o que
foi demonstrado; além disso vamos encontrar uma correspondéncia entre termos
de A-célculo e demonstragoes, e se identificissemos todas as demonstragoes que
tivessem as mesmas premissas e a mesma conclusao cairfamos num sistema
pobre demais.

Nés vamos estudar esses sistemas em que os tipos sao proposicoes a partir
do préximo capitulo; eles sao as “interpretagoes logicas”, em oposicao as “inter-
pretagoes funcionais”, mas agora queremos ver duas outras coisas: a primeira,
que vamos mencionar s6 de passagem, é que é possivel reconstruir um termo,
moédulo a-equivaléncia, a partir da sua drvore de tipos (com a indicacao de
quais folhas estdo associadas a que barras) e dos termos atéomicos em folhas

nao-descarregadas. Por exemplo,

[2* (+) m? n—@m—mn) ma]* ()
[ (H)= [n]? n—n ma]®  (+)mo
(H)zx n (+)mamy
Ay.(+)zx n—n Ang.(+)ns noy
Az Ay (+)zx n—mn-—mn Ag. Any . (+)ng 0o

4 ~

A segunda coisa é que as nogdes de redugdo e equivaléncia entre termos

sugerem nogoes de reducao e equivaléncia entre dedugbes. Por exemplo, ja
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que (Az.fz(gx))(hy) = f(hy)(g(hy)) (por uma G-reducdo), entdo podemos

considerar que as arvores de tipos correspondentes sao equivalentes,

[z]' g [«]' f [@' a—b [a' a— (b0
gx fz b b—c

y h fx(gx) d d—a c

hy Azx. fz(gx) a a—c

(Az.fz(gz))(hy) c
y h y h d d—a d d—a
h_y g h—y f a a—b a a— (b—c)
glhy)  f(hy) b b—ec
f(hy)(g(hy)) ¢

e vemos que passamos da drvore de tipos de ¢ = (Az.fz(gz))(hy) para a de
¢ = f(hy)(g(hy)) pegando a drvore sobre o a em ¢, grudando uma cépia dela
em cada uma das folhas a descarregadas pela barra 1, e juntando o ¢ abaixo do
a — ¢ com o ¢ acima do a — ¢, descartando tudo o que havia entre os dois. E
como se os ‘[a]!’s fossem buracos que esperam uma demonstragao de a; em ¢ a
demonstracao de a é dada ao lado do a — ¢, em ¢’ ela é plugada diretamente

nos buracos.

2.7 Atribuicao de tipos a termos nao-tipados

Tome um combinador, digamos (Az® \y?.z®*)*—(0—a)

, € apague as anotagoes de
tipo das suas varidveis: da Ax.\y.x. Vamos supor que varidveis que eram difer-
entes com as anotagoes de tipo continuam diferentes mesmo sem as anotagoes;
na verdade o que é importante mesmo é que as ocorrréncias das varidveis con-
tinuem presas pelos mesmos ‘A’s de antes, o que nao acontece por exemplo em
Az® Azl .z v Az \x.x.

Agora tente por as anotagdes de tipo de volta, de novo tomando o cuidado
de fazer com que as ocorréncias das varidveis continuem presas aos mesmos
‘A’s. Pode haver varios modos de fazer isso: Az.\y.z pode ser tipado como
Az Ayb.2®) o= - como (Axc Ayd.x€)e~ (@79 . de fato, como (Az®.\yP.
xo‘)aﬂ(ﬁﬂa) para qualquer escolha de tipos a e (3, e de nenhum outro modo.
Nesse caso dizemos que o — (8 — «) é o esquema principal de tipos do termo

ndo-tipado A\x.\y.x; esses «a e 3 fazem o papel de varigveis de tipo ([HS], p.173).

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxOmat.puc-rio.br



CHAPTER 2. UM POUCO DE A-CALCULO 29

Poderiamos ter definido a operagao de apagar tipos e depois po-los de volta
também para termos com constantes livres; ai nés nao apagariamos os tipos das
constantes, e definiriamos uma nogao de esquema principal de tipo que valeria
para quaisquer termos tipados. O fato é que todo termo de A-cédlculo tipado
tem um esquema principal de tipos, nao sé os combinadores; mas sé os termos
que sao equivalentes a combinadores tém esquemas principais de tipos em que
s6 aparecem variaveis de tipos.

Em A-calculo nao-tipado ha combinadores que nao admitem um esquema
principal de tipos e que portanto nao sao termos tipados com tipos apagados.
Por exemplo, tome A\z.xz; se ele fosse tipavel o primeiro x no subtermo x x teria
que ter um tipo da forma o — (; ai o segundo teria que ter tipo « e o tipo do
primeiro x teria comprimento estritamente maior que o tipo do segundo x, um
absurdo.

Na verdade nds sé estamos discutindo esquemas principais de tipos para
motivar um pouco uma afirmacao que vai ser feita na proxima segao: que cer-
tas constantes estranhas que vamos introduzir devem ser consideradas como

combinadores, exatamente como os S, K e I. Vamos em frente.

2.8 AV, Tel

No modelo candénico A 4 temos constantes que, pelo menos aparentemente, vao
nos permitir lidar com tipos contendo os conectivos A, V, T e L. Elas sao essas
aqui: para todos os tipos «, 3 e 7,

Po—(B—anrB) 4 funcio formadora de pares;

aNf—a s X : : d da d .
™ , @ projecao na primeira coordenada de u pars

A .~
Ty B=B a4 projecio na segunda coordenada;

k7P 4 inclusdo natural de B, em E, 11 Eg;

k5P a inclusio natural de Eg em E, 11 Eg;

D= = ((B=N=(aVF=7)) o operador “definicio por casos”:
TT, o tnico ponto de ET;

V1= a tnica funcdo de E| = @ em E,.

Para todas as constantes a®, b®, p®"3, fo=v, ¢f=7 VB T e vl—? as
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seguintes equacoes valem no modelo A 4:

[m1(P ab)] = [a]
[m2(P ab)] = [b]
[P(m1p)(m2p)] = [p]
[(Dfg)(k1a)] = [f a]
[(Dfg)(k2b)] = [gb]
[(Dr1k2)u] = [u]
[t] = [T]
[v] = [V]

Na secao 2.4 nés definimos uma relagao de congruéncia entre termos, =2,
que respeitava certas equagoes simples envolvendo constantes; por exemplo,

~

tinhamos Sfgr = fa(gx). Serd que podemos definir uma outra relagdo de
congruéncia, &', que respeite equacoes como as da lista acima? Vamos querer
que essas equacgoes valham com a, b, f, g, u, t e v termos quaisquer, i.e., que

tenhamos

para quaisquer termos a, b, p, f, g, u, t e v com os tipos certos; note que
a congruéncia € sintatica, i.e., é entre termos, nao entre pontos do modelo.
[a¥]

Também vamos querer querer que a relacdo =’ seja consistente, i.e., que ela

nunca diga que x =’ y quando x e y forem duas constantes diferentes; também
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~

gostarfamos de ter uma propriedade como normalizacao forte para =’ ou seja,
gostariamos que = viesse de uma nocao de reducao, e alids se tivéssemos essa
nocao de reducao seria facil mostrar que =’ é consistente.

Nao é nada ébvio que uma nogao de redugao dessas exista. Usando a regra
para o V podemos até dar uma “pseudo-demonstracao” de que quaisquer duas
constantes do mesmo tipo sao congruentes: se a; e as sao duas constantes de
tipo o e L é uma constante de tipo L (um ponto do conjunto vazio E ), entao
a; = (AL.ap)l & V7ol = (Xl.ap)l = ay. Essa pseudo-demonstracio
continuaria valendo se trocassemos a constante | por qualquer outro termo de
tipo L; para a relacao de congruéncia ser consistente vai ser preciso que nao
haja nenhum termo de tipo L.

O fato é que vai existe uma nocao de redugdo razodvel, mas vai ser muito
mais natural vé-la sobre dedugoes, que sao o tema do préximo capitulo, do que
sobre termos; por enquanto vamos nos concentrar em outras coisas. Considere o
termo F (“flip”), definido como Ap.P(mwap)(71p); como vamos considerar que as
constantes P, my, mo, K1, k2, D, T e V sao combinadores entao F nao tem nem
varidveis livres nem constantes livres e também é um combinador. O que esse
combinador F faz é pegar um par p, digamos, p®*?, e retornar um outro par
montado com as duas componentes de p na ordem trocada. Vamos ver como
isso fica na arvore de formacao de F e na arvore de tipos correspondente. A

arvore de formagao é essa:

L [p]" m o

)" m™ mp P

™p P (m2p)
P (map)(m1p)

Ap.P(map)(m1p)

Estamos pondo barras acima de w1, mo e P para ressaltar que eles sao com-
binadores e ndo constantes ou variaveis das quais o F dependa. A &rvore dos
tipos para essa arvore de formagao fica enorme, entao introduzimos uma abre-
viagao, as “regras F”: se C' é um combinador entdo passa a ser permitido formar
Cajas . ..a, direto a partir de aq, as, ... , a, usando uma barra sé,

a1 Q2 Qp

Fe
0041042 NN 6 7%

ao invés de sermos obrigados a fazer as aplica¢oes uma por uma. Usando regras
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F o combinador F tem essas arvores de formagao e de tipos,

1 1 Ab 1 b 1
L U Y Y
Top TP F b a
P(mop)(mp) " bha
Ap.P(map)(mip) aNb—bAa

que deixam bem mais claro como ele funciona.

A definigao do combinador F poderia ficar mais expressiva se a escrevéssemos
como A(a, b).P(ms(a,b))(m1(a,b)); como a virgula nao faz parte dos simbolos que
a gente usa em A-cdlculo o (a,b) bem poderia ser um nome (estranho!) para
uma varidvel. Melhor ainda: se ficar claro pelo contexto que o simbolo a é s6
uma abreviatura para 71 (a,b) e que b é s6 uma abreviatura para 7 (a,b) entdo
o flip vira A(a,b).Pba — e af um passo natural seria definir (b, a) como Pba, e o
flip poderia ser escrito como A(a, b).(b,a). Um grande problema pra chegar até
al é que é necessario saber quais objetos sao os “objetos-base” a partir dos quais
os outros tém que ser definidos; se nao tomarmos cuidado com isso podemos
definir (a, b) como Pab, a como 71 (a, b) e b como m2(a, b); uma definigao circular.
No capitulo 4 a gente vai comegar a ver como escapar disso; no fim do capitulo
3 vamos ver um monte de situacoes em que seria bom ter regras dessas, mas 14

a gente vai ter que se virar usando o bom senso.

2.9 Polimorfismo

Nesta secao vamos introduzir, muito brevemente, um assunto que parecia estar
sempre sendo mencionado nas entrelinhas das se¢oes anteriores: em que sentido
dois termos que ficam iguais quando apagamos as suas anotagoes de tipos sao
“0 mesmo termo”? E possivel formalizar melhor o que seja “mudar o tipo”
de um termo? O que sdo as varidveis de tipo? Nos ja sabemos que podemos
tentar resolver isso esquecendo as anotagoes de tipo e passando para A-calculo
nao-tipado, mas essa solugao é péssima, porque o sistema nao-tipado é muito
menos bem-comportado que o A-calculo tipado; gostariamos de encontrar um
sistema intermedidrio que fosse mais expressivo que o nao-tipado mas que ainda
tivesse propriedades de normaliza¢ao boas.

Existem extensdes do A-célculo tipado, por exemplo o “sistema F”, de-

scrito em [GLT], que admitem varidveis de tipo. Além do A, que abstrai
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simbolos atomicos, fazendo com que eles deixem de ser constantes e passem
a ser variaveis, o sistema F tem uma operacao A que abstrai tipos constantes e
os transforma em tipos variaveis; ela tem uma operagao complementar, corre-
spondente a aplicagao usual, que toma um termo construido com A e um tipo e

substitui as variaveis de tipo presas pelo A pelo tipo dado. Por exemplo, tome
= Az ApAf.P(m1p)(f(map)):

@ [z A a)?
p* mp [f]' [xAa*  a [a — 0!
mp  f(map) T b
P(m1p)(f(m2p)) T Nb )
Af-P(mip)(f(m2p)) (a—1b) = (xAD)
Ap AfP(mip)(f(map)) zNa— ((a—0b) = (zAD))

Az Ap AfP(mp)(f(mep))  z= (xNa—((a—b) = (zAD)))

Esse termo ¢ tem tipo x = (xAa — ((a — b) — (xAD))), e 0 que a seta ‘=’
diz é que @ espera primeiro um tipo (um “ponto do espaco de tipos”?) para fazer
o papel de z; depois que o ¢ recebe um tipo desses, digamos, T, ele retorna
uma funcao que espera um par de tipo ¢ A a e uma fungao de tipo a — b, e que
retorna um par de tipo cAb. Ou seja, ¢ T, tem tipo cAa — ((a — b) — (cAb)).

Um termo formado com a operagao A é chamado de um termo polimdrfico.
Né6s nao vamos ver nem os detalhes mais basicos sobre eles, como quais sao
exatamente as suas regras de formacao e de redugao. Basta que o leitor saiba
que existe uma regra de abstragao de tipos que é admissivel, i.e., nao gera
contradi¢oes nem igualdades demais; existe um sistema com essa regra (o sistema
F) que é fortemente normalizével, e esse sistema ja foi muito bem estudado;
varias linguagens de programacao modernas, como Haskell e ML, sao baseadas
nele.

As constantes P, 7y, mo, D, k1, k2, T e V que usamos para introduzir
A, V, T e L no sistema de tipos de termos podem ser vistas como constantes
polimorficas, obedecendo certas equagOes polimérficas, mas nao é necessario
entendé-las desta forma. No capitulo sobre categorias varias operacoes naturais
vao ter um ar bastante polimorfico, mas 14 também vai ser mais conveniente
entender a substituicao de tipos como algo informal, a ser feito caso a caso. O
tnico ponto do texto em que polimorfismo vai ser realmente importante vai ser

na segao sobre parametricidade no capitulo de notas, em que descrevemos um
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teorema impressionante sobre termos polimérficos, que gostariamos de saber
adaptar para o sistema com a regra da derivada.

Ou seja, esta segao foi s6 uma curiosidade, e nao precisa ser bem entendida.
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Chapter 3

Deducao natural

Se cada barra de uma arvore de tipos A é a aplicacao de uma das regras abaixo

dizemos que essa arvore A é uma deducgao no sistema DN.

[a] A
a a—f B
3 —E a%ﬂ_)l
aAp alp a p
NEq 3 NEo anp NI
@] A [8] B
aVvp Y Y a &)
v VE avﬁvh ozvﬂvl2
1
— 1E
[0
FTI

Essas barras duplas sao novidade; vamos explicé-las agora. Considere uma
arvore que tem o tipo 3 como raiz. Se o tipo de cada folha nao-descarregada

dessa arvore aparece na lista aq, ... , a,, entao ndés vamos nos permitir abreviar

essa arvore como

35
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aq oo Qp
5 ;
a idéia é que uma barra dupla dessas representa uma deducao de [ a partir das
hipéteses aq, ..., a,. Por exemplo, na figura abaixo nas duas linhas a primeira

arvore pode ser abreviada como a segunda,

a a—b
b b—e¢c a a—b b—ec

C C

b b—c [a' a—b b—c
c c
a—c a—c

e vamos permitir ainda uma outra abreviagao: podemos usar uma letra maidscula
para representar os ultimos tipos da lista aq, ..., a,. Af a iltima &rvore acima

pode ser escrita como

la]' A

c

a—c

0 que vai ser muito conveniente quando s6 quisermos indicar que a barra 1 pode
descarregar folhas de um determinado tipo.

Vamos considerar que cada folha nao descarregada da arvore original esta
associada a exatamente um dos aq,... ,q,; quando marcarmos um desses «;
como descarregado queremos dizer que todas as folhas associadas a ele estao
sendo descarregadas. Note que cada «; pode estar associado a zero, uma ou

mais folhas, e que a lista aq,... ,a, pode ter tipos repetidos.

3.1 A interpretacao logica e a interpretacao fun-
cional

Cada uma das dez regras da tabela acima faz sentido tanto se interpretada
logicamente, com cada tipo fazendo o papel de uma proposi¢ao que pode ser
verdadeira ou falsa, quanto se interpretada funcionalmente, com cada tipo «

representando um ponto do espago E,,.
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J& vimos as interpretagoes das regras —E e —I na segdo ... . As regras AEq,
AEs, AL VI; e VIs sao bem claras na interpretagao légica, e na interpretacao
funcional elas correspondem, respectivamente, a tomar a primeira coordenada
de um par (F,, como regra F), a tomar a segunda coordenada (F,), a formar
um par (Fp), a fazer a inclusdo no membro esquerdo de uma unido disjunta
(F,,) e a fazer a inclus@o no membro direito (F,,). A regra LE diz, na inter-
pretagao légica, que se o absurdo for verdadeiro entao uma proposicao «, que
pode ser qualquer uma, também é verdadeira; na interpretagao funcional essa
regra corresponde & aplicacio da funcio V7%, a tinica funcio indo do conjunto
E ., que é vazio, em E,. A regra TI é uma deducdo do verdadeiro a partir de
hip6tese nenhuma, e na interpretagao funcional ela dé o inico ponto do espago
ET.

A regra VE é um pouco pior. Na interpretacdo légica, se oV § é verdade
e é possivel deduzir v tanto a partir de a e A, pela dedugao %, quanto a
partir de 8 e B, pela dedugao ﬁTB, entao a regra VE nos permite juntar essas
duas dedugGes de v numa s6, que sé precisa de oV 3, A e B como hipdteses.
Na interpretacdo funcional, supondo que os tipos da lista A sdo aq,...,a, €
os da lista B sao f1,...,0Bm, precisamos ver % como um procedimento que
constrdi, a partir de pontos a®,af?,... ,a%", um ponto de tipo 7, e g como
um procedimento que constréi a partir de pontos b°, bf oo ,bg;" um ponto de
tipo . Entao a barra VE pega o ponto de tipo a V 3, e, de acordo com se ele é
um ponto do membro esquerdo ou do membro direito da uniao disjunta, aplica
o procedimento % ou o procedimento 'BTB a ele. Resumindo: na interpretacao
funcional a regra VE corresponde a uma defini¢do por casos, ou a um bloco tipo
“if/then/else” de uma linguagem de programacao.

Observacao: é exatamente por causa dessa regra que exigimos que E, g seja
a uniao disjunta de E, com Eg: se usdssemos a uniao usual, nao-disjunta, ou
haveria uma ambiguidade no resultado quando o ponto de tipo aV 3 pertencesse
a E, N Eg, ou terfamos que introduzir algum critério artificial para decidir o
que fazer com esses pontos; qualquer uma dessas solugoes produziria uma outra

interpretacao funcional, muito menos bem-comportada.

N . . . . / 4
As vezes val ser conveniente considerar o sistema DN , €I que a regra VE é

substituida pela regra abaixo:
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aVvp a—y f—y
gl

VE'

! s . . .
Essa regra VE' é considerada “equivalente” (num sentido que vamos ver na
~ \ .z ~ . !
se¢do 5.3) a regra VE, ji que ocorréncias de VE' podem ser transformadas em

ocorréncias de VE e vice-versa:

aVp a—~vy [B—vy aVvp o v
VE' VE
Y = v

1
aVp vy gl aVh a—y =y

VE VE
gl = gl

A regra VE' tem uma interpretacdo funcional bem mais direta: se o ponto de
tipo aV § for um «, aplique a fungdo a@ — =y nele; senao, aplique a fungao 5 — ~.
Além disso a regra VE' tem uma regra F correspondente: Fxuafag.(mfgyu - SO
que ela é muito pior que a regra VE quando se trata de por uma dedugao em

forma normal, que é o assunto da préxima segao.

3.2 Dedugoes em forma normal e normalizagao

Os ‘I's e ‘E’s nos nomes das regras querem dizer “introducao” e “eliminagao”.
Nas regras AE;, AEy, VE e —E uma das premissas (que sao os tipos que ficam
logo acima da barra que leva o nome da regra) é desmembrada quando vamos
em direcdo & conclusio!, e no que essa premissa é desmembrada ela perde o
seu conectivo central, A, V ou —; por isso dizemos que o A, 0 V ou 0 — sao
eliminados. A premissa que é desmembrada é chamada de premissa maior, e
vamos dizer que uma arvore estd em forma normal se nenhuma premissa maior
dela tiver sido obtida por uma regra de introdugao.

Temos um processo para normalizar uma dedugao que nao esteja em forma
normal: ele consiste, exceto por um detalhe técnico que vamos deixar para

explicar daqui a pouco, em aplicar as transformagoes (chamadas de redugoes)

INo sentido funcional, em que o « e o 3 eliminados na VE sao obtidos a partir do oV 3, e
portanto sdo considerados posteriores a ele.
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abaixo, que sdo uma para cada caso de introducao (na premissa maior) seguida
de eliminacao. O fato é que para qualquer dedugdo que a gente tome inicial-
mente, esse algoritmo — enquanto houver algo para reduzir, reduza, senao pare
— sempre termina num numero finito de passos e sempre nos leva para a mesma
forma normal. A demonstracio da unicidade da forma normal sai pelo teorema
de Church-Rosser, que apareceu na secao 2.3; referéncias para o resto podem
ser encontradas em [GLT].

As redugoes sdo as seguintes:

A B A B
a B a B
alp A aAp B
o — « 1] = f
lo]' B
s, A
a a—pf a B
B = B
o [0 A [g' B A
avg 4 T a A
v = v
B/
5l A g B B
avpi oy v Q
Y = Y

O detalhe técnico que faltava é que precisamos de algumas regras de redugao
extras para oV, o0 1 eo T, que chamamos de conversoes permutativas. No caso
do V, como a barra do VE unifica os dois s de cima no de baixo, sem altera-los,
pode ser que um tipo y seja obtido por uma introducao acima de uma barra VE,
mas s6 va ser usado numa eliminagao mais abaixo; ai temos que aplicar uma
transformagao que consiga puxar o uso do v na eliminagao para mais perto do
ponto em que ele é obtido por introdugao. Por exemplo, lembrando que —b é

definido como sendo b — L,
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b [-b]! b [-b]!
[a]' ¢ 1 [a]' ¢ 1
aV-b aAlc alc alc alc
alc aV —b a a
a = a 1
que depois se reduz a
b bt
1 b [-b]!
alc 1
aV=b [a]! a aVv-b [a]! a
— a 1 = a 1 ,

onde essa tltima transformacao aplica uma das conversoes permutativas para
0 L: como s6 existe uma fungao indo de E ;| para qualquer outro espaco, ja que
E, é vazio, certas dedugoes que chegam a um « indiretamente a partir de um
1 sao encolhidas a dedugoes que vao direto de um 1 para um ~y. Nas paginas
80 e 81 de [GLT] hd uma lista de todas as conversdes para o V e para o L;
note que la elas sao dadas como reducoes em A-calculo e que elas usam uma
operacao, d, que nds tentamos ao maximo evitar e que é usada para representar
o termo construido pela regra VE: se ¢ é um termo no qual queremos abstrair
% e ¥7 é um termo no qual queremos abstrair y®, entdo § x*.¢" y%.p7 u®VP
abstrai 2 de ¢ e y? de ¥” de s6 uma vez e aplica u*¥? na funcio a vV g — v
obtida a partir deles; nés terfamos escrito isso como D(Az®.¢7)(Ay®.4p7 )Ju®VP.
A conversao que queremos para o T nao aparece em [GLT]: qualquer dedugéo
que tenha o T como conclusao se reduz a uma aplicacao da regra TI.

O sistema com essas redugoes € fortemente normalizavel, i.e., o algoritmo de
“enquanto puder reduzir reduza, senao pare” sempre termina e o resultado sé
depende da deducao inicial, nao do caminho escolhido.

Como todas as redugoes preservam os valores como termos das dedugoes,
acabamos de aprender como normalizar termos de A-calculo com tipos contendo
—, A, V, T e L: pegue um termo, transforme-o numa dedugdo, normalize a
deducgao, transforme de volta num termo. Uma coisa estranha é que as vezes a
normalizacao leva um termo em outro que tem um valor “mais definido”: por

exemplo, m (Pal) se reduz a a, mas o valor do primeiro depende do valor de L,
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que nao existe (esse exemplo nao estd totalmente correto, mas é bem expressivo)
e o segundo nao. Dois termos equivalentes vao ser iguais onde eles estiverem

definidos; isso vai ficar claro no capitulo 8.

3.3 A terceira interpretacgao

Tome uma érvore de deducédo A em DN e fixe uma valuacio classica®. Por essa
valuacao cada tipo ¢ de A corresponde a uma proposicao, que ou é verdadeira
ou ¢ falsa; se ela for verdadeira vamos definir E, como sendo um conjunto
com um elemento, e se ela for falsa vamos definir Et_ como sendo o conjunto
vazio. Agora uma proposi¢ao ¢ ser verdadeira corresponde ao espago E1 ter
um ponto, e um modo de mostrarmos que ¢ é verdadeira é apresentarmos um
ponto de tipo T..

Veja que o espaco E+ tem um ponto se e s6 se E1 e Et,, tém um ponto

)
cada um; ou seja, se Et a1, tem um ponto. Do mesmo modo, E1__ tem um
ponto se e s6 se E1__. 7, tem um ponto. J4 o caso do V é diferente: se ¢ e ¢
forem verdadeiras entao T, V Ty tem dois pontos, enquanto T vy s6 tem um;
para consertar isso temos que trocar a uniao disjunta por uma uniao normal,
nao-disjunta. Esse conserto vai ser feito no capitulo 8; quando estivermos em
topoi sé vamos ter a interpretagao funcional, e essa tradugao da interpretagao
l6gica na funcional, que chamamos de terceira interpretacao, vai ser o modo de
interpretar a légica dentro de um topos.

Os tipos T, vao ser chamados de subobjetos do T; o nome “subobjeto”
também vem da terminologia de topoi, e dizemos que o tipo dos as é um sub-
objeto do tipo dos bs quando houver um modo natural de considerar o espaco

dos as como subconjunto do espago dos b, ou seja, quando houver uma fungao

natural de inclusao, injetiva, que leve cada a num b.

3.4 Quantificadores

Fixe uma funcao P que receba dois parametros, um de tipo x, outro de tipo
y, e retorne um valor de verdade, i.e., um valor de tipo 7, onde E, = {T,d};
podemos considerar que P é uma constante de tipo z — (y — 7). O valor de

verdade de Pxy depende dos valores de x e de y, mas o de Vz.3dy.Pxy nao; e se

2Veja, a secdo 6.1 se ndo souber o que é uma valuacao classica.
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sabemos que Vz.3y.Pxy é verdade e temos um determinado valor para z (veja
que estamos usando os mesmos simbolos para denotar varidveis e constantes,
como no capitulo 2), entdo podemos deduzir que Jy.Pxy é verdade. S6 que
s6 queremos poder deduzir Jy.Pxy a partir de Vz.3y.Pxy na presenca de um
ponto x, para evitar as contradi¢oes que poderiam aparecer se E, fosse vazio.
Vamos aproveitar que na interpretacao funcional podemos ter nds de todos
os tipos e vamos introduzir regras para os quantificadores que envolvem tanto

subobjetos do T quanto outros tipos.

[]' A

T, T z T
& 2 1.38 2

T, Toow

[z]' A

T Tvg T

R L 21l

Tgo TVQ:.Lp

A regra VI vai ter uma restrigdo: todos os tipos que aparecem em A tém que
ser independentes de x. Nao vamos dar uma definicao formal para “indepen-
dentes”.

E melhor explicar essas regras através do exemplo abaixo, uma demonstragao
de Vz.3y.(Pzy A Pyx) a partir de Va.3y.Pxy e Va.Vy.(Pzy — Pyz). Ela foi sep-

arada em duas partes por razoes meio de clareza de exposigao, meio tipogréficas.

x TVm.Vy.(PacyﬁPy;c)

VE
Y TVx.(Pwyﬁwa)

VE
T pay T(Pﬂﬂy—‘PyI)

TPJ;y TPyI

Yy TP:ry/\Pyx

dI
Tﬂy. (PzyAPyx)

Dado um ponto z, um ponto y e um ponto que diz que Va.Vy.(Pxy — Pyzx)
é verdade, deduzimos que Pry — Pyzx é verdade. Se além disso temos um ponto
dizendo que Pxy é verdade, vemos que Pxy A Pyx é verdade. Repare que o
espago dos T pg,, depende dos valores de x e y; um modo bom de entender essas
dependeéncias é pensar que ao invés de comecarmos com x e y e depois obtermos

o espaco E1, e um ponto T p;, dentro dele, nés comegamos com o espago das
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3-uplas “admissiveis” (x,y, T pyy), ou, melhor ainda, das 4-uplas admissiveis
(z,y, P, T pay), € entdo tomamos uma 4-upla desse espago, e os pontos z, y
e T pgy sado obtidos por projegoes nas coordenadas. Desse modo conseguimos
empurrar todo o problema para dois lugares: encontrar que coordenadas as
uplas devem ter, e filtrar, dentre todas as uplas que tém os tipos certos, as que
sao admissiveis. Esses dois problemas sao resolviveis, mas s vamos discuti-los
bem mais adiante (cap. 8).

No ultimo passo da arvore acima nés pegamos um y, 0 mesmo que entrou
como hipé6tese na segunda linha, e deduzimos que Jy.(Pxy A Pyx) é verdade.
Estamos usando a mesma convencao que em A-calculo: se duas varidaveis com
0 mesmo nome, no caso ¥y, aparecem livres num termo ¢, as duas ficam presas
pelo mesmo A quando passamos para Ay.p. Repare que o y nao aparece livre
em Jy.(Pxy A Pyz), mas para encontrarmos o ponto T3y, (PeyrPyz) NOS usamos
um ponto y e um ponto T pzy, que depende de y no sentido de que s6 existe
para alguns valores de y.

A arvore acima nos deu um ponto T3y.(PeyrPyz) @ Partir de um z, um y, um

Tpey € UM Tyg vy (Poy—Pys); €la aparece como a barra dupla da drvore abaixo.

[3/|ny}1 [y\ny}l
[2]* Tva.3y.Pay VE []? y Trey  Tvavy.(Poy—Pyz)
T3y. Py T3y.(PeyrPyz)
T3y (PeynPyz) 138
2:VI

TV:U.EIy.(sz/\Py:E)

Se temos um e um Tz 3y pey NOs temos, por V-eliminagao, um T3y pey;
esse T3y pyy afirma que existe um ponto no espago dos “ys tais que Pxy”, que
é um subconjunto do espago dos ys; esses espagos “tais que” vao ser discutidos
no fim do préximo capitulo, mas o que nos interessa agora é que a partir de um
“y tal que Pzy” (que vamos escrever como y| py,) nés podemos obter tanto um
y, pela inclusao natural y|pzy — y, quanto um T pg,, a partir de uma funcao
Y|pzy — T Pzy que leva todo ponto de Ey\pmy no (possivel) tinico ponto de T pgy;

o espago E1,_ s6 vai poder ser vazio se o E também for. Nao escrevemos

YlPay
essas duas funcoes naturais na arvore acima por questoes de espaco, mas elas vao
ser como teoremas (ou axiomas!) do sistema dedutivo do capitulo sobre topoi, no

sentido de que elas podem ser construidas sem hipéteses, i.e., sem dependerem
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de nenhum ponto de nenhum tipo, e escrevé-las ou nao nao vai interferir com
os passos seguintes da dedugao, ja que as nossas regras sé envolvem os objetos
imediatamente acima da barra e as folhas nao-descarregadas.

A barra marcada com 1 : JE usa o ponto T3, p,y para descarregar todas
as hipdteses marcadas com [ ]': se a partir de qualquer ponto y| Pzy © das
outras hipéteses conseguimos encontrar um ponto T3, (pzyspyz) (que é unico,
se existir), entdo basta que saibamos que existe um ponto y|pg, para sabermos
que existe o ponto Tgy (prysPyz); NAO precisamos ter um ponto Y| pay especifico.

Depois da aplicagao da regra JE chegamos a uma construgao de um ponto
T3y.(PeyrpPyzx) 80 a partir de um ponto x, um Tyz 3y pry € UM T vy vy (Pry—Pyz)-
Como esses sao os tinicos pontos necessdrios para chegar ao T3y (pryaPya), J&
que as fungoes naturais mencionadas hé dois paragrafos nao dependem de ponto
nenhum, podemos aplicar a regra VI ao z, j4 que as outras duas hipdteses sao
independentes dele; com isso descarregamos o x, e obtemos a demonstracao que

queriamos.

Observagao: a dedugao que usamos como exemplo é a tradugao para o sis-
tema tipado e com simbolos que sao ao mesmo tempo constantes e varidveis da

que aparece em [Prawitz], p.19. O original é isso aqui:

Va.Vy.(Pzy — Pyx)

Vy.(Pay — Pya) V;E
[Pab)! Pab — Pba
[Pab]! Pba
Vx.3y.Pxy Pab N Pba -
Jy.Pa Jy.(Pay A Pya
y-Pay y-(Pay \ Pya) =

Jy.(Pay A Pya)
Va.Jy.(Pxy A Pyx)
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Chapter 4

Categorias

Introdugao. Este capitulo é motivado por algumas perguntas muito basicas:
O que é que categorias tém a ver com A-calculo? Porque as definigoes de fun-
tores, transformacgoes naturais e adjungoes sao exatamente como sao? Qual é a

vantagem de usarmos diagramas? Como trabalhar sem pontos?

Primeiro uma definigao formal. Uma categoria C é uma 6-upla (O, M, dom,
cod, o,id), onde O é a classe dos objetos da categoria, M é a classe dos morfis-
mos, dom e cod sao fungoes que levam cada morfismo no seu dominio e no seu
contradominio respectivamente, o é a operagao de composicao de morfismos e
id é a funcao que leva cada objeto a da categoria num morfismo com dominio
e contradominio a, chamado de identidade. A composigdo tem que obedecer as
seguintes trés condicoes:

1) A composta g o f esta definida exatamente quando o contradominio de f
e 0 dominio de g forem o mesmo objeto. Vamos escrever a Ly para indicar que
f tem dominio a e contradominio b; se g é b 9, ¢ vamos escrever a composta
tanto como g o f quanto como a L b%coua go—f C.

2) A composicao é associativa, i.e., fo(goh) = (fog)oh. Isso nos permite
escrever compostas de mais de dois morfismos sem termos que nos preocupar
com a ordem em que as composigoes sao aplicadas: por exemplo, ho go f ou
MIEN SENPILNY]

3) A identidade é o elemento neutro da composigao: a 4elv=aLp=
ativnSo

Os dois exemplos mais evidentes de categorias sao Set, em que os objetos

sdo os conjuntos e os morfismos de A em B s@o as fungbes com dominio A
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e contradominio B, e Set 4; em Set4 ao invés de falarmos, por exemplo, no
“espaco dos as” e no “espago dos ‘a A 3’s”, vamos falar no objeto dos as, O,
e no objeto dos ‘a A B’s, Oqng; 0s morfismos de O, em Opg vao ser as fungoes
de E, em Eg. Essa distingdo entre espagos e objetos parece ser meramente
burocrética, mas em categorias ndo temos nenhuma regra que nos permita falar

dos pontos de um objeto; as regras basicas sao apenas

a—=f a—=fF a—=0 -9 O.

O, Og a— 7y a— o,

que correspondem a dom, cod, o e id, respectivamente.
Em categorias vamos querer, muito mais do que em A-célculo, interpretar

arvores como construgoes de objetos; por exemplo,

ai>b

O,

ai>b b—b
a—b

é uma constru¢cado — nao muito interessante, admito — de a ERAL A partir
de a 4, b; e, da mesma forma que em A-cdlculo, em geral estamos muito mais
interessados no objeto que é o resultado de uma construcao (~ o valor de um
termo, ou a sua interpretagdo no modelo) do que na estrutura da construgao
em si (~ o termo, visto sintaticamente); por isso quando escrevermos que uma
construgao é “igual” a outra vamos querer dizer que o resultado das duas é igual.
Repare que o resultado de uma construcao depende dos valores que pomos nas
folhas da arvore, e que isso depende do contexto: no exemplo acima precisamos

. ;. f
saber em que categoria estamos e quem é a — b.

4.1 Construcoes naturais e diagramas comuta-
tivos

Nos estamos tao interessados em drvores porque elas vao nos permitir definir
construgoes naturais sobre diagramas. Nao vamos definir formalmente o que
seja um diagrama; assim que definirmos o que sao diagramas comutativos e
objetos bem-definidos vai ficar claro o porqué disso, e também o de nao estarmos
interessados em diagramas complicados demais. Em particular, todos os nossos

diagramas vao ser finitos.
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Definicao: uma construgao natural para v num diagrama D é uma arvore
de tipos com o tipo v na raiz em que toda barra é uma aplicacao de uma das
regras de construgao validas, e em que todas as folhas da arvore, inclusive as
descarregadas, sao objetos do diagrama D.

Cada diagrama costuma vir junto com a nocao de que alguns dos objetos que
aparecem representados nele sao objetos-base; cada objeto-base tem um valor
(do tipo adequado) associado a ele, e cada construgdo natural em que todas
as folhas nao-descarregadas sao objetos-base também pode ser associada a um
valor, que chamamos de resultado dessa construgao natural. E melhor explicar

isso com um exemplo.

Qm—p- D

!

C ey

Vamos considerar que no diagrama acima os objetos-base sejam as seis setas.
Entao temos exatamente uma construcao natural para a — b, uma para b — a’
e uma para ¢ — a’, que siao tomar as setas a — b, b — a’ e ¢ — a’ dadas;
podemos nos referir a elas pelos nomes dos seus tipos, exatamente como fizemos
na se¢ao 1.1. Quanto a a — a/, existem quatro construgoes naturais para ela:

atic cod adc c—d a—b b—ad

7 7 id
a— a a— a a— a a— a

!/

os resultados delas sdo respectivamente a e d,aLc—d, a oy
ea — b — a. Note que pusemos uma seta identidade indo de a para a’; a
existéncia dela indica que O, e O/, sdo o mesmo objeto da categoria, mas que
por algum motivo resolvemos representa-los como se fossem objetos diferentes
— por exemplo, para que nao seja natural obter a seta a’ 4 . Esse tipo de
coisa, e mais as “anotactes de valor” f, g e id que aparecem em algumas das
folhas das construgoes acima, fazem com que os tipos que aparecem nos noés de
uma arvore de construgao natural sejam ligeiramente diferentes dos tipos com
que estavamos acostumados, mas vamos pular os detalhes disto.

Uma observacao: se as regras de construcao fossem as regras de construgao
de termos em A-cédlculo, entdo uma construcao natural para a — a’ seria essa

aqui:
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a—a

Ela comeca supondo a existéncia de pontos de tipo a, depois ela constréi um
ponto de tipo ¢ e um de tipo a’, e depois descarrega a hipdtese do ponto de
tipo a; o resultado dela é exatamente a composta a RPN , que ja tinhamos
visto como obter sem pontos. Vamos voltar varias vezes a esse tema dos pontos,
e no proximo capitulo vamos ver algoritmos que permitem traduzir demon-
stracoes “com pontos” para demonstracoes “sem pontos” e vice-versa; a moral
da histéria vai ser que pontos sao ferramentas uteis que deixam certas con-
strugoes mais claras, e que vale a pena entender um diagrama como algo que
acontece em Set 4; a generalizagao para outras categorias pode ser feita depois,

mecanicamente.

Se os valores de f, g, ¢ — a’, a — b e b — a’ tivessem sido escolhidos de tal
forma que todas as construgoes naturais de a — a’ dessem o mesmo resultado
poderiamos nos referir a esse resultado como sendo o “valor de a — a’”, sem que
precisassemos especificar qual construgao natural foi usada para obté-lo. Essa
idéia nos leva as seguintes definigoes:

Def.: um tipo ~ estd bem-definido (num diagrama D) quando todas as con-
strugoes naturais para v dao o mesmo resultado.

Def.: um diagrama é comutativo quando todo tipo que tenha uma construcao
natural estd bem-definido.

A graca disso é que muitas vezes é facil ver que um diagrama comuta ou que
certos objetos dele estao bem-definidos. Nos dois lemas abaixo os objetos-base

sao todas as setas que aparecem explicitamente no diagrama.

4.2 Dois lemas sobre diagramas

Lema do diagrama planar. se um diagrama D estd desenhado em forma
planar, cada uma das suas “células” tem exatamente uma “fonte” e um “pogo” e

todas as suas células comutam, entao o diagrama todo comuta. Para entender o
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que queremos dizer com “planar”; “células”, “fontes” e “pogos” veja o diagrama

abaixo a esquerda:

T N

d?e —_—f \!

Ele é nao-planar porque as setas b — f e e — ¢ se cruzam; ele nao obedece
as condigoes sobre fontes e pogos porque a fronteira da célula abed é formada
pelas setas a «— b — e «— d — a: b e d sao “fontes”, porque as duas setas
apoiadas em cada um deles estao saindo deles, e a e e sao “pocos”, ja que as
setas apoiadas neles estao indo para eles; além disso a célula deg nao tem nem
fontes nem pogos.

Digamos que no diagrama & direita as células abd, bced e def comutem, ou
seja,a > b—d=a—-d,b—oc—e=b—-d—oeced—e— f=d— f.
Entao o lema diz que esse diagrama inteiro comuta, e a demonstragao — que
vale para o caso geral — é simplesmente “passar por cima das células”. Tome
duas letras « e 3 nesse diagrama que representem objetos da categoria e tais
que existam construgoes naturais para o — (3, i.e., exista um caminho de «
para [3; digamos, @« = a e § = f. Temos que mostrar que quaisquer duas
construgoes naturais para a — f dao o mesmo resultado; por exemplo, omitindo
as setas para encurtar a notacao, que adf = abcef. Uma demonstracao disso:
adf = abdf = abdef = abcef.

Note que nao foi nem necessario exigir explicitamente que a célula exterior
do diagrama, abce fd, comutasse: a comutatividade dela é conseqtiéncia do resto.

Lema da sombra. Considere o diagrama abaixo, em que temos uma
seqliéncia de letras, (a,b,c,d), com pelo menos uma seta horizontal indo de

cada uma para a seguinte, e entre algumas letras temos “arcos” (a — ¢, b — d).

AR
bg

C d
2" g2 h2

a

Se todos os arcos vao na mesma diregao que as setas horizontais, se a “som-
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bra” dos arcos cobre todas as setas horizontais (considere que o sol estd no topo
da pagina) e se para cada arco « — 3 temos que a seta & — [3 estd bem-definida,
entao a seta a — d, onde a é a primeira letra da seqiiéncia e d é a ultima, estd
bem-definida. Por exemplo, vamos mostrar que a ELY b B cMag=q EL b5

h
c 3 d:

h h
alp B Mg oMy

h
aBp Bty

fa

=a=>b—d

fa ;92 hy
a5 bSBe3d

As setas que aparecem sem nome acima Sao arcos.

4.3 Monics, epis, isos

Uma seta b 5 ¢ induz uma operacio, que vamos chamar de composicdo com
b2 ¢ a direita, que leva cada seta o — b (para qualquer tipo a)) na composta
o — b2 c. Se essa operacdo é injetiva, i.e., nio existe um tipo a e duas setas
diferentes « EL\ bea EL b com « £l b L ¢, entdao dizemos que b % ¢ é um
monomorfismo, ou, pra encurtar, um monic; se uma seta é um monic nds nos
permitimos usar ‘-’ ao invés de ‘—’ para escrevé-la. Seguindo essa idéia, E,.
é o espago dos monics indo de a em b; E,p C Eq_p.

Em Set os monics sao as fungoes injetivas.

Observagao: tradicionalmente monics sao indicados por —’, nao ‘—’; ‘—’
é usado para indicar setas injetivas, que tém uma outra definicdo em categorias;
veja [G], pp.123-124, para a defini¢ao e algumas propriedades. Como nés vamos
estar em Set quase todo o tempo nés vamos ignorar (de propédsito!) a distingao
entre >—’ e ‘=’ e escrever sempre ‘—’.

Se uma seta b % ¢ tem uma inversa a direita ¢ 25 b, ou seja, se essa ¢ LNPAF
tal que b % ¢ My —pld b, entao dizemos que b % ¢ é um split monic. E trivial
ver que todo split monic é um monic.

Em Set os tinicos monics que nao sao split monics sao os que tém dominio
vazio e contradominio nao-vazio.

Epis, ou epimorfismos, sao o dual de monics, i.e., eles sao definidos como os

monics, mas invertendo a direcao de todos os morfismos da definicao: ¢ — b é
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um epimorfismo se a operagao que leva cada b — a em ¢ — b — « € injetiva
para todo objeto O. Split epis sao o dual de split monics.

Em Set os epis sao as fungoes sobrejetivas, e se vale o axioma da escolha
entao todo epi é um split epi.

Digamos que uma seta b — ¢ tenha inversas laterais pelos dois lados, ou seja,
que essa b — ¢ seja a0 mesmo um split epi e um split monic. Entao é possivel
ver, usando o lema da sombra, que todas essas inversas laterais sao iguais: se
f1 e fo sdo inversas pela esquerda e g; e g2 sao inversas pela direita, entao, pelo

diagrama abaixo

id id
f1 h1
b’ a 9 a
—
f2 h2

temos id, o f1 =idg 0 fo = g1 0idp = g2 0idy = f1 = f2 = g1 = g2, onde id, ¢ a
identidade a % a e idy 6 b S b.

Uma seta a — b que tenha inversa pelos dois lados é chamada de isomorfismo,
e vamos nos permitir escrevé-la como a < b. Essa notacao deixa implicito que
existe uma seta b — a natural, e obviamente vamos escolhé-la como sendo a
inversa de a — b.

Dois objetos de uma categoria que tenham um isomorfismo entre eles sao
ditos isomorfos. Nés vamos usar esse termo num sentindo mais estrito: quando
dissermos que dois objetos sao isomorfos vai ficar implicito que temos um iso-

morfismo especial, “natural”, entre eles.

4.4 Funtores

Um funtor F : C = D é algo que leva cada objeto O, da categoria C num
objeto da categoria D, que geralmente vamos chamar de O,r, cada morfismo
de C num morfismo de D e que obedece as seguintes condigoes:

1) morfismos de a em (3 vao em morfismos de " em 3%';

2) a imagem de cada morfismo identidade é um morfismo identidade;

3) para quaisquer dois morfismos f e g de C tais que f o g exista, i.e., tais
que o objeto-destino de g seja o objeto-origem de f, temos (fog)t = (fFog").

O que essa condicdo (f o g)F = (fF o g¥") diz, em termos de diagramas, é
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que se a — b e b — ¢ sao os objetos-base do diagrama abaixo

entdo as duas construcdes naturais para a seta a” — ¢ dao o mesmo resultado:

a—b b—c g f g f a—b b—c
G,F—>bF bF—>CF QF fF fog a—c
oF 5 oF = fFogf = (fog)f = aF 5 oF

ou seja, tanto faz primeiro aplicar o funtor e depois fazer a composi¢do quanto
compor primeiro e aplicar o funtor depois. Note que como a composicao de
morfismos é associativa nés sempre temos (f1 o...o f,)f' = ff o...o fF.

Um exemplo de funtor: digamos que F : Sety4 = Sety leve cada
tipo a em of = a A a e cada funcio f*~P em (fF)aFéﬁF, onde essa fF é
definida como f¥ = Ap.P(f(mip))(f(m2p)), ou, muito mais convenientemente,
como fF(ay,az) := (f(a1), f(az))'. E trivial verificar que esse F' é mesmo um
funtor.

Dois exemplos de nao-funtores: defina os “pseudo-funtores” G e H que
levam cada tipo a em a A m por f%(a,n) = (f(a),2n) e fH¥(a,n) = (f(a),0);
G nao obedece a condicao sobre as composicoes e nem G nem H obedecem a

condicao sobre as identidades, dai nem G nem H sao funtores.

A condigdo (fog)f = (fF og") sobre funtores é imposta para fazer com que
certo tipo de diagrama comute. Digamos que temos um funtor F' : C = D e que
o diagrama E represente alguns objetos e morfismos da categoria C. Forme o

diagrama E’ com duas cépias disjuntas de E, a segunda representando a imagem

I Essa definicio mais curta estd no mesmo estilo das defini¢des de S, K e I na secdo 2.4 e
da definicao do “flip” F na secao 2.8.
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de cada objeto e cada morfismo de E pelo funtor F', como no exemplo abaixo:

FANEEE2N
IR Y

entdo para cada seta @ — [ bem-definida no diagrama E vamos ter a —
e of' — B¥ bem-definidas no diagrama E’; e, como corolario facil disso, se E

comuta entao E’ também comuta.

Outros exemplos de funtores: vamos descrever um certo funtor de Set 4
em Set 4, sem nome, que leva cada tipo « no tipo i — «, para um certo tipo i
fixo. Cada morfismo a — b tem que ser levado num morfismo (i — a) — (i — b);
como o espago E;_,, é o conjunto das funcoes que levam is em as, uma escolha
natural para a agdo desse funtor sobre os morfismos é ele levar cada fungao
i — a na sua composta com a — b a direita, i — a — b. Essa acao pode ser

descrita no sistema DN como a drvore abaixo:

a a—b
b

i—b

(i—a)—(i—Db) 2
é bem facil verificar que essa escolha para a agao sobre os morfismos dd um
funtor.

E possivel provar (por exemplo usando o teorema que aparece em [TS],
pp.216-222) que essa é a unica acdo “natural” sobre morfismos, no sentido de
que hd uma construgdo natural que obtém o (i — a) — (i — b) s6 a partir
de a — b; dai num certo sentido esse é o tnico funtor “natural” que leva cada
objeto O, em O;_,,. Numa situacdo dessas, ou em situagoes em que o funtor
fica claro a partir do contexto se dissermos como ele age sobre os objetos da
categoria, vamos denotar o funtor s6 pela sua acgao sobre os objetos: esse funtor
passa a ser chamado de O, = O;_, ou de o = i — «; o funtor “identidade”,

que leva cada objeto em si mesmo e cada morfismo em si mesmo, pode ser
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chamado de a = o; um funtor F : C = D pode ser chamado de o = af’, e com
isso as vezes podemos nos dispensar de dar nomes para as categorias dominio
e contradominio do funtor F'; é facil verificar que a composta de dois funtores
a= af e = 4% é um funtor, e podemos chamar o resultado da composta de
a=alC.

As vezes vai ser mais conveniente usar uma outra notagao curta para descr-
ever funtores, em que s6 indicamos a categoria-dominio e a categoria-contrado-
minio. Alguns exemplos: Set 4 = Set esquece as anotagoes de tipo e leva cada
O, em E,; Vectg = Set, onde Vecty é a categoria em que os objetos sao os
espacos vetoriais sobre R e os morfismos sao as transformacoes lineares, esquece
a estrutura de espago vetorial de cada espago e leva cada um no conjunto dos

seus pontos; Set = Vecty leva cada conjunto B no “espago vetorial gerado por

B”, que é o em que os elementos de B fazem o papel de base.

4.5 Transformacoes naturais

Se F' e GG sao dois funtores indo de C para D, dizemos que T é uma trans-
formacao natural de F' em G se T leva cada objeto O, de C num morfismo
af — a% de D de tal forma que o diagrama abaixo sempre comuta se a — b é
0 Unico objeto-base:

b
oG
7

aF\,bF

F
ou seja, para qualquer a Lbem C sempre temos af opF o pC = oF

a® f—c> b“, onde as setas sem nome sio as obtidas a partir de O, e Oy aplicando
a transformagao natural.

A condicio of — o — ¢ = af' — BF — BE é imposta para que certos
diagramas comutem, como no caso dos funtores. Tome um diagrama E numa
categoria C e forme um diagrama E’ com trés copias disjuntas de E, a “original”,
a imagem por F' e a imagem por GG, e ponha em E’ também as setas obtidas
pela transformacao natural, i.e., uma seta af' — a“ para cada objeto O, de C
que aparece em E. Se o diagrama E comutava entao E’ vai comutar.

Vamos usar para transformagoes naturais uma notagdo curta parecida com

F

a que usamos em funtores: se ficar claro quem é a seta af — a© a partir de
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O, a = of e a = a% entdo vamos escrever a transformacio natural que vai

de F em G como a > (af — o).

Existe uma transformacao natural “identidade” que vai de um funtor nele
~ L]
F B ). A composta de uma transformacao natural o —

com uma a — (o — off)

. id

mesmo: a — (o = «
’ ~ L)

(af — a%) é uma transformagao natural a —

(af — afl), e h4 dois modos de compor transformagdes naturais e funtores, um
em que o funtor é aplicado antes, nos objetos, e outro em que ele é aplicado

depois, nos morfismos:

Oa _ O TN
O,r F af’ = o
QFH _, o FK N oFH _, ,GH H

Um bom modo de entender tudo isso é passar direto para um caso muito
mais complicado. Digamos que temos dois funtores de C em D, F' e G, dois

funtores de D em E, H e K, uma transformagcao natural de F' em G e outra de

H em K. As duas construces de uma seta af# — oK a partir de um objeto

O, dao o mesmo resultado, e a operacdo que leva cada O, em ofH — &K

7 ~ L]
é uma transformacio natural, que chamamos de a — (aff — o@K)

e que
costuma ser chamada de produto de Godement de F, G, H e K. Para ver que
tudo isto é verdade basta verificar que o diagrama abaixo comuta para qualquer

a — b, 0 que é bem facil uma vez que se supere o choque inicial.

a b

aF l bF
/ = OEH
FH/ L aGK——RA > bGK
=7 " ~=/
aFK > bFK

4.6 Iniciais e terminais

Um objeto O, de uma categoria é dito inicial se para todo objeto O, na mesma

categoria houver exatamente uma seta a — x. Dois objetos iniciais da mesma
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categoria sao necessariamente isomorfos: se O, e O, sao iniciais existe uma
Unica seta @ — a’, uma tnica ¢’ — a e uma tUnica a — a, a identidade; dai
aﬂa'%a:aﬁa,e,similarmente,a'Ha%a':a'ga’,eaﬂa’e
a’ — a sdo a inversa uma da outra.

Objetos terminais tém a defini¢cdo dual a de objetos iniciais: um objeto Oy é
terminal se para todo objeto O, da categoria existe exatamente uma seta a — t.

Em Set o conjunto vazio é o tinico inicial e os terminais sao exatamente os
singletons. Em Set 4 nds temos um objeto inicial preferido, O, e um terminal

preferido, O.

4.7 Produtos

Fixe dois objetos, O, € Op. Um objeto O, junto com duas setas p — a e p — b,

chamadas de projecoes, é um produto de O, e Oy se a seguinte coisa acontece:

X ey O

W7

a b

para qualquer objeto O, e para quaisquer setas r — a e x — b existe exatamente
uma seta r — p que faz com que o diagrama acima comute, i.e., tal que x —
a=x—p—aex—b=x— p— b;ouseja, ha uma bijecao natural entre as
setas © — p e os pares formados por uma seta x — a e uma x — b; um lado da
bijecdo, (x — p) — (z — a, x — b), é obtido por composi¢do com as projecoes,
e o outro lado pela condicdo “d'x — p”.

Dois produtos para O, e Oy sao isomorfos: passe para a categoria em que os
objetos sao triplas formadas por um objeto, um morfismo indo desse objeto em
O, e outro indo desse objeto em Oy, e em que um morfismo (O, p — a, p —
b) — (04, ¢ — a, ¢ — b) é uma seta p — ¢ tal que um diagrama como o acima
comuta, i.e., tal que p - a=p —q — aep— b=p— g— b; nessa categoria
os produtos de O, e O sao objetos terminais, e portanto sao isomorfos. O

diagrama abaixo deve deixar isso claro:

X

—(]
\p/
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Se (Op, p — a, p — b) e (04, ¢ — a, ¢ — b) sdo produtos para O, e Oy, entdo
ha uma tdnica escolha razoavel (i.e., fazendo tudo comutar) para as setas p — ¢
e ¢ — p; elas vao ser necessariamente a inversa uma da outra. Para qualquer
(Oz, x — a, x — b) hd exatamente uma r — p e uma & — ¢ razoveis, e o
diagrama acima comuta.

Nos diagramas acima a seta * — p é chamada de a fatoragao de (O, x —
a, v — b) através de (Op, p — a, p — b). Nés vamos considerar que encontrar
a fatoracao através de um produto é uma “operagao construtiva”; para nés uma
operagao é construtiva quando corresponde a uma construcao natural, entao o
que falta é introduzir uma regra de construgao que represente a operagao de
fatorar através de um produto. A regra seria algo como

r—a z—b (O, p—ap—b

r—=p )

e terfamos que impodr alguma condigdo extra que garantisse que o (Op, p —
a, p — b) é realmente um produto; a situacao fica mais fécil em Set 4, j4 que em
Set 4 quaisquer dois objetos Og e O, tém um produto natural, (Ogp, SAY —
B, BA~y — =), onde as setas sdo as projecgoes nas coordenadas, que apareceram
na secao 2.8. As regras ficam sendo essas:

a—f0 a—xy

—— X - -

a— BAy BAy—f BAY =~

/

— ja que o produto usa setas m; e mq, que sao consideradas como “naturais”
(e nés vamos chamaé-las de proje¢ées naturais) nds introduzimos regras que as
constréem a partir do nada. Se quiséssemos ser bem burocraticos poderiamos
exigir que as regras 7 ¢ 7’ tivessem um Og e um O, acima da barra, mas nao
vamos fazer isso; estamos querendo chegar a um sistema de regras de construgao,
o sistema CCC (secao 4.9), em que as regras nao envolvem objetos, sé morfismos.
A idéia nesse sistema nao é que cada regra, por exemplo a 7', é uma funcao 7’
que recebe os argumentos acima da barra (no caso, nenhum) e que retorna a
seta embaixo da barra, A~ — 7, ja magicamente com o tipo certo; uma regra
é uma operagao que recebe os valores das setas acima da barra e mais o “nome”
da seta abaixo da barra, i.e., o tipo dessa seta, e atribui um valor para a seta

de baixo.

Dizemos que uma categoria tem produtos bindrios, ou tem produtos finitos,

se para quaisquer dois objetos O, e Oy, dela existe uma tripla (O, p — a, p — b)
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que é um produto de O, e Op. Em Set 4 nds temos uma situagao privilegiada
quanto a isso: nao s6 cada produto bindario existe, como temos uma operagao que
da explicitamente para quaisquer objetos O, e O, um produto para eles; sem
essa operagao toda vez que precisdssemos usar um produto numa construgao
teriamos que escolher um dos produtos possiveis. Isto vai ser mais discutido na
secao 4.10.

Em Set 4 também temos coprodutos bindrios: coprodutos tém a definigao
dual & de produtos, e hd uma bijegao natural entre os pares de setas (a — x, b —
x) e as setas a Vb — x; as setas que fazem o papel das “coprojegbes” sdo as
inclusoes naturais a — aVbe b — a Vb, que correspondem as constantes ki e

ko da segdo 2.8. As regras para coprodutos vao ser as seguintes:

i ﬁ—wy\/l K !
aVp—ry cee a—aVp ﬂﬂa\/ﬂl‘i

As regras para o produto em Set 4 obedecem as trés equacoes abaixo, que

correspondem as trés equagoes sobre o A da secao 2.8:

a—0 a—vy

a— BNy  BAy—p
a—f = a—pf

a—f0 a—vy

a—= BNy BAy—y
o — 7y = a— 7y

a— Ay a—= BNy

a—f a—y

a— Ay = a—=[FAy

onde as barras duplas sdo fazer a composicdo com as projecOes naturais; as
regras para o coproduto obedecem equagoes duais a essas. Nao é muito dificil
ver que essas equagoes implicam que (Ogp~, BAY — B, Ay — ) é um produto
de O e O, e que as equagdes duais implicam que (Ogpy, 8 — BV7y, v — BV7)
¢ um coproduto de Og e O,; isso vai ser usado na secao 4.10, quando estivermos
discutindo como usar essas mesmas regras fora de Set 4.

Essas regras nos permitem definir um funtor @ = o A ¢ de um modo ainda
mais natural que o que usamos para definir o funtor a = ¢ — « na sec¢ao 4.4: é

possivel obter a seta a A ¢ — B A ¢ a partir de @« — ( usando s6 regras “boas”,

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxCmat.puc-rio.br



CHAPTER 4. CATEGORIAS 59

que ja avisamos que vao ser interpretaveis em outras categorias que nao Set 4:

aNc—a a—f

alhc—f3 alNc—c
aNc— [BAc

4.8 Adjuncoes

Uma adjuncao entre os funtores C ADeDZ Céuma bijegdo (sem nome
por enquanto), para cada objeto O, de C e cada objeto O, de D, entre os

morfismos a — bY (em C) e os morfismos a’* — b (em D),

awmp o R
>
bL=—b

que seja “natural”; nesse caso “natural” quer dizer que faz os dois diagramas

)

abaixo comutarem:

ammmp 2R

b mp bR a—b a—b b—ck
1 1 a® > B bR ¢ a — b
cL=—=c ol o ¢ — ol e

b = bR

cLe==c c—d VE—c c—d
l l b—ct L —db bt — d
dL ===d b—>dL — b—>dL

Vamos dizer que R é uma adjunta a esquerda de L, e que L é uma adjunta
a direita de R. A notagao vai ser Radj L; essa notagao nao deixa claro qual é
a bijecao, mas vamos considerar que toda vez que dizemos R adj L uma bijecao

fica implicita.

O tipo de adjuncao que é mais familiar para matematicos é o em que R
é um funtor de Set em outra categoria que leva cada conjunto numa certa

estrutura livre gerada por ele, e L é o funtor de “esquecimento”, que esquece
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a estrutura extra. Por exemplo, ha uma adjuncao entre os funtores Set =
Vectr e Vectr = Set, outra entre Set = Grp e Grp = Set, onde Grp ¢é a
categoria dos grupos... a que vamos preferir para exemplos é a entre Set = Mon
e Mon = Set, onde Mon é a categoria dos mondides; um mondide é um

4

conjunto com uma operacao ‘', que é associativa e tem um elemento neutro.
Um modo de representar o mondide livre gerado por um conjunto A é considera-
lo como sendo o conjunto das seqiiéncias (“listas”) de comprimento finito > 0 de
elementos de A, com a operagao - sendo a concatenagao: [a1,as,as] [ ] [as,as5] =
[a1, a2, a3, a4,as5]; 0 elemento neutro é a lista de comprimento 0. O funtor R,
que nesse caso vamos chamar de [], leva cada fungdo f : A — B na funcao
fI o All = Bl que aplica f a cada elemento de uma lista: fll([a1,as]) =
[f(a1), f(a2)]. E facil verificar que fll(s) - flI(s") = fl)(s- ') e portanto f[1 ¢
um morfismo de mondides. Note que ha muitos mondides que nao sao a imagem
pelo funtor [] de nenhum objeto de Set; qualquer grupo, em particular, é um
mondide.

A adjuncao que vai nos interessar mais é entre dois funtores de Set 4 em
Set 4; no lugar do funtor R temos o funtor « = a A b e no lugar do funtor L

temos v = b — ~. Essa adjuncao e a anterior estao representadas na figura

abaixo.
Q= 3D X mnlp X[ ]
b>c =c mL==—m

Como em geral é complicado descrever bijecoes como essas e garantir que
elas obedecem as duas condigoes de naturalidade do inicio da secao nds vamos

aprender um modo mais simples de obter adjuncoes.

Teorema: digamos que temos:
1) o funtor L,

2) “metade” do funtor R, i.e., sé a sua agdo sobre os objetos, e

R

3) uma funcdo que leva cada O, num morfismo a — a®” e que obedeca a

seguinte propriedade: para quaisquer objetos O, de C e O de D a construgao

R

natural que leva setas a®® — b em setas a — b” no diagrama abaixo é uma
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bijecao.

i’“

.||||||||||n o

yr
"\

Entéao essa bijecdo (a — b¥) < (af* — b) é uma adjuncio entre o funtor R e o
funtor L, onde a “outra metade” do funtor R (a sua acgao sobre os morfismos)

é obtida por uma construcao natural no diagrama abaixo:

o)
:f
o
my)

aRL—bRL

N,

onde agora O é um objeto da categoria C.
Observagao: para que a operacao (a’* — b) — (a — bY) do primeiro
diagrama seja uma bijeco é necessério (e suficiente!) que para qualquer a — b*

exista exatamente um a® — b que seja levado nele; vamos escrever como

a — b

a® = b

R

a operacdo que obtém o af® — b que é levado num certo a — b. Com essa

operacao podemos escrever a agao do funtor R sobre os morfismos como

a—b
(0]
a—b b—bEL

a® — bt

Vamos chamar tanto a operacao (a® — b) — (a — b¥) quanto a sua inversa
de transposigoes.

Demonstragao do teorema: primeiro temos que ver que o R definido
desse jeito é realmente um funtor. O diagrama abaixo a esquerda mostra que
identidades sao levadas em identidades, e, de brinde, que a transposta da seta

a — aft ¢ a identidade. O diagrama abaixo & direita mostra que R respeita
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a composicio: a transposta de a — b — ¢ — c¢® tem que ser a composta

af® = b = cR jd que a — o — b = Rl =g 5 b — ¢ — PP

que a a®® — c¢® que satisfaz isso é tinica. Este tipo de argumento vai ser bastante

e sabemos
usado daqui por diante.
aR—>»bR—>CcR

I* aF?KL bR*cRI\
\a

Note que os diagramas acima comutam no sistema de regras que inclui os
RL

D
:f
V)
uy)

funtores, as transposicoes e a regra que obtém a — a™*" a partir de O, se
impusermos uma condicao extra sobre as construcoes naturais: que uma con-
strucao nesse sistema sé seja considerada natural se os objetos das categorias C
e D que aparecem na arvore forem s6 os que aparecem no diagrama. NOs pre-

RLR ,RLRL .
,a -

cisamos disso para evitar morfismos apoiados em a ; € possivel

mostrar por exemplo que em geral ha dois morfismos naturais diferentes de
tipo a*l — aLEL mas que os morfismos de tipo aFD" — ofL estiao bem-
definidos; isso envolve estudar a moénada gerada pela adjuncao, o que nao vai
nos interessar.

Agora podemos ver que a bijecao (a — bY) < (af* — b) é natural no sentido
da segao anterior; para ver que ela obedece a condigao a esquerda abaixo basta

verificar que o diagrama abaixo a direita comuta:

R
am=pa aR—>bR—sc
b bR £\ : %
1_>1 aRLY>bRL
\/\/
cL=—=c

e a mesma coisa no par de diagramas abaixo. O argumento é o mesmo que

usamos para demonstrar que o funtor R respeita a composicao.
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b m—lp.HR

| | i

cL<==—=c % %

1 1 bRL cL
\ /

dL=—=d b

Pra deixar as idéias mais claras vamos ver como isso fica no caso da adjungao
que nos interessa mais, aem que Ré a = a —be L éy=0b—~. O diagrama

abaixo comuta:

b>c’

R

Como nesse caso é mais natural usar a seta aL
RL

—a—queéaAl(a—b)—b
— do que a a — a"™" nos invertemos a diregao dos morfismos e fizemos R e L

trocarem de papel um com o outro pro diagrama ficar numa forma mais familiar.

Teorema: se RadjL e R'adjL entdo existe uma transformacao natural

L] 4 . . . .
a = af « af que leva cada objeto O, num isomorfismo. Ou seja, adjun-
tas a esquerda para um certo funtor sao essencialmente tnicas; por dualidade,

adjuntas a direita também.
RL R'L

Demonstragao: nés conhecemos a — a** e a — a e sabemos, pelas
. . / . 4 7 . 4
suas propriedades, que existem uma tnica a® — ¢ e uma tnica a® — af que
fazem o diagrama abaixo comutar:
aR=—>aR'—>aR
aRL—>aR'L—=>aRL
a
Também existe uma tnica a® — aff tal que ¢ — a®F — oL = a®*L; como
. . . 7 4 7 . .
a identidade a® — a® faz isso concluimos que a® — af* — a’ é a identidade,
. . ’ ’ ,
e, por um argumento similar trocando Rs e R’s, que a® — aff — af é a

. . s L] / . .
identidade; daf o — a’* <> o' realmente leva cada objeto num isomorfismo.
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° ’r o, ~
Falta mostrar que o — a® — af¥ é realmente uma transformacio natural,

ou seja, que o diagrama

y

aRL—E—bRL

~NF N~
\ aR’L bR’L
7 ( 7
Q —

b

Z. . . ’ ’
comuta. E evidente que a parte de baixo comuta, e a®® — o — b =¢

RL _,

R_,

4 7 . / 7
bt — b porque s6 existe uma seta a’* — b® que é levada por L numa a

/ ’ ’
bR L tal que a — af*l - b L =g — bR L.

4.9 O sistema CCC

Uma categoria cartesiana fechada é uma categoria que tem um terminal, um
inicial, produtos binarios, coprodutos binarios e em que cada funtor &« = a A b
tem uma adjunta & direita; vamos abreviar “categoria cartesiana fechada” como
“CCC” (de cartesian closed category). J4 vimos que Set 4 é uma CCC.

Uma deducao no sistema CCC é uma em que cada barra é uma aplicagao

de uma das regras abaixo:

a—=pB Boa

id
a— o a—y
T L
o T | cce 1, cce
a—0 a—vy
—— Al — 7 _
a— Ay cee alAf— a/\ﬂ%ﬂﬂ-
a—y B—-v
—— VI K !
aVp—ry cee a—aVpg ﬁ—>oz\/ﬁﬁ
ahNf—n
—— cur ev
a— (f—7) al(a—p)—p

Uma deducao dessas pode ser interpretada funcionalmente como uma con-
strugao de uma seta com o tipo da raiz a partir de setas com os tipos das
folhas da &arvore; note que esse sistema nao tem regras com descargas, entao

nao precisamos falar de folhas descarregadas e folhas nao-descarregadas.
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Essas dedugoes estao sujeitas a certas “equagoes”, que dizem, como as redugoes
para deducao natural, que certas subéarvores de uma deducao podem ser tro-
cadas por outras equivalentes sem alterar o resultado final da construgao. Nés
ja vimos todas essas equagoes, e é evidente que elas sao obedecidas em Set 4:

A composigao é associativa.

A identidade é o elemento neutro da composigao.

Para cada tipo « existe exatamente uma seta de tipo o — T e exatamente
uma de tipo L — a.

H& uma bijegao natural entre setas a — 3 Ay e pares de setas a — 3; idem
para setas oV 3 — «y e pares de setas a — ye 3 — 7.

A operagao de “currying” (a regra ‘cur’) e a de “uncurrying” (que vamos
explicar daqui a pouco) sdo, para cada tipo 3, as duas transpostas de uma
adjunta do funtor  — a A §, em que as setas ‘ev’ (“evaluation”) fazem o papel

R

das setas a’® — a da secdo anterior. Basta exigir que a regra ‘cur’ seja a inversa

da operacgao abaixo,

aNf—a a—(8—7)
aNp—f aNB—(8—7)
aNB— BAB—7) BAB—7) =~
ahNp—ry

que é a construcao do uncurrying a partir do funtor « — a A 5 e do ‘ev’.

Vamos dizer que duas construgoes A e B (agora vistas como &arvores, nao
s6 como o resultado) sdo CCC-equivalentes se uma pode ser obtida a partir da
outra por uma série de operagodes em que trocamos uma subarvore de uma con-
strugao por outra arvore que é considerada igual a ela por uma das equagoes que
descrevemos acima. Duas construgées CCC-equivalentes dao o mesmo resultado
em categorias cartesianas fechadas.

No préximo capitulo vamos ver que CCC-equivaléncia é essencialmente o
mesmo que equivaléncia em DN, que por sua vez era a melhor nogao de equivaléncia
que tinhamos para estudar o A-cdlculo com tipos que admitissem as regras de
formagao A, V, T e L; vamos ver também uma tradugao entre construgoes em
DN e construgoes em CCC que vai nos permitir interpretar A-célculo (com tipos

com A, V, T e L!) em qualquer categoria cartesiana fechada.
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4.10 Limites

Vamos introduzir rapidamente alguns conceitos muito interessantes mas que sé
serao usados de novo no capitulo 8.
Em Set temos as seguintes situagoes muito parecidas com produtos:
X ey (3, 0) | C
X=—>3|f=g
X = (2,b,C)

W . f
P p——y o}
—

abc a=C g

Primeira figura: hd uma bijecao natural entre triplas de setas t — a, © — b
e x — c e setas que levam cada x numa tripla formada por um a, um b e um c;
o espago das triplas (a, b, ¢), junto com as proje¢bes naturais, ¢ um produto de
E,, E; e E.. Em Set 4 tinhamos nos restringido a produtos de dois objetos.

Segunda figura: ha uma bije¢@o natural entre as triplas de setas ©+ — a,
r — bex — c que comutam com as setas a — c e b — ¢, i.e., tais que
r—c=x —a—c=x—b— ¢ eassetas que vao de z para E(,y))., 0
espacgo dos pares (a,b) tais que o a e 0 b sdo levados no mesmo ¢; as setas indo
de (a,b)|. para a, b sdo as projecOes naturais e a que vai para ¢ é a composta
(a,b)|c = a — cou (a,b)|c — b — ¢, tanto faz. Dizemos que o espago E(, ).
junto com as projecoes naturais dele em a e em b (costumamos descartar a que
vai para ¢ ja que ela pode ser recuperada a partir das outras) é um pullback
paraa —ceb—c.

Terceira figura: E é 0 espaco dos ‘a’s que sao levados no mesmo b por f

alf=g

e por g, i.e., os ‘a’s tais que f(a) = g(a). Os pares de setas © — a e x — b tais
_ fop g ~ c

quexz - b=x —a->b=2x— a— bestdo em bijeciio com as setas * — a|r—g.

Dizemos que o espago E,|,_ , junto com a fungao de inclusao alj=g — a, é um

equalizador para f e g.

No caso geral ndés temos uma classe de objetos da categoria, Op, e uma
classe de morfismos da categoria, Mp, tais que Op contém os dominios e os
contradominios de todos os morfismos de Mp e talvez outros objetos. No ex-
emplo da figura abaixo Op ¢é formado pelos objetos a, b, c e d e Mp é formado

por f, g, h e k. Um cone sobre B (B é a base do cone) é um objeto, o “vértice”
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do cone, e uma seta indo dele para cada objeto da base, com a condicao de que
todos os x — «, onde « é um objeto da base, estdo bem-definidos no diagrama
formado pela base e pelo cone; essa condicao é equivalente a exigir que para

qualquer morfismo o« — 3 da base temos z - a — 3 =x — [.

X ey |

Um limite para uma base B é um cone que é terminal na categoria dos cones
sobre B, no sentido da sec¢ao 4.7; i.e., um cone com vértice L (digamos) tal que
para qualquer outro cone existe exatamente um morfismo do vértice desse cone
para L fazendo tudo comutar, onde “tudo comutar” sé quer dizer que toda seta
x — «, onde x é o vértice do cone e a é um objeto da base, estd bem definida,
mesmo com agora sendo permitido ir primeiro de x para L e sé depois para a
base.

Dizemos que um limite para uma base que s6 tem finitos objetos e finitos
morfismos é um limite finito. Se uma categoria tem um objeto terminal, produ-
tos binarios e equalizadores entao ela tem todos os limites finitos, i.e., qualquer
base finita tem um limite. Vamos mostrar como construir o limite para a base
do diagrama acima, e o leitor se encarrega de verificar todos os detalhes e de
passar para o caso geral.

O espago Ep, vai ser um subconjunto do espago E(4p . q), mais precisa-
mente o conjunto das 4-uplas (a, b, c,d) tais que todos os modos de obter a,
b, ¢ e d a partir de (a,b,c,d) déem o mesmo resultado. Basta exigir que
b = f(a) = g(e¢) = h(c) e que d = k(c), onde a, b, ¢ e d sdo obtidos a
partir de (a,b,c,d) pelas projegbes naturais; ou seja, o que queremos é que
(b,0,b,d) = (f(a),g(c), h(c), k(c)), i.e., 0s (a,b,c,d) bons sdo os que sao levados
no mesmo ponto por duas fungoes (a, b, c,d) — (b, b,b,d); essas fungdes sdo ex-
atamente \(a, b, ¢,d).(b,b,b,d) e Aa,b,c,d).(f(a),g(c), h(c), k(c)), se quisermos
usar a notacao da segao 2.8. E possivel montar espagos isomorfos a (a,b,c,d) e

a (b,b,b,d) em Set 4 e as duas funcoes entre eles s6 usando as regras de produ-
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tos bindrios; o limite de B pode ser obtido tomando o equalizador dessas duas
fungoes. Em certas situagoes pode ser necessario tomar um produto 0-drio, e é
al que entra o terminal: ele faz o papel de limite 0-4rio, ou de limite para uma
base vazia.

Conclusao, se acrescentamos ao sistema CCC uma regra que obtém equal-
izadores passamos a ser capazes de construir qualquer limite finito. Isso vai ser

feito quando passarmos para topoi no capitulo 8.

Até agora toda vez que nés mostramos explicitamente um limite L em Set
ou Set 4 para uma base B a justificativa para ele ser um limite era do tipo “é
6bvio que existe exatamente uma funcao x — L adequada, ja que cada ponto x
86 pode ir em um ponto L”; essa justificativa pode ser reformulada em termos
mais categéricos. Dizemos que um objeto O, é um gerador para uma categoria
se para quaisquer duas setas entre os mesmos objetos dessa categoria, 3 EN v
e 8L v, se f# g hé uma seta « — 3 capaz de distingiii-las, i.e., tal que
a— 0 EN v#£Ea— [ EN v; qualquer singleton é um gerador em Set ou em
Set 4. Para verificar que uma seta + — L é a fatoragao de um cone z — B
(estamos usando um abuso de linguagem evidente) por L — B basta verificar
que para toda seta 1 — x toda seta 1 — « estd bem-definida, onde O é um
gerador e os « sao os objetos da base.

Em algumas categorias que vao nos interessar mais tarde nao temos um
objeto gerador, mas temos uma familia de geradores, uma classe de objetos tais
que se dois morfismos o — [ sdo diferentes entao existe um morfismo indo
de um dos geradores da familia em « que distingue esses dois morfismos. E
evidente que a classe de todos os objetos de uma categoria é uma familia de
geradores, mas os casos interessantes vao ser quando as familias de geradores

forem pequenas.

Muitas demonstragoes em topoi ou em categorias — nao as que vamos dar,
que vao ser pouquissimas, mas as da literatura sobre o assunto — envolvem
provar que dois objetos sao isomorfos mostrando que eles sdo limites sobre a

mesma base. Por exemplo, para mostrar que o retangulo formado por dois
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pullbacks colados é um pullback,

podemos mostrar que existe um isomorfismo natural entre a e a’ no diagrama
acima, onde a’ é um pullback para ¢ — f e d — f; para isso usamos uma
seqiiéncia de bije¢oes naturais. Escrevendo como x — (a,...,w) cones cuja
base é formada pelos objetos «;, ... ,w e pelos morfismos entre eles herdados do

diagrama acima, temos a seguinte seqiiéncia de bijegoes:

z—a
x— (¢, d, f)
x— (c,d,e, f)
x — (¢,b,d,e, f)
x — (a,¢,b,d,e, f)

Tr —a

onde a bijegao da barra marcada com ‘x’ é um pouco mais dificil de verificar

que as outras; a partir dai encontramos o isomorfismo entre a e a’.
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O teorema da deducao

5.1 Asregras T

Para mostrarmos que o sistema DN e o sistema CCC sao equivalentes nds vamos
precisar aprender a interpretar barras duplas como barras normais. Digamos
que A seja uma arvore que obtém [ a partir de a4,...,ak; vai ser melhor
usar letras maitisculas ao invés de nimeros nos indices dessas hipdteses. Por
exemplo, seja A a arvore abaixo,

T Ay

ANy x  x—(y—2)

) y—=z
z )

uma deducdo em DN de 8 = 2 a partir de aq4 = x Ay e ap =2 — (y — x);
cada folha nao-descarregada de A estd associada a uma das letras maitsculas
usadas como indices, embora nao tenhamos indicado isso na arvore.

Entao a tltima barra dupla na arvore abaixo a esquerda pode ser entendida
como uma “aplicagao do teorema em DN provado por A”; nés formalizamos isso
dizendo que ela é uma aplicagao da regra TADN:

v w 174 W
x ANy x—(y—2) Ay x— (y— 2)

z z

A
TDN

e isso é s6 uma abreviatura para a arvore abaixo, em que a tltima barra é uma
“aplicagao de um teorema em DN dado explicitamente”; a regra nesse caso é

TeDN.
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[z Ayt

[z Ayt x [ — (y — 2)|'P
1% W Y y— 2

thy T1—(y—2)

1: TGDN
z

Vamos ter uma regra de reducao para eliminar barras Tepy; ela diz que uma
aplicacao de uma regra Tepy pode ser substituida por uma deducao de A com as
dedugdes dos a4, ... ,ax grudadas nas folhas correspondentes de A. A arvore

acima pode ser reduzida, por uma aplicagao dessa regra, a essa arvore aqui:

v
v TNy W
xANy .  x—(y—2)
Y Yy—=z
z

Uma dedugao em que cada barra é ou uma aplicagao de uma das regras do
sistema DN ou uma aplicacdo de uma regra Ty (i.e., Tepn ou, se estivermos
numa arvore escrita com abreviagdes, THy, onde A é uma deducio em DN) é
considerada uma dedugao no sistema DN+Ty. Como consideramos, por um
pequeno abuso de linguagem, que um sistema dedutivo é dado pelas suas regras
de deducdo, vamos considerar que o sistema DN+Tpy é dado pelas regras de

DN e mais pela regra Tpy.

5.2 Traducoes

Cada deducao em DN ja ¢ uma deducao em DN+T; uma dedugao em DN+Tpy
pode ser traduzida para uma deducao em DN aplicando a regra de reducgao a
cada barra Tpy; é facil ver que a ordem das redugbes nao importa e que o
resultado final (uma dedugado em DN) é sempre o mesmo. Isso nos dd uma
fungao de tradugao indo de dedugdes em DN+T [y em deducoes em DN, e ja
tinhamos uma tradugdo DN — DN+Tp. A composta DN — DN+Ty — DN
¢ a identidade, mas a composta DN+T — DN — DN+T s6 age como a
identidade para as dedugoes que ja estavam em DN.

Da mesma forma que definimos as regras Ty podemos definir as regras

Tco, com a diferenga de que os “teoremas” aplicados pelas regras T o tém
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que ser dados por dedugoes no sistema CCC. Também definimos o sistema
DN+T e e as tradugoes CCC — DN+T o € DN+T e — CCC do modo
natural.

Agora podemos definir uma tradugao de CCC para DN. Cada barra das que
aparecem na tabela das regras do sistema CCC na secao 4.9 pode ser entendida

como uma certa regra Ty; por exemplo,

[a]? (4]
aAB A=A
C
ﬁ—wl 5
anf—y ahNf—n a—>(ﬁ—>7)3:TeDN

a—(f—1) = a— (B—7) ;

fixe a dedugao em DN associada a cada regra de CCC, por exemplo escolhendo
um cada caso a unica deducao adequada que estd em forma normal, e temos
uma traducdo bem-definida indo de CCC em DN+Tpy. Compondo-a com a
tradugao DN+Ty — DN obtemos uma fungao de traducao CCC — DN; é facil,
embora um pouco trabalhoso, verificar que duas construgoes equivalentes (i.e.,
CCC-equivalentes, como definimos na segdo 4.9) para um morfismo em CCC
sao levadas em duas dedugoes em DN que correspondem a termos equivalentes.

Como temos um modo de normalizar dedug¢oes em DN temos um algoritmo
que diz se duas construgoes em CCC sao CCC-equivalentes, mesmo sem nunca
termos falado de normalizagdo em CCC: passe as duas construcoes para DN,
normalize e compare o resultado. Na verdade falta verificar uma coisa para ver
que esse algoritmo funciona: falta ver que duas construgées em CCC s6 sao
levadas em construgoes equivalentes em DN se forem CCC-equivalentes; vamos

ver na préxima se¢ao que isso é verdade.

Ja temos tradugoes entre DN e DN+Tpy, entre CCC e DN4+Tc e uma
extra indo de CCC em DN+Tpy. Parece que deveria dar para construir a
traducdo que falta, DN — DN+T ¢,
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de um modo parecido com como constuimos a tradugao CCC — DNT, mas
héa dois problemas: primeiro, que todos os tipos que aparecem numa deducao
em CCC tém o ‘—’ como conectivo central, ji que eles sao morfismos; seria
preciso transformar todo tipo num tipo da forma o — (3. H4 um modo 6bvio
de fazer isso: hé um isomorfismo natural entre setas de tipo o« — (3 e setas de

tipo T — (a — (), que pode ser obtido em CCC a partir do diagrama abaixo;

b>C ———T T ey TAD €=>-b
b*(b>c) <—T'be—>b b>c=<==—=c

trocamos as por bs e (s por cs para deixd-lo com um aspecto mais familiar, e
o isomorfismo natural entre b e T A b é bastante evidente (veja a secdo 4.10).
Fazendo essa tradugao o == T — « em cada né de uma dedugdao em DN néds
quase obtemos uma deducao em DN+T-: todas as regras de DN podem ser
vistas como regras T, exceto pelas duas regras que envolvem descargas, VE
e —I; ndés ainda nao fazemos a menor idéia de como interpretar em DN+T ¢
as descargas que vém da deducao em DN, e o que sabemos sobre eliminar as
descargas das regras Tcc nao ajuda muito.

Podemos melhorar a situagao um pouco lembrando que cada ocorréncia da
regra VE pode ser substituida por uma ocorréncia da regra VE' e vice-versa,
como vimos na secdo 3.1; é facil montar traducoes DN — DN’ e DN’ — DN, e
o sistema DN’ s6 tem uma regra ruim, —I, ja que VE' ndo envolve descargas.

Um exemplo simples dessa traduciao DN'—{ —I } — DN+T ¢ funcionando:

alNb aAb T —aAb T —aAlb

b a T—>p ©CC
bAa — T—bAa

T S>a ccce

TCCC

5.3 O teorema da dedugao

Para podermos lidar com as descargas nas regras —I na traducdo DN’ — CCC
vamos ter que consertar a tradugdo que tinhamos e que ia de DN'—{ —I} para
DN+Troe pondo ‘T —’ na frente de cada tipo. Vamos passar a escrever a

seta do ‘T —’ como ‘=’ para ressaltar que ela é diferente das outras e vamos
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introduzir um simbolo novo, ‘A’; que s6 aparece a esquerda do ‘=-". O algoritmo
para traduzir uma deducdo em DN’ para uma CCC vai ter duas partes: na
primeira ele usa uma traducao parecida com a dos ‘T —’s para obter uma
arvore em que os tipos estao escritos com ‘A’s e ‘=’s; na segunda parte essa
arvore intermedidria é consertada e vira uma deducao em CCC.

Vamos dizer que um né de uma arvore depende de uma certa folha descar-
regada da drvore se esse né esta entre essa folha e a barra em que ela é descar-
regada.

Na primeira parte da traducao faga tudo igual a antes, mas ao invés de
‘T —’ ponha em cada né ‘a; A ... A o, =, se ay,...,q, é uma lista, sem
repeticoes, dos tipos que aparecem nas folhas descarregadas das quais esse né
depende; se o n6 nao depende de nenhuma folha descarregada use T ao invés
de a1 A ... A a, =, e além disso ponha uma barra acima de cada né que
corresponde a uma folha descarregada da arvore original. E mais f4cil entender
isso seguindo o exemplo abaixo, em que a deducao em DN’ é uma demonstracio
de que ((a = b) A (b— ¢)) — (a — ¢) é um teorema; como ela iria ficar grande
demais nds escrevemos a — b como ab, b — ¢ como bc e (a — b) A (b — ¢) como

abc.

[abc]? abey = abe
[a]'  ab  [abc)? ay = a abcg = ab abey = abc
b be ay N\ abcg = b abcy = be
c a1 A\ abes = ¢
ac 1 abcy = ac
abc—>ac2 == T = abc — ac

Repare que cada tipo a esquerda do ‘=" na arvore da direita ganhou uma
anotagao em subescrito que diz a que barra de descarga ele esta associado; dois
tipos com subescritos diferentes sao considerados diferentes e devem aparecem
separados na lista a esquerda do ‘A’. Isto nao é muito importante enquanto
estivermos vendo os tipos s6 como proposicoes, mas vai ser fundamental para
fazer com que essa tradugao funcione também na interpretagao funcional.

Agora a segunda parte da traducdo. Pegue a arvore intermedidria e inter-
prete ‘A’s como ‘A’s e ‘=’s como ‘—’s; é preciso por parénteses de alguma forma
nas expressoes ‘ai A ... A ay’; escolha qualquer um dos modos possiveis. Agora

interprete cada barra como uma regra Tc. A primeira vista parece que pode
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haver muitas deducoes em CCC nao equivalentes que servem como o teorema es-
condido, mas isso nao é verdade: se tomarmos o cuidado de respeitar os nimeros
em subescrito e de usar no lado direito dos ‘=" as mesmas regras naturais que

usamos na tradugao com os ‘T —’s a traducao funciona. Por exemplo, em

aiNas=b asANaz3=b—c
aiNas Nasg = ¢

sO0 temos uma “projecao” natural que a partir de a; A az A az monta o par com
a1 e ag e sé uma que monta o par com ag € az. Compondo essas projecoes com

a1 N as = becom as A ag = b — ¢ obtemos

aitNasNaz3=b aiANasNa3=b—c

aiNaz ANas = ¢ R

que pode ser tratado da mesma maneira que tratamos o caso com ‘T —’s, que

era
T—=b T—=(b—c

T (BADb—=c) bAb—Cc)Se
T—> ;

substitua cada T por a; Aas A as e pronto. Quanto as barras que correspondem
as aplicagoes de —I com descargas, o que elas fazem é passar o «; com o indice

certo para o lado direito do ‘=", como na operacao de currying.
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A algebra dos valores de
verdade

6.1 Valuacoes

Digamos que A, B,C ... sejam as nossas proposi¢oes atomicas e P seja o con-
junto das proposicoes formadas a partir dessas, T, L, A, V e —. Seja Q o
conjunto dos valores de verdade do sistema, que por enquanto nao tem nen-
huma estrutura especial. O conjunto das proposigoes atomicas vai ser chamado
de Paiom-

Uma valuagao em P é uma funcao [-] : P — 2 que obedega uma condigao que

diz que “tudo que é derivavel a partir de hipéteses verdadeiras é verdadeiro”; for-

malmente, se existe uma derivacdo de § com a1, ... ,a, (n > 0) como hipdteses
ela1) =1[T), ..., [an] = [T], entdo [B] = [T].
Repare que se  é um teorema intuicionista entdo [3] = [T] em qualquer

valuagao, ja que existe uma derivagao de 3 a partir de um conjunto vazio de
hipéteses.

Vamos definir o conjunto de verdades de uma valuagao como sendo { « € P |
o] = [T] .

Exemplos de valuagoes (com Q= {T,4}):

1) a que diz que “toda proposicao é verdade”: [a] = T para todo «.

2) A que associa T as proposigdes que sdo teoremas intuicionistas e d as
outras.

3)Se V : Patom — { T, d} é uma atribuicdo qualquer de verdadeiros e falsos
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para as varidveis atomicas, a extensao natural dele para P, usando [T] = T,
[L] = 4 e as tabelas cldssicas para A, V e —, que vamos chamar de []y, é
uma valuagao. Os [-]s que sao [-]ys para alguma V sdo chamados de valuagées
classicas.

4) Para S C P defina conseq(S) como sendo o conjunto das proposigdes que
sao derivaveis usando s6 elementos de S como hipéteses. A fungao que associa
T as proposicoes em conseq(S) e 4 as outras é uma valuagao, a valuagdo “menos

verdadeira” tornando os membros de S verdadeiros.

6.2 Valuacoes algébricas

Defini¢do: uma valuagao é algébrica se para x = A,V,— o valor de [« * b] 86
depende dos valores de [a] e [5]; formalmente, se ([a] = [@/] e [5] = [#']) implica
em [a* 3] = [a/ x #']. A idéia é que nas valuagoes algébricas as operagdes A,
V, — sdo dadas por fungoes Q2 — ), e a partir delas e de [T] e [L] a gente
reconstréi a valuagao inteira a partir dos valores das varidveis atoémicas; alias,
a partir de [T], [L] e de operagdes A, V,— “boas” qualquer escolha de valores
para as variaveis atomicas se estende a uma valuacao algébrica.

Defini¢do: uma dlgebra de valores de verdade é uma 7-upla (2, T, L, A, V, —
J,onde T, L € QeA,V,—: Q% — Q, que sempre induz valuacdes algébricas; isto
é, tal que para toda escolha de P, € para qualquer escolha de valores para
as variaveis atomicas, ¢ : Pyom — §2, a extensao natural de ¢ para uma fungao
P — Q é uma valuagao algébrica. E bem facil ver que para qualquer valuacao
algébrica tal que a sua P — Q seja sobrejetiva a 7-upla (Q,[T],[L], A, V,—),
onde A, V e — sao os induzidos pela valuagao, é uma &lgebra de valores de
verdade; além disso temos um jeito natural de gerar uma valuagao algébrica a

partir de uma algebra de valores de verdade: basta tomar P,om = €.

6.3 Valuacoes induzem valuacoes algébricas

Um fato surpreendente é que para qualquer valuacao V existe uma valuagao
algébrica V', inica médulo certas tecnicalidades, que tem o mesmo conjunto de
verdades que V'; vamos demonstrar isso a seguir.

Para a, 8 € P vamos dizer que a < 8 (“a é tao ou menos verdadeiro quanto

3”) quando [a — 3] = [T]. A relagao < é reflexiva porque o — « é sempre um
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teorema intuicionista, e é transitiva porque porque se [a — 8] = [ — ] = [T]

entdo [ — 4] =[T]:

[a' a—p
B B —
[a]' v

— 1
a—« a— 7y

Isso gera uma relacao de equivaléncia ‘~’ entre os membros de P, em que
a~fseesésea< fef<a),ou, equivalentemente, se [(« — B) A (8 —
a)] = [T]; vamos abreviar (« — ) A (8 — «) como a < (.

Vamos definir [[]' : P — P(P) por [o) = {8 | B ~ a}; esse || vai dar
a valuacao algébrica que queremos. Primeiro vamos mostrar que []' é uma
valuagao algébrica:

1) [] é uma valuagao: basta ver que o conjunto de verdades de [-]’ é o mesmo

que o de []. Uma proposicao « é verdadeira por [-|', i.e., [a] = [T]', se e s6 se
[ — T]=[T]e [T — a] =[T], ou seja, se « — T e T — « estdo ambas no
conjunto de verdades de [-]; mas & — T é um teorema intuicionista e T — « é

equivalente a a:

T . o . T T—oa
a— T T -« o

2) [[]’ é algébrica. Para isso é preciso provar que se [a1]" = [a2]” e [51] = [B2)’
entdo [ag * 1] = [ae * 2], para x = A,V,—, ou seja, que se a1 < Qg €
B1 < B3 sao verdade em [] entdo os (ay x 01) < (ag * B2) sdo verdade em []
para * = A,V,—. As demonstragoes sao faceis mas sdo diferentes para cada

conectivo. A titulo de exemplo, o cerne da demonstracao para o V é

[ai]' a1 —ay [Bi]' Bi— B2

% B2
[ Vv 31]? as V B as V B2 .
oV o

o VP — VP

Agora queremos ver que num certo sentido [-]’ é a tinica valuagéo algébrica
compativel com [-]. J4 que nao interessa o caso em que uma []' tem valores

de verdade que nado sao assumidos por nenhuma proposi¢do de P (porque néo

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxOmat.puc-rio.br



CHAPTER 6. A ALGEBRA DOS VALORES DE VERDADE 79

poderiamos dizer nada sobre esses valores de verdade s a partir do que sabe-
mos sobre []), considere que os valores de verdade de [-]' sdo os conjuntos de
proposicoes que tém o mesmo [-]’-valor; vamos chamar o conjunto desses valores
de Py, o “quociente de P por [-]"”. Da mesma forma vamos definir P, como o
quociente de [P pela relagdo que diz que « e (8 sdo equivalentes se [a < ] = [T],
ou [a < p]) = [T], tanto faz.

Para simplificar um pouco vamos esquecer [-]' e passar a sé discutir uma
valuacao algébrica [-], para ver em que sentido ela pode ser recuperada a partir
dos seus valores de verdade.

Digamos que « e o' estejam na mesma Py j-classe e 3 e 3’ estejam na mesma
IP/p-classe. Se o < (3 for verdade mas o’ « (' nao, vamos ter [(a — () A (8 —
a)l=[Tlel(e = B)A(B — )] # [T], o que é um absurdo ji que a valuagdo é
algébrica. Considere o caso particular em que «, o', 8 e 3’ estdo todos na mesma
IP/(j-classe e em que a = [3; como « < « é um teorema entao o < 3 é verdade,
e daf o/ < (' é verdade. Conclusdao: numa valuacao algébrica elementos da
mesma P/j-classe estdao na mesma IP/_,-classe, i.e., cada [P/ j-classe estd contida
dentro de uma IP’/(_)—classe.

A reciproca nao é verdadeira se ndo impusermos condigbes extras. Se s6
exigimos que a valuacao seja algébrica é possivel fazer uma certa bagunca nas
[P/(j-classes e continuar com uma valuacao algébrica; por exemplo, tome uma
proposicao atomica A que nao seja verdadeira. Mude a valuagdao da seguinte
forma: o valor de A passa a ser um ponto novo que acrescentamos a €2, mas
o valor de qualquer proposicao de comprimento maior do que 1 passa a ser
o valor calculado como se o A ainda tivesse o valor antigo. Assim o valor
de A muda, mas o valor de por exemplo A A A, ou de qualquer proposigao
que nao contenha A, continua o mesmo. Essa nova valuacdo tem o mesmo
conjunto de verdades que a antiga, também ¢é algébrica, mas provavelmente
tem um valor de verdade a mais que a anterior. Podemos até tomar um caso
extremo disso: defina a operacao ‘x’ sobre proposigoes, tal que ¢ — ¢* substitui
todas as “subproposic¢oes verdadeiras” de ¢ por T. Por exemplo, se ¢ = ((A —
B)VC)AD e Ae (A — B)VC sao verdadeiras (i.e., [A] = [(A — B)VC]| =[T)])
mas B e A — B, C e ¢ nao sdo, entdo ¢* = T A D. Crie uma valuagdo nova,
em que duas proposicoes p e P tém o mesmo valor se e sb se p* = *; essa

valuacao é algébrica.
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Vamos considerar que o caso mais interessante é quando as P/ )-classes sdo
exatamente as IP/_,-classes. Quando uma valuagao obedece essa condigao vamos
dizer que ela é bem-comportada; é evidente que uma valuacao induz uma tnica
valuagao bem-comportada, e ji vimos que uma valuagao bem-comportada é

algébrica. E sé nesse sentido que valuagoes induzem valuagoes algébricas.

Numa valuagao bem-comportada é possivel recuperar o comportamento das
operagoes A, V, —, T e | da algebra s6 a partir da relagdo de ordem ‘<’ que
definimos por o < 8 <= [a — ] =[T].

Vamos voltar a chamar P/, de €2 e vamos usar a,b,...,z como nomes de
elementos de ; um sup de um conjunto S C € é um elemento z € S que é
tao ou mais verdadeiro que todos os elementos de S, i.e., tal que Va € S a < z
(defina a relagéo ‘<’ em  a partir dela em P do modo ébvio). Um infde S € Q é
um elemento a tao ou menos verdadeiro que todos os elementos de S, no mesmo
sentido.

Qualquer subconjunto de 2 tem no maximo um sup, ja que se tivesse dois,
w e z, terfamos w < z e z < w, e tomando representantes « e 3 para w e z (i.e.,
a € w, B € z) verfamos que a «— [ é verdade e portanto w = z. Pelo mesmo
argumento qualquer subconjunto de {2 tem no maximo um inf.

Defina Q_,, ={z € Q |z <z2z}e Q. ={2x€ Q| a<uz} Temos
a=sup_, =infQ, ., e podemos recuperar a a partir de 2_,, ou de ,_,.

Para quaisquer «, 3,7,0 em P, temos

a<T,

1<,

a< Ay <= a<fea<l,

BVy<6 <= B<dey<y,

a<(B—7) <= anB<y;
as demonstracoes sao muito faceis. Por exemplo, para o lado ‘<=’ da terceira

linha,
! a—=8 [a! a—~

B Y
BAY
a— BNy

1

Dai temos, se b= [8] e ¢ =[],
Q*)T = Qa
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Q1 =9,

Qpne = Qop N,

Qpve—s = Qo N Qe

Qpsey ={acQlanb<cl,

e portanto
T =sup{?,
1L =infQ,

bAc=sup(Q_pN_.),

bV e =inf(Qp_, N ),

b—c=sup{acQ|arnb<c}.

Na proxima secao vamos ver como ordens parciais que tém os sups e infs
necessarios induzem &algebras de valores de verdade. Repare que nos dois tltimos
blocos de equagoes os A, V, —, T e L eram as operagoes da algebra, nao os

simbolos usados para formar proposigoes.

6.4 Algebras de Heyting

Algebras de Heyting sao a versao categorica das algebras de valores de ver-
dade. Vamos uséd-las para mostrar que topologias “sao” &lgebras de valores de
verdade e que certas sentengas validas classicamente nao podem ser teoremas
intuicionistas.

Definigoes: uma categoria é uma preordem se para quaisquer dois objetos
A e B dela existe no maximo uma seta indo de A para B; dizemos que A < B
quando existe um morfismo A — B. Uma algebra de Heyting é uma categoria
cartesiana fechada que é também uma preordem; uma categoria é esqueletal se
ela ndo tem dois objetos diferentes isomorfos.

Teorema: se uma categoria C é uma algebra de Heyting esqueletal entao
os objetos de C formam uma algebra de valores de verdade, com A, V, —, T e
L definidos da maneira 6bvia: AA B é o produto de A e B, AV B é o coproduto
de Ae B, T éo terminal, L é o inicial; para definir A — B, repare que como
a categoria é esqueletal cada funtor A = A A B (para B um objeto fixo) tem

exatamente uma adjunta a esquerda; chame a adjunta de C = B — C.
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Ammp ANB

|1

B>C =B

Demonstragao: como C é esqueletal s6 existe um terminal, um inicial,
um produto e um coproduto para quaisquer dois objetos; as operagoes A, V,
—, T e L estao bem-definidas, mas falta ver que elas respeitam dedugoes, ou
seja, que se existe uma deducao em DN de 3 a partir de ay,... ,a, e o valor
de cada oy é T entao o tipo 8 é levado no T. Transforme essa dedugao numa
dedugao de oy A ... A @, — B a partir de nenhuma hipdtese (ponha parénteses
em aq A...A «, de qualquer modo) e aplique a transformagdo DN — CCC do
capitulo 5. Examine de novo a tabela das regras do sistema CCC na secao 4.9
e veja que para cada barra da tabela se os morfismos acima da barra existem
entao o morfismo de baixo também existe; releia a deducao em CCC como
uma construgao de um morfismo a3 A ... A a,, — 3 a partir de morfismos que
sempre existem, como identidades, projegoes, coprojecoes, ‘ev’s e setas indo
para o terminal ou saindo do inicial. Exemplo: vamos ver que se a A b é verdade
entao b A a também é verdade. Tomamos a deducao abaixo a esquerda e a
transformamos na deducao abaixo a direita, que diz que o morfismo aAb — bAa
sempre existe; se a A b é verdade existe uma seta T — a A b, e compondo-a com

a/ANb— bAaobtemos T — bA a, que diz que b A a é verdade.

[aADY [a A D)
b a aANb—b aANb—a
bAa aNb—b—a

Com isso vemos que o morfismo a; A ... A o, — [ existe; se cada a; for T
(e eles sdo por hipdtese) entdao ay A... A, = T e temos um morfismo T — 3;

como temos 3 — T e a categoria é esqueletal entao § = T.

Teorema: seja X um espago topoldgico e Ox a sua topologia, i.e., o con-
junto dos seus abertos. Considere a categoria, que também vamos chamar de
Ox, em que os objetos sao os abertos de X e os morfismos sao as inclusoes.
Essa categoria é uma &algebra de Heyting esqueletal.

Demonstragao: Ox é trivialmente uma preordem esqueletal; além disso

o conjunto vazio é inicial, X é terminal, O N Oy é o produto de O; e Os e
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01UQOs é o coproduto; a unica dificuldade é encontrar a adjunta para o produto.
Seguindo o mesmo diagrama de cima, temos que ter A C (B — C) exatamente
quando tivermos (AN B) C C, onde A, B e C séo abertos de X. Mas AN B
estd contido em C exatamente quando A nao tiver interse¢do com B\C, e isso
acontece exatamente quando A estiver contido no complemento de B\C'; como
A é aberto, isso é equivalente a A estar no interior do complemento de B\C.
Moral, B — C' corresponde a Int(X\(B\C)) = Int((X\B)UC). Observe que se
estivéssemos na topologia que diz que todos os subconjuntos de X sao abertos
terfamos B — C = Int((X\B) U C) = (X\B) U C; compare com a definigdo

classica do ‘—’ como P — @ := =PV Q.

Seja P um conjunto parcialmente ordenado por uma relagao —»; quando
temos a—»b dizemos que “b estd adiante de a”. Um subconjunto A de P é
considerado fechado para adiante quando todo ponto p de P que esteja adiante
de um ponto de a também esta em A. Por exemplo, considere que P é formado
pelos pontos a, b, ¢ e d, e que a relagao ‘—’ é gerada por a—»b—»c e a—»d. Se

. . hd. . .
representamos esses pontos nas posigoes c , i.e., com adiante sendo para baixo,
e representamos subconjuntos de P usando 1s e Os nessas posi¢oes para indicar

pontos que pertencem e pontos que nao pertencem ao subconjunto, entao estes
0

sdo os conjuntos fechados para adiante: 809 (1)0(3 %0? 817 (1)01, %01, %11 Nao é dificil verificar
que a “topologia dos fechados para adiante” sobre um P parcialmente ordenado
qualquer, em que os abertos sao exatamente os conjuntos fechados para adiante,
é realmente uma topologia; o interior de um conjunto é o maior fechado para
adiante contido naquele conjunto, ¢ A — B ¢ o interior de (P\A) U B. Como
caso particular, =A = A — 1 = interior do complemento de A.

Teorema: AV —-A, B— -—=Be —~(CAD)— (-CV-D) nao sdo teoremas
intuicionistas.

Demonstragao: se eles fossem teoremas eles valeriam T em qualquer dlgebra

de Heyting, mas

0

B 1

0 R 0

A 10 -B 0

— 0 0 — 0 1

A —A 10 01 B —-—B 11
AV —-A 101 B — —-—B (1)
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% 1 o
Cc D ¢ D — =

P 0 0 0

CAD —=C =D 00 o1 10

~(CAD) =CV-D o0
~(C AD) — (=C Vv —D) 2
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Chapter 7

Analise nao-standard

Primeiro uma exposicao informal. Vamos construir um universo novo a par-
tir do antigo; o antigo vai ser chamado de “standard” e o novo as vezes de
“néo-standard” (quando ele for construido como um Set"), as vezes de “semi-
standard” (quando for construido como um Set” ). Os pontos do universo novo
vao ser seqiiéncias de pontos do universo antigo médulo uma certa relagao de
equivaléncia, e queremos que essa relagao de equivaléncia seja tal que para saber-
mos se duas seqiiéncias sao equivalentes baste olhar para o conjunto dos indices
em que os valores das duas coincidem: se esse conjunto de indices é “grande”
(onde para nés um conjunto de indices “grande” é a principio simplesmente um
conjunto que pertence ao conjunto dos conjuntos de indices considerados como
grandes) entdo as duas seqliéncias sao consideradas equivalentes; sendo, nao.
Vamos ver que as propriedades que esse conjunto dos conjuntos grandes de
indices (vamos chamé-lo de F) tem que obedecer para induzir uma relagio de
equivaléncia nao trivial sao exatamente as que fazem com que ele seja um filtro;
o conceito de filtro sobre um espaco ja foi um dos conceitos mais fundamentais
de topologia, mas ele foi aos poucos sendo substituido pelo de topologia sobre
um espago. No nosso caso o conceito de filtro vai ser mais util, por um lado
porque ele se presta melhor para analisar continuidade pontual e limites, e por
outro lado porque filtros com uma certa propriedade de maximalidade sao o
que chamamos de ultrafiltros, e ultrafiltros tém uma propriedade l6gica muito
interessante: se o conjunto F for escolhido como sendo um ultrafiltro, o universo
novo vai obedecer exatamente a mesma Iégica de primeira ordem que o antigo;

se F for s6 um filtro o universo novo vai obedecer uma légica mais fraca que o
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antigo, com mais valores de verdade, mas que nao chega a ser tao fraca quanto
a légica intuicionista pura: a légica do universo novo vai ser sempre booleana,
e vamos ter uma descrigao explicita dos seus valores de verdade.

Tanto no caso em que o F é um ultrafiltro quanto no caso em que ele é s6 um
filtro vamos ter copias dos objetos do universo antigo dentro do novo, as classes
de equivaléncia das seqiiéncias constantes, e elas vao obedecer propriedades
parecidas com as que obedeciam no universo original. Além disso quando F nao
é trivial vamos ter objetos que se comportam como infinitesimais; por exemplo,
as seqiiéncias tendendo a zero vao se comportar (nos sentidos adequados, é
claro) como pontos diferentes de zero mas infinitamente préximos de zero.

Mudando o conjunto tomado como conjunto de indices para as seqiiéncias as
seqliéncias podem deixar de ser seqiiéncias (porque o conjunto-indice deixa de
ser ordenado) e passar a ser sé fungoes; isso aparentemente complica as coisas,
mas vamos ver como certos conjuntos de indices nao sé tém filtros naturais,
como vao aparecer certos objetos que sao infinitesimais naturais, e que tém
certas propriedades de universalidade. Um resultado bem conhecido de analise
nao-standard 'é que uma funcio (standard) f é continua no 0 se e s6 se ela leva
todos os pontos infinitamente préximos do 0 em pontos infinitamente préximos
de f(0); nés vamos ver que isso é equivalente & imagem do infinitesimal natural
por ela ser um ponto infinitamente préximo de f(0), ou seja, nao sé a diregao
da quantificagdo se inverteu (ao invés de algo como “a imagem inversa de cada
aberto é um aberto” temos “a imagem de cada infinitesimal é um infinitesimal”)
como um quantificador desapareceu, e da mesma forma que aprendemos que
uma varidvel x € R se comporta como um numero real universal vamos comecar
a ver que esse infinitesimal natural se comporta como um real infinitamente

pequeno universal.

1H4 vérias construcdes — que ndo sio equivalentes entre si — para esses universos am-
pliados que obedecem a mesma légica de primeira ordem que o universo usual; a que vamos
usar é uma versao, simplificada porque sé vamos tratar de sentengas tipadas, do “modelo
gerado por ultrapoténcia” que aparece em [Davis] e [SL]. Uma construgao que, a grosso modo,
é como um limite de ultrapoténcias é a dos enlargements, descrita em [Robinson] e [SL]. A
“Internal Set Theory” de Edward Nelson ([Nelson], [Lutz]) é uma abordagem axiomética, em
que se usa o teorema da compacidade para demonstrar a existéncia de um modelo. Nés vamos
ser simplistas por conveniéncia e dizer que a “andlise semi-standard” trata do universo novo
(“semi-standard”) quando F é um filtro, e a “anélise ndo-standard” trata s6 dos casos em que
F é um ultrafiltro.
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7.1 Hiperpontos

Vamos usar sempre o simbolo I para denotar o conjunto-indice. Até fixarmos
bem as idéias vamos ter I = N; o universo antigo é Set 4, e o universo novo
formado por seqiiéncias de pontos do antigo é Seta, que vamos abreviar como
Set!. Se o é um tipo de Set 4, entdo um ponto de tipo a de Set! é uma seqiiéncia
de pontos de tipo a, i.e., € uma fungao de I em E, ou, se preferirmos, um ponto
de tipo 1 — a.

O nosso primeiro quociente vai identificar seqiiéncias que sé difiram num
conjunto finito de indices, i.e., que coincidam num subconjunto cofinito de I = N.
O conjunto dos conjuntos cofinitos de N vai ser chamado de N'. N é um filtro
sobre I; a definicao de filtro vai ser dada daqui a pouco. Em geral vamos deixar
um filtro fixo, e vamos chamé-lo de F; por enquanto F = N.

Os pontos de Set! — que sdo seqiiéncias indexadas por I — sdo chamados
de pré-hiperpontos. Chamamos de Set” o quociente de Set! pelo filtro F: dois
pré-hiperpontos sao F-iguais se eles coincidem num conjunto F-grande — por
enquanto, num subconjunto cofinito de N. Os pontos de Set”, que chamamos de
hiperpontos, sao classes de equivaléncia de pré-hiperpontos F-iguais. E melhor
seguir com um exemplo: (1,1/2,1/3,...) é um pré-hiperponto de tipo r, que
também dizemos que é um “pré-hiperponto de R”, ou que é um “pré-hiper-r”.
O hiperponto correspondente a ele é o conjunto dos pré-hiperpontos F-iguais
a ele, i.e., o conjunto das seqiiéncias que sé diferem dele num conjunto finito
de indices. Como ficaria confuso demais falar sempre dos hiperpontos como
conjuntos de pré-hiperpontos nds vamos preferir pegar um pré-hiperponto como
representante da classe dos pré-hiperpontos F-iguais a ele, e dizer que a classe
de equivaléncia dele é “ele visto como hiperponto”.

No6s temos uma fungao natural indo de Set 4 em Set!, a que leva cada ponto
a de Set 4 na seqiiéncia constante (o, «, «, . .. ), e temos uma fungio natural de
Set! em Set”, o quociente. Usando essas funcoes obtemos um pré-hiperponto
e um hiperponto a partir de cada ponto o de Set 4; dizemos que os pontos de
Set 4 sao pontos standard, e os pré-hiperpontos e hiperpontos obtidos dessa
maneira sao chamados de pré-hiperpontos standard e hiperpontos standard.
Sequiéncias nao-constantes nao sao pré-hiperpontos standard, e nao é dificil ver

que (1,2,3,...) visto como hiperponto também néo é standard.
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Set! ¢ Set” também sdo universos de pontos tipados, como Set 4. Até
agora sé tinhamos mencionado pré-hiperpontos (aj,as,...) em que cada a; era
do mesmo tipo «, mas podia ser que os a;s tivessem tipos diferentes. Um exem-
plo natural é o seguinte: sejam € = (1,1/2,1/3,...), ¢/2 = (1/2,1/4,1/6,...);
€/2 é um pré-hiperponto de [0,¢€), j4 que (1/2 € [0,1), 1/4 € [0,1/2), 1/6 €
[0,1/3), ...) = (T,T,T,...). O que estdvamos chamando de um “pré-hiper-
ponto de tipo «” na verdade é um pré-hiperponto de tipo (a,a,a,...), €

“ac visto como pré-hipertipo”;

(a,,,...) é wn pré-hipertipo standard, e é
mas nds vamos usar bastante o abuso de linguagem segundo o qual esse pré-
hipertipo é simplesmente “a”, e segundo o qual (a,a,a,...) e (a,a,qa,...) visto
como hiperponto sao simplesmente “a”.

Repare que o conjunto dos hipertipos é um quociente do conjunto dos pré-
hipertipos, e que dois pré-hiperpontos com tipos diferentes podem ser levados

pelo quociente no mesmo hiperponto.

Temos bons motivos para considerar que € = (1,1/2,1/3,...) é um infinites-
imal. Se o comparamos com 0 indice a indice vemos que ele é sempre maior do
que 0, i.e., obtemos uma seqiiéncia de valores de verdade que é verdadeira em
todo indice; como ela é igual a T visto como pré-hiperponto (e ela vista como
hiperponto é igual a T visto como hiperponto) dizemos que (0 < €) =1 T e que
(0 <€) =# T, ouque0 < e é “I-verdade” e “F-verdade”. Se comparamos e
com qualquer real standard ¢ > 0, i.e., com (4, 4,4,...), vemos que o resultado
é uma seqiiéncia de valores de verdade que a partir de um certo ponto é sem-
pre verdade; € < § pode nao ser I-verdadeira, ja que pode falhar nos primeiros
indices, mas é F-verdadeira, e isso para qualquer § standard > 0. Esse € estd
entre 0 e qualquer standard maior do que 0, entdo (por defini¢do, digamos) €
é um infinitesimal. Repare que isso deixa de ser verdade se permitirmos que
seja um pré-hiper-r qualquer maior que 0: 0 < €/2 < ¢ em todo indice. Re-
pare também que entre pré-hiper-rs e entre hiper-rs a relagao ‘<’ nao é muito
bem-comportada. Se tomamos a = (0,1,0,1,...) e b = (1,0,1,0,...) entdo
(a<b)=(T,4,T,4,...), que nem coincide com T num conjunto grande (i.e.,
cofinito) de indices nem coincide com 4 num conjunto grande de indices; o valor
de verdade de a < b é um valor de verdade intermediario entre T e 4. Isto
vai ser consertado daqui a pouco, quando passarmos para ultrafiltros, mas um

pouco depois vamos ver que o sistema quebrado vai ser ainda mais 1til que o
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consertado.

7.2 Filtros

Fixe um conjunto indice I qualquer. Que propriedades o conjunto F C P(I)
deve ter para que a relacao de “F-igualdade” que tinhamos antes — dois pré-
hiperpontos sao F-iguais quando o conjunto de indices em que eles coincidem
pertence a F — seja uma relagao de equivaléncia?

Vamos continuar chamando “pré-hiperpontos” de “seqiiéncias”, e vamos usar
a, b e ¢ como nomes de seqiiéncias e A, B e C como nomes de subconjuntos de
I.

Queremos que toda seqiiéncia seja equivalente a ela mesma, dail € F. E se
a =7 be b=z c vamos querer que valha a =f ¢; digamos que a e b coincidem
no conjunto A e b e ¢ coincidem no conjunto B. Entao a e ¢ coincidem pelo
menos na intersegdo de A e B, e alids podemos arranjar as coisas para que
eles coincidam em qualquer conjunto contendo a intersecao de A e B; dai para
quaisquer conjuntos A e B em F qualquer conjunto contendo a intersegao de A
e B tem que estar em F, e F é fechado por intersecoes finitas e por “aumentar
conjuntos”.

Se @ € F entao todo subconjunto de I estd em F, e todas as seqiiéncias sao
equivalentes. Isso nao é uma situagao muito interessante, e em geral vamos nos
restringir aos casos em que & ¢ F. Obs: se A, B € Fe ANB = J entdo & € F.

Quando F C P(I) for fechado por intersegoes finitas e por aumentar con-
juntos, e I € F e @ ¢ F vamos dizer que F é um filtro, ou um filtro sobre
I.

Alguns exemplos de filtros:

0) {I} é um filtro. No quociente por I cada seqiiéncia s6 é equivlanete a si
mesma,; daf o sentido de usar a notagao [a]; para falar de o como pré-hiperponto.

1) Se I é infinito o conjunto dos subconjuntos cofinitos de I é um filtro. Se
I é nao-enumeravel o conjunto dos subconjuntos coenumeraveis de I também é
um filtro.

2) Defina 1A como o conjunto dos subconjuntos de I que contém A. Se
A # @ entdo TA é um filtro. Se A = {a} e F = 1A entdo os hiperpontos e
hipertipos de Set” se identificam naturalmente com pontos e tipos de Set 4, ja

que a € o unico indice que importa.
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3) Seja A; D Ag D ... uma seqiiéncia decrescente de conjuntos nao-vazios
com I D A;. Entéo o conjunto { X C 1|3 X D A; } é um filtro.

4) Seja B uma familia de subconjuntos de I tal que nenhuma intersegao
finita de membros de B seja vazia; o conjunto dos subconjuntos de I que contém
alguma intersecao finita de membros de B é um filtro. Vamos chamar o conjunto
das intersecoes finitas de membros de B de (g, B; fica implicito que a intersegao
de zero conjuntos de B é I. O filtro gerado a partir de B é T(g, B); dizemos
que B é uma pré-base e (g, B é uma base para esse filtro.

5) Se X é um espago topoldgico e oy € X entdo o conjunto das vizinhangas
de X (i.e., dos subconjuntos de X que contém algum aberto contendo xp) é um
filtro sobre X, o filtro das vizinhancgas de xy.

6) Uma vizinhanga furada do ponto zp € X, onde X é um espago topolégico,
é um subconjunto de X\{ z¢ } tal que a sua unido com { g } é uma vizinhanca de
xo. Se {xg } ndo for um aberto de X entdo o conjunto das vizinhangas furadas
de zp ¢ um filtro sobre X\{ o}, o filtro das vizinhancas furadas de zy. O
filtro A é o filtro das vizinhancas furadas do infinito em N*, a compactificacao
de Alexandroff de N (visto como espago discreto) por um ponto no infinito;
é possivel dar uma definicao bem mais elementar da topologia de N*. Leve
NU{oo} ={0,1,2,... ,00} em A = {17%,%,... ,0} € R por n — %H,
oo +— 0. Faca A herdar a topologia de R e puxe a topologia de volta para
N U {oc}; agora cada natural é aberto e fechado, e as vizinhangas do oo sdo
os conjuntos que tém todos os naturais acima de algum N. A é compacto, e
NU{ oo} também.

7) Se F’ é um filtro sobre I’ C I entao o conjunto dos subconjuntos de I que
contém algum conjunto de F’, {F’, é um filtro sobre I.

8)Se I =T x1", F' é um filtro sobre I' e F” é um filtro sobre I"”, entdo
{A'x A" | A e F', A" € F" } é uma pré-base (na verdade uma base) para um
filtro, F, sobre I; dizemos que esse F é o filtro produto de F' e F".

Observacao: cada filtro corresponde a uma medida finitamente aditiva sobre
I, pup, completa (i.e., em que todo subconjunto de um conjunto de medida
0 é mensuravel e tem medida 0), que sé assume os valores 0 e 1 e tal que
pur(I) = 1; basta interpretar os conjuntos grandes como os conjuntos de medida
1, os complementos de conjuntos grandes como os de medida 0, e os outros como

nao-mensuraveis.
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7.3 Ultrafiltros

Além de dizer que um conjunto de indices é “grande” quando ele pertence a F,
vamos dizer que um conjunto A de indices é pequeno quando o complemento
de A pertence a F, e vamos dizer que A é médio quando ele nao for nem
grande nem pequeno. Se F é um filtro e A é um conjunto F-médio entdo
F'i=1(Nga(FU{A})) é um filtro que contém F (i.e., todo conjunto F-grande
é F'-grande) e para o qual A é grande. Quando temos qualquer situacao dessas
em que F e F' sao filtros sobre T e F C F' dizemos que F’' é um refinamento
de F; quando refinamos um filtro os conjuntos grandes continuam grandes, os
pequenos continuam pequenos, mas pode ser que alguns médios passem a ser
grandes, e outros, os complementos destes, passam a ser pequenos.

Se o unico refinamento de um filtro F é o préprio F — i.e., se ele divide os
subconjuntos de I s6 entre grandes e pequenos, sem médios — dizemos que F é
um ultrafiltro, e nos permitimos escrever F como U.

Se vale o axioma da escolha entdao qualquer filtro pode ser refinado até um
ultrafiltro. Uma esboco da demonstragao disso: indexe os subconjuntos de I
por um ordinal, obtendo uma “seqiiéncia” (I;);cs, que pra simplificar vamos
considerar que comecga de 1. Tente acrescentar os conjuntos da seqiiéncia a F,
um por vez: defina que Fo = F, que Fj11 = 15, (F; U{I; }) quando isso for
um filtro, ;411 = F; quando nao, e que quando j ndo tem antecessor e é maior
que 0 entdo F; ¢ a unido de todos os Fj, com k£ < j . A unido de todos os F; é
um filtro que nao pode ser refinado a nenhum filtro diferente de si mesmo e que
portanto é um ultrafiltro.

Qualquer Set” tem exatamente dois hipervalores de verdade, T e 4 (vistos
como hiperpontos). Tome um pré-hipervalor de verdade; ele induz uma particao
de T em dois conjuntos disjuntos, I+ e I4; é facil ver que eles nao podem ser
ambos grandes, porque ai a sua intersecao, que é o conjunto vazio, teria que
ser grande; também nao podem ser ambos pequenos, porque ai a intersegao
dos seus complementos teria que ser grande. Como nao existem conjuntos U-
médios entao ou I7 é grande e I é pequeno ou I é pequeno e I 4 é grande. Uma
adaptacao desse argumento mostra que para qualquer particao de um conjunto
U-grande I em finitos conjuntos disjuntos, I1,... ,I,, exatamente um dos I; é
grande, e os outros sao pequenos. Voltando aos valores de verdade, qualquer pré-

hiperponto que tomemos como representante de um hipervalor de verdade é um
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pré-hipervalor de verdade num conjunto grande de indices (nos outros indices
ele pode assumir tipos estranhos), e esse conjunto grande é a unido disjunta de
um [T e um 14, com as defini¢des naturais; dai ou ele é T num conjunto grande
ou 4 num conjunto grande. Um argumento similar mostra que para qualquer
tipo « de Set 4 com E, finito qualquer hiper-a é um a visto como hiperponto;
se U é um refinamento de N entao (0,1,2,...) visto como hiperponto nao é
standard, ou seja, para esse U existem mais hipernaturais (ou hiperreais) do
que os que vém do universo standard.

J4 vimos que se um ultrafiltro é da forma 1{a} entdo todos os hipertipos
correspondem a tipos standard e todos os hiperpontos correspondem a pontos
standard, ja que s6 o indice a interessa quando comparamos duas seqiiéncias;
nesse caso Set = Set 4. E facil ver que um ultrafiltro &/ nao é da forma {a }
(um ultrafiltro dessa forma é chamado de principal) se e somente se a intersegao
dos conjuntos U-grandes for vazia. Nesse caso — que é o caso interessante —
dizemos que o ultrafiltro é nao-principal, e ai para todo tipo a com E,, infinito

existem hiper-‘a’s que nao sdo standard?.

Um dos problemas com ultrafiltros é que nao é possivel encontrar explicita-
mente um ultrafiltro nao-principal. Uma idéia ingénua seria que poderiamos
encontrar um ultrafiltro nao-principal a partir de uma pré-base enumeravel
bem escolhida; essa idéia nao funciona, e vamos dar uma esbogo da demon-
stragao disso. Digamos que Aj, As, ... seja uma pré-base para um filtro sobre
I. Defina a seqiiéncia By, Bs,... por B; = ﬂjéi Aj; essa seqliéncia é uma
base para o mesmo filtro. Agora remova os elementos repetidos dela: obtemos
uma seqiiéncia C1,Cy, ..., que pode ser finita ou infinita. Se ela for finita e
terminar em C), entao o filtro é TC),, e é principal. Se ela for infinita entao
(C1\C2) U (C3\Cyq) U ... é um conjunto de indices tal que nem ele nem o seu
complemento estao no filtro, e portanto o filtro nao é um ultrafiltro.

E possivel dar uma demonstracao correta, mas muitissimo mais pesada, de
que nao dé pra encontrar explicitamente ultrafiltros nao-principais. Vamos
chamar de UF a sentenca de logica de primeira ordem que diz que todo fil-
tro pode ser refinado a um ultrafiltro. UF é uma conseqiiéncia de ZFC, mas

existem modelos de ZF+-UF e de ZF+UF+-AC. H4 demonstragoes disso no

2Podem acontecer excegdes quando a cardinalidade do conjunto indice é incrivelmente
grande, i.e., quando |I| é o que chamamos de um cardinal mensurdvel. Mas esse caso nio nos
interessa.
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capitulo 7 de [Jech], mas s6 estamos mencionando estes fatos para convencer
o leitor de que a técnica mais comum de demonstrar coisas sobre o universo
standard usando o universo nao standard, que vamos descrever num instante,
é ruim. A técnica é a seguinte: pelo teorema da transferéncia, que vamos ver
na préxima sec¢ao, toda sentenca standard de primeira ordem que obedece uma
certa condigao, a de ter “quantificadores limitados”, é verdadeira no universo
standard (“U”) se e s6 se ela for verdadeira no universo nao-standard (“U"”)
construido a partir dele usando um ultrafiltro. Dai podemos provar algo em
U’ a partir de sentencas standard verdadeiras “transferidas” para U’, e em U’
podemos usar infinitesimais e outros hiperelementos na demonstragao; se a sen-
tenga que demonstramos ser verdadeira em U’ é uma sentenca standard com
quantificadores limitados, entao ela vale também em U. Mas isso nao diz nada
sobre como trazer a demonstracao de volta para U; como U’ é construido us-
ando (vamos ser bem informais) um pouquinho do axioma da escolha, é possivel
que sé dé para trazer a demonstracao para U fazendo com que ela use explici-
tamente o axioma da escolha, ou, pior ainda, que para expulsarmos dela essa
dependéncia do axioma da escolha tenhamos que transformaé-la bastante; nesse
caso a demonstracao em U ficaria bem diferente da demonstracao em U’, talvez
muito maior, e talvez praticamente ilegivel.

Demonstragoes usando infinitesimais podem ser muito elegantes, mas nao
podemos exigir sempre que os nossos interlocutores entendam anélise nao-stand-
ard... e se queremos que a nossa demonstracao final esteja em U e ndo em U’
precisamos ter um processo que traduza demonstragoes em U’ para demon-
stragbes em U, que preserve a estrutura (e portanto a elegéncia!) das demon-
stracoes feitas em U’ e mantenha a demonstracado traduzida tdao elementar
quanto possivel; um processo de traducao desses nao deve funcionar sempre,
e ele vai quebrar pelo menos nos lugares onde a demonstracao original usava
o axioma da escolha de modo escondido. O méximo que devemos esperar de
um processo “bom” de traducao, entao, é que ele quebre de um modo claro e
instrutivo onde precisar quebrar, e que conhegcamos uma classe — suficiente-
mente grande para ser util — de demonstracoes nas quais ele esteja definido e

funcione.
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7.4 O teorema da transferéncia

Obs.: nesta secao vamos discutir, sem demonstrar quase nada, a relacao entre
Set 4, Set!, Set” ¢ Set!. Leitores que nunca tenham tido contato com anélise
nao-standard vao provavelmente achar mais interessante ler as segoes 7.5 e 7.6

antes dessa para terem mais motivagao.

O teorema da transferéncia diz que qualquer sentenca verdadeira em Set 4
continua verdadeira quando interpretada em Set”, mas nio temos como enten-
der o que isso quer dizer enquanto nao soubermos reinterpretar sentengas de
Set 4 em Set”. O primeiro conceito que precisamos é o de operagdes internas;
uma operacao € interna quando sua agao pode ser descrita indice a indice. Va-
mos comegar com um exemplo: queremos ter em Set” uma operacéo de soma
de reais que venha da soma de reais em Set!, que por sua vez vem da soma de
reais em Set 4. Em Set' a soma vai receber duas seqiiéncias de reais, somé-las
em cada indice em separado e retornar uma terceira seqiiéncia de reais. Quando
nos levamos essa operagao para Set” vamos querer que ela esteja definida ex-
atamente quando seus dois argumentos sao hiperreais, e que — digamos que os
dois hiperreais se chamem *a e *p, e o resultado se chame "¢ —se *a e *p sao
pre-hiperreais i — a e i — b vistos como hiperreais entdo *c seja i — ¢ visto
como hiperreal, onde i — ¢ é obtido a partir de i — a e i — b somando as
seqiiéncias indice a indice. Usando a notacgao da secao 2.8, as trés operacoes sao

a b i—a 1—b a  *p

F — 2 7 F —F.
— Fe PR +) o T

onde a segunda esta escrita de forma meio enganosa; como a operagao é a mesma
em todo indice ela é na verdade

[ i—a [{]* i—0b

F
- (+)

i—c¢

e quando escrevemos F;_, () estamos querendo indicar que o mesmo funtor que
leva cada tipo @ em i — «a leva F (1) em F;_ ;). Voltando ao assunto, quando
mudamos os representantes de *a e *p estamos mudando 1 — a e i — b de
tal forma que os valores de a e b s6 mudam em conjuntos pequenos de indices;

vamos chamar estes conjuntos de A e B. Se os novos 1 — a e 1 — b continuam
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sendo pré-hiperreais podemos continuar fazendo a soma indice a indice do modo
usual e vamos obter um 1 — ¢ que difere do antigo no maximo em A U B, que
por estar contida na uniao de finitos conjuntos pequenos também é um conjunto
pequeno. Conclusao, o novo i — ¢ visto como hiperponto é igual ao antigo, e
os representantes escolhidos para *a e *p sdo irrelevantes.

Podia ser também que tivéssemos trocado oi — a e 01 — b de tal forma que
0s novos tivessem tipos diferentes para alguns indices; se isso tivesse acontecido
80 em conjuntos pequenos de indices o resultado ainda deveria ser o mesmo
quando visto como hiperponto. Repare que o i — ¢ é obtido aplicando uma
seqtiéncia de operagoes 1 — (+) as seqiiéncias 1 — a e 1 — b; nesse exemplo a
seqiiéncia 1 — (4) é constante, mas nao precisava ser, e também poderiamos té-
la modificado num conjunto pequeno de indices sem mudar o valor do resultado
visto como hiperponto. Vamos ter dois modos de permitir essas mudancas em
conjuntos pequenos: o primeiro, pior, seria modificar a operagdo i — (+) para
que o seu tipo combinasse sempre com os tipos dos parametros; o segundo,
que é o que vamos usar, € admitir que i — ¢ seja uma fungao parcial, definida
exatamente nos indices em que a operagao faz sentido. E facil ver que ja que
queremos montar arvores com varias aplicagoes de operacoes vamos ter que

9

permitir que todos os ‘1 — , exceto talvez os das folhas, sejam fungoes
parciais; como as arvores sao finitas o resultado sé nao vai estar definido numa

uniao de finitos conjuntos pequenos de indices, que é um conjunto pequeno.

Agora que ja sabemos interpretar a aplicacdo de funcdes em Set”, mesmo

no caso em que a fungao ou seus parametros nao sao standard,

ay ... Qp fF i—a ... 1—ay, 1'1—>fF
flay,... an) app i— f(a,...,an) app
ap ... YFa, *f
* * * F*app
f(Fay,..., "ay)

sabemos interpretar expressoes que sejam formadas por aplicagao de fungoes e
pelos simbolos légicos A, V, —, =, T e L, jd que A, V e — podem ser vistos
como constantes de tipo 7,7 — 7, = como uma constante de tipo T — 7 e T

e 1 como constantes de tipo 7, onde 7 é o tipo dos valores de verdade. Por
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exemplo, P(x) A =Q(z, f(y)) pode ser interpretada a partir de

y f
v fly) Q
e P Qz,fly) T>7
P(z) -Q(z, f(y)) 5T
P(z) A=Q(x, f(y))

A abstracao pode ser interpretada exatamente como A-célculo. Por exemplo,
a hiperfun¢do de tipo “(z — 7) que leva cada *z no hipervalor de verdade de

(vamos comegar a omitir estrelas e a usar uma drvore s6 para as trés versoes)
P(z) A —=Q(z, f(y)) vem de

y f
Bl f) @
[z]' P Qz fly) 717
P(x) Q. f(y) T ST
P@) A Q. f)
Az.(P(x) A =Q(z, f(y))) ;
essa arvore — até logo acima da tultima barra — pode ser vista como uma

operagao que leva um z num ¢, um 1 — z num 1 — 7 (exceto por um conjunto
pequeno de indices) ou um *z num *7; o fato é que essa operacao (1 — z) —
(i — 7) vem de uma operagio interna i — (x — 7), obtida lendo indice a indice
a operacao descrita pela arvore, que vai fazer sentido num conjunto grande de

indices.

Usando a abstragao temos um modo de interpretar os quantificadores limi-
tados, que sao aqueles que s6 quantificam sobre os pontos de um conjunto; por
exemplo, em Vz.P(x) o ‘Y’ ndo é limitado, mas em Vz € A.P(z) ele é. Seja P
uma funcao de tipo x — 7; quando aplicamos “Vz” a ela — e como estamos
sempre usando varidveis tipadas “Vz” é uma abreviatura para “Vr € E,”, e
os nossos quantificadores ja sao implicitamente limitados — e obtemos o valor
de verdade de Vz.P(z), estamos passando de uma funcao de tipo x — 7 para
um 7, ou seja, aplicar o quantificador ‘Vz’ corresponde a aplicar uma fungao
(x — 7) Yy 7; essa fungdo retorna T no caso em que a funcao z — 7 dada
leva todo = em T, e 4 em todos os outros casos. O quantificador ‘Jz’ corre-

- . 3 ,
sponde a uma outra fungdo do mesmo tipo, (z — 7) = 7, que s6 retorna 1 se
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a fungdo x — 7 leva todo = em 4. Como para cada tipo x as fungoes associ-
adas aos quantificadores ‘Vx’ e ‘Jx’ sdo constantes de Set 4 podemos encontrar
constantes correspondentes em Set! e em Set” — até para tipos nao-standard.
Isso d4 uma interpretagao para os quantificadores, mas nao é nada evidente que
ela tenha as mesmas propriedades que os quantificadores usuais, nem mesmo
que ela va ser bem-comportada sob as regras de dedugao da secao 3.4.

Pra piorar em Set” hd uma segunda interpretacao natural para os quan-
tificadores, que parece nao ter nada a ver com essa. Nessa nova interpretagao
V*x.*P(*x) retorna *T seesdsetodo *x élevadoem *T por *P,e3*x. " P(*x)
retorna *T se e s6 se existe algum *x com *P(*z) = *T. Em um Set” in-
terpretagoes como essas soariam um pouco artificiais ja que elas privilegiariam
dois valores de verdade, T e 4 como hiperpontos, dentre muitos hipervalores de

verdade, mas em Set” os hipervalores de verdade sao s6 *T e *4.

Todos os resultados que ficaram pendentes nesta secao — o teorema da trans-
feréncia, a internalidade da abstragao e a equivaléncia das duas interpretagoes
para os quantificadores em Set? — sdo coroldrios triviais do teorema de Lés
ou de lemas usados na sua demonstragao. Demonstracoes para ele podem ser
encontradas em [SL] e em [Davis|; nés vamos dar sé o seu enunciado, que é o
seguinte: seja ¢ uma sentencga em Set" de tipo *7 tal que todos os seus quantifi-
cadores sao limitados e as suas constantes sdo sd, digamos, *a, ..., *z. Escolha
pré-hiperpontos 1 — a,... ,1 — z como representantes para essas constantes; o
valor de ¢ vai ser *T se e s6 se o valor na interpretagao via pré-hiperpontos for

T num conjunto grande de indices.

7.5 Infinitesimais

Seja X = E, um espaco topolédgico e xp um ponto de X. Para encurtar certas
defini¢bes nés vamos chamar xg de o ponto zero do espago X. Um espago com
um ponto escolhido para fazer o papel de ponto zero é chamado de um espaco
com ponto zero. Em espagos vetoriais vamos considerar que o ponto zero é o
préprio zero do espago vetorial, exceto quando especificarmos explicitamente
outro ponto zero.

Um infinitesimal de X, ou um ponto infinitamente préximo de xo em X, é

um hiper-z que estd F-dentro de toda vizinhanga standard de zy. Um exemplo:
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se X =R,z0=0,I=NeF =N entao (1,1/2,1/3,...) visto como hiperponto
é um infinitesimal.

Um hiperreal é infinito quando seu moédulo for F-maior que qualquer real
standard R, e finito quando existir um real R standard tal que o seu médulo seja
F-menor que R. Com os mesmos I e F de antes (1,2,3,...) e (1,—-2,3,—4,...)
sao infinitos, (0,1,0,1,...) é finito e (1,1/2,3,1/4,5,...) ndo é nem finito nem
infinito nem infinitesimal.

O infinitesimal natural de um espaco topoldgico X com ponto zero x( é
construido da seguinte forma: tome como conjunto-indice o préprio X (i.e., I =
X), como F o filtro das vizinhangas de xg e como o (pré-)infinitesimal a fungéo
“identidade” indo de I em X, que leva cada ponto x nele préprio, mas muda o
nome do tipo. Esse pré-hiperponto 1 — x é claramente um infinitesimal, ja que
para cada vizinhanga V de xg ele estd F-dentro de V pela propria definicao de

JF: os conjuntos grandes sao exatamente as vizinhancas de xg.

Lembre que a definicdo de continuidade pontual em espacos topoldgicos é
que uma funcdo f : X — Y é continua no ponto xg € X (X e Y sdo espagos
topolégicos) se para toda vizinhanga V' de f(xg) a imagem inversa de V por
f, f71(V), for uma vizinhanca de ¢; traduzindo isso para a nossa notacio,
se X = E; e Y = E, sao espacos topoldgicos com pontos zero — e a nossa
convengao vai ser que o ponto zero de um E, vai ser sempre chamado de «ag e
que uma fung¢do o — 3 entre dois espagos com ponto zero leva o ponto zero de
um no ponto zero de outro — entao x — y é continua no ponto zero se e s6 se
a imagem inversa de toda vizinhanga de yg for uma vizinhanga de xg.

Filtros induzem topologias: é facil verificar que para qualquer filtro F sobre
I o conjunto FU{ & } obedece todas as condigoes para ser uma topologia sobre I:
é fechado por intersegoes finitas, por unides arbitrarias, contém o @ e o I. Essa
topologia parece estranhissima a primeira vista mas ela é 6tima para estudar
continuidade pontual. Para cada um dos nossos espacos com ponto zero defina
a topologia das vizinhancas do zero nesse espago como a induzida pelo filtro
das vizinhangas do zero; se o espago original era, digamos, E,, o espago com os
mesmos pontos mas com a topologia das vizinhancas do zero vai ser chamado
de E,/; as funcoes naturais x — z’ e ' — z sdo a identidade nos pontos mas
mudam a topologia; em geral nem z — z’ nem z’ — x sdo continuas. Vamos

considerar que Ey é T com a topologia induzida pelo filtro F.
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Teorema: digamos que para um pré-hiperponto i — z toda vizinhanga
de x( tenha imagem inversa nao-vazia. Entao i — x ¢é infinitesimal se e sé se
i’ — 2’ for continua.

Demonstragao: abertos de E,/ sao ou vizinhangas de zg ou o conjunto
vazio; abertos de E; s@o ou conjuntos grandes ou o vazio. A condicdo de que
toda vizinhancga de zy tem imagem inversa nao-vazia garante que o caso vazio
€ 0 caso nao-vazio nao se misturam quando olhamos para imagens inversas de
abertos de E,/: a imagem inversa do vazio é o vazio, a imagem inversa de um
aberto nao-vazio é um conjunto nao-vazio, nao necessariamente aberto.

Com isso i — z ¢ infinitesimal se e sé se a imagem inversa de cada vizinhanca
de xg é um conjunto grande, ou seja, se a imagem inversa de cada aberto nao-
vazio de E,» é um aberto nao-vazio de E;/, ou seja, se i’ — 2’ é continua.

Repare que sé precisamos da condicao de que as vizinhangas de xy tém
imagem inversa ndo-vazia para demonstrar a diregdo (<=); mesmo sem essa

condicio 1 — z ser infinitesimal implica em que i’ — 2’ é continua.

Teorema: x — y é continua em xzq se e s6 se ' — y’ é continua.

Demonstragao: (=): se z — y é continua em x( a imagem inversa de toda
vizinhanga de yp é uma vizinhanga de yg, e portanto a imagem inversa de todo
aberto nao-vazio de E, ¢ um aberto nao-vazio de E,». A imagem inversa do
vazio é o vazio, e portanto todo aberto de E,, ¢ puxado por (z — y)~! a um
aberto de E,/, e daf 2’ — ¢’ é continua.

(<): se 2/ — y' é continua cada aberto nao-vazio de E, vai num aberto de
E,./, que sabemos que nao é vazio porque o x( vai em gy por r — ¥y, e portanto

cada vizinhanca de yo vai numa de zg e x — y é continua em z.

Teorema: se i — x é um infinitesimal e x — y é continua em xy entao
i—y=1— 2z — y éum infinitesimal; fun¢oes continuas levam infinitesimais
em infinitesimais.

Demonstragao: como x — y é continua em a imagem inversa de cada
vizinhanca de yo é uma vizinhanga de x(; como 1 — z é infinitesimal a imagem

inversa de qualquer vizinhanca de xg é um conjunto grande de indices.
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7.6 Infinitesimais naturais

Dizemos que um infinitesimal 1 — x percebe continuidade pontual quando para
todo espaco E, com ponto 0 e toda funcao x — y que leve xg em gy tenhamos
que i — y =1 — x — y nao é um infinitesimal quando z — y nao for continua
em zo. Com um infinitesimal i — = que perceba continuidade pontual podemos
verificar que uma r — y é continua em =z sé verificando que 1 — y é um
infinitesimal: z — y é continua em xz( se e s6 se 1 — y é um infinitesimal.

Nao ¢ dificil ver que um infinitesimal 1 — z percebe continuidade pontual se
e s6 se a imagem de I por 1 — x é uma vizinhanga de z¢ e a imagem inversa de
qualquer nao-vizinhanca de zg é um conjunto de indices nao-grande. Se I = E,
e o filtro em I é o filtro de vizinhangas de z( entao a “identidade” i — x é
um infinitesimal que percebe continuidade pontual; se I = E, x E, x E, e o
filtro é o das vizinhangas de (zq,yo,20) na topologia produto entéo os 1 — =z,
i—y i— 21— (z,9),1— (2,2),1— (y,2), 1 —» (z,y,2) naturais sdo
infinitesimais que percebem continuidade pontual; se I fosse s6 uma vizinhanga
de (zo, Yo, 20) ao invés de ser o espago E(, , ») inteiro esses ‘i — ...’ também

seriam infinitesimais que percebem continuidade pontual.

Essas construgoes mostram que nao sé existem hiperpontos infinitamente
préximos de qualquer zg que nao sao equivalentes a xg, como que esses hiper-
pontos podem ser construidos explicitamente, e a construgao natural tem certas
propriedades boas: a de perceber continuidade pontual, e uma outra, que nao
vamos discutir muito: universalidade. Como um infinitesimal natural i — = é a
identidade, todo infinitesimal j — x se fatora de exatamente um modo através
de i — =z, i.e., existe exatamente uma seta j — i com j — x = j — 1 — x; acaba
que uma demonstracao usando o infinitesimal natural gera, de modo facilimo,
todas as demonstragoes semelhantes usando infinitesimais quaisquer.

Na verdade a construcao que nos leva ao infinitesimal natural é um caso
particular de uma construcao bem mais geral, que é bem conhecida em andlisa
nao-standard com o nome de teorema da concorréncia. Uma relacdo (a,b) —
7 é dita concorrente quando para todo subconjunto finito do espago dos as,
A={ay,...,an}, existe um b (“b4”) tal que a1 Rb4, ... ,anRbs. Toda relagdo
concorrente induz um filtro F sobre I = E; tal que o pré-hiper-b natural, a

identidade 1 — b, que vamos chamar de b, obedece aRb? para todo a standard,
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ou seja, aRb? é F-verdade para todo a standard.

O filtro F é definido do seguinte modo: para cada a € E, defina B, :=
{b | aRb}; pela hipétese da relagdo ser concorrente nenhuma intersecao finita
de Bgs é vazia, entao os B,s sao a pré-base de um filtro; seja F esse filtro, i.e.,
F =1l Ba | a € By }.

Exemplo: digamos que cada a seja um aberto de X contendo xq, que cada
b seja um ponto de X e que a relacio R seja ‘>’. Entdo b! é o infinitesimal
natural de X.

Outro exemplo: os ‘a’s ainda sao abertos de X contendo xg, mas agora os
‘b’s sdo vizinhancas de zg e R é ‘D’; b vai ser uma vizinhanca infinitamente

pequena de xg, i.e., uma que estd F-contida em qualquer aberto contendo xg.

7.7 Um exemplo de traducgao

Vamos ver um exemplo muito simples de uma demonstracao usando contas com
infinitesimais e a sua tradugao para uma demonstracao classica. Digamos que

3 r\n __ Z.
queremos ver que lim, (1 + 7)™ = e”:

log(1 + x/wp)“° = wo log(l + z/wy)
= wp (log 1+ ((log" 1) + 1) z/wo)
=wo (0+ (1 +e1) 2/wo)
=wo (1+€1) z/wo

(14+e)x

(14 z/wp)¥o = e(I+e) @)

_ e(w+61 x)

— plate2)

:e’” +€3.

Comegamos trocando n por um (hiper)natural infinitamente grande, wg. Quer-
emos ver que (1 + wiu)“’0 estd infinitamente préximo de e®, entao tomamos o
logaritmo dos dois lados e vemos que existe (pela série de Taylor do logaritmo

no ponto 1; vamos ver os detalhes daqui a pouco) um infinitesimal €; que obe-
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dece a segunda igualdade acima, depois, porque x é finito, um infinitesimal €5
que obedece a pentltima igualdade e, porque a exponencial é continua no ponto

x, um €3 que obedece a ultima igualdade.

[Falta explicar melhor que os hiperpontos se comportam como pontos por
dois motivos: indice a indice e pelo teorema da transferéncia. Falta grudar a
parte anterior nisso que vem agora e bater a parte sobre cdlculo até uma certa

precisao.]

Fixe um infinitesimal e. Vou dizer que eu sei a até ordem n quando eu tiver
uma aproximacao o’ de a que difira de o por um valor da forma eo, onde o é um
infinitesimal; ou seja, quando existir um infinitesimal o tal que |’ — a| = €"o.
Se eu sei a até ordem 0 eu conheco o médulo um erro infinitesimal qualquer; se

20, onde o

eu conhego « até ordem 2 eu conhego o médulo um erro da forma e
pode ser qualquer infinitesimal.

Se uma fungao f : x — y standard é duas vezes derivdvel em um ponto
standard zg e dz é um infinitesimal de ordem 2, i.e., um da forma €20, onde O
é um finito qualquer, entao podemos usar as derivadas de f em xz( para obter
uma aproximacao de ordem 2 para f(xg + dz). Vamos definir yo := f(zg),
Yz0 = f'(%0), Yzzo := ["(20), 21 := xo +dx, y1 := f(21), Yur = f'(x1) (se
fizer sentido), e assim por diante; ai yo + yzodx + yl'z—””"de é uma aproximacao

de ordem 2 para yi, e para verificar isso basta ver que a condicao standard

o+ do) = (f@o) + £ (wo) da + o) di?)

=0
dx—0 |d.’E|2

é equivalente a seguinte: para todo dx infinitesimal existe um infinitesimal o tal

que
/ f"(@o) ;5 2
flxo+dx) — | f(zo) + f'(xo) dx + — dx® ) = oldz|* .
Também podemos passar o o para junto do #, e ail temos, ja usando as
defini¢oes para 1, ¥.0, - - -,
Yxx0 / 2
(7 =y0+yzod$+( 5 +0) dz”,

onde esse o’ é um outro infinitesimal, que talvez tenha outro tipo.
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Chapter 8

Topoi

Dizemos que um objeto O, de uma categoria é um objeto classificador se ele se
comporta como o espaco dos valores de verdade de Set e de Set 4, no sentido
de que para qualquer espago O, hé uma bijecao natural entre as fungoes que
levam cada a num valor de verdade e os subconjuntos do espaco de as; vamos
dar a definicao formal aos poucos. Em Set 4 para qualquer par de setas a — ¢
e b — ¢ podemos formar o pullback delas, que é um espago (a,b)|. junto com
as projegoes naturais (a,b)|. — a e (a,b)|c — b; E(q), é definido como sendo
o conjunto dos pares formados por um a e um b que sao levados no mesmo c.
Se formamos o pullback de uma fungdo qualquer a — 7 com a inclusdo
natural T < 7, obtemos um espago (a, T)|, e duas projegoes naturais; uma é
(a, T)|r — T, que é trivial, j& que existe exatamente uma seta x — T para todo
tipo x; a outra, (a, T)|; — a, é praticamente a inclusdo natural a|t+ — a, onde
E

é dificil ver que existem bijegdes naturais (a, T)|, < (a|T,T) < a|T, e que o

|+ € o conjunto dos as que sao levados em T € E; pela fungdo a — 7; nao

diagrama do meio, abaixo, comuta se pomos nele as setas naturais; portanto o
diagrama abaixo a direita também é um pullback. Dissemos que (a, T)|T < a
é “praticamente” a|T < a porque usando a bije¢ao (a, T)|T < a|t cada uma

das inclusoes determina a outra.

a|T

N
(@, T)[t=>T (@, t=>T aT=—>T

PN

Q ey Q 8 m—{
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Definigao: um topos é uma categoria que tem limites finitos, colimites
finitos, exponenciais e um objeto classificador. A definicao formal de objeto
classificador é a seguinte: um objeto O, junto com um morfismo T — 7, onde
T é um terminal, é um objeto classificador se para todo monic a’ — a existe
exatamente uma seta a — 7, que chamamos de funcao caracteristica de a’ — a,

tal que o quadrado formado pora’ — a,a — 7, T — 7 e a’ — T é um pullback:

Q —T

I~

Q m——>1

Numa categoria com limites sempre podemos tomar tomar o pullback de
duas setas com o mesmo codominio, e portanto sempre podemos fazer a operagao
(a = 7) — (0 — a). A seta a’ — a que obtemos desse modo s6 é tinica
médulo isomorfismo: se a” < a é outra seta obtida do mesmo modo entéo
existe exatamente um isomorfismo a’ < a” tal que @’/ — a = "’ — a’' — «a.
O que acontece no caso em que a parede direita do quadrado é T < 7, o
classificador, é que também podemos ir na outra diregao: (a’ — a) — (a — 1),
e, exceto pelo fato de que o ‘a’ —’ s6 estd determinado mddulo isomorfismo, o
classificador da, para qualquer tipo a, uma bijecao entre setas a — 7 e monics

com codominio a.

Primeiro fato importante: Set e os Set 4, Set’, Set” e Set" sdo topoi.
Em Set' 0 O, é0 conjunto dos pré-hipervalores de verdade, i.e., das fungoes de
Iem {T,d}; em Set” e Set” 0 O, é 0 O, de Set’ médulo o quociente pela
relacao de equivaléncia.

Vamos dizer que um ponto de tipo  num topos é um morfismo T — a.
Um subobjeto de T é um objeto T’ tal que a seta T" — T (que como T é um
terminal sempre existe e é tinica) ¢ um monic.

Um pré-hipertipo a em Set! é uma seqiiéncia de tipos standard (a1, 0,a3,...);
vamos fingir que I = N para simplificar a nota¢do. Um ponto a de tipo a em Set”
é uma seqliéncia (a1, az,...) em que a1 € E,,, as € E,,, ...; quando vemos esse
ponto como um morfismo ele é a seqiiéncia de fungdes (T +— a1, T +— ag,...).

E facil ver que um subobjeto T’ de T em Set’ é um pré-hipertipo (T4, Th, ...,
onde cada E1; ¢ ou um singleton ou um conjunto vazio. Se todos os E+ sin-

gletons forem { T }, entdo a seqiiéncia (T7, Th,...) é uma seqiiéncia de ‘T’s
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e ‘L’s; os pré-hipertipos T e L de Set' sdo as seqiiéncias constantes de tipos
(T, T,T,...) e (L,L,1,...). Se T’ é uma seqiiéncia nao-constante de ‘T’s e
‘1’s, como por exemplo T/ = (T, L, T, L,...), entdo quando virmos T’ como
hipertipo em Set" ele vai ser equivalente a (T, T,T,...)ou (L, L, L,...) vistos
como hipertipos, mas isso nao ¢ necessariamente verdade em Set”; se F = N
entdo o T’ que tomamos como exemplo estd entre L e T: temos L — T/ — T,
mas nao temos setas T — T’ ou T’ — L. O fato é que em qualquer topos a
categoria formada pelos subobjetos de T, com os morfismos herdados do topos,
é uma algebra de Heyting, que dizemos que é a dlgebra dos valores de verdade
daquele topos. Em Set, Set 4 e Set” a dlgebra dos valores de verdade tem
exatamente dois objetos, T e 4, se identificamos os objetos isomorfos; nos Set!
e Set” a dlgebra dos valores de verdade costuma ser bem maior.

Dizemos que um morfismo T’ — «, onde T’ é um subobjeto do T, é um
T’-subponto de a, ou simplesmente um subponto de a; subpontos de o em Set!
correspondem a funcoes parciais de I nos E,,, definidas exatamente nos indices
em que o E1, € um singleton. Um subponto de « ¢ trivial quando ele é da forma
1 — a5 se alguns E,, sao vazios e outros nao entao em Set! existem subpontos
nao-triviais de @ em mas nao existem pontos de tipo a.

Para quaisquer dois morfismos diferentes o EN Bea-L B existe um subponto
T’ — «a que os distingue, i.e., tal que T’ — « 4 B#T — a2 B ou
seja, a classe dos subobjetos do T é uma familia de geradores, no sentido da
secao 4.10. Um topos com essa propriedade de que os subobjetos do T formam
uma familia de geradores é dito subextensional, e um topos em que o T é um
gerador é dito extensional. Set, Set 4 e Set” sdo extensionais, Set! e Set” sdo
subextensionais; veja [Bell], p.146 em diante, para algumas conseqiiéncias da
subextensionalidade ou extensionalidade de um topos. Set, Set 4, Set]I7 Set”
e Set! também sio booleanos; confira [Bell], p.147, ou qualquer outro texto

sobre topoi citado na bibliografia.

Existem topoi que nao sao nem booleanos nem subextensionais; os SetP,
as categorias das transformacoes naturais de P em Set, onde P é uma pré-
ordem, sao topoi e sdo nao-booleanos quando em P ha morfismos entre objetos

nao-isomorfos; os Set™, construidos da mesma forma mas como M sendo um

)
mondide visto como categoria, também sao sempre topoi, e s6 sao subextension-

ais para certos M triviais. Nao vamos entrar em detalhes.
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Segundo fato importante: é possivel interpretar nao s6 A-calculo como
também qualquer sentenca em ldégica de primeira ordem com quantificadores
limitados (e com fungdes) em qualquer topos; essa interpretagao respeita tudo
que pode ser demonstrado via dedugoes no sistema DN com quantificadores,
num sentido que vamos ver daqui a pouco.

O axioma do classificador estabelece uma bijecao natural entre valores de
verdade de um topos, i.e., pontos de tipo 7, ou seja, setas T — 7, e subobjetos
de T (“T"”); em principio o subobjeto associado a em 7 86 estd definido médulo
isomorfismo, mas em Set!, por exemplo, se exigimos que cada tipo singleton da
seqiiéncia (T7, Th,...) seja T entdo o T’ fica bem-definido; os T/ sdo T quando
T;— T e L quando T; — 4. Usando a terceira interpretagao, que apareceu na
secao 3.3, cada proposicao ¢ estd associada a um subobjeto de T, T¢; usando

a bijecao natural vamos associd-la também a um valor de verdade, 7.
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Chapter 9

Onde nés gostariamos de
chegar

Este capitulo é na verdade apenas um apéndice com algumas anotacoes, as-
sumidamente incompletas, sobre possiveis diregoes em que a teoria pode ser

desenvolvida.

Variedades

Considere uma variedade M, com cartas (¢;);cr, onde cada carta ¢; é um
homeomorfismo indo de um aberto U; C R™ em M. As cartas também vao ser
chamadas de parametrizacoes. Vamos querer considerar funcoes suaves indo de
Rem M, de M em R e de M em M’, onde M’ é uma outra variedade; pra
simplificar vamos ter s6 uma fungao de cada um desses tipos: v : R — M,
f:M—>R, F:M— M As variedades M e M’ vao ser respectivamente o
“espaco dos ms” e o “espago dos m’s”; o R que é o dominio de v é o “espago
dos ts” e o outro, o contradominio de f, vai ser o “espaco dos fs” (lembre de

” .,

como os fisicos costumam dizer “y = y(z)”: o y funcdo é uma fungao de tipo
r—y).

Vamos estar interessados em estudar a vizinhanga de um certo ponto mg de
M, e muitas vezes vamos querer usar parametrizagoes para isso. Como vamos
querer falar também de mudancas de parametrizacao vamos considerar duas
parametrizagoes a0 mesmo tempo, ¢; e ¢;; vamos dizer que uma parametrizacao

@; é adequada (a0 mg) quando ela cobre uma vizinhanca de my, i.e., quando
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mo € ¢;(U;). Queremos que tanto ¢; quanto ¢; sejam adequadas, mas exceto
por isso elas sao parametrizacoes arbitrarias; na verdade ¢; e ¢; vao ser varidveis
que assumem valores no espago das parametrizacoes adequadas.

Uma vez escolhidas essas duas parametrizagoes podemos definir os dominios
das fungbes que vamos usar como sendo os seguintes: E,, := ¢;(U;) U ¢;(U;);
E, = <pi_1(Em), e E, := <pj_1(Em). As restrigoes das funcoes ¢; e ¢; a E, e
E, dao bijegoes entre E, e E, e E,,,. As fungbes que nos interessam passam a

ser as desse diagrama aqui:

Cada seta cinza o — [ nesse diagrama representa uma funcao parcial de E,,
em Eg, definida num aberto contendo o ponto ag. Como por enquanto queremos
evitar funcoes parciais estamos discutindo como restringir cada espaco E,,.

Quando estivermos considerando a funcao ¢ — m provavelmente vamos ter
um ¢ preferido, tp; o mg é escolhido como sendo a imagem dele, e o E; fica
definido como sendo a imagem inversa de E,,. Quando estivermos interessados
na funcao m — m’ vamos querer tomar duas parametrizagoes em M’ adequadas
a my, (onde obviamente m( é a imagem de my), ¢} e @} Os espagos Ep,, E,
e E, vao ter que ser ajustados para que a imagem do E,, caiba dentro de E,,.

Imagino que nao va ser dificil demais encontrar um algoritmo que, para
problemas formulados em termos de diagramas como o acima, escolha dominios
bons e traduza uma demonstracao feita com ts, ms, us, vs, m's, u's, v's e fs
numa demonstracao feita em notagao convencional. E repare que se usarmos
infinitesimais, no sentido do capitulo 8, o que esse diagrama diz é que para cada
seta a — [ todo ponto infinitamente proximo de aq esta sendo levado num
ponto infinitamente préximo de 3y, e para as setas a <« 3 temos ainda mais:
cada uma delas dd uma bijecdo entre os pontos infinitamente préximos de aq
e os infinitamente proximos de By. Antes {famos de vizinhancas suficientemente
pequenas de «p em vizinhangas suficientemente pequenas (mas também sufi-
cientemente grandes, para conterem a imagem das vizinhangas anteriores) de

Bo; agora basta nos restringimos a pontos infinitamente préximos dos pontos
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0 e a fungoes continuas e os problemas de dominio evaporam na nossa mao,
e s6 se materializam de novo na hora de traduzir a demonstracao para uma

convencional.
Fibrados

£ ¢ e
Ui =i, gi~ 0

Fluxos

Como derivar uma fungao f : p — r com relagao a um campo vetorial X : p —
(dr — dp)? Bom, a fungéo f induz uma outra funcédo, jif ou jf (o “jato de
ordem 1 de f7), que é de tipo (p,dp) — (r,dr) mas que na verdade vem de uma
fungao p — (r, (dp —o dr)); vamos preferir essa segunda forma porque ela deixa
em evidéncia a dependéncia linear de dr com relacao a dp para p fixo, que vai
ser muito importante. Descartando o r dela e compondo o dr —o dp que vem de
X com o dp — dr de jf obtemos p — (dr —o dp —o dr), ou seja, p — (dr —o dr);
pela estrutura multiplicativa de R temos uma bijecdo natural r « (dr —o dr),
que é até linear em cada direcdo; usando-a obtemos uma funcéo p — r, que é a

derivada fx que queriamos.

O teorema da funcao inversa

y—z
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t—xANy
t t—x

1
r—t t—x ANy

z ANy — f
x N\ TNy — TN\
Yy Yy fTFI
Ay TAYy— f TANf—xAy
/ TANf—y
x—y

Uma migalha de légica linear

O isomorfismo de Curry-Howard funciona tao bem em Set 4 que vamos tentar
aplicé-lo a Vectr, a categoria em que os objetos sao os espagos vetoriais sobre
R e os morfismos sdo as transformagoes lineares. As transformacgoes lineares de
um espaco vetorial em outro formam um espago vetorial, entao temos alguma
esperanga de que as coisas funcionem.

Considere a construgao/dedugdo abaixo & esquerda. Se todos os espagos
envolvidos sao iguais a R podemos interpretar a aplicagao como a multiplicagao

de dois niimeros em R; a arvore a direita mostra uma interpretagao dessas.

[a' a—b [a' a— (b—c) [z]' 2 [z]' 3
b b—c 2z 3
c 622
a—c x — 6227

S6 que a funcdo que obtemos, © — 6x2, é bilinear, ndo linear, e portanto
nao pode ser representada por um ponto de R... um jeito de tentar resolver
isso é passar para uma categoria em que cada ponto de tipo r — y seja um
polinémio em z, ou uma série de poténcias que convirja suficientemente bem:;
por exemplo, cada z — y é uma fungao que seja analitica em todo o dominio
E,. Vamos nos referir a elas como “polinémios” sé pra encurtar. O espaco das
‘r — y’s ainda é um espaco vetorial, mas a descri¢ao de um espaco E,_,, ficou
bem mais complicada; pra piorar, dentro de E,_., ainda temos um subespaco

cujos pontos queremos destacar: o espago das transformacgoes lineares de xzes
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em ys. Repare que temos um modo de separar a seta ‘—’ em duas operagoes
para isolar toda a nao-linearidade em uma delas; se E;, = R entdao uma fungao
bem-comportada que leve xzes em ys é linear sobre o espaco das uplas infinitas
(1,z,2%,2%,...); se E, tem mais de uma dimensao precisamos de produtos
tensoriais, e usamos as uplas (1,z,z @ z,z ® x ® x,...). Ai, usando ‘I’ para a
operacao que leva cada x na upla correspondente e ‘—’ para indicar dependéncia
linear, temos que cada x — y pode ser expresso como um !z —o y. Isso fica mais

claro se pensamos em termos de séries de poténcias:

dx dx
dy dy = ypdx + ¥2=da® + ...

Estamos excluindo as zerésimas poténcias das uplas por conveniéncia.

‘" nés usamos as operagoes ‘!,,’, onde

Se ao invés de usarmos as operagoes
por exemplo !3dz := (dx,dz?, dx?,0,0,...), entdo obtemos aproximagoes até
uma certa ordem do resultado original. Se temos um infinitesimal fixo, €, e |dz|
é um numero finito vezes €, entao uma aproximagao até ordem n de um valor é
uma cujo valor difere de um finito vezes € do valor verdadeiro. Repare que em
!dz a ordem (nesse sentido) de cada membro da upla é maior que a do anterior;
se s0 queremos calcular uma aproximagao até ordem n de um valor que é o
resultado de uma conta expressa por uma arvore, podemos anotar na raiz da
arvore que ali queremos ordem n de precisao, e podemos subir com as anotagoes
de precisao até as folhas da drvore; uma &arvore com essas anotagoes passa a
dizer coisas como “se eu sei dy até a ordem 3 e sei os primeiros trés termos
de !dy —o dz, o primeiro até ordem 2, o segundo até ordem 1 e o terceiro até
ordem 0, entao eu sei dz até ordem 3”... de novo, como na segao ([?]), temos uma
situagao em que a arvore original descreve uma situagao simplificada, muito mais
bem-comportada, e somos capazes de refinar essa arvore para que ela descreva
uma situagao real; além disso a arvore nos permite nao fazer as contas até o
iltimo minuto: ela diz que é possivel calcular um certo objeto a partir de certos
outros e nds sabemos preencher os detalhes quando for necessario e encontrar
uma expressao para esse objeto em termos dos anteriores; nao é preciso mostrar
explicitamente a expressao para ele para mostrarmos que sabemos quem ele é.

Outra coisa: em Set 4 tinhamos uma bije¢gao natural entre pares de fungoes

a—bea— cefungdes a — b A ¢, e outra entre fungdes a — (b — ¢) e funcéo
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a A'b — ¢; tinhamos dois modos diferentes de fazer o A aparecer a partir do
tipos construidos apenas com o ‘—’.

a—b a—c a— (b—c¢)

a—bAc aANb—c

Se tentamos trocar esses ‘—’s por ‘—o’s vemos que os dois ‘A’s vao corresponder
a coisas diferentes; um modo rapido, mas meio furado, de ver isso é olhar para
as dimensoes dos espacos. Digamos que E, = R%, E;, = R? ¢ E, = R?*; entéo
dimE, o = 6, dmE, o« = 8 e dimE(, o}, 4oy = 14 = dimE, - (dimE; +
dimE.), mas dimEy .. = 12 e dimE, (o) = 24 = dim E, - (dim E;, - dim E..).
O primeiro E,xp vai ter a dimensao do produto direto de E, e Ep, o segundo a
dimensao do produto tensorial de E, e Ejy.

a—b a—c a— (b—c)

a—bAc aNb—c

O T também se duplica: o terminal, tal que para todo tipo a havia exatamente
uma seta a — T, passa a ter como espaco associado o R® = {0}; o T tal que
havia uma uma bije¢ao natural entre ‘a’s e ‘T — a’s, para qualquer tipo «,
passa a ter como espago associado o R; cada « vai na funcao r —o « que leva 1
em a.

O que aconteceu foi que “enfraquecemos a légica” de novo; passamos a exigir
que ela obedecesse menos equagoes, ja que vamos querer ter @ # ® e 0 # 1;
com isso passamos a ter ainda mais modelos.

Essa légica com ‘I’ ‘=’ ‘®’ e ‘@’ se chama Idgica linear; consulte [Girard]
e [BPS] para introdugodes sérias a ela, ainda com énfase na interpretacdo em

espacos vetoriais. Ela tem vérios outros modelos também.

9.1 Parametricidade

Um teorema de parametricidade é um que diz que qualquer termo A de tipo
a que obedeca certas condigoes, como ser um combinador ou sé usar certas
constantes, obedece uma propriedade P,, que nao é totalmente trivial e que sé
depende do tipo o. Em [Wadler] hd um teorema desses para um certo sistema
de A-cdlculo polimérfico que admite uma regra de formagao de tipos ‘[ |, onde

um ponto! de tipo al! é uma lista finita de pontos de tipo a.

IModelos para A-célculo tipado polimérfico sao dificeis de obter, como como os modelos
para A-calculo ndo-tipado; veja [Wadler|, p.4, para referéncias. Quando falamos de pontos
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Vamos ver o enunciado do teorema. Precisamos de duas abreviacoes: a? é

P é (o) — 7; o e @’ ndo sdo necessariamente iguais. Para cada

P

(/) e

tipo a vamos obter uma relagao R, de tipo o', e para qualquer termo de tipo

a tal que nenhuma das constantes que aparecem nele é polimérfica vamos ter

R,AA = T; “todo termo esta relacionado consigo mesmo”. Em geral vamos

nos referir & relacio R, pelo tipo dela, af.

P ¢ construida mais ou menos indutivamente:

P

A relacao «

1) Se & é um tipo atémico entdao o é a relagdo que diz que cada ponto a®

s6 esté relacionado consigo mesmo: af’

afay =T se af = a$, 4 se nao. Repare
que nesse caso os tipos o’ e o ficam iguais.

2) A relagio (o, 3)F é montada a partir de duas relagoes o e 3. Se as
relagoes af’ e B sdo (o/,a”) — 7 e (8,3") — 7 respectivamente, a relacio
(o, 8, (o, 3")) — T que queremos responde T para ((a®,b%), (a®”,b%"))
se e s6 se as relacoes o e B que ja tinhamos respondem T para (aa/,ao‘”)
e (bﬁ', bﬁ"); “dois pares estao relacionados se e s6 se seus primeiros membros
estao relacionados e seus segundos membros também”.

3) A relacao all? é montada a partir de relacio a®” da seguinte forma: se

a8 0 .
) estao relacionadas se

a® ¢ de tipo (a/,a’") — 7, duas listas (a[l] e (a[Q])O‘”
e s6 se elas tém o mesmo comprimento e elementos correspondentes delas estao
relacionados.

4) A relagio (o — B)F é montada a partir de af e 8% e ela diz que duas
funcoes, (f))* 7" e (f”)*"—F" | estdo relacionadas se e s6 se cada par (a§ ,ag’ )
relacionado por af’ é levado num par (bf/, bg”) = (f'a1, f"az) relacionado por
Y. Em notagao muito curta isso é (a — 3)F(a — B)? = Va2.(aPa? — gF3?).

5) A relagio (o = af')¥ é obtida a partir de F, onde F se comporta como a

agao de um funtor sobre objetos, como na se¢do 4.4 (veja também a secdo 2.9).

estamos obviamente nos referindo a pontos do modelo, uma lista de pontos é a representagao
da lista dentro do modelo, etc.

tesemestr apr99 (typeset 2001aug28 01:35) edrxOmat.puc-rio.br



CHAPTER 9. ONDE NOS GOSTARIAMOS DE CHEGAR 114

"' 7P

[CLP]I [bP]2 a[]P b[]P

(a—b)F  (all = blHP
[Tyl [(b=...)"  ((a—b)— (all—blh))"

[Taz]' [(a=...)°]! (b= ((a—b) — (all - bIH)P ’
1
(a=b= ((a—0b) — (all = dlh))HP
[(anb)?]! [(anb)?]!
a? a? b? b?
P2 pP2 [al2] af
P2 A pP2 ql1P2
(a/\b)2—>aP2/\bP2 717 all2 - gl1P2 1
(anb)F all?
[0?]" [(a—b)°]° [Te2] [(a=a")?* [T
[a2]1 aP b2 bP CLF2 (ZFP
a’? pP2 aF P2
a2 = P2 VaP a2 !
Va?.(a? — bP?) ! 5 VT ,2.Val .af'P? 5 4
(a — b)? — Va?.(a? — bF?) (a = af)? — VT ,2.Val .af'F?
(a—b)” (a = al)?
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